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FEIGENBAUM DONUSUMU iCiN GiRiS ZAMANLARI
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ikinci béliimde dinamik sistemlere ait olan temel kavramlar belirtilmistir.

Uglincli béliimde Feigenbaum donisimi ile ilgili temel tanim, teorem ve genel
ozellikler verilmistir.

Dordiinci bélimde ise Feigenbaum donisimii ile ilgili calismalara yer verilmistir.
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BOLUM 1

GIRIS
1.1 Literatiir Ozeti

Dinamik sistemler bilim dal, kararli sistemlerin zamana bagliligini tanimlayan bir
matematik daldir. Newton (1687) de yayinladig kitabiyla klasik mekanigin temelini
yaratmistir. O zamana kadar ¢ozlilememis olan iki boyutlu problemi ¢dézmdstir. Yani
dinyanin glnes etrafindaki hareketini, birbirlerine uyguladiklari yer c¢ekiminin
kanununu tanimlamistir. Newton’ dan sonraki bilim adamlari bunu lg¢ boyuta yani
glines, dinya ve aydan olusan sisteme tasimaya calismislar, ancak varolan metotlarin
yeterli olmadigini gérmiuslerdir. Poincaré (1800)’ lerin sonlarinda bu tiir problemlerin
¢ozumleri icin yeni yaklasimlar gelistirmistir. Lorenz (1963)’ de yaptigi uygulamalarla
cekicileri kesfetmistir. Feigenbaum (1970)" li yillarin basinda diizenli bir durumdan
karmasikhga gecisin halini incelemistir. Yakin zamanlarda Mandelbrot yeni bir

geometrik anlayis olusturmustur.

Dinamik sistemlerin ¢alisma alanlarindan biri olan Feigenbaum doénldsimda ile ilgili

yapilanlara ait bilgiler asagida verilmistir.

Feigenbaum (1978)" de Feigenbaum fonksiyonel denklemini ortaya gikarmistir. Collet
ve Eckmann (1980)" de aralklarin iterasyonlarini dinamik sistemler olarak
incelemislerdir. Campanino, Epstein ve Ruelle (1980) de « =0.39953528 alarak
Feigenbaum denkleminin ¢oziiminiin 1—const.x* gibi davranacagini gostermislerdir.
Campanino ve Epstein (1981)’ de daha Onceki yaptiklari calismanin ayrintilarini vererek
Feigenbaum donltsliiminiin sabit noktasinin varligini incelemislerdir. Eckmann, Epstein

ve Wittwer (1984) de fP(Ax)=Ax tipten denklemler icin sabit noktalari



calismiglardir. Ardindan Yang ve Zhang (1985)’ de ikinci tipten Feigenbaum fonksiyonel

denklemini ileri sirmuslerdir.

Dzhalilov (2004)’ de giris zamanlarini ¢ember igin g¢alismistir. Frisch, Khanin ve
Matsumoto (2005)" de Feigenbaum ¢ekicisinin termodinamik bigimini gdstermisler ve
fonksiyonun kuvvet serisinin bazi ilk terimlerini vermislerdir. Berg (2008)" de
Feigenbaum denkleminin pargali lineer ¢ézimiini yapmistir. Robledo ve Moyano
(2009)" da Feigenbaum cekicisinin dinamiklerinden bahsetmislerdir. Dzhalilov,
Karakaya ve Simsek (2012)’ de farkh bir yaklasim yaparak Feigenbaum doénlisiminin

spectral davranisini ¢alismiglardir.

1.2 Tezin Amaci

Bu c¢alismada, belirlenen A" araliklari disinda, Feigenbaum dénisiiminiin sabit

noktasinin ¢ok yakininda bir nokta aldigimizda bu noktanin ranklara giris zamanlari

arasindaki iliskinin tespiti hedeflenmistir.

1.3 Hipotez

Feigenbaum dontsimiin genel tanimi, Ozellikleri ve araliklar sisteminin olusumu
verilmistir. Belirli bir rankta herhangi bir Aﬁn) araligindan alinan bir noktanin ayni

ranktaki diger araliklar arasi gecis rotasyonu ifade edilmistir.



BOLUM 2

DINAMIK SiSTEMLER

Dinamik sistemler, hareketli sliregleri anlamaya ¢alisan matematigin bir dalidir. Bu tir
suregler tum bilim dallarinda ortaya ¢ikar. Mesela, vyildizlar ve galaksilerin
gokylzindeki hareketi dinamik bir sistem olup, binlerce bilim adami tarafindan
yuzyillardir arastiriimaktadir. Borsa da hava durumu gibi zamanla degisen bagka bir
sistemdir. Kimyasal degisimlerin olmasi, populasyonlarin artis ve azalisi ile basit bir
sarkacin hareketi dinamik sistemlerin kimya, biyoloji ve fizikteki klasik 6rnekleridir. Bu

durumda dinamik sistemlerle hayatimizin pek ¢ok alaninda karsilasiriz.

Bir bilim adami bir dinamik sistem ile ne yapmayi ister? Sistem zaman icinde hareket
ettigi veya degistigi icin, bilim adami sistemin nerede basladigini, nereye kadar
gidecegini tahmin etmek ister. Hava yarin yagmurlu mu olacak, giinesli mi? iki kimyasal
maddenin bir tlipte karistirilmasi sonucunda patlama olusur mu? Bu tipteki sorulara

cevap bulmak ister.

Agik olarak bazi dinamik sistemler tahmin edilebilirken bazilari edilemez. Gilinesin yarin
yine dogacagini, bir fincan kahveye krema eklenince kimyasal reaksiyonun patlama ile
sonuclanmayacagini biliriz. Diger yandan bir aylik hava durumunu simdiden tahmin
etmek imkansizdir. Bu durumun meteorolojik sistemlerde mevcut olan degiskenlerden
kaynaklandigini soyleyebiliriz. 20. yy matematiginin dnemli kesiflerinden biri de cok
basit sistemler, hatta sadece bir degiskene bagh olan sistemlerdir. Bunlar bir selale
kadar hir¢inca, bir kasirga kadar siddetli ve diizensiz davranabilirler. Dikkatimizden
kacan cok kiicik bir sebep cok biliylk etkiler meydana getirebilir. Bir sistemin baslangic
durumununun yaklasik olarak bilinmesi bir sonraki durumu belirlemede bize yardimci

3
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olabilir. Fakat baslangictaki kiguk farkliliklar ileride buylk bir hataya sebep olur ve

tahmin etmek imkansiz hale gelir.
2.1 Dinamik Sistem Ornekleri

2.1.1 Finans Ornegi
(Bankaya %10 faizle n yilligina yatirilan 1000 TL )

Olaylarn tekrarlamak, bir onceki islemdeki ¢iktiyi bir sonraki islem igin girdi olarak
kullanmak iterasyon sireci olarak adlandirilir. O zaman bizim 6rnegimiz de iteratif
surecin veya dinamik sistemin basit bir 6rnegidir. Basit olarak her yilin sonunda paranin

%10 unun eklendigini distnelim. n_inci yilin sonunda bankada biriken parayr A, ile
gosterelim. Problemimiz n yil igin verilen degerlerle A ’ e karar vermektir. Biliyoruz ki
A, baslangi¢c miktari 1000 TL’ dir. Bir yil sonra bu miktara %10’ u eklenir ve yeni

bakiye elde edilir. Yani,
A=A +0.1A =1.1A,

Buradan A =1100 TL olarak bulunur. Benzer sekilde ikinci yilin sonunda ayni islem

yapilirsa elde edilen miktar,
A =A+0.1A =11A =(1.1)° A
olurve A, =1210 TL olarak bulunur. Devam edilirse,
A =11A =(L1) A
A =11A =(11)' A,
A =LIA =(L1)' A

oldugu gorulir. Boylece bir onceki yilin dengesini bilirsek A,’ in miktarina karar

verebiliriz.

F(x) =1.1x fonksiyonu tanimlandigi taktirde birikmis bakiye, bu fonksiyonun tekrarli

uygulamasiyla elde edilir.



A =F(A)
A, =F(A)
A =F(A)

Burada ardisik bakiyeyi elde etmek icin F ’ yi tekrar tekrar kullanip,

A, = F(F(A)) = FoF (A)
A, = F(F(F(A))) = FoFoF (A))

seklinde yazarak daha ayrintili bir sekilde gosterebiliriz. F(X) =1.1x oldugu igin;
F(F(x)=(1.1)°x
F(F(F(x))) = (L.1)°%x

elde edilir ve genel olarak fonksiyonun n. iterasyonu Fo...0F (x) =(1.1)"x seklindedir.
| ——

n

Boylece A,’ibulmak igin sadece (1.1)" ile A, ¢arpimini hesaplamak yeterlidir.

2.1.2 Ekoloji Ornegi

Nesiller boyunca blylyen veya kigllen bir tirin nifusunun davranisina dair bir

tahmin yurattGgiimiza varsayalim. Yasayan n_inci nesli P, ile gosterelim. n

buyldikge P,” in nasil degisecegi sorusunun cevabini bulmaya ¢alisahm. P, sifira gidip

tlrler yok olur mu yoksa P, sinirsizca buylyup bir niifus patlamasiyla mi karsilasilir?

I, ekolojik durumlara bagh bir sabit olmak tzere P,,; =rP, seklinde olsun. Béylece P,

baslangi¢ degeri verildiginde popilasyonun durumu su sekilde gosterilebilir:

P=rk
P,=rR =r?PR,
P,=rP,=r°P,
P =rP_,=r"P,

Popiilasyonun davranisi iterasyon vyoluyla ifade edilebilir. Bu durumda fonksiyon

F(X) = rx olsun. Boylece,



P, =Fo..oF (R,)=r"R,

n

yazilir. Burada popilasyonun nihai kaderinin r’ ye bagh olduguna dikkat edilmelidir.
Eger r>1 ise n—o icin r" sonsuza gider ve kontrol edilemez bir popilasyon
buylimesiyle karsilasilir. r <1 ise r" sifira gider ve tiriin soyu tikenmeye baslar. Son

olarak r=1 durumunda P, =P, olur. Bu durumda popilasyonda bir degisiklik olmaz.

Boylece herhangi bir r degeri igin tlrin kaderini belirleme amacimiza ulasmis oluruz.
Elbette bu basitlestiriimis model blylk olcide gercek disidir. Gergek yasam
popiilasyonlari cok daha karmasik bir yapiya sahiptir. Ornegin, popiilasyonlar hicbir
zaman sonsuza yaklasamaz. Buna ¢6zim bulabilmek igin modele popilasyonun asiri

kalabalik olma ihtimali eklenebilir (Devaney [1]).
2.2 Dinamik Sistemlerle ilgili Temel Kavramlar

2.2.1 iterasyon

Bir fonksiyonun iterasyonu, bir dnceki uygulamanin giktisini bir sonraki igin girdi olarak

kullanip fonksiyonun tekrarh olarak hesaplanmasi demektir.

Bir F fonksiyonu icin, F?(x)=F(F(x)), F fonksiyonunun 2. iterasyonudur. F
fonksiyonunun 3. iterasyonu F3(x) = F(F(F(X))) seklindedir. Genellikle, n. iterasyon

F"(x) ile ifade edilir (Devaney [1]). Ornegin, F(x) = x> +1 olsun. O halde,
F*(x) = (x* +1)° +1
F3(X) = ((xX* +1)* +1)* +1

elde edilir. Benzer sekilde F(x) = JX oldugunda,

F2(x) = WX
SORAN



bulunur. Burada fark edilmesi gereken 6nemli seylerden biri, F"(x)’in F’ nin n_inci
mertebeden kuvveti olmadigidir. Aksine, F"(X), F’ nin X degerii¢in n. iterasyonudur

(Scheinerman [2]).

2.2.2 Yoriingeler

Verilen x,eR baglangic noktasi igin X, X, =F(X,), X, = F*(X,),.eey X, = F"(X,), ...
dizilisine X, baslangi¢ noktasinin F fonksiyonu altindaki yoriingesi denir (Arrowsmith

ve Place [3]).

Ornegin, F(X) = «/; Ve X, = 256 ise X, noktasinin yoriingesindeki ilk bes nokta;

X, = 256
X, =256 =16
X, =416 =4

Baska bir 6rnek olarak, S(x)=sinx fonksiyonunu alirsak (burada X derece cinsinden

degil radyan cinsindendir) X, =123 baslangi¢ noktasi igin yoriinge;

X, =123

X, =—0.4599...
x, =—0.4438...
X300 = —0.0975...

Xog, = —0.0974...

seklindedir. Yoriinge gittikce 0’ a yakinsama egilimindedir.

C(x) =cosx olsun. O halde X, =123 baslangi¢c noktasinin yoriingesi



X, =123
x, =—0.8879...
X, =0.6309...

X, = 0.739085...
X, = 0.739085...
X., = 0.739085...

olur. Birkag iterasyondan sonra yoringenin 0.739085 noktasinda durdugu gorulir.

2.2.3 Sabit Nokta

Dinamik sistemde yoriingenin ¢ok farkl tipleri vardir. Stiphesiz ki yériingenin en 6nemli
tipi sabit noktadir. F(x,) =X, denklemini saglayan x, noktalari F fonksiyonunun sabit
noktalaridir (Brin ve Stuck [4]). X, , F fonksiyonunun sabit noktasi olmak uzere
F?(%,) = F(F (%)) = F(X,) = X, olup genellikle F"(x,) = X,” dir (Hasselblatt vd. [5]). Bu
yuzden sabit noktanin yériingesi sabit bir Xy, X,,X,,... dizisidir. Sabit nokta hareket
etmez. Ornegin, F(x)=x> fonksiyonunun sabit noktalari 0 ve 1 iken F(x)=x’
fonksiyonunun tim sabit noktalari 0,1 ve -1’ dir. Sabit noktalar, F(X)=Xx
denkleminin ¢éziimiinden elde edilir. Bdylece F(X)=X’—x—4 fonksiyonunun sabit
noktalari x* —X—4 = x denkleminin ¢ozilmesiyle 1i\/§ olarak bulunur (Devaney [1]).
Sabit noktalar, ayni zamanda y=X dogrusu ile fonksiyon grafiginin kesisimi
incelenerek geometrik olarak bulunabilir. Ornegin, Sekil 2.1” de gésterildigi gibi y =X
ile S(x)=sinx fonksiyonunun kesistigi tek nokta olan x, =0 noktasi S(x)=sinx

fonksiyonunun tek sabit noktasidir. Benzer sekilde, Sekil 2.2” de gosterildigi gibi
C(x) =cos x fonksiyonunun sabit noktasi 0.739085...." dir.



Sekil 2.1 x=0, S(x) =sinx fonksiyonun sabit noktasidir.

LS
T

Sekil 2.2 0.739085, C(x) =cosx fonksiyonunun sabit noktasidir.

Yoringenin bir diger énemli tirl periyodik yoringe ya da devirdir. Bazi n>0 igin
F"(x,) = X, oluyorsa x, noktasi periyodiktir (Preston [6]). F"(X,) = X, olan en kugiik n
sayisina yoringenin asal periyodu denir. X, periyodik nokta ve n asal periyot olmak

uzere, X, noktasinin yériingesi sadece tekrarlanan sayilar dizisinden olusur.



Xor F (%) F2(Xo)serr F (X)) Xg0 F(Xg)s F2(X0)ser F™H(X),

seklindedir (Scheinerman [2]). Ornegin, F(X)=x>—1 fonksiyonu, baslangic noktasi
X, =0 olmak lzere 2—devirli bir asal periyoda sahiptir. F(0)=—-1ve F(-1)=0" dir.

Bu nedenle X, =0 noktasinin yériingesinin
0,-1,0,-1,0,—1,...

oldugu gorulir. 0 ve —1 noktalarinin 2—devir olusturdugu sdylenebilir.

Benzer sekilde, F(X) :—gx2 +gx+1 fonksiyonu icin, X, =0 baslangi¢ noktasi 3 asal
periyotludur veya 3— devirli bir yoriingeye sahiptir. F(0)=1, F(1)=2 ve F(2)=0"dur.

Yoringe 0,1,2,0,1,2,... seklindedir (Devaney [1]).

2.2.4 Grafik Analizi

ilk olarak bir boyutlu dénisiimlerin grafiklerini anlamak icin geometrik bir siirec ele
alahm. Grafik analizi olarak adlandirilan bu sireg, ¢ogu durumda yoringelerin
davranislarinin belirlenmesinde bir fonksiyonun grafiginin kullanilmasina olanak saglar.
Diyelim ki bir F fonksiyonunun grafiginin verilen bir X, noktasindaki yéringesini
gdstermek istiyoruz. ilk olarak F fonksiyonunun grafigi ile y=x kdsegen dogrusunu

cakistiririz. Bildigimiz gibi fonksiyon ile kdsegen dogrusunun kesisme noktalari bize F

fonksiyonunun sabit noktalarini verir. X, noktasinin yéringesini bulmak igin,
X —eksenindeki X, noktasindan hareketle kosegen Uzerindeki (X,,X,) noktasi ile

baslanir. Buradan ilk olarak F fonksiyonunun grafigine dikey bir dogru cizilir. Bu dogru

grafik ile kesistiginde, (X,, F(X,)) noktasina ulasiriz. Daha sonra bu noktadan kosegen
dogrusuna yatay bir dogru izilir. y=x Uzerinde y-—koordinati F(x,) ve
X—koordinati F(X,) olan noktaya ulasiriz. Boylece koésegen dogrusu uzerindeki
X —koordinati F(X,) olan nokta, X,” in yoriingesinin bir sonraki noktasidir. Bu sekilde
strece devam edilir. Kdsegen dogrusu uzerindeki (F(X,), F(X,)) noktasindan grafige

dikey bir dogru cizilir; bu dogru (F(x,),F?(X,)) noktasini verir. Ardindan y=x" e
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gizilecek yatay dogru ile késegen dogrusu uzerindeki (F*(x,), F(X,)) noktasina ulasilir

ki bu da yoringedeki bir sonraki noktadir (Devaney [1]).

X, noktasinin yéringesini geometrik olarak géstermek i¢in, siirece bu sekilde devam
edilir. ilk 6nce kdsegen dogrusundan grafige dikey bir cizgi cizilir, ardindan yatay bir
dogru ile grafikten kdsegen dogrusuna geri donullr. Sonugta olusan “merdiven” ya da

“6rimcek agl” X, noktasinin yoriingesinin agiklayici bir resmi olur.

Sekil 2.3 grafik analizinin tipik bir uygulamasini gosterir. Ornegin, Sekil 2.4’ de
F(x):\/; fonksiyonunun grafik analizi ¢izilmistir. Herhangi bir pozitif X, noktasi, F
fonksiyonu ile kosegen dogrusunun kesisme noktasina giden bir merdiven meydana

getirir. Bu nokta elbette ki x=1" deki sabit noktadir.

(=3
—
(=1
—
L&
a
(=1

Sekil 2. 3 Grafik Analizi
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1 2 3 4

Sekil 2. 4 F(X) =X in grafik analizi

Sekil 2. 5" de C(x)=cosx fonksiyonunun grafigi cizilmistir. Bu durumda herhangi bir
yoriinge yine C(Xx) fonksiyonu ile kosegen dogrusunun kesisme noktasina gider. Bu

nokta yaklagik olarak 0.73908... (radyan) olarak verilir.

Sekil 2. 5 C(x) =cos x’ in grafik analizi

F / nin periyodik noktalari F"(x,) =X, esitligini saglar. Bunun anlami, grafik analizi ile
uretilen dogru pargalari aslinda kosegen dogrusu Uzerinde (X,,X%,)’ a donusur;

boylelikle grafik analizinde kapal bir “devir” olusur. Sekil 2.6a’ da gorildigli gibi
12



F(x) = x* —1.1 fonksiyonu grafik analizi ile tiretilmis kare seklinde gosterilen 2 —devirli
yoringeyi ortaya cikarir. Sekil 2.6b” de gorllr ki birgok yoriinge devir egilimindedir. Bu

2 —devir acik olarak hesaplanabilir.

1

Sekil 2. 6a F(x) =x*—1.1" in grafik analizi

Sekil 2. 6b F(x) = x* —1.1’ in grafik analizi

2.2.5 Yoriinge Analizi

Bazen grafik analizi, bir dinamik sistemin tim yoriinge hareketlerinin tanimlanmasina

imkan verir. Ornegin, F(x)=x> fonksiyonunu géz 6niine alalim. F’ nin grafigi,

13



fonksiyonun 0,1 ve -1 olmak lzere ig¢ tane sabit noktasi oldugunu gosterir. Bu
noktalar x®=x, ya da x*—x=0 esitliklerinin ¢éziimleridir. Grafik analizi asagidaki

yoringe hareketini yazmamiza olanak saglar. Eger |X0| <1 ise Sekil 2. 7a’ daki gibi X,” In

yorlingesi sifira gitme egilimi gostermektedir. Diger taraftan,

Xo|>1 ise Sekil 2. 7b’

deki gibi x,” In yoriingesi Foo’ a gitme egilimindedir.

[ ]
T

[

(W]
T

Sekil 2. 7a F(x) =X’ lin |X| <1 durumunda yoringe analizi
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Sekil 2. 7b F(x) =x°" tin |x| >1 durumunda ydriinge analizi

F(x)=x%" in yériinge analizi a.|x| <1, b.|x| > 1.

2.2.6 Faz Diyagrami

Bir dinamik sistemin bitiin yoringelerini tanimlamanin kisa ve 6z bir yolu da faz
diyagramlaridir. Faz diyagrami, yoringelerin reel dogrudaki resmidir. Tek boyutlu
durumda faz diyagrami, grafik analizinden daha fazla bilgi vermez. Bunun yaninda iki
boyutta, grafik analizini uzatmak mumkin olmadiginda, yoringe hareketini

tanimlamak icin sadece faz diyagramina guvenilir.

Faz diyagraminda sabit noktalar bilyik noktalarla, yériinge boyunca olan dinamikler
oklarla gésterilecektir. Bilindigi gibi F(x)=x> fonksiyonunun sabit noktalari 0, +1’
dir. |X0|<1 ise F"(x,) >0; |XO|>1 ise F"(X,) >0’ dur. Sekil 2.8’ de bu

fonksiyonun faz diyagrami gosterilmistir (Devaney [1]).

PN AN WV Ve VNP S 2N N AN VAN W Ve
-1 0 1

Sekil 2. 8 F(x) = x*’ (in faz diyagrami
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2.2.7 Sabit ve Periyodik Noktalar

Sabit noktalar ve devirler, dinamik bir sistemin en 6énemli gesitleri arasinda yer alir.

Bundan dolayi bu noktalari kolayca bulabilmek ¢ok dnemlidir.

2.2.7.1 Sabit Nokta Teoremi

Sabit noktalari bulmaya yonelik en kolay kriterlerden biri asagidaki 6nemli bulgunun

dogrudan bir sonucudur.

Tanim 2.1 Bc R, g:B—R bir fonksiyon ve a€B olsun. g fonksiyonunun a
noktasinda siirekli olmasi i¢in gerek ve yeter kosul her £ >0 icin en az bir 6 >0 vardir
dyleki [x—a| <5 =|g(x)—g(a)| < & olmasidir.

Teorem 2.1 (Ara Deger Teoremi) F :[a,b]—>R strekli bir fonksiyon olsun. y,” In
F(a) ve F(b) arasinda oldugunu kabul edelim. Buna gore [a,b] araliginda F(X,) =Y,

olacak sekilde bir x, vardir.

Acik bir sekilde ifade edilirse, bu teorem surekli bir fonksiyonun [a,b] araliginda F(a)

ve F(b) arasinda kalan tim degerleri aldigini gésterir. Hemen bunun bir sonucu olarak

sunu verelim:

Teorem 2.2 (Sabit Nokta Teoremi) F:[a,b]—[a,b] sirekli bir fonksiyon olsun. O
zaman F fonksiyonu icin [a,b]’ de sabit bir nokta vardir.

Notlar:

1. Bu teorem, F icin [a,b]' de en az bir sabit noktanin oldugunu gosterir ki bu sabit
nokta daha fazla da olabilir. Ornegin, herhangi bir [a,b] araligindaki tim noktalar,

birim fonksiyon olan F(X) = X ile belirlenir.

2. Bu teoremde birka¢ 6nemli hipotez vardir. Bunlardan ilki stireklilik olup digeriise F’

nin [a,b] arahgini yine kendine gotlirmesidir. Bunlardan birinin bozulmasi, sabit

noktasi olmayan bir fonksiyon verebilir.
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3. Ayni zamanda [a,b] araliginin kapali olmasi 6nemlidir. Ornegin, F(x)=x*

fonksiyonu (O,%j araligini yine aralik igerisine goturir. Fakat bu agik aralikta higbir

sabit nokta yoktur [O sabit noktasi, (O,%j araliginin disinda bulunurj.

4. Sabit nokta teoremi, en az bir sabit noktanin oldugunu gdstermesine ragmen bu
noktanin dogrudan bulunabilmesi igin herhangi bir yontem vermez. Bununla birlikte
uygulamada sik sik sabit noktanin kesin olarak nerede oldugunu bilmemiz gerekmez.
Sadece bu sabit noktanin belirli bir aralikta oldugunu bilmemiz ¢ogu zaman
amaclarimiz i¢in yeterlidir.

Sabit nokta teoreminin ispati, H(X)=F(x)—Xx’ e ara deger teoreminin uygulanmasi

sonucu ¢ikar. Bu fonksiyon strekli olup
H@)=F(a)—-a>0
H(b)=F((b)-b<0
ifadesini saglar. Dolayisiyla [a,b] araliginda H(c) =0 olacak sekilde bir ¢ vardir. Bu ¢

degeri, F(c)—c=0"1sagladigindan sabit noktamiz olur.

2.2.7.2 Gekicilik ve iticilik

iki tane 6nemli ve birbirinden farkli olan sabit nokta cesitleri cekici ve itici sabit
noktalardir. Oncelikle bu kavramlarin altinda yatan disiinceye érnek olarak F(X)= x?

bicimindeki kare fonksiyonu verilsin. Bu dénisiimin 0 ve 1’ de olmak (izere iki tane

sabit noktasi vardir. Bu noktalarin civarindaki yoriingelerin ne olduguna dikkat edelim.

Eger |XO|<1 olacak sekilde herhangi bir X, secersek; o takdirde X,” in yoringesi hizli
bir sekilde sifira yaklasir. Ornegin, 0.1’ in yériingesi

0.1 0.01, 0.0001, 0.00000001,....

seklindedir. Aslinda 0 <X, <1 sartini saglayan herhangi bir X, noktasi, her ne kadar 1’

e yakin olsa da 1’ den uzak ve 0’ a yakin bir yériingenin olusumuna yol acar. Ornegin,

0.9’ un yorungesi
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0.9, 0.81, 0.6561, 0.430467. . .,0.185302 ..., 0.034336 . .., 0.00117. ...

bigimindedir. Daha dogrusu eger 0< x, <1 ise 0 zaman n—oo iken F"(X,) =0 olur.
Diger taraftan eger x,>1 ise bu takdirde yoriinge 1’ den uzaklasir. Ornegin, 1.1" in
yorungesi

1.1, 1.21,1.4641,2.1436...,4.5950...,21.114 ...,445.79. ...

olur. Bu nedenle x, >1 ise n— o iken F"(X,) — o olur ve dolayisiyla yoriinge, 1’ den

uzaga gitme egilimi gosterir.

Acikca soylemek gerekirse, 1’ e yakin noktalarin 1’ den uzaga giden itici yoringeleri
varken 0’ a yakin noktalarin ise 0 igin gekici yoriingeleri vardir. Bu fonksiyonun grafik
analizi, Sekil 2.9’ daki gibi iki cesit sabit nokta arasindaki fark acik bir sekilde

gosterilmektedir.

(=}

[=]
Ln

Sekil 2.9 F(X) = x*’ nin grafik analizi
Sekil 2.9 igin O gekici bir sabit nokta iken 1 ise itici bir sabit noktadir.

Tlrev, bir fonksiyonun grafigine teget dogrunun egimini verdiginden fonksiyonlarin igin

cekici ve itici sabit noktalari ayirmamizi saglar.
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Tanim 2.2 X,, F icin sabit bir nokta olsun. O zaman ‘F'(XO)‘ <1 ise X, gekici bir sabit
noktadir. ‘F'(XO)‘ >1 ise X, noktasi, itici bir sabit noktadir. Son olarak da ‘F'(XO)‘ =1
ise sabit nokta notr veya farksiz olarak adlandirilir (Hasselblatt vd. [5]).

Bu terimlere uygun geometrik mantik, grafik analizi ile saglanir. ‘F'(XO)‘<1 iken

0<F(x) <1l ve -1<F (X)) <0 durumlarinin grafik analizleri ve faz portrelerini

inceleyelim:

d

(@) 0<F'(x,) <1 (b) 1< F'(x,) <0

Sekil 2. 10 0< F'(x,) <1ve —1<F'(x,) <0 igin grafik analizleri

Sekil 2.10" daki her bir durum icin X,, ¢ekici bir sabit noktadir.

ey

N TN PAVAVAR

(a) 0<F (%) <1,(b) -1<F (x,)<0

Sekil 2. 11 0< F'(X,) <1ve —1< F'(X,) <0 igin faz portreleri
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Sekil 2.11” de gekici bir sabit noktanin civarindaki olasi faz portreleri gérilmektedir.

Diger taraftan ‘F'(XO)‘ >1 iken F'(x,) >1 ve F (X,) < -1 durumlarinin grafik analizleri

ve faz portrelerini inceleyelim:

=

A

(@) F(x)>1 (b) F(x)<-1

Sekil 2. 12 F'(x,) >1ve F'(X,) <—1 durumlarinin grafik analizleri

Sekil 2.12" de her iki durumda X,, itici bir sabit noktadir.

@)

AR ANVAN-NDN AN

ey
N

(@) F (%) >1,(b) F(x)<-1

Sekil 2. 13 F'(x,) >1ve F'(X,) <—1 durumlarinin faz portreleri

Sekil 2.13’ de itici bir sabit noktanin civarindaki faz portreleri goriilmektedir.

Peki bu neden dogru?



Sekil 2.10 ve Sekil 2.12’ deki grafik analizleri, F (X,)’ in blyGkliginin x,” in gekici mi
yoksa itici mi oldugunu belirlemedeki iddiamizin dogrulugu icin net bir kanittir. Fakat
bunun dogrulugunu ve o6zelikle de teget dogrularinin egimlerinin ne zaman kesisim

noktalari olan £1’ e yakin oldugunu nereden biliyoruz?

Bunun cevabi, matematigin en 6nemli teoremlerinden biri olan ortalama deger
teoremi ile bulunur.
Ortalama deger teoreminde; F, a < x <b araliginda diferansiyellenebilir bir fonksiyon

oldugunda a ve b arasinda 6yle bir ¢ sayisi vardir ki

F(b) - F(a)

F(c)= —

ifadesi saglanir. Bu teoremin igerigi, en iyi geometrik olarak gosterilir. Buna goére

_F(b)-F(a)
~ b-a

M

ifadesi, F’ nin grafiginde bulunan (a, F(a)) ve (b, F(b)) noktalarini birlestiren diiz bir
dogrunun egimidir. Bundan dolayi teorem acik bir sekilde, F’ nin a<x<b araliginda
diferensiyellenebilir olmasi halinde a ve b arasindaki bazi ¢ sabitlerinin varolup teget
dogrusunun egimi olan F (c)’ nin kesinlikle M ’ ye esit oldugunu sdylemektedir. Bu da

Sekil 2.14’ de geometrik olarak gosterilmektedir.

(b.F (b))

(a.F(a))

Sekil 2. 14 Ortalama Deger Teoremi
¢’ deki teget dogrusunun egimi olan F (c), M’ ye esittir.

Amaclarimiz agisindan ortalama deger teoreminin 6nemi, onun su iki sonucundan gelir:
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Teorem 2.3 (Cekici Sabit Nokta Teoremi) Xx,, F icin cekici bir sabit nokta olsun. O
zaman iginde X,’ I iceren ve su sarti saglayan bir | araligi vardir: xe | ise o halde

tum n’ lerigin F"(x) € | ve ayrica n— iken F"(X) — X, olur.
ispat
|F'(%,)| <1 oldugundan bir 2 >0 sayisi vardir éyle ki |F'(x,)| <A <1’ dir.

vx el :[XO -0, X%, +5] olacak sekilde bir 6 >0 sayisi var olsun. | araliginda herhangi

bir nokta p olsun. Ortalama deger teoreminden,

[F(p)—F (X))

<A=|F(p)-F(x)|<A|p—X,| olur.
o <= |<2lp-x

X, sabit nokta oldugundan |F(p)—X,| < A|p—x,| dir.

0<A<1 oldugundan F(p) ile X, arasindaki uzakhk p ile X, arasindaki uzakliktan

daha kiiglktr.

F(p) ile F(x,) arasinda yine bir iterasyon siireci yaparsak,

0P P40
< A% P =%l

A<1 oldugundan A°<A olur. Béylece F?(p) ve X, noktalan F(p) ile X,

noktalarindan daha yakindir.

iterasyon siirecini n defa ilerletirsek;
‘F”(p)—x0‘</1"|x—x0| olur.
n—oo iken A" — 0 olur. Béylece n — o iken F"(p) — X, olur ve ispat tamamlanir.

Teorem 2.4 (itici Sabit Nokta Teoremi) X,, F icin itici bir sabit nokta olsun. O zaman
icinde X,” 1 iceren ve su sarti saglayan bir | arali§i vardir: xel vex=#X, ise bu

takdirde bir n > 0 tamsayisi vardir dyle ki F"(x) & 1’ dir.
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2.2.7.3 Periyodik Noktalar

Sabit noktalarda oldugu gibi periyodik noktalar da ayni zamanda gekici, itici veya notr

olarak siniflandirilabilir.

Bir ornekle baslayalim. F(x):x2 —1 fonksiyonu, yoriingesi 0,-1,0,—1,.... olan
2 —periyodlu devri gekicidir. Sekil 2.15’ deki grafik analizi, bu devirin gekici olmasi

gerektigini gosteriyor.

=1
in

|
(=]
Ln
(=

i

R

Sekil 2. 15 F(X) = x* —1 igin cekici 2-periyodlu bir devir

n—periyodlu bir X, periyodik noktasinin gekici mi yoksa itici mi oldugunu belirlemek
icin F"’" nin X,’ daki tirevini hesaplamaliyiz. F"’ nin, F’ nin n_inci kuvveti degil de

Nn. iterasyonu oldugunu hatirlarsak; bu durumda zincir kuralinin kullanilmasi gerektigini
gorirtz. Biliyoruz ki F ve G diferensiyellenebilir fonksiyonlar ise bileske

fonksiyonunun tiirevi,
(FoG) (x) = F (G(x)) . G (x)
olur. Ozellikle

(F?) (%) = F (F(X,)) - F (%)
=F (x) . F (%)

ve

(Fs)l(xo) = F'(FZ(XO)) . (Fz)'(xo)
:F'(Xz) . F(X1) . FI(XO)

23



olur. Zincir kuralini n—1 defa uygularsak sunu buluruz:

Devir Boyunca Zincir Kurali; X,, X, ..., X F icin n—periyodlu devir tzerinde ve

1 Np1y

x, = F'(x,) olsun. O zaman

(F") (%) =F (%4) - .. F (%) . F (%)
olur (Alligood vd. [7]).

Bu formiltin bize, F"’ nin X,’ daki turevinin basit bir sekilde F ’ nin yoriinge tizerinde
bulunan tim noktalardaki tlrevlerin carpimini gésterdigine dikkat edelim. Bu da bizi ilk
once F’ nin formilini hesaplamak zorunda birakmaz. Tek bulmamiz gereken, F’ nin

tlrevi ve ardindan sirasiyla X, X, ..., X,  in tirevdeki degerini yerine koyarak bu

» Ko
sayilari birlikte carpmaktir. Sayet n cok bliyilkse bizi bircok cebirsel islem yapmaktan
kurtarir. Ornegin, yukarida F(x)=x?-1 fonksiyonu igin 0 ve -1’ de 2—devirli
oldugunu gérdiik ki burada (F?)(0)=0"’ dir. Bunu, ilk olarak F?’ nin formilini
bularak ve daha sonra da 0’ daki diferensiyelini alarak hesaplariz. Fakat F (X) = 2x
oldugundan oldukga kolay bir sekilde F (0)=0ve F (-1) =—2 buluruz ve bu yiizden
bir devir boyunca zincir kuralindan yine (F?)(0)=-2.0=0 olarak bulunur. Benzer
sekilde (F?)(-1)=-2.0=0’ dir. Bu 6rnekte (F*)(0)=(F?)(-1) olmas asagida

belirtilen sonuctan dolayi tesadif degildir.

Sonu¢ 2.1 X,,X;, ..., X, ;, F icin n—devir tizerinde olsun. Bu taktirde,

(FY ) =(F) ()= ...=(F") (X,4)
olur.

Baslangi¢c degeri olarak hangi nokta olursa olsun devir Gzerindeki noktalar kesinlikle

ayni oldugundan bu sonug, bir devir boyunca zincir kuralindan hemen ¢ikar.
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Ornek 2.1 F(X) =—gx2 +§x+1 olsun. F(0)=1, F(1)=2 ve F(2) =0 oldugundan 0

noktasi, periyodu 3 olan bir devir lizerindedir. F (x) :—3x+g oldugundan buradan
: 5 _ 1 . 7 .

F (0)= > F@Q-= = ve F (2) = = elde edilir. Dolayislyla,

(F3)(0)=F'(2).F 1) .F (0)

R

=—>1
8

olur. Bu nedenle bu devir iticidir.

2.3 Cantor Kiimesi

Burada Cantor kiimesinin insasini inceleyecegiz. Bu kiimeyi insa etmek i¢cin 0<x<1
. e 1 2 y .
araligi ile baglayalim. Burada ortadaki tgll olan §< X<§ acik araligini atalim. Geriye

kalan kapali araliklarin her biri baslangi¢ta aldigimiz araligin Ugte bir uzunluguna

sahiptir. Sonra geriye kalan bu kapali araliklara tekrar ayni islemi uygulayalim. Bunun

1 1 2 2
manasil Oﬁxﬁé araligindan —<X<§ actk aralgini ve gsxsl araligindan da

7 8
§<X<§ actk araligini atmaktir. Simdi 4 tane kapali araligimiz var ve her biri ilk

araligimizin 9’ da 1’ i uzunluga sahiptir.

Bu slireci devamli tekrarlayalim. Her durumda bir 6nceki durumdan kalma kapal
araliklarin orta Uclllerini atalim. Geriye kalan limit kiimesi Cantor kiimesidir. Bunu C

ile gosterelim.
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Sekil 2. 16 Cantor Kiimesi

C, =[0,11=>2° =1 tane kapali aralik var.

C = [Oﬂu[%%} — 2! =2 tane kapali aralik var.

C2=|:0,1}UI:Z,§:|U EZ U §,1 — 2% =4 tane kapali aralik var.
9 99 9

C, = 2" tane kapali aralik var.

Cantor kiimesi kapali araliklar noktaya indirgeyecek sekilde olusturulmustur. 2" -1

1
tane uzaklastirilan acik aralik var. 2" —1 acik araligi 3—n kuraliile attik (Devaney [1]).
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BOLUM 3

FEIGENBAUM DONUSUMU

3.1 Feigenbaum Doniisimii

¢: [-1,1] —>[-1,1] fonksiyonu asagidaki 6zelliklere sahip olsun:

1) ¢(x) =¢(—x),
2) $(0)=1,
3) ¢ (x) <O.

Ayrica,
$(x) =—a ' p(¢(ax)) . (3.1)

Yani ¢*(ax) = —a@(X) fonksiyon esitligi saglansin (Campanino vd. [8]).

Burada a =—¢(1)’ dir. ¢(x); X*’ nin analitik bir fonksiyonudur (Campanino ve Epstein
[9]). ¢ fonksiyonu [-1,1] araliginin bazi komsuluklarinda tiireyebilir ve kuvvet serisinin

bazi ilk terimleri soyledir:
#(X) =1-1.5276....x> +0.1048....x* +0.0267....x° —0.003527...x° +.....

(Frisch vd. [10]).

a =—@(1) sabitinin degeri yaklasik olarak 0.39953528’ e esittir (Campanino vd. [8]).

Tanim 3.1 ¢ fonksiyonu Feigenbaum déniisimi olarak adlandirilir.
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Sekil 3. 1 Feigenbaum donisimunin grafigi

Sekil 3.1’ de ¢ Feigenbaum donlisimunun grafigi gérilmektedir.
Yang ve Zhang (1985) ikinci tipten Feigenbaum fonksiyonel denklemini ileri stirdi:

f2(Ax) = Af (X)
f(0)=1 0< f(x) <1 xe[0,1]

burada A €(0,1) dir (Huang vd. [11]).

Tanim 3.2 Tek modlu bir ¢ déntsimi p _inci mertebeden Feigenbaum fonksiyonel

denklemini saglarsa;

P° (— ax)=—ag(X)
#(0)=1, —1<¢(x) <1.

olur. Burada ae(-10)u(0,1), xe[-L1] olmak Ulzere p_inci mertebeden

Feigenbaum doénlisimi (p > 2) olarak adlandirilir.

Lemma 3.1 Her bir n>1 igin;

#(X) = (-1)"a " gogo......0¢(a"x) = (-1)"a "¢ (a"X) (3.2)

2" defa

Burada ¢"(x); ¢(X) déntsiminin n. iterasyonunu ifade eder.
ispat
Ispati tiimevarim yoluyla yapalim:

n=1 icin Feigenbaum déniisimiiniin tanimindan ¢(x) = (<1)a '¢*(ax)’ dir.
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n=K icin dogru olsun. ¢(x) = () & ¢ (a*X)’ dir.
n=Kk+1 i¢in dogru mu?

& (X) = (1" a*¢(x) ifadesinin her iki tarafini — ile carparsak;
—a¢2k (akx) _ (_l)k+lak+l¢(x) — (¢2k )2 (ak+1x) _ (_1)k+1ak+1¢(x)

¢2k+1 (C{k+1X) — (_1)k+1ak+1¢(x) * dir.
Kapali araliklar sistemimizin olusumunu incelersek;

n rank sayilari, kK ranklardaki aralk sayilari olmak Gzere aralklar A(k“) seklinde olsun.
Dontisimimuzde ilk araligl [-a, ] olarak alalim. Yani birinci rankta [-«, ] arahgi ile

baslayalim.

¢: [-a,a]l >[¢(a).]1]
n=1icgin;

k=0 iken AP =[-a,a],

k=11iken A = ¢(A) = ¢([~a, a]) =[¢(a). 1],

k =2 iken
AY = p(AD) = p([¢(@).1]) =[-a, ] {¢(¢(a)) = ¢’ (a) =pla.]) =-a ¢() = azj

elde edilir. k=2 olmasi durumunda [—a,a] araliginin alt kimesi olacak sekilde bir

kapal aralik olusur. Diger bir ifadeyle yeni bir rank olusmaya baslar. Yeni bir rank

olusmaya bagladiginda araliklarin ¢ dénusimu altindaki iterasyonunu durduruyoruz.

Bu durumda birinci rankta ayrik iki tane aralik olusur ve k =1 halinden sonra iterasyon

sureci sonlandirilir.
ikinci rankta ilk araligimiz olarak [-a, &*] araligi ile baslanr.
n=2icin;

k=0 iken AP =[-a?,a’],
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k=1 iken AP =p(AP) =[4(?).1],

k=2 iken A =4(A”) =[-ar,~ap(a)],
k=3 iken AY =¢(A7) =[¢(ax), ¢(~ap())],
k=4 iken AP =g(AP) =[-a*,a’]

olur. k =4 olmasi durumunda [-a?,a”] araliginin alt kiimesi olacak sekilde bir kapali

aralik olusur. Yeni bir rank olusmaya baslar. Yeni bir rank olusmaya basladiginda

araliklarin ¢ donusimi altindaki iterasyonunu kesiyoruz. Bu durumda ikinci rankta

ayrik 4 tane aralik olusur ve  k =3 durumundan sonra iterasyon sonlandirilir.

Bu sekilde devam edilirse;

1. rankta Af)l) =[-a, ] olmak lizere 2 =2" tane ayrik araliklar olusur.
o2 0)

2. rankta A? =[-a”,@”] olmak iizere 4 =27 tane ayrik araliklar olusur.
(Agz), Aiz)’ Agz)’ Agz))

3. rankta AY =[-a*,&’] olmak iizere 8=2° tane ayrik araliklar olusur.

(3 ©) ©) (3) (©) (©) (©) (©)
(A, AP, AP, AP, AD, AD, AP, AD)

n. rankta Al” =[-a",a"] olmak iizere 2" tane ayrik araliklar olusur.
(A9, A, AD, AP, AD)

Simdi bu kapali araliklar sistemini tanimlayalim:

7, ={A": 0<k<2"-1}, n>1.

AP =[-a",a"] ve AV =¢"(A"), k>1.

Teorem 3.1 A(k”) arahklari asagidaki 6zellikleri saglar:
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1) 0<k, k, <2", k =k, icin A NAD =,
2) AR c AP
3 A AN uAD

k+2M1’

4) AGY =—aAM, 0<k <2";

5) max |A"]=|a%);
0<k<2"
6) min |A" :‘Af"
O<k<2"
burada |A; A arahginin uzunlugunu belirtir.
n-1
Yukaridaki zellikler A{" araliklarin ikili temsilini gerektirir. k =Y"e; 2", e, =0,1 olsun.
=0

O zaman (e,,...,€,,) dizisini A{" araliklarinin sembolik kodu olarak kullanabiliriz.

€y
AN =AY . Feigenbaum gekicisini tanimlayabiliriz:
w 2"-1

Tanim 3.3 K:ﬂUA(k“’ kiimesi Feigenbaum cekicisi olarak adlandirilr (Frisch vd.

n=1 k=0

[10]).

x kiimesi batlin sonsuz ikili dizilerin kiimesine (eO,...,e ) izomorftur. Boyle diziler x

-
Uzerinde sembolik koordinat sistemi olarak distnulebilir. Bu yeni koordinat sisteminde
¢ dontsimi (1,0,0,...,0,...) dizisinin ikili eklemesi gibi davranir. Topolojik olarak x

kiimesi bir Cantor kiimesidir.
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Sekil 3. 2 Feigenbaum cekicisi
x kimesi, [-1,1] araligindaki sayilabilir pek ¢ok baslangi¢ noktasi igin ¢ekicidir. m — oo
iken dist(¢”(x),zc) — 0’ dir. Teorem 3.1’ den ¢(x) ="' dir. Yani k&, ¢ dontisimiinin
degismez kiimesidir (Dzhalilov vd. [12]).

Tamim 3.4 f :[a,b] —>[a,b], C'[a,b] sinifindan bir fonksiyon ve x,, f fonksiyonunun

sabit noktasi olsun. Yani f(X,)=Xx," dir. Eger

f'(,)| >1 ise X, noktasina kararsiz sabit

nokta, | f'(X,)| <1 ise X, noktasina kararli sabit nokta adi verilir (Collet ve Eckmann

[13]).
Tanm 3.5 f:[a,b]—>[a,b] fonksiyonu verilsin. Eger fP(x,)=X%, ve

fo(X,) # X,y 1<s<p-1 ise X=X, noktasi p periyotlu bir periyodik nokta olarak

adlandirilir.
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df (x)

3 <1 ise X, noktasi kararli periyodik nokta,
X

X=Xp

p
dfd (x) >1 ise X, noktasi kararsiz periyodik noktadir.
X

X=Xg

AP =[-a,a], AP =[¢(a),1] araliklan ile @¢(a)>a oldugunu disinirsek;

AP =[-a,a] ve AY =[¢(),1] araliklari arasinda ¢ déniisimiinin bir tek x{”

kararsiz sabit noktasi vardir. Hatta ¢'(x{”) < -1’ dir.

-10 0.3 10

05+

-10F
Sekil 3. 3 Feigenbaum dontsiimiiniin sabit noktasi

¢ fonksiyonunun grafigi ile y =X dogrusunun kesistigi nokta bize Xéo) sabit noktasini

verir. Sabit nokta yaklasik olarak 0.549308’ dir. Fonksiyonun grafigi incelendiginde

a<x¥ <g(a)’ dir. [0,1] araliginda ¢ déniisimii azalan oldugundan ¢'(x) <0’ dir.
Yatay ve dikey dogrularla bakildiginda Xéo) noktasi kararsizdir. Yani ‘¢’(X(§°))‘ >1" dir. ¢
doénisimi [0,1] araliginda azalan oldugundan ¢'(x”)<0’ dir. Bu durumda

¢ (x\?) < 1 diyebiliriz.
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Lemma 3.2 X" =(-1)"a"x{” noktalari Feigenbaum déniisimii ¢’ nin 2" periyotlu

kararsiz periyodik noktalaridir.
ispat
Once ¢% (xX™)=x" oldugunu gosterecegiz. X =(-1)"a"x® degerini yerine koyup
Lemma 3.1’ i kullanarak ¢ ((=1)"a"x”)’ i hesaplayalim.
(1" a"g") =47 (a"") = (-1 a"$(”)
= (1) "X

— y(M
=Xy -

Bu x{" noktasinin 2" periyotlu bir periyodik nokta oldugunu gésterir. Simdi bu x"”

noktasinin kararsizligini inceleyelim:

(3.2) denkleminde esitligin her iki yaninin X’ e gore tirevini alalim:

_ d¢dy(y)

y=a"x

(%) 4‘””“”““@ (3.3)

y=a"x

(3.3) denkleminde X noktasi yerine Xéo) noktasini alirsak;

dg” (y)

—(_N\" A0/
0y =(=D"¢'(x") " dir.

_Nx(0)
y=a'"X;

¢'(Xé°)) < -1 oldugundan;

dg” (y)
dy

="' ()| =

—"x(0)
y=a'xy

#(x7)| > 1

olur. Bu da bize x{" =(=1)"a"x{” noktasinin 2" periyotlu kararsiz bir periyodik nokta

oldugunu gosterir.
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3.2 Feigenbaum Déniisiimiiniin Degismez Ol¢iisii

Tanim 3.6 H, bos olmayan bir X kimesinin alt kiimelerinin toplulugu olsun. Eger H

asagidaki kosullari saglarsa H’ ye X (izerinde bir cebirdir denir.

1) X eH

2) VAeH igin A=X\AeH

3)k=12,...n ve A, eH icin [ JA eH.

k=1

Tanim 3.7 H, bos olmayan bir X kiimesinin alt kiimelerinin toplulugu olsun. Eger H

asagidaki kosullari saglarsa H'’ ye X (izerinde bir o cebri denir.

1) X eH

2) VAeH igin A=X\AeH

3) ke N ve A, e H olmak lzere UAk :UAk eH.
k=1

keN

Tanm 3.8 X #<J ve H, X Uzerinde bir o cebriise (X,H) ikilisine olgllebilir uzay,

H ’ nin elemanlarina da olgllebilir kiimeler denir.
(X, H) olgilebilir uzay, x:H — R" U{oc} bir fonksiyonu,
1) u(©)=0

2) VEeH igin u(E)>0

3) H’ nin her ayrik (E,) dizisi igin ,u(U Enj =Z,u(En)
n=1 n=1

kosullarini saghyorsa u fonksiyonuna H Ulzerinde bir 6lgl denir (Aliprantis ve

Burkinshaw [14]).

Tanim 3.9 (X, H) olgllebilir uzay ve u, H Uzerinde bir 6lgli olmak tizere (X,H, )

bir 6l¢t uzayidir.
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Tanim 3.10 H, T o cebirleri olmak tizere (X, H) ve (Y, T) iki ol¢llebilir uzay olsun.

Her bir EcT igin f(E)eH ise f: X =Y fonksiyonu élgiilebilirdir. f: X —>Y

fonksiyonu 6lgilebilirise f: (X,H) —(Y,T) seklinde yazilr.

Tanim 3.11 (X, H, x) bir 6l¢i uzayi olsun. p(X)=1ise u’ ye olasilik 6lglisi denir ve
(X, H, 1) olasilik uzayi olarak adlandirilir. Burada X 6rnek uzay, H’ nin elemanlari

da olaylardir (Broer ve Takens [15]).
(X, H) olgilebilir uzay ve f: X — X olgulebilir bir dontsim olsun.
Tanim 3.12 Bir y 6lgusu, herhangi bir Be H igin;
H(B) = u(f(B))
oluyorsa u’ye f doénltsiminin degismez 6lguisu denir (Cornfeld vd. [16]).
f dénisimii birebir ise 1(B) = u(f *(B)) = x(f(B)) olur (Ott [17]).

Teorem 3.2 ¢: [-1,1] ->[-11] Feigenbaum donilisimi olsun. x Feigenbaum gekicisi
Uzerinde bir tek ¢ -degismez olasilik lglisti 14, mevcuttur; yani z,(x)=1" dir (Alligood

vd. [7]).

3.3 Feigenbaum Déniisiimiiniin Giris Zaman Fonksiyonlari

Feigenbaum donlsimi ¢’ yi distinelim. ¢ donisiminin kritik noktasi X, =0" dir.

Yani ¢'(0)=0" dir. Al =[-a",a"], X, =0 noktasinin n. rankta esas komsulugu olsun.
n. rankin herhangi bir AV, 0<s<2" aralig ¢2n‘s déniisimi altinda AY’ n igine

eslenir. Yani % *(AM)=A®) <A™ dir. Diger taraftan Teorem 3.2 den

ﬂ(Ai”))=2—1n ,$=0,1,2,...,2" —1’ dir.

Lemma 3.3 [-11] kapali arahginin olgllebilir bir alt kimesi A ve

ANA" =@, 0<i<2"—1 olsun. Budurumda ,(A)=0’dir.

ispat
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o 2"-1
Her bir 0<i<2"—1 icin ANA" =@ ise k=[] JA{" oldugundan Anx=0" dir.

n=1 k=0

Ancak Teorem 3.2" de 1, (x) =1 oldugunu belirtmistik. O halde z,([-1,1]\x)=0" dir.

Ank = oldugundan Ac[-11]\« olup £, (A) =0 elde edilir ve ispat tamamlanir.

Feigenbaum donisimi ¢’ nin giris zaman fonksiyonlarinin tanimina gegelim.

Donusumlerin bir dizisini digtnulrsek;
N L] >N={,23,...} K=0,12,...ve N?(x)=0 verilsin.
)xe{Al”, n=012,..;0<k<2"-1} ise

NEOO) =min{j: j>NED )| () e AP,

i) X, ¢’ nin periyodik noktasi ise N (x) = +o0
olur (Agarwal [18]).

Tanim 3.13 N(x); A" igindeki x” in K _inci giris zamani olarak adlandirilir.

Tanim 3.14 NrﬁK)(x) fonksiyonlari ¢ Feigenbaum doénlisiminin K _inci girig zaman

fonksiyonlari olarak adlandirilir.

Bu tanimi biraz irdelersek;

n=1vexeAy durumunda;

K =0 icin N (x)=0.

K =1 icin,

NSO (x) = min{j > NP X4 (%) EAt()l)}
N® () =min{j: j>0/¢!(x) e A}

N® (x) = min{j 1j=12,3,.../¢ () EAE)D}

NO(x)=2.
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A(()l) araligindan aldigimiz herhangi bir X noktasinin Af)l) arahgina ilk kez giris zamani
2’ dir.

K =2 igin,

NP () =min{ j: j> NP )| () e AP}

NP (x)=min{j:j>2/¢'(x) AP}

NP =min{j:j=3..|¢'(x) AP}

NP (x)=4.

AP araligindan alinan herhangi bir x noktasinin A$ araligina ikinci kez giris zamani
47 tar.

Bu sekilde devam edildiginde 1. rankta N =2, N® =4, N® =6,... olur.

Benzer islem diger ranklar icin de yapilirsa;

2. rankta N{” =4, N{? =8, N =12,...

3. rankta NV =8, N{? =16, N =24,...

seklinde devam eder.

N®(x) = NP (x)+2"" dir.
N®(x)’ in tanimindan ¢Nf(‘1)(x)(x) e AP dir.
Buradan ¢ @' (x) = ¢ (¢Nﬁ“<x>(x)) e A" ve N®(x) = N&D(x)+2", K >2” dir.

NEOX)=NED(x)+2", K>2

NED(x)=NE2(x)+2", K>2

N@(x)=NP(x)+2", K>2
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ifadeleri taraf tarafa toplandiginda N (x) = N® (x) + (K —1)2" esitligi saglanir.
Simdi normallestirilmis giris zaman fonksiyonunu tanimlayalim:

_ (K)
Ny =N ) s ks
K2"

Tanim 3.15 Q 6rnek uzay, S olaylarin o cebri ve (Q2,S) lzerinde olasilk olgtisi P

olmak tzere (Q2,S,P) olasilik uzayi olsun. f ’ nin dagilim fonksiyonu F, :R >R,

X— F, (x)=P(f <x) seklinde ifade edilir. Burada sag taraf X’ e esit veya X’ den

daha kiiclik degerler alan f ’ nin olasilik degerlerini temsil eder (Koralov ve Sinai [19]).
F, dagilim fonksiyonlari agagidaki 6zelliklere sahiptir:

(i) Her xe R i¢in 0<F, (x) <1.

(i) x<vy iken F, (X)<F, (y).

(iii) XILTC F,(x)=0 ve y_To F, (x) =1.

(iv) F; sagdan siireklidir, yani her bir xe R icin F(x)=lim,  F; (x+h).

(v) F,, R tzerinde monoton artan fonksiyondur.

Ornek 3.1 0<F(X)<1 ifadesine uygun olarak R (izerinde azalmayan F(X)

fonksiyonu su sekilde tanimlanir (Taylor [20]):

0, x<0,
F(x)=4% 0<x<1,
1 1< x
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Sekil 3. 4 F(x) dagilim fonksiyonu

—(K) . o . .
Nn (X)’in dagilim fonksiyonlarinin tanimini verelim:

Fn(K)(t):,uO{x:XGSl, N(n”(x)st}, teR (3.4)

(Dzhalilov [21]).

Giris zamanlarinin dagilim fonksiyonlari tizerindeki baslica sonuglari formdlize edelim.

Teorem 3.3 ¢ Feigenbaum dénistiminin ilk giris zamaninin dagilim fonksiyonu F®

olsun. Bu durumda;

1) Biitiin t € R" igin, sonlu bir limit mevcuttur ve lim F®(t) = F®(t)’ dir. (3.5)
n—o0

2) t<0 ise FP(t)=0;
t[0,1] ise FO(t) =t;
t>1lise FO(t) =1.
ispat
Teorem (3.1) ve N (t)’ nin tanimindan,

xeA”, 0<s<2"ise NY(x)=2"-s (3.6)

ve
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2"
xe[-LI\ [ JAM ise NP (x)=2"+1" dir. (3.7)

s=0

(3.6)’ y1 acik sekilde yazarsak;

. 1
xe Al ise N®(x)=2",

xe A" ise N®(x)=2"-1,

xe A ise NIV (x)=1. (3.8)

Simdi ,uO{N,El)(X)zm}, m=12,.. hesaplayalim. Teorem 3.2’ deki iddiayi ve (3.6),

(3.7), (3.8) i kullanarak asagidaki ifadeler elde edilir:

1) ,uO{N,(]l’(x)zm}=y{A$)m}=2—1n, 1<m<2" (3.9)
2) 1o {NP () > 2"} = 1, {[—1,1]\201&”)}:0- (3.10)

Bu ifadelerden sonra {Nﬁn(x) = m} elde edilebilir.

2"

(3.9), (3.10) ve NS) (t) tanimi yardimiyla,

m {Nﬁ”(x):z—mn}, 1<m<2", (3.11)
ve

1 {N(n”(x) >1} -0, (3.12)
2 {N(nl’(x) < o} _0. (3.13)

F®(t) fonksiyonunu disiinelim.
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(3.11), (3.12), (3.13) ve FO(t) tanimiyla;

t<0ise FO(t)=0;

t>1ise FP(t)=1;

K_lstsﬁ, 1<K <2" ise Fn<1>(t)55. (3.14)
2" 2" 2"
£
_____________________ ‘_
—
|
|
|
|
|
ke |
| |
SR n i |
T i ,

Sekil 3.5 F(t)’ nin grafigi

Benzer sekilde F®

n+m

(t), m>1 bulunabilir:

t<0ise FY (1)=0;

t>1lise F® () =1

';:ml <t< Z:Em , 1<K <2"Mise FY(t) =

K
2n+m '

(3.15)

Burada sunu belirtmeliyiz:

A) FO(t) pargali siirekli ve [-1,1] araligi iizerinde artan;

B) Her n>1icin FP(t)=0, t<0ve FO(t)=1, t>1.

FO t)-F® (t)‘ farkini inceleyelim:

n+m
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K_K2 4 ke (3.16)
2n 2n+m

Her 1<K <2" igin Fn(ﬂn K2 =£:£=Fn(l) 5 _
2n+m 2n+m 2n 2n

Son ifade ile A) ve B)’ yi kullanarak,

t#[0,1] ve her birt e {KZ_le_Kn} icin;

Fan®-F2 0] <|FY (ﬁ -F” (—K _1j gk L (3.17)
2" 2" 2" 2" 2"
Yukaridaki ifadeden,
H 1icin |[E®@ o] L
erteR icin [F . (t)—F, S;. (3.18)

Son iliski ile {Fn‘l) (t), n :1,2,...} fonksiyon dizisi esastir. Boylece,
Her te R" igin lim F®(t) = FP(t) limiti mevcuttur.

n—o0
t<0ise FO(t)=0,

t>1ise FO(t)=1,

K

t=§, 1<K <2"ise FO(t) =t.
1 2 2n -1 .. . .. . v ) .. . o
olur. o kiimesi [0,1] Gzerinde yogun ve F*(t) sirekli oldugundan

limit fonksiyonu her t €[0,1] igin F® (t) =t’ dir.
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Sekil 3.6 FP(t)’ nin grafigi

Teorem 3.4 NﬁK)(X)’ nin dagilim fonksiyonu F*(t) olsun. Bu durumda;

1) Biitiin t € R" igin, sonlu bir limit mevcuttur ve lim F'(t) = F*(t)” dir.
n—oo

2) Bitiin te R igin, F*(t)=F® ((K-1)(t-1))’ dir. (3.19)

ispat

N (x) = (ﬁéi)l()xz)n _ (E(i) i)xz) 1= (Kl_ 5N 00+ her xe 41,

F((t) dagilim fonksiyonunu disiiniirsek,

F® @) = g, {N‘n”(x) < t} = 1 {1+KL_1N§”(x) st} = 14 {Nﬁ”(x) < (K -1t —1)}

Son ifadede n — o iken limite gecilirse,

Her t e R" icin,

lim F)(0) = lim 4, {Nﬁ”(x) <(K -1t —1)}

n—oo

=limF® (K-1(t-1))=F®((K-D(t-1)).

Boylece F*(t)=F® ((K-1)(t-1)), teR" olur.
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BOLUM 4

SONUC VE ONERILER

Onceki béliimde herhangi bir rankta Af)”)' dan aldigimiz bir X noktasina ¢ Feigenbaum
doénisimi uygulandiginda, X noktasinin ranklardaki A", 0<k <2"—1 araliklari

icinde gezindigini ve bu araliklardan disari kacamadigini gordiik. Diger bir ifadeyle
alinan nokta araliklar arasinda kisir bir déngliye giriyor. Eger bu araliklarin diginda,

degeri 0.549308 olan sabit noktanin ¢ok yakin civarinda bir X noktasi aldigimizda bu
noktanin gidisatini, bizim icin belirli olan A(k”), 0<k <2"-1 araliklarina giris zamanini

ve bu giris zamanlari arasinda bir kural olup olmadigini inceleyecegiz.

Oncelikle sabit noktanin cok yakin civarinda 0.5494 noktasini alahim. Bu noktanin her
bir rankta A" araliklarinin kag iterasyon sonra diisecegine bakalim:

(i) 1. rankta 0.5494 noktasi A =[-a,a]=[-0.39953528,0.39953528] araligina 17.
iterasyonda duser.
{0.5494,0.549162,0.549543,0.548932,0.54991,0.548344,0.550851,0.546835,0.553261,

0.542959,0.559422,0.532981,0.575102,0.507146,0.614477,0.439512,0.709011,0.2617
3}
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Sekil 4. 1 Feigenbaum donlisiminiln giris zamani

(i) 2. rankta 0.5494 noktasi AP =[-a?, a’] =[-0.159628,0.159628] araligina 19.

iterasyonda duser.

{0.5494,0.549162,0.549543,0.548932,0.54991,0.548344,0.550851,0.546835,0.553261,
0.542959,0.559422,0.532981,0.575102,0.507146,0.614477,0.439512,0.709011,0.2617
1,0.895855,-0.146144}

(iii) 3. rankta 0.5494 noktasi AY =[-a® a®]=[-0.0637772,0.0637772] araligina 23.
iterasyonda duser.

{0.5494,0.549162,0.549543,0.548932,0.54991,0.548344,0.550851,0.546835,0.553261,
0.542959,0.559422,0.532981,0.575102,0.507146,0.614477,0.439512,0.709011,

0.261731,0.895855,-0.146144,0.967421,-0.318709,0.845942,-0.0306489}
(iv) 4. rankta 0.5494 noktasi AYY =[-a*,a*]=[-0.0254812,0.0254812] araligina 39.
iterasyonda duser.

{0.5494,0.549162,0.549543,0.548932,0.54991,0.548344,0.550851,0.546835,0.553261,
0.542959,0.559422,0.532981,0.575102,0.507146,0.614477,0.439512,0.709011,0.2617
31,0.895855,-0.146144,0.967421,-0.318709,0.845942,-0.0306489,0.998565,

-0.396035,0.763084,0.150883,0.965278,-0.313433,0.850965,-0.042074,0.997296,
-0.392861,0.766823,0.142987,0.968812,-0.322135,0.842637,-0.0231573}

(v) 5. rankta 0.5494 noktasi AY =[-a’,a”]=[-0.0101807,0.0101807] araligina 55.
iterasyonda duser.
{0.5494,0.549162,0.549543,0.548932,0.54991,0.548344,0.550851,0.546835,
0.553261,0.542959,0.559422,0.532981,0.575102,0.507146,0.614477,0.439512,
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0.709011,0.261731,0.895855,-0.146144,0.967421,-0.318709,0.845942,
-0.0306489,0.998565,-0.396035,0.763084,0.150883,0.965278,-0.313433,0.850965,
-0.042074,0.997296,-0.392861,0.766823,0.142987,0.968812,-0.322135,0.842637,
-0.0231573,0.999181,-0.397576,0.761259,0.154727,0.963489,-0.309035,0.855089,
-0.0514898,0.995951,-0.389497,0.770754,0.134655,0.972336,-0.330829,0.834097,

-0.00388856}

(vi) 6. rankta 0.5494 noktasi Ay =[-a®,a®]=[-0.00406753,0.00406753] araligina

55. iterasyonda duger.
{0.5494,0.549162,0.549543,0.548932,0.54991,0.548344,0.550851,0.546835,
0.553261,0.542959,0.559422,0.532981,0.575102,0.507146,0.614477,0.439512,
0.709011,0.261731,0.895855,-0.146144,0.967421,-0.318709,0.845942,
-0.0306489,0.998565,-0.396035,0.763084,0.150883,0.965278,-0.313433,0.850965,
-0.042074,0.997296,-0.392861,0.766823,0.142987,0.968812,-0.322135,0.842637,
-0.0231573,0.999181,-0.397576,0.761259,0.154727,0.963489,-0.309035,0.855089,
-0.0514898,0.995951,-0.389497,0.770754,0.134655,0.972336,-0.330829,0.834097,

-0.00388856}

(vii) 7. rankta 0.5494 noktasi A{” =[-a’,a’]=[-0.00162512,0.00162512] araligina

119. iterasyonda diser.
{0.5494,0.549162,0.549543,0.548932,0.54991,0.548344,0.550851,0.546835,
0.553261,0.542959,0.559422,0.532981,0.575102,0.507146,0.614477,0.439512,
0.709011,0.261731,0.895855,-0.146144,0.967421,-0.318709,0.845942,
-0.0306489,0.998565,-0.396035,0.763084,0.150883,0.965278,-0.313433,0.850965,
-0.042074,0.997296,-0.392861,0.766823,0.142987,0.968812,-0.322135,0.842637,
-0.0231573,0.999181,-0.397576,0.761259,0.154727,0.963489,-0.309035,0.855089,

-0.0514898,0.995951,-0.389497, 0.770754,0.770754,0.134655,0.972336,
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-0.330829,0.834097,-0.00388856,0.999977,-0.399569,0.758888,0.15971,0.961104,
-0.303177,0.860494,-0.0638747,0.993769,-0.384048,0.777053,0.121235,0.97757,
-0.343772,0.820977,0.0254485,0.999011,-0.39715,0.761764,0.153664,0.963988,
-0.310261,0.853945,-0.0488737,0.996352,-0.3905,0.769586,0.137134,0.97131,
-0.328295,0.836609,-0.0095418,0.999861,-0.399279,0.759234,0.158983,0.961456,
-0.304043,0.859702,-0.0620562,0.994119,-0.384921,0.77605,0.123378,0.976771,
-0.341793,0.823014,0.0209146,0.999332,-0.397954,0.76081,0.155671,0.963043,
-0.307939,0.856108,-0.0538209,0.995576,-0.388561,0.771843,0.132341,0.973278,
-0.333155,0.831776,0.00132584}

Baktigimizda iterasyonlar,

17
19
23
39
55
55
119

seklinde devam ediyor. Hatta daha ileriki ranklarda olduk¢a fazla yigilmalar oluyor.
Baslarda giris zamanlari arasinda bir diizen varmis gibi goriinse de daha sonra béyle bir

diizene ulasilamiyor. Bunun en bliyik nedeni,
#(X) =1-1.5276...x> +0.1048....x* +0.0267....x° —0.003527...x° +.....

Feigenbaum dénlsimimizin katsayilarinin net bir sekilde bilinmedigindendir. Sonraki

calismalarda ¢ donlsimimuizin daha hassas bir agilimi elde edildiginde daha dogru

sonuglara ulasilabilir.
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