ONSOZ

Degismeli olmayan geometri, son yillarda matematik ve fizikte ilgi ¢ekici konulardan
biri haline gelmistir. Bu calismada kuantum siiper diizlemden alinan kuantum siiper
vektorlerin toplaminin da bir kuantum siiper vektér olmasi igin toplanan vektorlerin
bilesenlerinin saglamasi gereken sartlar ortaya konmus ve olusan yapiin diferansiyel

geometrisi incelenmistir.

Bu calismanin hazirlanmasinda, tez konusunu bana veren, calismalar esnasinda beni
yonlendiren ve yardimlarmi esirgemeyen degerli hocam Yrd. Dog. Dr. Salih CELIK’ e

sonsuz tesekkiirlerimi sunarim.

Ocak, 2013

Ishak AYDIN
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Tez Danismani: Yrd. Dog. Dr. Salih CELIK

Bu calismada, iki kuantum siiper vektoriin toplami gbéz Oniine alinmig ve toplam
vektoriiniin bir kuantum stiper vektor olmasi i¢in gerekli sartlar arastirilmigtir. Elde
edilen yapinin bir Hopf cebiri yapisina sahip oldugu gosterilmistir. Daha sonra, bu
yapinin diferansiyel geometrisi kurulmustur. Son olarak, elde edilen yapilar, uygun bir
R- matrisi verilerek, tekrar ortaya konulmustur.
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In this study, the addition of two quantum super vectors was considered and the
necessary conditions were investigated for the addition to be a quantum super vector.
It’s shown that the obtained structure has a Hopf algebra structure. After then,
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BOLUM 1

GIRIS

1.1 Literatiir Ozeti

Kuantum gruplar, grup kavramiin bir genellestirilmesidir. Daha tam olarak, bir
kuantum grubu, bir grubun deformasyonu olup deformasyon parametresinin 6zel
deger(ler)i icin ele alinan grup ile 6zdeslesir. Kuantum grubu terminolojisi, ilk kez 1986
da V. Drinfeld[1] tarafindan kullanilmistir. Daha sonra da kuantum siiper gruba

genellestirilmistir. Kuantum siiper diizlemi ise 1989 yilinda Manin[2] tanimlamistir.

Kuantum (siiper) diizlemin ve kuantum (siiper) gruplarin diferansiyel geometrisini insa
etmek i¢in olduk¢a zahmetli ¢aligmalar yapilmistir. Koordinat fonksiyonlariyla onlarin
diferansiyelleri arasindaki degisimleri bulmak, 1-formlar1 ve kismi tiirevlerin
bagmtilarin1 elde etmek gibi amaclarla Woronowicz[3], Wess ve Zumino[4], Celik[6]

ve Soni[ 8] gibi isimler diferansiyel hesaba yon vermislerdir.

1.2 Tezin Amaci

Kuantum siiper diizlem fikri ortaya atildigindan beri birgok ¢alisma yapilmis olmasina
ragmen kuantum siiper vektorlerin toplami tanimlanmamistir. Bu ¢alismada, iki farkl
kuantum siiper vektoriin toplaminin yine bir kuantum siiper vektdr olmasini talep
ediyoruz. Bunun i¢in toplanan vektorlerin bilesenleri lizerine ne gibi sartlar yiiklemek
gerektigini, nedenlerini ve sonuglarini arastiracagiz. Bu amacgla uygun bir toplama
islemini tanimlayarak elde edilen yapinin diferansiyel geometrisini kurmaya calisacagiz.
Son olarak da buldugumuz komutasyon bagintilarini koruyan yeni bir matris bulmak

i¢in ugrasacagiz.



1.3 Hipotez

Kuantum siiper diizlemden herhangi iki kuantum siiper vektor alip,bunlarin toplaminin
da kuantum stiper vektor olmasi i¢in toplam vektoriiniin bilesenleri arasinda saglanmasi
gereken deformasyon parametresine bagli komutasyon bagintilarini  bulmaya
calisacagiz. Bu vektorlerin toplaminin bir kuantum siiper vektor olmasini talep ederek
calismamiza baslayacagiz. Bu anlatilanlari, kullanacagimiz temel bilgilerin kisa bir

Ozetini inceledikten sonra, tiglincii boliimde uygulayacagiz.



BOLUM 2

TEMEL BILGILER

2.1 On Bilgiler

Bu bolimde, ileride kullanilacak bazi kavramlar, biitiinliik ag¢isindan burada

tanitilacaktir.

Tamm 2.1 Uzerinde toplama ve carpma tamimlanmis bir R kiimesine, asagidaki

ozellikler saglanirsa bir birimli halka denir.

1. (R,+) bir degismeli grup.
2.Her a,b,c e R i¢cin a(b+c)=ab+ac ve(a+b)c=ac+bc

3.Herae R i¢in al=1a olacak sekilde 1€ R clamani mevcut.

4. Her a,b,c € R igin a(bc) = (ab)c

Eger her a,b € R icin ab=ba oluyorsa R’ ye degismeli halka denir.
Tamm 2.2 (M,+) bir degismeli grup ve R bir halka olsun. Eger

@:RxM > M, (a,x) ax, (go:MxR—)M, (x,a)l—>x.a)

seklinde tanimlanan tasvir asagidaki sartlar1 saglarsa, M ’ye bir sol (sag) R -modiil,

kisaca sol (sag) modiil, ¢ tasvirine de sol (sag) R - modiil M ’nin yap1 tasviri adi

verilir:
Ya,be R ve Vx,y € M igin,
1) a(x+y):ax+ay, ((x+y)a :xa+ya)

i (a+b)x:ax+bx, (x(a+b)=xa+xb)

3



iii) (ab)x=a(bx),  (x(ab)=(xa)b)

) lx=x, (xl, =x)

Eger M hem sag hem sol R-modiil ise M ’ye kisaca modiil denir. Ek olarak R
halkasi bir cisim ise, M modiiliine vektor uzay1 veya bir lineer uzay denir.

Tanmm 2.3 V ve W, K flizerinde birer vektor uzay1 olmak iizere,

T Vew

tasviri, her v,,v, €V ve a,be K igin

T(av,+bv,)=aT(v,)+bT(v,)

sartin1 saglarsa, bir lineer tasvir adini alir.

Tanmm 2.4 U,V ve W, K iizerinde birer vektor uzayr olmak lizere ¢@:UxV — W

tasviri asagidaki iki sart1 sagliyorsa ¢ ye bir bi-lineer tasvir denir.

u,u'eU;v,v' eV ve A, ueK igin,
i) o(Au+ pu',v) = 2ou,v) + pep',v),
i) p(u, Av+ ') = 2o(u,v) + up(u,v').

Kabul edelim ki U, m — boyutlu ve V', n — boyutlu birer vektor uzay: olmak tizere

{#,}" , U nun ve {Vj}n

7 nin taban elemanlarinin kiimesidir. Bu takdirde 1<i<m
J=

ve 1< j<n olmak lizere mn tane (i, j) indisi mevcut oldugundan bu indis ciftleri W

m,n

daki bir {#,] " ~ tabamm indislemek i¢in kullanilabilir. Bdyle yapimca,
i=l,j=

@:UxV > W tasviri, x=x'u, ve y = y’v, olmak iizere
§0(;C,}) = xiyj;"i/
seklinde tanimlanir. Asikar olarak ¢, bir bi-lineer tasvirdir ve @(U xV')c W (goriintii)

kiimesi, {vTa-,} tabanini ihtiva eder. Dolayisiyla ¢, W uzayini gerer.

Sonug olarak, U ve V' iki vektor uzayr olmak tizere bir W vektor uzayi igin asagidaki

iki sart saglaniyorsa W uzayina, U ve V' uzaylarinin tensér carpimi denir ve sembolik

olarak U ®V ile gosterilir.



i) (U xV), W y1 gerer.
i) ¥ : U XV — W; herhangi bir bi-lineer tasvir ise ¥ = @ olacak sekilde bir

@ : W— W, lineer tasviri mevcuttur.

Tanmm 2.5 7,:U, =V, 1, :U, = V,, birer lineer tasvir olsun. Bu takdirde, u, eU, ve
u, eU,i¢in

O:U, U, =V ®F,, O, ®u,) =T (u,) ®T, (1)

seklinde tanimlanan tasvir lineerdir. Buradaki @ ’ye 7, ve 7, ’nin tensor ¢arpimi denir
ve O =1 ®T, ile gosterilir.
Tanim 2.6 A bir kiime ve K bir cisim olsun. Eger asagidaki ii¢ aksiyom saglanirsa 4’ya
K tizerinde bir cebir denir.
i) A, toplama ve carpma islemine gore bir halkadir.
ii) A, toplama ve skalerle ¢arpma islemleriyle birlikte K {izerinde bir vektor uzayidir.
iii) Her a,b€ 4 ve her A € K icin

(Aa)b = A(ab) = a(Ab)

Tamm 2.7 G bir grup ve K bir cisim olsun. 4 ile G’den K ’ya olan fonksiyonlarin

kiimesini gosterelim. Yani

A=Map(G,K)={f|f:G— K}

olsun. Eger agagidaki li¢ aksiyom saglanirsa, 4 bir K -cebiri olur.
(D) (@ f)(x)=a f(x),

2) (f +2)x) = f(x)+g(x),

() (f)x)=f(0g(x), f,g€d, acK, xeG.

Eger bir lineer T :4— A tasviri
I(f.g)=T(TI(g)
esitligini de saglarsa, T ’ye bir lineer homomorfizm veya cebir homomorfizmi denir.

Bir K —cebirini (basitlik icin sadece cebir diyecegiz), genel olarak asagidaki sekilde
tanimlayacagiz. Bir cebir, iki adet lineer tasvir ile birlikte bir K -vektor uzayi olarak

dustiniiliir:



H:A®A— A, p(a®b)=ab,
n:K—A, nlky==k1.

Burada 7, 4 ’nin birim elamanidir. Bu tasvirler i¢in

Ho(d® p) = po(u®id) (birlesme)

: : . 2.1
Ho(id®n)=po(n®id)  (birim)

ozellikleri gecerlidir. (birlesme) aksiyomu, u ¢arpma tasvirinin birlesme 6zelligini
ifade ederken, (birim) aksiyomu, 7(1)’in A ’nin hem sag hem de sol birim elamani

oldugunu ifade etmektedir.

Boylece ortaya ¢ikan (A4, u,n7) Ugliisiine bir cebir diyecegiz.

Eger A=Map(G,K) ve A® A=Map(GxG,K) oldugunu kabul edersek, G deki

islemi kullanarak asagidaki lineer homomorfizmleri tanimlayabiliriz. Her x, y € G i¢in

AiAd—> AR A, Af (x®y)= f(x.y),
e:A—> K, e(f)=f(e).

Burada e, G nin birim elamanidir. A’ya cebirin bir es-carpmasi ve ¢ tasvirine de
cebirin es-birimi denmektedir. A ve & cebir homomorfizmleri, sirasiyla u ve

tasvirleri icin verilen (birlesme) ve (birim) O6zelliklerine (denklem (2.1)) dual olan

ozelliklere sahiptir. Yani

(1d®A)oA=(A®id) oA (es-birlesme)

. . : . (2.2)
Ho(e®id)ocA=id = po(id®¢) oA (es-birim)

dir.

Tamim 2.8 Genel olarak, K iizerindeki bir lineer 4 uzayina, yukarida tanimlanan

u,n,A K-lineer tasvirleriyle birlikte bir K-kocebir (kisaca kocebir) denir.

Tanmm 2.9 A lineer uzayma u,n7,A,e K-lineer tasvirleriyle birlikte bir K-bicebir
(kisaca bicebir) denir.

Tanim 2.10 [Abe,9] f € 4,x€ G igin

S:A— A, Sf(x)=f(x")

seklinde tanimlanan ve



1o(id®S)A=noe = uo(S®id)A (2.3)

ozelligini saglayan bir S cebir antthomomorfizm (es-ters) ile (4, x,77,A,¢,S) altilisina
bir Hopf cebiri denir. Bundan sonra, kisaligi bakimindan bir Hopf cebiri i¢in,
(A, 1,n,A,&,8) altilisin1 degil sadece 4 ‘y1 kullanacagiz.

Eger A bir siiper Hopf cebiri ise, 4® A *daki carpma

(X ®YNZ W) = (=1)*N* D (X7 Q YW) (2.4)

seklinde tanimlanir. Burada

0, f cift dereceden

(2.5)
I, f tek dereceden

deg(f)= {

seklindedir.
Burada, cift dereceden elemanlar her elemanla komut edebilen elemanlar,tek dereceden

elemanlar ise kendi aralarinda anti-komutatif ve kareleri sifir olan elemanlardir.

Tamm 2.11 C, bir kocebir olsun. Eger bir lineer M uzay1 ve bir lineer
YM->MSC

tasviri icin asagidaki diyagramlar komutatif ise (M ,‘I’) ikilisine bir sag C —komodiil
denir. Bir sol C —komodiil de benzer sekilde tanimlanabilir.

d®¢g
MK MeSC M®COC,

A

v ®id M®C

1

7 1d®A 1

<«

Bir bimodiiliin tanim1 i¢in asagidaki agiklamalara ihtiyag¢ vardir:

B, bir bicebir ve M de
@, MOB—>M, ¢,(m®x)=mx

seklinde tanimlanan yap1 doniisiimiiyle birlikte bir sag B —modiil olsun. Bu durumda,

7



Pyop (M OB)®B—>M B,

Pyes (m®x®y)=2mym ®XY,, mMOxeM B
)

seklinde tanimlanan yap1 doniisiimiiyle birlikte, M ® B de bir sag B -modiil olur. Buna

ek olarak,

¥, :M—>M®B

K - lineer yap1 doniisiimii ile birlikte M bir B -komodiil ise,

¥, ., M®B— (M®B)®B,

W es(mM®x) = Z My, Xy @my X, mOxeM @B
(m)(x)

seklinde tanimlanan K -lineer yap1 doniigiimiiyle birlikte M ® B bir B -komodiil olur.
Bu durumda bir bimodiiliin tanimini su sekilde verebiliriz:

Tanim 2.12 Eger M , hem sag B -modiil ve hem de B -komodiil olmak iizere asagidaki

kosul saglanirsa M ’ye bir B -bimodiil denir:

e @, 'nin bir sag B -komodiil homomorfizmi olmasi igin gerek ve yeter sart ‘¥,

‘nin bir sag B -modiil homomorfizmi olmasidir.



BOLUM 3

KUANTUM SUPER VEKTORLERIN TOPLAMI

Bu bolimde kuantum siiper diizleme ait iki vektoriin toplami ele alinacak ve bu
toplamin sonucunda elde edilen yapinin da bir kuantum siiper vektdr olmasi i¢in gerekli

sartlar arastirilacaktir.

3.1 Kuantum Siiper Diizlem ve Hopf Cebiri Yapisina Kisa Bir Bakis

Tamim 3.1 K{x, 6} bir serbest cebir olsun. Manin[2] kuantum siiper diizlemi; x,0

koordinat fonksiyonlar1 i¢in, g # 0 bir kompleks say1 olmak tizere;

x0 = qbx,0°=0 (3.1)
bagntilari ile tanimlamustir.
Aslinda, kuantum siiper diizlem;

Iq, X6 — qOx ve 0” elamanlariyla olusturulmus, K {x, 8} serbest cebirinin iki tarafl1 ideali

olmak tizere;
Kq[x,0] = K{x,0}/1,
bolim cebiri olarak tanimlanir.

Kompleks sayilar iizerindeki bu cebir polinomlarin cebiridir. Bu cebiri Fun(Rq(1,1))
ile gosterecegiz. Bu cebir ¢ — 1 limitinde degismeli olur ve C[x, 8 | polinomlar cebiri
olarak diisliniiliir. Fun(Rq(1,1)) cebirine birim elemanin eklenmesiyle elde edilen

cebiri A ile gosterecegiz.



Asagida verilen kuantum diizlemin Hopf cebir yapisi ile ilgili bagmtilar Celik[5]” ten

alinmistir.

Kabul edelim ki x” in tersi mevcut, yani

xx l=1=x"1x

olsun. Bu durumda A cebiri iizerindeki bir cebir homomorfizmi olan
Ayt A > AQA  es-garpiminin - koordinat fonksiyonlart iizerine etkisi su sekilde

tanimlanmustir:

Ay (x) = x@x

Ay (0) = xR0 + 0Qx (3.2)
Bu tasvir,
(ld® AA) OAA: (AA ®ld) OAA (33)

seklindeki es-birlesme 6zelligine sahiptir ve (3.1) bagmtilarini korur.
A cebiri lizerindeki es-birim ve es-ters tasvirleri ise su sekilde tanimlanmustir:
EptA-C, ggx)=1, &@B)=0 (3.4)

SiiA-> A, Si(x)=x71, S5,00)=—-x"10x"1 (3.5)

Bu tasvirler,

o (e4®id) ory=id = po (idQ¢gy) oAy,

po ($4®id) ory= g4 = po (Id®Sy) oty

ozelliklerini saglar ve (3.1) kuadratik bagintilarin1 korur. Netice itibariyle A cebiri, bir
stiper Hopf cebiri yapisina sahiptir.

Tamim 3.2 Kuantum siiper vektor;

bilesenleri x ve 6 olan ve bilesenleri arasinda (3.1) kuadratik bagmntilart korunan

vektore bir kuantum siiper vektor denir[2]. Eger X, bir kuantum siiper vektor ise,
X <
X = ( 9) yazacaglz.

Bu kisa onbilgilerden sonra orijinal kisimlara gecebiliriz.

10



3.2 Toplama Isleminin Tanimlanmasi: Bu galismanin esas problemi olan, iki kuantum

stiper vektoriin toplaminin hangi sartlarda bir kuantum siiper vektor olacagi burada

incelenecektir:
xl xll
X' = (9,) ve X' = ( 9,,), birer kuantum siiper vektdr olsun. Yani hem

x',0"vehemde x",8" (3.1) bagmtilarin1 saglasin. Bu iki kuantum siiper vektoriin

toplami i¢in

X" =X +X"= (g) + (g) = (’af ig) = (g) ve X =1x" (3.6)

yazalim. Hedefimiz X ile gosterilen toplam vektoriiniin hangi durumlarda

bir kuantum siiper vektor olacagini aragtirmaktir. Bu asagidaki 6nermeyle verilmistir.

Onerme 3.3 Eger x',0',x", 8" koordinat fonksiyonlar1 arasinda

x'x" = x"x'

x'8" =q0"x’

0'x" =q 'x"0’

0’0" =—-6"6' (3.7)

bagintilar1 saglanirsa X vektort, bir kuantum siiper vektordiir.
Ispat: Istenileni elde etmek igin (3.1) deki iki bagintinin gerceklendigini gdsterecegiz.
Burada, x = %(x’ +x"), 0 = %(9' +6"") olup,
x0 =2 (' +x")(0' +6")
=20 +x'0" +x"0 +x"0")
= i(qe’x’ +q0"x" +q0'x" +q0"x")
=q- 0"+ +x")
= q0x

\%

0°=-(0"+6")(O +6")

N

:%(012 +0'6" +0"0" + 9”2)

11



elde ederiz.

Oyleyse, (3.1) bagmtilar1 saglanmistir ve dolayisiyla X vektorii bir kuantum siiper

vektordur.

Not 1: Hig siiphe yoktur ki
xlel’ +x1191 — qellxl + qelxll

denklemi korunacak sekilde daha genel bagintilar tanimlamak da miimkiindiir. Fakat
stiper Hopf cebiri yapisina ulasmak ve geometriyi kurmak i¢in (3.7) bagintilarini
kullanacagiz. Diger durumlarda, siiper Hopf cebiri yapisini kurmak ve geometrik yapiya

ulagsmak oldukg¢a zor olmustur ve bagka bir ¢alismaya birakilmistir.

3.3 Matris Temsilleri:

x',8',x",0" koordinat fonksiyonlarina yiikledigimiz (3.7) bagnti sistemini saglayan

baz1 matris temsilleri su sekildedir:

GO R i B B i

Bu temsiller (3.1) ve (3.7) ile verilen bagmtilar saglar. Ornegin;
o =(7 D6 =6 7

o= 0§ D=6 o)

oldugundan,

x'0' =q0'x" ve

o= D0 Yo
dir.

Benzer sekilde
=06 D07 )

12



ex=(3 00 9-C5 )

oldugundan,

esitligi de dogrulanir. Digerleri de benzer sekilde gosterilebilir.

Ayrica;

_ 1. my 1 (A+1)q 0 _ 1. ” _10 1—-—2
x =2 +x") =1( ; /Hl)vea_z(e +9)_2(0 . )
oldugundan;

_ 32
xg=l(0 1 A)Q)=qu
4\0 0

esitligi de goriilmektedir.

3.4 Hopf cebiri yapisi:
Bu kisimda, kurdugumuz yapinin siiper Hopf cebiri yapisini inceleyecegiz;

1) Ay: A > AQ®A es-¢arpim tasvirinin x ve 6 koordinat fonksiyonlarina etkisi
Ay (x) =14 <% (x" + x”)) = %(x’@x’ +x"®x"")
£, (0) =0, (3(6'+6") =2(x'®0'+0'®@x' +x"®0" + 0" @x") (3.8)
dir. Bunlar (3.1) de verilen komutasyon bagintilarini korur. Gergekten,
A, (x0) =4, (% ' + x")) A G o'+ 9"))
= %(x’@x’ + x”®x”)% (x'®0"+0'®x" +x"®0" +0" ®x")

=%(x,2®x10/+x10/®x12+x1x11®x16//+x10//®x1x11+x11x1®x116/+
x1191®x11x1 +x112®x11911 +x11911®x112)
=%(x'2®q9'x'+q9'x'®X'2 +x11x1®q011x1+q611x1®x11x1_I_

x/xl/®q6/xu +q91x11®x1xu +x112®q611x11 + q911x11®x112)

13



= q%(xl®el + 9/ ®xl + xll®9/l + 9!/ ®xll)%(xl®xl + xll®xll)
= q 84 (6x)

elde edilir.
Benzer sekilde

AA (92) =0
oldugu gosterilebilir.

Bu islemlerde sirasiyla es-¢arpim tasvirinin lineerligi ve (3.7) ile verilen komutasyon
bagintilar1 kullanilmistir. Simdi de (3.3) es-birlesme 06zelliginin saglandigini x i¢in

gosterelim:

(A, ®id) oA, (x) = (A, ®id) (% (x'®x' + x”®x”))
=18, ()®id(x') +8, ()®id(x")
=%(x’®xl®xl +xll®xll®xll)
= Lid(x)® Ay (x) +id(x")® 84 (x")

= (Id® 2y) oAy (%)
0 i¢in de benzer islemler yapilabilir.
2) g4: A = C es-birim tasvirinin x ve 8’ya etkisi su sekildedir;

£,(x) = &, (g ' + x")) 1, e(0) =¢, (% o'+ 9")) —0 (3.9)

Es-birim tasvirinin bir cebir homomorfizmi olmasindan yararlanilarak (3.1) komutasyon
bagintilarinin ~ korundugu ve p o (,®id) cAy=id = po (id®ey) oA,  esitliginin

saglandig1 kolaylikla gosterilebilir.

3)S, : A > A es-ters tasvirinin x ve 0’ya etkisi
1. " 1 ’ " 1. /-1 n—1
$10 = S (5 +x) = HSED + a6 = ST+

S,(0) =S, G 6" + 9")) = §(—x"19'x"1 —x"7te"x" Y (3.10)

14



seklindedir. Bu tasvirin de po (54Qid)cAy=¢4 = po (id®S,) oA,  esitligini
sagladig1 x ve 6 koordinat fonksiyonlari i¢in ayr1 ayr1 gosterilebilir.

Tanimlanmis olan es-¢arpim, es-birim ve es-ters tasvirleriyle A cebiri bir stiper Hopf

Cebiri yapisina sahip olur.

Not 2: Bundan sonraki boliimlerde, islemlerde kolaylik saglamasi amaciyla (3.6)

‘Cl”

esitligindeki > yi goz ard1 ederek;
x=x"+x" ve 6=60"+06" (3.11)
alacagiz.

15



BOLUM 4

KUANTUM SUPER VEKTORLERIN TOPLAMI UZERINE
DIFERANSIYEL HESAP

Bu boliimdeki amacimiz, bir 6nceki boliimde verdigimiz toplama islemi ile A Hopf
cebirinin bir diferansiyel cebirini elde etmektir. Bunu elde etmek igin koordinat
fonksiyonlarinin diferansiyellerini alip, iizerlerine yeni yapilar kuracagiz. Once
diferansiyel d operatoriiniin 6zelliklerini verelim. d operatorii, A’nin jeneratorlerini

diferansiyellerine doniistiiren bir operatordiir ve su sekilde tanimlidir;

d:A->d4A, av~da, a€e{x,06,x",0"}

Bu d operatorii;

dAd=d?=0 (nilpotentlik) (4.1)
ve
d(fg) = d(Hg + (=D*IPfd(g)  (Leibniz) (4.2)

Ozelliklerine sahiptir.

4.1 Diferansiyel Cebir

Bilindigi tizere klasik diferansiyel hesapta fonksiyonlar, diferansiyellerle degisme
ozelligine sahiptir. Cebirsel acidan, 1-formlarin uzayr 1.mertebeden diferansiyellerle
olusturulmus diizglin fonksiyonlarin cebiri iizerinde bir serbest bi-modiildiir ve

komutatiflik, sag ve sol yapilarin birbirine nasil baglandigin1 gosterir.
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A cebiri degismeli olmadigindan, koordinat fonksiyonlari ile onlarin diferansiyellerinin
de degismeli olmayacagi beklenir. O halde diferansiyel hesabi olusturmak amacriyla,
once koordinat fonksiyonlariyla onlarin diferansiyelleri arasindaki komutasyon
bagmtilarim1 bulmak gerekir. Daha sonra olusan yapimin Hopf cebir yapisin1 kurmak
onemli bir problemdir, bu problemi asmak i¢in Celik [6] kovaryantli1 tanimlamis ve
kuantum siiper diizlemin bilesenleri ile onlarin diferansiyelleri arasinda saglanan g-

komutasyon bagintilarini

xdx = dxx

xdf = qdOx

Odx = —q~1dx6

0do = doeo

dxdf = qdfdx

(dx)*=0 (4.3)

seklinde elde etmistir.

4.1.1 Kovaryanthk

Sol ve sag-kovaryant bimodiil tanimlariyla baslayalim.
Tanim 4.1 Sag-Kovaryant Bimodiil

0, A Hopf cebiri iizerinde bir bimodiil olsun. Bir AR tasviri;

AR: 0 -5 04, AR (da) = (d®id) A, (@), Va€eA
seklinde tanimlanmistir. Kolayca gosterilebilir ki, her a;, b; € A ve p1, p2 € {2 igin,
AR (aipy + azp;) =84 (ay) AR (p1) +4,4 (az) AR (p2) (4.4)

olmak iizere AR tasviri bir lineer homomorfizmdir. Eger,

(A4 ®id) cAR= (id® Ay) oAk,

(id®¢g,y) ocak=id (4.5)
ozellikleri mevcut ise (2,AR) ikilisine bir sag-kovaryant bimodiil denir.

Tanim 4.2 Sol-Kovaryant Bimodiil

1, A Hopf cebiri iizerinde bir bimodiil olsun. Bir A’ tasviri;
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Al 05 ARN, Al (da) = (t®d) A, (a),Va € A (4.6)

seklinde tanimlanmustir.
Burada

1(a) = (—1)4e9@q
seklinde tanimlanmistir.

Her a4, b, € A ve p1, p, € 12 igin,
Al (aypy + azp,) =8, (ay) AL (py) +484 (az) AF (py)

olmak iizere, AL tasviri bir lineer homomorfizmdir. Eger,

(A4 Qid) ocAl= (id® A,) oAL
(e,®id) oAl=id 4.7)

ozellikleri mevcut ise (2,Al) ikilisine bir sol-kovaryant bimodiil denir.

Onerme 4.1 Toplanan vektorlerin bilesenleri olan koordinat fonksiyonlari ile koordinat
fonksiyonlariin diferansiyelleri arasindaki komutasyon bagintilari:

x'dx" =dx"x’

x"dx" = dx'x"

x'd8" = qd8"x’

x"df’" = qd@'x"

0'dx" = —q~tdx"6’

6"dx' = —q~tdx'0"

Hldell — del!el
0'"'de’ =de'e" (4.8)
seklindedir.

Ispat: Saglanmasi gereken, muhtemel komutasyon bagintilari;

x'dx" = A;dx""x’
x"dx" = A,dx’x"
x'd@" = F;;d@"x" + F;,dx'6"
x"'d@" = F,;d0'x" + F,,dx" 6’
0'dx" = Gy,dx"6" + G;,d6'x"
0"dx’ = G,1dx'0" + G,d0" x'
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6'de"" = B,;d68"6’
6"'d0' = B,d6'6"” 4.9)
seklindedir.

Buradaki A;, B;, Fij, G;; katsayilari, q deformasyon parametresine baghdir ve onlar
belirleme isi komutatif olmayan diferansiyel hesabin kovaryantlik metodu kullanilarak
yapilabilir[6].

AR nin birinci dereceden diferansiyellere etkisi;

AR (dx) = (d®id) a4 (x' +x™)

= (d®id)(x'Qx" + x""®x"")

= dx'®x" + dx" ®x" (4.10)
AR (dB) = (d®id) A, (6" +6™)

= (d®id)(x'®0' + 6’ @ x' + x"'®0" + 6" Qx"")

= dx'®6' +d§’ ® x' + dx"'®8" + do" ®x" (4.11)

olarak bulunur.

(4.9) denklem sisteminin ¢dziimiine ulasmak icin, AR tasvirini (4.3) bagintilarina

uygulariz, 6rnegin (4.3) deki ilk bagintiya uygularsak,

AR (xdx) =AR (dxx)

esitligi, (4.10) ile

('®x" + x"®x")(dx'®x" + dx"®x") = (dx'®x" + dx" ®x")(x'®x" + x"®x"")
(4.12)

seklinde yazilir. Burada, parantezler dagitildiktan sonra (4.9)’daki 1. ve 2. esitlikler

yerine yazilip, gerekli sadelestirmeler yapilirsa,

Adx"x" + Apdx'x" = (dx"x" + dx'x"") (4.13)

esitligi elde edilir. Bu esitlikten, bir ¢6zlim olarak;

A]_:Az:l

buluruz. Benzer islemler (4.3)’deki diger bagintilara uygulanarak, (4.9) sisteminin bir

Ozel ¢Oziimii,
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F,=q, F;;,=0, F1=q, Fy;=0,
Gi1=—q7% G13=0, Gy =—q7% G =0

B,=B,=1 (4.14)
olarak elde edilir.
AL “nin birinci dereceden diferansiyellere etkisi;

Al (dx) = (t®d) a4 (x' + x™)
= (t®d)(x'®x" + x"®x'")
= x'@dx" + x" @dx" (4.15)

AL (dO) = (t®d) A, (8" +6")
= (QA)(x'QF'+0'@x" +x"®6" + 0" Q@x")
=x'®d0’' —0'Q@dx' + x"®dE" — 6" Rdx" (4.16)
seklindedir.
Simdi de A’ tasvirini, (4.3) bagintilarindan ikincisine uygulayalim:
Al (xdf) = q Al (d6x)

Al (xd0) = (x'Qx" + x"®x'")(x'R®dO’ — 0’ @dx’ + x"®dE" — 6" ®Rdx"")
q AL (dBx) =q(x’'®d8’ — 0’ ®dx' + x"®dO" — 0" Rdx")(x'®x" + x"" ®x"")

yazilir. Burada da uygun yerlerde (4.9) bagintilar1 kullanilarak, gerekli sadelestirmeler

yapilirsa,

F11d9"x' + Flzdxlen = qd@”x'
FZldQ'x” + Fzzdxuel = qd@'x” (417)

elde eldir. Burada ise;

Fii=q=F, F,=0=F;

¢Oziimii tutarlilik gostermektedir. Benzer islemler (4.3) deki diger bagintilara da
uygulanarak,

A1=A2=1
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B,=B,=1 (4.18)

¢ozlimii elde edilir ki bu dnceki ¢éziimle tamamen aynidir.

dx',dx",d6’,d@" diferansiyellerinin birbirleriyle komutasyonlarini elde etmek igin

yukarida buldugumuz bagmntilara d diferansiyel operatoriinii uygulariz.
Ornegin, x'dg" — qd8"'x’ = 0 bagmntisina d operatdrii uygulanirsa,
dx'de” + x'd26" — qd?6"x' — (—1)9e8@0"Dgdg"dx’ = 0, deg(ds”) = 0,

olup d operatoriiniin nilpotentlik ve Leibniz (4.2) ozellikleri gz Oniinde

bulunduruldugunda

dx'ds” = qd@"dx’ (4.19)

elde edilir. Benzer islemlerle,

dx'dx" = — dx"dx’
dx"'d6’ = qd6'dx"
do’'de’ = de'"'deé’ (4.20)

bagntilar elde edilir.

Buldugumuz tiim bagintilar1 toparlarsak,
x'dx" =dx""x’

xlldxl — dxlxll

x'dg" = qd6"x’

xlldel — qdelxll

Qldxll — _q—ldx/lel

eudxl — _q—1dx1911

6'dg"” = dog"e’
elldgl — delel’
dx'dx" = — dx"dx’

dx'd8" = qdf"dx’

dx""d@’ = qd6'dx"

de'de" = de'"'dé’ (4.21)
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komutasyon bagintilarini elde etmis oluruz.

4.1.2 Diferansiyel Hopf Cebiri: (4.21) bagintilarina sahip diferansiyel cebir, asagida
tanimlanan yapilarla birlikte bir Hopf cebiri yapisina sahip olur;
1) Ap: 2 - 0QN, Ap=a+aR, A, |A =2y
Ay (dx) = x'Qdx’ + x"@dx" + dx'®x" + dx"' ®x"’
Ap (dO) =dx'®0'+dO' @ x" + dx"®6" + d6"@x" + x'®dO’ — 6’ @ dx’ +
x"®d6" — 6" R@dx" (4.22)
2)en:N>C, egpod=dog, g |A=€A

o (dx) =0, g,(df) =0 (4.23)

3)5_():.(2—).(2, S_Qod=d°SA, S_Q A=SA
Sp(dx) = —x'txx' T = x  dxx
Sp(df) = —x' 'O x" " + 2x" T tdx'x' T O kT — X T e X T
+ 2" tdx"x" e T (4.24)
Bu tasvirlerin (4.3) bagintilarin1 korudugu ve es-birlesme, es-birim, es-ters 6zelliklerini

sagladig gosterilebilir.

Elde ettigimiz (02, Ag, €o,S, ) yapisina Diferansiyel Hopf Cebiri denir.

4.2 A Uzerine Cartan-Maurer 1-formlari

Bu kisimda, Cartan-Maurer 1-formlarini tanimlayacagiz ve gerekli komutasyon

bagtilarini elde edecegiz.

Woronowicz[3]; Cartan-Maurer 1-formlarini, es-carpim tasvirinin A ‘nin jeneratorlerine

etkisini kullanarak su sekilde tanimlamistir:

Wy, = o (d®S) oA (xi), xi € {x,6} (4.25)

Bu formiil yardimiyla bize gerekli olan 1-formlar1 bulalim:

Wy = pro (d®S) oA (x)
= p o (d®S)(x'®x")
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= u(dx'®S(x"))

= u(dx'®x'™")

=dx'x'"" (4.26)
Benzer sekilde,
Wy = dx"x" 4.27)
Buradan (3.8) bagintisini kullanarak,
Wy = po (d®S) o (x)

=puo(dR®S)(x'®x" +x"Q®x")

= p(dx'®x' " + dx"@x" ")

= dx'x' "'+ dx"x"

= W,/ + Wt (428)
buluruz. Benzer islemlerle,
wgr = —dx'x'"'0'x' T +do'x’' " (4.29)
wor = —dx"x" 71 0"x" M +dg"x" " (4.30)
Wg = Wgr + Wy (4.31)

elde edilir.

Onerme 4.2 Cartan-Maurer 1-formlarinin, cebirin jeneratdrleriyle komutasyonlar:
asagidaki gibidir;

x’wxu = qux'

x”er = erx”

x'wgn = qwgrx'

x"'wgr = qwgrx"”

H'Wxn = —WxH@'

9”er = —ere”

9'W9H = qWQHH'

QIIWQI = qWQIQH (432)

Gortildiigi gibi bu bagitilar g = 1 limitinde klasiktir. Ayrica 1. ve 2. vektorlerin

elemanlari i¢in simetriktir.
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Ispat: Bu bagntilar; (4.21) bagmtilari kullanilarak elde edilir. Gergekten, 6rnegin

-1
xlwx” — xldxllxll
-1
— dxllxlxll
-1
— dxllxll xl
— /;
= WynXx

dir. Burada sirasiyla (4.27), (4.21), (3.7) ve tekrar (4.27) bagmtilar1 kullanilmistir. Diger

esitlikler de benzer yollarla gosterilebilir.

(4.32) bagintilari, d operatorii uygulanarak kontrol edilebilir, yalniz bu esnada
Wy, (xx € {x’,x"'}) 1-formlar tek oldugundan, Leibniz 6zelligi goz ardi edilmemelidir.

Omnek olarak, (4.32) bagintilarindan ilkini gosterelim,

dx'wynr —wnx") = dx'wyr + x'dw,r — dw,nx’ — (_1)deg W' wndx’

Burada degw,» = 1 ve dw,» = 0 degerleri yerine yazilirsa,

d(x'wyr — q twynx") = dx'wyr + wondx’

wer = dx"x""" vedx'dx" = —dx" dx’ (4.21) oldugundan
dix'wyrr — q twnx’) =0

oldugu goriiliir.

Onerme 4.3 Diferansiyellerin, Cartan-Maurer 1-formlariyla komutasyonlari;
dx’wxu = —Wxndx'

dx”er = —erdx”

do"w, = w,,dg"

dQ'WxH = lerdQ'

dQIWQ” = qWQHdQ,

do"wgr = qwydo”

dx'wgr = qwgndx’

dx"wyr = qwyrdx” (4.33)

seklindedir.

Ispat: Bu 6nermeyi ispatlamak zor degildir. Ornegin, dordiincii bagint1; (4.27),(4.21)
esitlikleri yardimuiyla,
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do'w,n = do'(dx"x""")
— q—ldxnderxu—l
= dx"x"""do’

= W, d@'

seklinde elde edilmistir. Digerleri de benzer yollarla gosterilebilir.

(4.33) bagintilarini da d operatoriinii uygulayarak kontrol etmek miimkiindiir.
Onerme 4.4 Cartan-Maurer 1-formlarmin birbiriyle komutasyonlari;
lequ = —le/le

W9/W9u = W9HW9/

WxIWQII = WQIIWxI

W W = Wiy (4.34)

seklindedir.

(4.32), (4.33) ve (4.34) bagintilar1 wy = w,s + w7 ve W), = Wyr + Wy esitlikleri ile
birlikte kullanilarak,

xwy = (X" +x")(Wyr + wyrr)
= x'Wyr + x"wyr + X Wy + x'wyr
= (W +w)(x" +x")

= Wy X

elde edilir. Bunu yaparken 3. satirda (4.32) bagmtilar1 uygun yerlerde kullanilmistir.

Tamamen benzer yollarla,
XWy = WyX
XWg = (qWgX

Owg = qwyb

ow, = —w, 0

dxw, =0 = —w,dx
déw, = w,dé
dOwg = qwydf

dxwg = qwgdx
(Wy)> =0
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WyWpy = WoW, (4.35)
elde edilir. Bu bagmtilar ise Celik’ in buldugu bagmtilarin aynisidir[7]. Uyumluluk yine
d operatorii uygulanarak kontrol edilebilir.

Wy, Wy elemanlariyla olusan cebiri W ile gdsterecegiz.

4.2.1 1-formlarin Hopf Cebiri Yapisi

A ve (2 iizerindeki Hopf cebiri yapilari, W ’ya bir Hopf cebiri yapis1 kazandirir. Bu
asagidaki sekilde belirlenmistir:

Ay W - WQW, nin W ’nin elemanlarina etkisi, eger

Ay | A =Ag Ve Ay | o =Ag olarak tanimlanirsa,
Ay (Wy) =By Wy + wyrr)
=Ay (dx'x"H +dx"x""h)
=Aw (dx") Ay (x' 7)) +ay (dx") Ay (x"71)
= (¢'®dx’ + dr'®x")(x''®x' ") + (x"®dx” + dx"®x") (x" T @x" ")
= 1@dx'x' "' + dx'x' T ®1 + 1@dx"x" ! + dx"x" @1
= 10w, + wy®1 + 1Qw, + w,n @1, (4.36)

Benzer sekilde

Ay (Wg) =Ay (Wor + wyrr)
=wegr @1+ 1Qwy + wgr @ 1+ 1Qwyr (4.37)
elde edilir.

2) g W-oC, gy | A=, Ew | o = & seklinde tanimlanan es-birimin
etkisi,
ew(Wy) = ew(Wyr + wyr)

= ey (do'x' ™" + dx"x" ")

= eW(dx’)sw(x’_l) + ey (dxew ("™

=0.1+0.1

=0 (4.38)

ew(wg) = ew(Wyr + wgrr)
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= EW(_dxlxl—lelxr—l + delx/—l _dx/lxll—lel,x,,—l +d9”x”—1)

=0 (4.39)

seklindedir.

NSy W->W, Syla=S4, Swlg=3S,,estersin etkisi,

Swwy) = —w,r —w, (4.40)
Swwg) = —wgr — wgr (4.41)

olarak belirlenir.

Bu tasvirler,

(Id® Ay) cAy= (Ay Qid) cAy , o (gyQid) oAy =1id = po (idQ¢ey ) oAy ve
o (Sy®id) cAy= gy = po (Id®Sy) oAy, 6zdesliklerini korur. Ayrica, bu tasvirler,
(4.35) bagintilarin1 korur. Dolayisiyla, (W,Ay,, ey, Sy) yapisi bir Hopf cebiri yapisina
sahiptir.

4.3 Kismi Tiirevler

Bu kisimda, cebirin koordinat fonksiyonlarinin kismi tiirevlerinin; koordinat
fonksiyonlari, bunlarin diferansiyelleri ve kismi tiirevlerin kendi aralarinda saglanan g-

komutasyon bagintilar ortaya konacaktir.

[k olarak, koordinat fonksiyonlari ile onlarin kismi tiirevleri arasindaki bagintilar1 elde

edecegiz. Ancak, once bazi bilinen yapilar1 vermemiz gerekiyor[7].
f , A cebiri lizerinde tanimlanmis keyfi bir fonksiyon olsun. d dis tlirev operatorii,

df = (dxd, + dody)f (4.42)

seklinde tanimlanir. Kismi tlirevlerin koordinat fonksiyonlariyla bagintilarini
bulabilmek i¢in f yerine sirasiyla xf ve Of yazarak Leibniz kurali uygulanir. Agik

olarak bir tanesini verelim:

d(xf) = (dx)f + x(df)
= (dx)f + x(dx0, + dBdg)f
= (dx)f + (dxx0, + qdOx0dg)f
= (dx(1 + x0,) + d8(qxde))f
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= (dx0, + d6dy)(xf)
esitliginde diferansiyellerin katsayilari esitlenerek,
Oyx =1+4+x0,, 0Jgx =qx0y

bulunur. Bu islemlerde (4.3) bagintilar1 kullanilmigtir.

Lemma 4.1 [Celik,7] Kismi tiirevlerin koordinat fonksiyonlar1 ile degisimleri asagidaki

gibi verilmistir.

Oyx =1+ x0,

Jdgx = qx0g

0,0 = q 100,

0p0 = 1 — 09, (4.43)

Lemma 4.2 [Celik,7] Kismi tlirev operatorlerinin diferansiyellerle degisimleri agagidaki

gibi verilmistir.

0,dx = dxd,

0,d0 = q~1dao,

Jdgdx = —qdxdg

0gdB = dB0g (4.45)

Lemma 4.3 [Celik,7] Kismi tiirevlerin kendi aralarindaki bagintilar ise d operatoriiniin

nilpotentlik sartindan,
0,09 = q0g0, ve 0g°=0 (4.46)

seklinde ve kismi tiirevlerin d operatorii ile bagintilari ise,

9,d=da, ,d=—dd, (4.47)

seklindedir.

Onerme 4.5 Simdi, x = x’ + x" ve 8 = 0’ + 0" igin bagintilar verebiliriz:
A=e"™3ve 0y = 0 + 01,8 = Dy + Dgr (4.48)
olmak iizere,

x" =271+ x"0,
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Opnx' = A+ x"0,1
0,0" =q716"9,
0,10 =q70'd,n
Ogrx" = qx"" 0y
Ogrx’ = qx'0gr
0g'0" =271 —0"0y
0910 =21 —0'0gr
0,dx" =dx" 0,
0,rdx’ =dx'd,n
d,,d0" = q~1d0" 0,
d,nd0’' = q1d6’d,
0grdx" = —qdx" 0y
Ogndx’ = —qdx'dgn

agldeu - dQ"agr
0grrdf’ = dO'0gn
ax'ax” = ax”ax'

axlagll = qagllaxl
axllagl = qaglaxll
Dgrdgn = —0gndgr (4.49)

seklindedir. Gergekten, bu bagintilar, (4.43), (4.45) ve (4.46) bagmtilariyla tam

uyumludur. Birkag tanesini gosterelim:

Oxx = (0, + 0,,)(x" +x")
=0pyx' +0,ux" +0,nx" +0,nx"
=14+x0y +A 1 +x"0,y + A+ x"0, + 1+ x"0,0
=244 4+ A+ x"0,0 +x"0, +x"0pr + x" 0,0
=1+ (" +x")(0, +0,)
=1+ x0,

oldugu goriiliir. Burada, 171 + 1 = —1 esitligine dikkat edilmelidir.

Bir diger bagint1 i¢in,

axe = (axr + axu)(Q' + 9”)
= ax19' + axle” + axHQ' + axng”
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=q7'0'0, +q710"0, +q 100, +q710" 0,
= q_1(9’ + 9”)(axr + axn)
= q_leax

dir. Baska bir tanesi ise,

dydx = (0, + 1) (dx’ + dx'")
= 0,rdx’ + 0,ydx" + 0,rdx’ + 0,rdx"”
= dx'axl + +dx”0xr + dxlaxn + dx”axlr

= (dx" +dx")(0, + 0,)
= dxd,
dir.
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BOLUM 5

R-MATRIS YAKLASIMI

Kuantum siiper diizlemi olusturan (3.1) komutasyon bagintist uygun bir R matrisi
kullanilarak da elde edilebilir. Bu bolimde oOncelikle kuantum siiper diizlem igin
kullanilan R-matrisi ele alinacak, daha sonra kurmus oldugumuz toplam vektorleri igin

de uygun bir R-matrisi verilecektir.

5.1 Kuantum Siiper Diizlem I¢in R-Matrisi

Kuantum siiper diizlemin g-komutatiflik bagintisini koruyan R matrisi;

q 0 0 0
[0 1 g-qg*' 0
R=1o o 1 0
0 0 0 q!

seklindedir[10]. Bu matris ile

Xz(z) ve P =

oSO RO o

0
8 olmak iizere,
-1

S OO -
oo O

diizlemin bilesenleri olan x ve 6 arasindaki komutasyon bagintis;; R = RP olmak iizere

X®X = g7 'R(X®X) (5.1)

ile verilir.
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5.2 Toplam Vektorleri Icin R-Matrisi

Burada, toplam vektoriinlin de bir kuantum siiper vektor olmasi i¢in (3.7) ‘de verilen
bagintilar1 koruyacak uygun bir R-matrisi verecegiz. Bunu yaparken toplam vektdriiniin
(5.1) bagitisin1 korumasina da dikkat edecegiz. Asagidaki dnermeyle uygun bir R-
matrisi verilmistir.

! 14

Onerme 5.1 Eger X' = (g,) ve X" = (g,,) birer kuantum siiper vektor olmak tizere

R(X"®X') =R (X' QX" (5.2)

bagintist saglanirsa X = % (X" + X"") toplam vektorii de bir kuantum siiper vektordiir.

Burada,

R = 0 q_z_l q 0
0 ' 0 o/
0 0 0 —q
dir.
x"x' x'x" q—l 0 0 0
. 1191 x’@" _ O 1 -1 _ 0
ispat: x"@x = %0 | x'@x" = - g -q
spat: X7@ oy | X® e |V R 0 0 1 0
66’ 60" 0 0 0 g

matrisleri (5.2) denkleminde yerine yazilip, matrisler ¢arpilirsa;

/ q—lxnxr \ / q—1x1xu \

I (q—z _ 1)x1101 _|_ qenxl | _ x/gu + (q—l _ q)glxll
q—lxllel \ 0'x"

\ _qeuel / q@’@”

elde edilir. Matris esitliginden, karsilikli elemanlar esitlenerek:

xlxll — xllxl

xleu — q9"x’
lell — q—1x116/
9,9” — —0”9’

bagintilari elde edilir. Bu bagintilar 3.boliimde ortaya konan (3.7) bagintilari ile aynidir.

Daha 6nce de gosterdigimiz gibi toplam vektorii bir kuantum siiper vektor olur.
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Ayrica 1. ve 2. vektorlerin bilesenleri arasinda yukaridaki bagintilar oldugunda X =
X'+ X" toplam vektoriiniin bir kuantum stiper vektor oldugu (5.1) denkleminden su

sekilde kontrol edilebilir:

X®X = g7 'R(X®X)
> X +XNQX' +X")=q 'RX' + XX +X")
S XX +X'QX" +X"QX' + X"QX"
= ¢ 'RX'QX + X' QX" + X"QX' + X"®X")

Burada X’ ve X" birer kuantum siiper vektor oldugundan X'®@X’' = ¢ 1RX'®X’ ve
X"®X" = q 1RX"®X" esitlikleri birbirini gétiireceginden, baginti
ﬁ)('I®)('II +X”®X’ — q—lﬁ(Xl®XII +X”®X’)

sekline doniisiir. Matrisler yerlerine yazilip sag taraftaki ¢arpma islemi de yapilirsa;

xlxll + xl/x/ x”x’ + x’x”

xleu + .X'”G’ B q—l(elxll + 9”x') + (1 _ qZ)(xleu + xuel)
Glxll + anl - \ q—l(xlell _I_xllel) /
9/0!/ + 9/!61 —q2(0”9' + 6/6//)

elde edilir. Gerekli sadelestirmeler yapildiginda istenilene ulasilir.

33



BOLUM 6

SONUC VE ONERILER

Bu calismada, kuantum siiper vektorlerin toplaminin da bir kuantum siiper vektor
olmasi i¢in toplanan vektdrlerin bilesenleri arasinda saglanmasi gereken sartlar iizerinde
calisildi. Ortaya konan sartlar1 saglayan matris temsilleri ortaya konularak elde edilen
yapt Orneklendirildi. Elde edilen yapinin bir siiper Hopf cebiri yapisina sahip oldugu
gosterildi. Daha sonra, koordinat fonksiyonlarinin diferansiyelleri, 1-formlar ve kismi
tirevleri tanimlanarak bunlar arasindaki komutasyon bagimtilar1 bulundu. Dolayisiyla
elde edilen yap1 icin uygun bir diferansiyel geometri kuruldu. Son olarak, bu yapinin

olugmasi i¢in gereken sartlar1 gosteren bir R-matrisi verildi.

Hig¢ siiphesiz, kuantum siiper diizlemdeki vektorler i¢in gegerli olan bu toplama
isleminin h-siiper diizlemin siiper vektorlerine uygulanmasi da miimkiindiir. Bunlar,

ileriki ¢aligmalarda ele alinacaktir.
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