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OZET

KESIRLI MERTEBEDEN BURGER DENKLEMINiIN SONLU FARK YONTEMI iLE
¢OzUMU VE ANALIzi

ibrahim SENTURK

Matematik Anabilim Dali

Yuksek Lisans Tezi
Tez Danismani: Dog. Dr. Muhammet KURULAY

Bu calismada, Dirichlet sinir kosullarina sahip olan non-lineer Burger Denkleminin,
Sonlu Fark yéntemi ile yaklasik ¢c6zimi hesaplanmistir. Cozim yapilirken, acik ve kapal
sonlu fark semalari ele alinmis ve bu yaklasimlar karsilastiriimistir. Agik fark semasinin
kararhlik analizi yapilmistir. Sayisal ornekler ve grafikler kullanilarak yaklasik ¢6zim ile
analitik ¢6zim arasindaki fark incelenmistir. Yaklasik ¢6ziimler hesaplanirken Maple
programi kullaniimistir.

Kesirli mertebeden Burger denklemi de S. Momani tarafindan ortaya atilmis, zaman ve
yer iceren terimlerin mertebesinin kesirli hale doénistlrilmesiyle olusmustur. Bu
denklem de kapali fark semasi olusturularak ¢ozilmistir. Tam ¢ozim ile kesirli
mertebeli denklemden elde edilen ¢6ziim karsilastirilmistir.

Anahtar Kelimeler: Dirichlet Sinir kosullari, Burger Dif. Denk., Sonlu Fark Metodu
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ABSTRACT

FINITE DIFFERENCE METHOD SOLUTION AND ANALYSIS FOR FRACTIONAL
BURGER EQUATION

ibrahim SENTURK

Department of Mathematics

MSc. Thesis

Advisor: Assoc. Prof. Dr. Muhammet KURULAY

In this study, non-linear Burger’s Equation, which has Dirichlet Boundary Conditions,
was solved with Finite Difference Method. While we were finding solution, different
finite difference schemes were used such as Implicit and explicit scheme, besides these
schemes were compared. The Analysis of stability and convergence of the explicit
scheme were done. The difference of Analytic and Approximate solution was discussed
with using numerical examples and graphs. Maple program was used when finding
approximate solutions.

Fractional Burger Equation was found by S. Momani, which was made with changing
time and space terms with fractional terms. This equation was solved with finite
difference method and analysis of this scheme was discussed with examples. The exact
solution and fractional burger equation were discussed.

Keywords: Dirichlet Boundary Conditions, Burger’s Equation, Finite Difference Method
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BOLUM 1

GIRIS
1.1 Literatiir Ozeti

Diferansiyel denklem ¢éziimlerinde segilen problemler genellikle lineer problemdir ve
¢Ozlimleri bulundugu icin glincelligini yitirmeye baslamistir. Burger Denklemi gibi lineer
olmayan kismi diferansiyel denklemlerin analitik ¢6ziminin bulunmasinin zorlugu
nedeniyle, vyaklasik c¢ozimlerinin bulunmasi glncelligini korumaktadir ve artik

calismalar genellikle bu yonde olmaktadir.
1.2 Tezin Amaci

Tezin amaci; analitik olarak ¢6ziimii ¢ok zor olan non-lineer Burger diferansiyel
denkleminin ¢déziminin sayisal yontemler ile hesaplanmasidir. Sayisal ¢éziimler farkh
yaklasimlarla ele alinabilir. Bu ¢alismada acik ve kapali fark semalari gibi degisik
yaklagimlar ile sayisal ¢6ziim yapilacaktir. Bu yaklasimlarin hangisinin analitik ¢6ziime
daha yakin oldugu cesitli analizler yapilarak hesaplanacaktir. Yapilan islemler tek bir
sayisal 6rnegin ¢6zimi olmak yerine, degisik kosullarda ve durumlarda ele alinabilen

bir problemin ¢6ziim olacaktir.

Bu ortaya cikarilacak semalar kullanilarak Dirichlet sinir sartlarina sahip Burger
denkleminin farkli durumlardaki ¢oziimleri elde edilebilir olacaktir. Ayrica kesirli
mertebeden Burger denklemi icin de sonlu fark semasi olusturularak bu semanin tam
saylli mertebelere yaklastiginda olusan sonugclari ile analitik ¢6zimiin sonuglar

karsilastirilacaktir.



1.3 Hipotez

Bu tezde lineer olmayan Burger diferansiyel denkleminin sonlu fark metodu ile ¢6zimi
incelenmis ardindan kesirli mertebeden Burger diferansiyel denklemi icin bir sonlu fark

yaklasimi olusturularak ¢oziim aranmistir.



BOLUM 2

TEMEL KAVRAMLAR

2.1 Temel Tanimlar

Tanim 2.1 Bagimsiz degiskenlerin fonksiyonlarini ve bu fonksiyonlarin tiirevlerini iceren

denklemlere diferansiyel denklem denir.

Bir veya birden fazla bagimli degiskenin, bir veya birden fazla bagimsiz degiskene gore
kismi tlrevlerini iceren diferansiyel denkleme kismi diferansiyel denklem (KDD) denir

[1].

Ornek 2.1

2 2
U _ 20U _y (2.1)
oy OX

iki bagimsiz degisken x ve y nin oldugu bir KDD dir.

Bu denklemde sadece u bagimli degiskendir x, y bagimsiz degiskenlerine bagimh

u =u(x, y) fonksiyonu igin genel KDD
F(x,y,u,u,u,U,,...)=0 (2.2)
seklindedir.

En yiksek mertebeden kismi tlirevin mertebesine, KDD nin mertebesi denir.

Bagimh degisken u ve u nun tim kismi tirevleri dogrusal ise KDD de dogrusaldir

(lineer). Yani u ve u nun tim tirevleri birinci derecedendir.



Kismi tlrevlerden en az biri dogrusal degilse KDD dogrusal olmayandir (non-lineer)

denir.

Bir KDD de sadece bagimli degiskenin en yiiksek mertebeden tirevleri dogrusal ise yari
dogrusal (quasi-lineer) KDD denir. Yani tim en yliksek mertebeli tirevlerin derecesi 1
dir. Boylece en vyiksek mertebeli tirevlerin katsayilari, daha disliik mertebeden

turevlerin ve bagimh degiskenlerin fonksiyonlarin olabilirler

Yari dogrusal denklem, dogrusal olmayan denklemin 6zel halidir. Yari dogrusal
denklemlerde, en vyiksek mertebeden tiirevlerin katsayillari sadece bagimsiz
degiskenlerin bir fonksiyonu oldugunda denkleme hemen hemen dogrusal denklem

denir.

Eger denklemin tim terimleri bagimli degiskeni veya bunun tirevlerinden birini

iceriyorsa bu KDD e homojendir denir. Aksi halde homojen olmayandir denir.
Kolaylik olmasi icin KDD de bazen tirevler alt indis kullanilarak ifade edilir [1].
2.1.1 KDD ve Coziimleri

Cesitli fen ve mihendislik problemleri adi diferansiyel denklem (ADD) veya KDD ile
matematiksel olarak modellenir. Ornek olarak- akiskanlar mekanigi, hidrolikler, isi
transferi, aerodinamik, yapisal analiz, elastisite, elektro-manyetik alanlar ve notron
difizyon problemleri verilebilir. Matematiksel modeller genelde, 6rnegin Newton’un
hareket kanunu gibi, fiziksel yasalardan cikarilirlar. Bazi problemler birden fazla
bagimsiz degisken gerektirir. Bunlarin modellenmesi mecburi olarak KDD ile yapllir.
Sadece ¢cok az problem ADD ile modellenebilir. Bu sebeplerden KDD ler miihendislik ve

fen icin zorunludur.

Diferansiyel denklemden c¢ikarilan, vyalnizca bagimsiz degiskenler ve onlarin
fonksiyonlarini iceren ve denklemi 6zdes olarak (denklemin her degeri icin) saglayan

bagintilara bu denklemin ¢oztiimleri (integralleri) denir.

ADD lerin keyfi sabitleri iceren genel ¢6ziimu vardir. KDD lerin ¢6zimiinde genelde
keyfi sabitler bulunmaz, keyfi fonksiyonlar bulunur. Boylece farkli fonksiyonlar ayni
KDD i saglayabilir ama genel ¢6ziim olmayabilirler.

4



KDD de, ADD de oldugu gibi bazi ¢éziimler hari¢ bitin ¢dziimleri iceren bir ¢dzim

aranabilir. Boyle ¢d6zliime genel ¢6ziim (genel integral) denir.

ADD lerin genel ¢oziimlerinde denklemin mertebesi kadar keyfi sabit bulunur. KDD
lerin genel ¢ozlimlerinde ise keyfi sabitler yerine keyfi fonksiyonlar bulunur. k& bagimsiz
degiskenli n. mertebeden KDD in genel ¢6zimd, k-1 degiskenli n keyfi fonksiyon icerir.
Yani ADD lerin genel ¢oziimleri bir egri ailesi oldugu halde, kismi tiirevli denklemlerin
genel ¢ozimleri kullanilan uzayin boyutuna gore farklik gosteren geometrik sekiller

(veya sekil aileleri) olabilirler [1].
2.1.2 Sinir ve Baslangi¢ Kosullari

Sekil 2.1 de gosterildigi gibi ti¢ boyutlu uzayda bir genel fizik problemini ele alalim. B ye

gore normal vektor N ve B sinirtyla sinirlanan D tanim bolgesinin igerisinde bir KDD in

bir tek ¢6zimi vardir.

Sekil 2. 1 Bir KDD nin tanim bolgesi
Bagimli degisken u ve onun B deki tlrevlerinin degerleri sinir kosullarini saglamalidir.
Sinir kosullarinin farkh tiirleri;

a) Dirichlet Kosulu: Sinirda bagimsiz degiskenin degeriu(a) = « ile verilmistir.

b) Neumann Kosulu: Sinira normal yoninde, bagimsiz degiskenin birinci

mertebeden tirevi u’'(a) =a , U'(b) = S ile verilmistir

c) Robin Sinir $art1 / Karisik Kosul: Sinirda Dirichlet ve Neumann kosullarinin bir

lineer kombinasyonu olarak verilir. (Or. au(0) +bu’(0) = g(0) a,b sabit) [1].



Ornek 2.2:

AD kenarindan Sekil 2.2 deki gibi tutturulmus olan ABCD dikdortgen levhasini ele

alalim. Bir statik dik F" kuvveti C kdsesinden uygulaniyor ve yer degistirmesi u(x, y) dir.

Fiziksel gerekliliklerden, AD kenari boyunca yer degistirmenin egimi ve u vyer

degistirmesi O dir. Boylece x=0 da Dirichlet ve Neumann kosulu vardir [1].

F
Ly l

@) /
uxyh D c

tutturulmug

A\} L

u(0,y)=0 (Dirichlet Kosulu)
ou(0,y)/ox =0 (Neumann Kosulu)

Sekil 2. 2 Bir levhada sinir kosullari

2.1.3 Baslangi¢ Kosullar

Eger bagimsiz degiskenlerden biri zaman () ise, baslangi¢ kosullari =0 daki # nun ve u

nun tlrevlerinin degerleridir.

Ornegin Sekil 2.3 de gésterildigi gibi iyice gerilmis bir gitar telini ele alahm. Tel t=0 da
tutulup birakilarak yer degistirsin. Boylece yer degistirme u(Xx,t) dir. Baslangig sartlari;
ou(x,0)

baslangig yer degistirmesi u(x,0) = f (X) ve baslangi¢ hizi u,(x,0) = =0 dir
. u(x, 0) = f(x)
‘ ? _ Baslangic kosullari £ = 0

2 E u(x,0) = f(x), uy(x,0) =0

Sekil 2. 3 Baslangic¢ kosullari

Uygulamada bir fiziksel olayin sonucu olarak karsimiza ¢ikan bir diferansiyel denklem

icin uygulama bolgesinde bazi kosullar bilinir ya da belirlenebilir. Bu kosullarin bilinmesi



halinde bu diferansiyel denklem bir KDD ise bir ylizey ailesi seklindeki analitik ¢6zimu
bulmak yerine uygulayicinin kosullarini saglayan ylizey lzerindeki noktalarda veya egri
Uzerindeki noktalarda fonksiyon degerinin belirlenmesi istenir. Bu durumda
diferansiyel denklemler hangi tiirden olursa olsun gesitli veri durumlarina gore
adlandirilirlar ve sayisal ¢ozim yontemleri de bu gruplandirmalara gore degisiklik

gosterir. Bunlar

) Baslangi¢c Deger Problemi (Initial Value Problem)
) Sinir Deger Problemi (Boundary Value Problem)
) Karma Problem (Mixed Problem)

dir [1].

1) Baglangic Deger Problemi (Initial Value Problem-IVP):

u fu o'

—_—, feees ... |=0 seklindeki bir KDD icin eger D
oX, OX,  OX,  OX.0X,..0X,

Fin,xz,...,xn,u,

bolgesinin herhangi bir baslangig yerinde

\/’ U(X!ﬂ)

Sekil 2. 4 u(x, p)=kveyag(a, y) =k

seklinde ya da bu baslangi¢c dogru (veya yiizeyi) lizerinde biutin noktalardaki fonksiyon
degerleri, KDD in mertebesine gore kismi tirev degerleri, yeterli sayida ya da isleme

baslamayi saglayacak sekilde verilmis ise boyle bir KDD baslangic deger problemidir.
I1) Sinir Deger Problemi (Boundary Value Problem-BVP):

vy =f v, v,y L Y™™ ) n Mertebe adi diferansiyel denklemi icin ¢, €[a,b]olmak

uzerec, i=1(1)k ve k tane noktada n tane kosul verilmesi bir sinir deger problemidir.



Ornek 2.3:

y@)=a y: (b)=n
X=a c x=b y'(@)=a, r s (n-1)
y o) =7,

Sekil 2. 5 Sinir deger problemi
Ug noktali sinir deger problemidir.

Sinir deger problemi KDD icin de gecerlidir. Bir boélgede verilmis denklem igin bu
bolgeyi sinirlayan iki dogru (egri) veya ylzey bulunabilir. Bu sinir yizeyleri lzerinde
yeterli sayida kosul verilmelidir. Kosul sayisi, ADD lerde denklemin mertebesi, KDD

lerde denklem veya denklem sisteminin mertebeleri toplamidir.

Ill) Karma Problem (Mixed Problem):

ou éau ou o"u

uy—>\>—,—y...,— |=0 denklemi icin bolgede hem
OX, OX, OX,  OX.0X,..0X,

F[xl,xz,...,xn,

baslangic hem de sinir degerleri bilinir ya da belirlenirse o zaman bu sekildeki

problemlere karma problemler denir. KDD lerde bu tir uygulamalar ¢cogunluktadir [1].

2.2 ikinci Mertebe Denklemler

KDD lerin karsimiza ¢iktigi uygulama alanlari genelde fiziksel olaylarin meydana geldigi
durumlardir (dalga yayilimi, isi iletimi, titresim problemleri vb). Fiziksel olaylarda sikg¢a
karsilagilan denklemler 2.mertebeden KDD lerdir. Bu ylzden kaynaklarda bu tir

denklemlerin sayisal ¢6ziim yontemleri incelenir.

O zaman KDD sayisal c¢ozimlerinde amag, 2.mertebeden 06zellikle iki bagimsiz
degiskenli fonksiyonlar icin tanimlanmis baslangic veya sinir kosullarini saglayan KDD
lerin ¢6zUmi olarak varsayilan ylizey Gizerindeki noktalari yaklasik olarak bulmak olarak

ifade edilebilir [1].

2.2.1 Siniflandirma

iki bagimsiz degiskenli ikinci mertebeden denklemin genel formu asagidaki gibi olan
8



ou b o°u o%u

a + +C = f 2.3
ox>  oxoy oy’ (2.3)

ou ou
Bir KDD ni ele alahm. Burada a,b,c,f katsayilari yerine X, y,u,a—,a— nun fonksiyonlari
X oy

da yazilabilir.. Buna gore (2.3) denklemi lineer ya da non-lineer olabilir.

KDD in tirlerinin siniflandirmasi karakteristiklerine goredir. Bu karakteristikler ¢6zim

bolgesindeki egrilerdir.
a) Eger b” - 4ac < 0 ise denklem eliptiktir.

Bu durumda kompleks karakteristik elde edilir. Boylece xy — dizleminde tanim
bolgesindeki bir P noktasinda (2.3) Gn ¢6zimi bu bolgedeki diger tim noktalardaki
¢ozimlere bagli ¢ozilir. Bu bolgeye “¢oziimiin etkilendigi bolge” denir. Buna karsilik P
deki ¢coziimde bir degisiklik bu bolgedeki diger tim noktalarin ¢ozimuni etkiler. Bu

bolgeye “coziimiin etkiledigi bolge” denir [3].

Eliptik denklemler igin ¢oziimin etkilendigi bolge ve ¢oziimiin etkiledigi bolge Sekil 2.6
da verilmistir. Yani bolge kapah bir egri ile sinirlanmis bir bolgedir. Bu kapah alan
icindeki bir P noktasindaki ¢6zim diger noktalara ve sinir degerlerine baghdir.
Dolayisiyla tiim sinir degerler bilinmelidir. i¢ noktalarda ¢6ziim adim-adim degil,
eszamanli olarak bulunmalidir. Bu bakimdan ¢6zimi diger denklem tiirlerine gore

daha zordur. Diskriminant negatif oldugu igin eliptik denklemlerde gercel karakteristik

V4 ¥ Cozumin etkiledigi bolge
/ Cozimin etkilendigi bolge

X

egri yoktur [3].

Y4

Sekil 2. 6 Eliptik denklem

b) Eger b% - 4ac = 0 ise denklem paraboliktir.



Gozimin etkilendigi bolge ve ¢ozimun etkiledigi bolge Sekil 2.7 de gosterilmistir. Buna
gore verilen baslangi¢ ve sinir sartlarindan baslanarak, bir yoni acik bir alanda adim-
adim ilerleyerek ¢6ziime ulasilir. Bu ylizden herhangi bir noktadaki ¢6ziim, o noktadan
onceki noktalardaki degerlere bagh olarak elde edilir. Yani herhangi bir # aninda P
noktasindaki ¢6ziim, P nin altindaki noktalara bagli olarak bulunur. Diskriminant sifir

oldugundan gercel karakteristiklerin iki ailesi birlesir [4].

Yi
Cozamiin etkiledigi bolge

Gozimin etkilendigi bolge

—— Karakteristik

Sekil 2. 7 Parabolik denklem
c) Eger b’ - 4ac > 0 ise denklem hiperboliktir.

Cozimin etkilendigi bolge ve ¢oziimiin etkiledigi bolge Sekil 2.7 de gosterilmistir. Bir
tarafi acik alanda baslangi¢c degerlerden baslayarak adim-adim ilerleyerek ¢ézimleri
bulunur. P deki ¢6zim bulunmak isteniyorsa P den once gelen ve iki dogru(egri)
arasinda kalan noktalardaki ¢6ziim bilinmelidir. Diskriminant sifirdan bulyuk
oldugundan iki ayri reel karakteristik vardir. Karakteristik egrilerin kesistigi noktadan

onceki kismi ¢o6ziimin etkilendigi, P den sonraki de ¢ozimiin etkiledigi bolgedir [1],[4].

2.2.2 ikinci Mertebeden Denklemlerin Onemi

Birinci mertebeden ADD ler nadiren fiziksel problemlerde kullanilirlar. Genelde analitik
olarak ¢ozlilebilirler. Dogadaki bir cok olayin modellemesi yapildiginda KDD ler ortaya
¢ikmaktadir. Birinci mertebeden ADD lerin sistemleri daha sik kullanilir ve genelde
yiksek mertebeden KDD lerin ¢éziimlenip indirgenmis halidir. Ornegin ikinci

mertebeden KDD olarak,
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ou o

Pl 2
ele alalim. Bu denklem;

ou

—=V

X (2.5)
v_a

ox ot

seklinde birinci mertebeden KDD sistemi olarak yazilabilir.

Birinci mertebeden denklemlerin gercgel karakteristikleri vardir. Bu ylizden dogal olarak
hiperboliktirler. Ornegin akiskanlar mekanigi, sicaklik transferi, grid yapi dinamigi ve
elastisite problemleri gibi bircok fizik problemi ikinci mertebeden KDD ler ile

modellenir.

4 4 4
ZX\ZVJFZ;Z&V;I/Z +gy\:v:% (2.6)

seklinde 4. Mertebeden diferansiyel denklem olarak modellenen fiziksel durumlar da

bulunabilir.

2.2.3 Standart Form

(6) denkleminin bir 6zel lineer durumu olan

au,, +bu, +cu, +eu, +gu, +ru=f(xy) (2.7)
formunu ele alalim. Burada a,b,c,e,g,r sabitlerdir.

b=0 oldugunda oOrnegin tel titresimi, sicaklk akisi ve sivi akisi problemlerinde oldugu
gibi pek cok fiziksel uygulamadan dogal olarak ortaya cikan (2.8) denklemi standart

form olarak bilinir.

b # 0 oldugunda hem x hem de y ye gore tiirev iceren terim, sonucu elde etmeyi
zorlastirabilir. Bu da sonlu fark yonteminde acgiklanan tekil probleme neden olur.

Bunun icin iki terimin de tlirevini iceren terimin elenmesi istenir. Bu
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tan 20 = 2 (2.8)
a—C_C

dan « elde edilmek Gzere,
p=XcoSa+Yysina, (q=-XSina+YyCoSax (2.9)

dontgtmlerinin kullanilmasiyla yapilir.

2.3 CGozim Yontemleri Karsilastirmasi

Diger matematiksel problemlerde oldugu gibi KDD ler ya analitik olarak ya da sayisal
olarak ¢ozulirler. KDD in karmasik dogasindan dolayi degiskenlerine ayrilma yontemi
ve integral donlsimler gibi cesitli analitik teknikler sadece bazi basit durumlara

uygulanir. Cizelge 2.1 analitik ve sayisal ¢6ziimlerin dogasini gbstermektedir.

Cizelge 2. 1 Analitik ve Sayisal Coziim Arasindaki Karsilastirma

Analitik C6ziim Sayisal Coziim

Coéziim sireklidir. Ornegin bagimsiz Cozim genellikle kesikli noktalarda elde
degiskenin herhangi degerinde ¢6ziim edilir.

bulunabilir

Kesin veya ¢ok dogrudur. Yaklasik sayisal hatalari dogruluk icin

uygun bir sekilde kontrol edilmek

zorundadir.
Problemlerde fiziksel anlayisi saglar. Fiziksel bilgiler daha zor elde edilir.
Ornegin titresim sikhig ve sekil modu
kolaylikla elde edilebilir.
Gunlimizde KDD problemlerinin Bilgisayar teknolojisinde ve karmasik
karmasikliklarindan dolayi cogunda sayisal algoritmalarin yeteneklerinin
kullanilamazlar. gelismesinden dolayi karmasik

problemler icin ¢c6ziim elde edilebilir.
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Grafikteki son karsilastirma, bilgisayar teknolojinin gelismesine bagli olarak sayisal

yontemleri 6nemli ve kaginilmaz kilmaktadir [2].
KDD leri ¢ozmek igin sayisal ¢ozlimleri igin gelistirilen yontemler asagidaki gibidir [5].

1) Seri yontemler: Taylor ve Fourier serileri kullanilir. Fizik ve muhendislikteki
problemlerin blyuk bir sinifi periyodik 6zellige sahip oldugundan Fourier trigonometrik

serisi bu tir problemlerin ¢oziimiinde énemlidir.

2) Sonlu Farklar Yontemi: Bu yontemde ¢6zim alani ag(grid) noktalarina ayrilir. Bu
noktalardaki verilen diferansiyel denklemin fonksiyonunun degerlerine bagl olan

cebirsel denklemlere dénlstiriilmesine dayanir.

3) Sonlu Elemanlar Yontemi: Bu yontemde ¢6zim bolgesi elemanlara(dogru, lggen,
kare,..) ayrilir. Her bir eleman Uzerinde uygun enterpolasyon fonksiyonlari kullanarak

cebirsel denklemler elde edilir. Bunlarin ¢dziilmesi ile de ¢dziime varilir.

4) Sinir Elemanlar Yontemi: Bu yontemde ise ¢6ziim alaninin sinirlarinda diferansiyel

denklem integral denkleme donustirilerek ¢oziime ulasilir.

5) Sonlu Hacimler Yéntemi: Bu yontemin temeli ¢6zim alaninin belli hacimlere

ayrilmasi ve diferansiyel denklemin bu hacimler tizerinden integrasyonuna dayanir.

2.4 Sonlu Farklar Yontemi

2.4.1 Dogrudan Yaklasimlar

Bir tlrevin sonlu fark gosterimleri geometriden dogrudan yaklasimla elde edilebilir.
Ornegin, x bagimsiz degiskenine gére bagimh degiskenin degisimi ele alinsin ve diger
tim bagimsiz degiskenler sabit gibi davransin. Boylece Sekil 2.8 de gosterildigi gibi x e
gore degisen bir u fonksiyonunu elde etmek yeterlidir ve u nun tiim toplam tirevleri

icin sonlu fark gosterimleri kismi tirevler icin de gecerlidir [6].
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u(x) 4 .~ GeriFa rk

Merkezi Fark

-
-

-~ ileri Fark

Sekil 2. 8 Fark yaklasimlari

du
x=x; noktasindaki birinci mertebeden toplam tiirev d—olarak ele alinsin. Sekil 2.8 de
X

goriulduglu gibi geometrik olarak bu, x; noktasindaki egrinin tanjantidir. Bu tireve (g
farkl yolla yaklasilabilir. u(x) egrisinde x; ve x;+; ye karsilik gelen iki noktanin bir dogru

ile birlestirilmesiyle gergek tanjanta yaklasilabilir. Ax=Xx,, —X =h bir x - adimi olarak

ele alindiginda

[d—“J T} (2.10)
dx J, h

iki-noktali ileri fark olarak bilinir.

Benzer sekilde :—u icin iki-noktal geri fark asagidaki gibidir:
X

du U, —u. ,
(&1 = (2.11)

burada bir adim AX =X, —X,_, =h alnir.

du
Son olarak da d—igin Ug-noktali merkezi fark ise soyledir:
X

(d_uj — Uiy —Uig (2.12)
dx /. 2h '
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burada bir adim AX =X, —X_, =2halnir.

Yiksek mertebeden tirevlerin sonlu farklarla ifadesini elde etmek icin (2.11-13)
denklemleri kullanilir. Ornegin ikinci mertebeden tiirevi ele alalim. (2.11) denklemini

kullanarak bunun ileri fark ifadesini elde edelim:

ﬂ :i(d_uj :i (ﬂj _(ﬂj :l|:ui+2_ui+1_ui+l_ui:|:ui+2_2ui+l_ui (2.13)
dx* ) dx\dx); Ax[\Ax ), (Ax) ] h h h h?

(2.12) yi kullanarak geri fark gosterilimi:

ﬂ :i (ﬂ} _(ﬂ} :ll:ui_uil_uil_ui2:|:ui_2uil_ui2 (2_14)
dx* | ax[\Ax); \Ax),| hl h h h?

Bu kez (2.13) yi kullanarak merkezi fark ifadesini elde edelim:

sl GLRERLEERIRL) e

_ l|:ui+1 —u Y _uil} _ Uy — 20, —Uiy

h h h h?

2.4.2 Taylor Seri Yaklagimlari ve Sayisal Hatalar

Sonlu fark gosterimleri c¢ogunlukla Taylor serilerinden elde edilir. Bu yaklasim

hatalarinin bulunmasina da yardim eder ki; bu hatalar kesme hatasi olarak bilinir [1].

2.4.3 Diizgiin lzgara(grid, mesh) Sistemi

¥

X

Sekil 2. 9 Diizglin 1zgara sistemi

Sekil.2.9 de goruldugi gibi Ax=h=sbt, Ay=k=sbt olan dizgin aralikh bir sistemi
goz 6niine alalhim.
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(x; + h)ve (x; - h) da bir u(x, y) fonksiyonu x; ye gore Taylor serisine aglilirsa, sirasiyla

2 2 3 A3
ou(x,y) h" o U(xz, y) ho U(xs, ),
OX 21 0OXx 31 ox
ou(x, y) +h_2 Qu(x,y) h°du(xy) N
ox 21 ox? 3 ot

u(x+h,y)=u(x,y)+h

(2.16)

u(x—h,y)=u(x,y)—h

elde edilir. Burada h, 1zgara bilyuklGgi(grid size) veya i1zgara boslugu (grid spacing) veya
adim blyukligu (step size) olarak adlandirilir. Yaklasimin olmasi i¢cin h yeterince

kiicuktar.

Birinci indis x-pozisyonunu, ikinci indis ise y-pozisyonunu gostermek Uzere ikili alt indis

gosterilimi ile bu ifadeleri yazalim:

ou . h2o’u, h3du, .
P O YO k¥ 1)
’ ’ ox 2! ox 3! ox
ou . h2o’u ., hdu, .
_ _ i iy i,j
R I I TRV TRV 218
(2.18) den
ou; Uy, —U; hou,; h2du,
= T ol AvZ a1 Ayl
OX h 2! OX 3! oOx (2.19)
:ui+1,j _ui,j +O(h)
h
elde edilir. Benzer sekilde (2.19) dan da asagidaki ifade elde edilir:
ou; Uu,;-U,; hou,; h?du
= Y 2 A 3
OX h 2! ox 3! ox (2.20)

u.. —u. ,
==l 1L 0(h)
h
Boylece iki ve daha yliksek mertebeden tlirevler iceren terimler ihmal edilirse, birinci
mertebeden tirevler icin ileri ve geri fark yaklasimlarini elde ederiz. Tiim ihmal edilen
terimler i¢in kullanilan ifade, ilk serinin ihaml edilen teriminin mertebesinin

biydkligiune uygun sekilde yazilr.

(2.20) ve (2.21) de h mertebesinden hata O(h) olarak bu ihmal edilen terimleri ifade
eder. Verilen bir problemdeki tim tirevler ayni mertebeden oldugundan bu kesme
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hatalari yaklasik olarak h ile orantilidir. Yani h degeri kigultildukge kiiglilecektir. Bu
sonlu fark ifadeleri “birinci-mertebeden dogrulukludur” denir. Fiziksel olarak kesme

hatasi, tlirevin gercek degeri ile sonlu fark degeri arasindaki fark olarak gosterilir [6].

Eger (2.18)-(2.19) ele alip, tekrar diizenlersek, merkezi fark ifadelerini elde ederiz:

(2.21)

ui+1,j _ui—l,j 2
=—=——+0(h
o (h7)

Kesme hatasi O(h®) dir ve h’ ile orantilidir. Boylece merkezi fark ikinci-mertebeden
dogruluga sahiptir. Bu durumda 4 yarisi kadar kigultildiginde kesme hatasi &
mertebesindeki hatadan bir ceyrek daha kiicik olacaktir. Bu da merkezi farklarin
hatas, ileri ve geri farklarin hatasindan daha kigik hataya sahip oldugunu gosterir.
Geometrik olarak Sekil 2.8 den goriilecegi gibi birinci mertebe tlrev icin merkezi faklar

gercek tanjanta daha yakindir.

Eger (2.18)+(2.19) toplanip diizenlenirse ikinci mertebeden tiirev icin merkezi farklari

elde ederiz:

2 4
OUpj Uiy —2U; Uy +2_h8 U

ox? h? 41 oxt (2.22)
U, . —2U  +U '
—_*L] hIZ,J i-1] +O(h2)
Benzer olarak y ye gore tirevler séyledir:
od.. U ..—U..
i,]j — i,j+1 ] +O(k)
oy k
ou.. U .—U..
i,] — i,] I,j—l+o(k)
oy k
au U U (2.23)
i _ i Hije +O(k2)
oy 2k
O%U.. U ..—2U ..+U .
aylz,J _ i,j+1 kl,zj—l i,j-1 +O(k2)

(2.23) ve (2.24) denklemleri siklikla kullanilirlar. Bunlar, yliksek mertebeden tiirevler
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veya ¢ok nokta kullanarak daha dogru olan merkezi fark ifadelerinin elde edilmesinde
kullanilirlar. Yiksek mertebeden tirevler igin sonlu farklar nadiren kullanilir. Clnk(
fiziksel problemlerdeki KDD lerin ¢ogu ikinci mertebedendir. Buna alternatif olarak
dogrulugu daha disik olan ifadelerdeki izgara genisligi kiiculttlerek, dogruluk

arttinlabilir. Dlizglin 1zgara sistemleri igin sonlu fark ifadeleri 6zetlenebilir [6].

a) Birinci mertebeden sonrasi ihmal edilerek yapilan ileri farklar

aui,j =ui+1,j _ui,j
OX h
2
0 ui,j _ ui+2,j _2ui+1,j +ui,j
2 2
fx h (2.24)
a ui,j — ui+3,j 3 |+2 j +3u|+lj ui,j
ox® h?®
4
0 ui,j _ ui+4,j _4ui+3,J +6ui+2,J _4ui+l,j +U i
ox* h*
b) ikinci mertebeden sonrasi ihmal edilerek yapilan ileri farklar
aui,j _ |+2 j +4u|+1] 3ui,j
OX 2h
azui,j _ |+3J +4u|+2 j 5ui+1,j +2ui,j
2 T 2
o h (2.25)
o, | _ =3U;,,; 14U, 5, — 24U, ; +18U;,, ; —9U; ;
ox® 2h®
64ui’j _ —2U;,5; +1u;,, ; — 24U, + 26U, , ; —14u, ; ; +3U;
ox* h*
c) Birinci mertebeden sonrasi ihmal edilerek yapilan geri farklar
ou; | Ui Uiy
OX h
62ui,j:u,1 U4+,
2 2
o h (2.26)
o, | Ui Uiy +3U; 5 — Ui g
ox® h?
4
o'U; _ Ui AUy 06U, =AU 5 U,
ox* h*
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d) ikinci mertebeden sonrasi ihmal edilerek yapilan geri farklar

aui,j B ?»ui'j - 4Ui_1,,- +U 5

OX 2h
2
o°U; _ 2U; ;=3 g AU, — U
2 2
fX h (2.27)
o, | _ Su; ; —18u; , ; +24u; , 14U 5+ U,
ox° 2h®
o'u, _Buy; —14u; 26U, — 240, 5 +10; ,  —2U;
ox* h*
e) ikinci mertebeden sonrasi ihmal edilerek yapilan merkezi farklar
aui,j _ ui+1,j _ui—l,j
OX 2h
2
6ui,j: i~ 2U; U
2 2
o h (2.28)
a l'Ii,j _ l'Ii+2,j 3 I+lj +3U u|—2,j
ox® 2h?
4
o'U; _ Ui~ =AU, 60U AU U,
ox* h4
f) Dordiincii mertebeden sonrasi ihmal edilerek yapilan merkezi farklar
aui,j _ |+2 j +8u|+lj 8ui—l,j +ui—2,j
OX 12h
o%u, | _ Ui 16U —30U; ; +16U;,  — U,
2 2
o 12h (2.29)
o, | _ Ui +8U;,,; —130;,,  +13U;; ; —8U; 5 +U; 5
ox® 8h’
o'u, _ Ui 1205 39U, 5 +56U; ; 39U,y +12U; ,; —U; 5
ox* 6h4

g) Karisik tiirev icin ikinci mertebeden sonrasi ihmal edilerek yapilan merkezi farklar

azui,j _ Uiy jer — Ui jo —Uisgja t Ui +0 (h+ k)4
Oxoy 4hk hk

(2.30)

:ui+l,j+l_u Ui tUig g +O(h2) (h=k)

i+1,j-1

4h?
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2.4.4 Sayisal Hatalar

iki tiir sayisal hata vardir: kesme ve yuvarlatma hatasi. Sayisal ¢éziimiin dogrulugunu
etkileyen diger hatalar ise eksik yaklasimlar (ardisik yontemler igin) , veri giris hatalari
vb. dir. Bu hatalar, bununla birlikte sayisal yontem ve bilgisayar kullanimiyla iliskili

degildir. Bunlar dikkatle kolaylikla kontrol edilebilir.

2.4.3'de tartisildigi gibi Taylor serisinin ihmal edilen terimleri kesme hatasini olusturur.
Daha once elde edilen tiim sonlu fark gosterimleri icinde gorildigu gibi, seride daha
fazla terim hesaba katildiginda ve/veya izgara biyuklugi azaldiginda kesme hatalari da
azalir. Bununla birlikte seriye ¢ok terim katmak uygulama agisindan guglikler igerir.
Cunkli yuksek mertebeden tilirevler icerirler. Dahasi bilgisayar sonsuz bir seriyi
degerlendiremez. Teoride, 1zgara buyuklGgu sifira yaklasirken kesme hatalari da sifira
yaklasir diye distnebiliriz. Ama pratikte 1zgara blydklikleri iki sebepten dolayr ¢ok
kiiciik secilemez. ilki, ¢6ziimdeki toplam hata (kesme ve yuvarlatma hatalarinin
toplami) yuvarlatma hatasi birikmesi nedeniyle ¢ozimi{ hatali hale getireceginden
dnemli olabilir. ikincisi, verilen hesaplama bélgesindeki 1zgara sayisi asiri fazla olabilir,
oyle ki ¢cozimi Uretmek icin daha fazla bilgisayar zamani gereklidir. Bilgisayar
zamanindaki artis, iteratif yontemlerde daha da ciddidir. Kesme hatasi ve izgara

genisligi arasindaki iliski Sekil 2.10 da gosterilmistir.

Bir dijital bilgisayarda bir gergel sayi bir sonlu dijitteki formda yuvarlatilarak saklanir.
Ornegin 2/3 sayisi bir bilgisayarda 0.6666667 sayisina denk binary formda yuvarlatilarak
saklanir. Aslinda gercek deger 0,66666666... dir. Yuvarlatmanin sebep oldugu hata
yuvarlatma hatasi olarak adlandirilir ve bu kaginilmazdir. Yuvarlatma hatalari makineye
baghdir. Sonlu fark gosterimlerinde, eger 1zgara genisligi cok kiiclikse komsu 1zgara
noktalarindaki bagimli degiskenin degerleri ¢cok yakindir. Sonlu fark degeri gibi kiglk
bir degerin baska kiicik bir degerle bolinmesi 6nemli yuvarlatma hatasina sebep olur.

Bunu gostermek icin ileri fark denklemini géz 6niine alalim:

ou.. U ..—uU.
i,j _ T+l ] ) (231)

ox  h

u = ye" ve tim sayilar ¢ ondalik basamakla yuvarlatilmis olun ve x=1.3 de y=1 olsun.
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(13+001) _ 413 _
ou _e e~ _3.706-3.669 _ 3700 (h=001)

X 0.01 0.01
(1.3+0.001) _ 1.3 _
ou_e € 36733669, 0001 (2.32)
X 0001 0.001
(13+00001) _ .13 _
ou_e €~ _36710-3669 .5 - 0.0001)
X 0.0001 0.0001

Oysa gercek deger ' =3.669 dur. Bu ylzden i1zgara genislikleri kigullirken yuvarlatma
hatalari blydur. lzgara genisliklerini kigultilmesi, verilen 1zgara bolgesi igin 1zgara
noktalarinin sayisinin artmasindan dolayi aritmetik islemlerin artisi ve her adim igin
yuvarlatma hatalarinin birikmesine yol agmasi ile bir KDD nin ¢6ziiminde durum daha
da kotliye gidecektir. Daha blylk 1zgara genisligi daha kiglk yuvarlatma hatasina
sebep olmasina ragmen iki sebepten dolayi 1zgara genisligi ¢ok blyik segilemez.
Bunlardan ilki, asiri kesme hatasindan dolayi toplam hata énemli hale gelir. ikincisi,
kesin yontemlerdeki kararsizligin ¢c6ziime etki etmesidir. lzgara genisliginin arttirilmasi
yerine yuksek hassashkl aritmetik kullanarak yuvarlatma hatalari blyik oranda
azaltilabilir. Clinkii bu durumda kayan-nokta sayisi igin daha fazla basamak kullanilir.
Bununla birlikte bu ¢ok daha fazla zaman ve yer kaybina sebep olur. Yuvarlatma hatasi

ve Izgara genisligi arasindaki iliski Sekil 2.10 da gosterilmistir.

Toplam hata
(dustk duyarlilik)

Toplam hata

Hata (viiksek duyarlilik)

—

Izgara boyutu

Sekil 2. 10 Izgara boyutuna bagli olarak hatalar

Sekil 2.10 da gosterildigi gibi anlamli ¢6zim elde etmek icin toplam hata kontrol
edilmelidir. Yer ve hiz etkenlerini distnerek, dogrulugu iyilestirmek icin sadece son
care olarak yiliksek hassaslikli hesaplamalar kullanilabilir. Minimum toplam hata icin
1zgara genisliginin analitik hesabi cok glctlir. Minimum toplam hata icin 1zgara genisligi

tahmin etmenin basit bir yolu deneme-yanilmadir. O halde belli bir 1zgara genisligi icin
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elde edilen sayisal sonugtan sonra farkl (siklikla daha kiiglik) 1zgara genisligi icin tekrar
sayisal ¢ozim elde edilir. Bu iki basarili sonug karsilastirildiktan sonra gerekli 1zgara

genisligine karar verilebilir.

Bununla birlikte minimum toplam hata i¢in 1zgara genisligi en iyi se¢cim olmayabilir. Cok
ihtiyac olmadikca yavasca genisleyen 1zgara blyuklugi belki daha iyi olacaktir. Clinki
daha az i1zgara icereceginden ¢6zimu elde etme siiresi kisalabilir. 1zgara genisligi segimi
problemin fiziksel dogasina da baghdir. Hesaplama bdlgesindeki ¢6zimiin yavasca
degismesinin beklendigi problemler icin daha buylk izgara genisligi kullanilabilir.
Bolgesinin bir kisminda ¢6zimiin yavas¢a degismesinin ve diger kisminda ise daha
yavas degismesinin beklendigi problemlerde “hizli-degisen” bolgede dar aralikli 1zgarali
ve “yavas-degisen” bolgede genis aralikh 1zgarah dizgiin olmayan sistem kullanilmasi

en uygun secim olacaktir [1].

2.5 Kesirli Diferansiyel Denklemler

Turev ve integral genel olarak teknolojinin temelini olusturmaktadir ve ayni zamanda
dogal ve yapay sistemlerin ¢alisma prensiplerini anlamada ¢ok 6nemli bir aractir. Kesirli
diferansiyel, matematiksel analizin bir kolu olarak, kendi adindan da tahmin edilecegi
Uzere, tilrev ve integralin tam olmayan (keyfi) derecelere genisletilmis bir seklidir.
Konu, diferansiyel hesap kadar eski olup Leibniz ve Newton’un diferansiyel hesaplama

teknigini bulmalarina kadar uzanir [7].

Bir fonksiyonun birinci, ikinci, Gglincl vs. turevlerinin nasil alindigini biliyoruz fakat 3/2
nci tlrevini nasil alabiliriz? Ayni sekilde bir fonksiyonu iki ya da (¢ defa integre
edebiliriz ama % defa integre edebilir miyiz? Leibniz 1695’te L'Hospital’a sordugu “Tam
sayl dereceden tirevler, kesirli dereceden tiirevlere genellestirilebilir mi?” sorusu
kesirli diferansiyelin baslangici olarak gosterilebilir. Leibniz’'in kesirli tlirevler lizerine
ortaya attigl bu soru, 300 yildan daha fazla bir zamandir lzerinde calisilan bir konu
olmustur. Leibniz’in yani sira Liouville, Riemann, Weyl, Fourier, Laplace, Lagrange,
Euler, Abel, Lacroix, Grunwald ve Letnikov gibi inli bircok matematik¢i de bu konu

Gzerinde calismislardir [8].
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O glinden bu yana hizla artan bir bicimde, kesirli diferansiyel denklemler bircok fiziksel
sureclere uygulanmis ve incelenen fiziksel slrecleri ¢cok daha iyi karsilayan sonuglar
elde edilmistir. Viscoelasticity, akigskanlar, elektrokimya, fraktal siregler, birgok
diflizyon siiregleri vs. bu uygulamalar arasinda yer almaktadir. Kesirli hesap tekniginin
matematik uygulamalarinin ¢cogu 19.yy. bitmeden ortaya koyulmustur fakat
muhendislik ve bilimsel uygulamalarda heyecan verici basarilar elde etmesi ancak
gectigimiz yiz yil icerisinde gerceklesebilmistir. Su var ki kesirli diferansiyel denklemler
anlamasi oldukga gli¢ olmasinin yani sira tamsayi kuvvetli diferansiyellere gére daha
dogru ya da kesin oldugu da soylenemez. Kesirli hesabin tanimlari ve kullanimini
anlamak igin bazi matematik tanimlarini iyi bilmek gerekmektedir. Bunlar 6ncelikle
Gama fonksiyonlari, Beta Fonksiyonlari, Laplace doénisimleri ve Mittag-Leffler

fonksiyonlaridir [9].

2.5.1 Gama Fonksiyonu

Daha sonra da gorilecegi lizere gama fonksiyonu, kesirli diferansiyel ile dogrudan
iliskilidir. Gama fonksiyonunun en basit anlami faktoriyelin bitin reel sayilar igin

genellestirilmesidir. Gama fonksiyonun tanimi;
I'(2) :Ie’”uz’ldu , ZeR (2.33)
0

ile verilir. En belirgin 6zelliklerinden birisi
I'(z+)=z2I'(z), zeN,, I'(z2)=(z-1)! (2.34)

+

dir. Bu ifade kismi integral yontemiyle kolayca elde edilebilir.
[(z+1) = je"tzdt =[-e't’]", + z'[e’ttz’ldt =1I'(2) (2.35)
0 0

Buradan acikca gorilmektedir ki I'(1) =1 dir ve (2.35) denklemi kullanilarak z=1,2,3,...
icin

I'(n+1)=nr’(n)=n(n-1)!=n! (2.36)
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oldugu gorulir. Sekil 2.11, sifir noktasi civarinda gama fonksiyonunun davranisini
gostermektedir. Gama fonksiyonu pozitif bdlgede her noktada tanimli olmasina

karsin, negatif tamsayi degerlerinde sonsuza gitmektedir [10].

[Tix)y = Cix+1)

Sekil 2. 11 Gama fonksiyonu

2.5.2 Beta Fonksiyonu

Cogu durumda gama fonksiyonunun degerlerinin belirli kombinasyonlari yerine

beta fonksiyonu olarak adlandirilan bir baginti kullanmak daha uygundur.

Beta fonksiyonu ¢ogunlukla

B(z,0)=[r"'1-7)""dr , Re(z)>0, Re(w)>0 (2.37)

0

seklinde tanimlanir. En belirgin 6zellikleri arasinda

_I(p)(q)
B(p,q)——r(p+q) =B(q, p) (2.38)

verilebilir [10].
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2.5.3 Laplace Doniisimii

Laplace donisimi genel olarak karmasik denklemlerim ¢6ziiminde kullanilan ¢ok

faydali bir yontemdir. f(t) nin Laplace donisimu
L{f (t)}= j e S f (t)dt = f(s) (2.39)
0

seklinde verilir. Sayet (2.40) denklemi yakinsak ise f{t) fonksiyonunun Laplace

st «

doénidsimi mevcuttur denir. Bunun igin gerek sart € ‘nin azalma oranina nispeten

f(t) nin daha hizli bir oranda buyiumesidir [9].

2.5.4 Mittag-Leffler Fonksiyonlari

Mittag-Leffler  fonksiyonlari [11]  kesirli  diferansiyel denklemlerin ¢6zim
yontemlerinde ¢ok vyaygin kullanim alanlari  bulan olduk¢a 6nemli bir

fonksiyondur. Ustel fonksiyon €* tamsayr dereceden diferansiyel denklemler

teorisinde ¢ok 6nemli bir rol oynar. Onun bir parametreli genellestirilmis sekli

o Zk
E (2)= kz(;m (2.40)

ile Mittag-Leffler tarafindan verilmistir [9],[12],[28].

2.5.5 Griinwald-Letnikov tanimi:

Grinwald ve Letnikov tirevin genel tanimindan yola ¢ikmis ve gama fonksiyonlarindan

faydalanmislardir. Gama fonksiyonlarinin

() _(J-n-1)  T(j—n)
(_J)(Jj_[ j ]_r(—n)r(jﬂ) 241

Ozdesligi esas alinmistir. Bu ifadeden yararlanilarak # nin negatif ve pozitif degerleri icin

hem tilirevi hem de integrali ayni anda saglayan
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fl‘(j—n) f(x—jx_a)
d'f e ST N
d(x—a)" No= (x—a

&) ren

(2.42)

ifadesi yazabilir. Burada n nin pozitif degerleri igin tlrevin genel tanimina, pozitif
degerleri icin ise integralin genel tanimina ulasilmaktadir. n yerine tim degerleri

alabilen ¢ ifadesi yazildigi takdirde (2.43) bagintisi en genel haliyle

= T(j-q)  X—a
Dt (x— )
(}I(T—L)c]:llim ERAVAE) - N (2.43)
2 rea

seklinde ifade edilir ve bu baginti Griinwald-Letnikov tanimi olarak adlandirilir [9], [16].

2.5.6 Riemann-Liouville Tanimi
Sikga kullanilan bu tanim Cauchy formiiliinden yararlanilarak elde edilir. ilk olarak

dF(x)

™ (2.44)

f(x) =

gibi bir tlrev tanimlanmis olsun. Her iki tarafin a dan x e kadar integralini alinirsa,

X X

j f (t)dt = F(t)
a a (2.45)

_X[f(t)dt: F(x)-F(a)

olacaktir. Her iki tarafin x e gore tiirevi alinirsa

dF(x)
dx

d X

- j f(t)dt =
L (2.46)
&j f (t)dt = f(X)

oldugu gorulir.
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V (x)
I= [ f(t)at (2.47)

U (x)

seklinde bir integral goéz online alalim. Gorildugu uzere | fonksiyonu U(x) ve V(x) e

baghdir. Bu durumda kismi tiirevin

di ol oV (x) ol oU(x)

(2.48)

dx oV (x) ox 8U (x) ox
Ozdegisliginden faydalanaraki bu ifadede (2.49) bagintisi yerine yazilirsa

V(x) V(x) V(x)
a | F(t)dt=—2 | fat (MO, 9 | ()t LX) (2.49)
dX 7 N (X) y1 ox U (X)
bulunur. Esitligin sagl, (2.48) 6zdesligi gdz 6niine alinarak yeniden diizenlenirse
d V (x)

j f(t)dt—f(\/)——f(U)— (2.50)

U (x)

(«q

elde edilir. Burada ‘-* isareti (2.51) denkleminin sag tarafindaki son integral teriminin

sinirlarinin yer degistirmesi neticesinde olmustur. integralin alma isleminin

b
A g (2.51)
OX

%If(x,t)dt:j

a

Ozelliginden faydalanilarak (burada a ve b birer sabittirler) ve

V(x)

= [ f(xtydt (2.52)
U (x)

integrali icin,

I =106V (x),U (X)) (2.53)

olduguna gore (2.50) ve (2.51) denklemlerinin daha kapal sekli

V (x) V(x)
ij f(xt)dt_f(xV)——f(xU)dU jaf( 0 gt (2.54)
d U dx Uy OX

Halini alir ve bu ifade Leibniz kurali olarak adlandirilir. Asagidaki integral verilmis olsun
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1 (X) = I(x—t)nl f (t)dt (2.55)

Burada n pozitif tamsayi, a ise sabittir. Bu integralde Leibniz’in (2.55) denklemi
kullanilirsa; burada F(x,t) = (x—t)"" f (t) oldugu gériilmektedir, I (x) ‘in tlrevi igin

D09 _ (1) [ (x—t)"* £ @t +[(x—0" £ O, (2.56)
dx .

yazariz. Esitligin sagindaki ikinci ifadenin n>1 igin sifira gittigi aciktir ve bu nedenle

n>1 igin
dl = f(x) (2.57)
dx

olacaktir. (2.57) denkleminin & defa tiirevi alinirsa

k
= (-)(-2)..(- K, (2.59)

ifadesi elde edilir. k=n-1 degeri icin daha kullanisli olarak

O('jx'l =(n-1)!1,(x) (2.59)

yazilir ve (2.58) ifadesi de g6z 6niine alinirsa

a’l, =(n=D!f(x) (2.60)

n

denklemi elde edilir. Burada n>1 degerleriigin (2.60) ve (2.61) denklemleri kullanilarak

1,00 =] £ (x)dx,

X Xy

1,00 = [ F0)6, = [ [ 100)deax,

(2.61)

X X X3 Xp

1,09 = (=D [..] [ 0¢)dxdx,...dx,

aa a a
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Genel ifadesine ulasilir. Burada

Xy

Cauchy integrali olarak bilinir. Bu ifadenin sag tarafi bir operator ile temsil edilirse ve n

X

j f (% )dx,dx,...dx_ =— j (x—t)"* f (t)dt (2.62)

S

D oy <
e U

yerine her degeri alabilen bir g degeri yazilirsa, ifade

dCIf 1 q-1 .
Ta T Te )j(x £) L f (t)dt :q<0 (2.63)

seklini alir. Bu ifade Riemann-Liouville kesirli integrali olarak adlandirilir. Basit bir

matematiksel islem ile n>¢g olmak sartiyla ¢ > 0 degerleri igin

dif d°
d(x—a)* dx" F(n a)

j (x—t)" @ (t)dt (2.64)

bagintisi elde edilebilir. (2.65) denklemi Riemann-Liouville kesirli tiirevi olarak bilinir.
Bu yontemle yazilan (2.64) integrali sadece g < 0 degerleri igin yakinsatir; bu denklem
g > 0 igin n > g olmak kosuluyla ¢ozulir. (2.65) denkleminde goéruldigi gibi nkez
tlrevin integrale uygulanmasi uygulamada zorluklar yasanmasina neden olabilmektedir

[71,[91,[13].

2.5.7 Caputo Kesirli Tlrevi

Kesirli diferansiyel teknigin Riemann-Liouville tanimlari kesirli tiirev integral ve onun
uygulamalariyla ilgilenen soyut matematiksel calismalarda ¢cok blytk bir rol oynamistir.
Bununla birlikte modern teknolojinin gelisimi soyut matematigin uygulama ve ele alinis
seklini de etkilemistir. Kesirli diferansiyel tekniginde, baslangi¢c kosullarini fiziksel

durumlara en uygun sekilde kullanabilen Caputo olmustur. Caputo’nun tanimi

Cma 1 j- f " (r)dr

°Df = R e (n-1<a<n) (2.65)

ile verilir. Caputo yaklasiminin en temel avantaji, Caputo kesirli tlirevlerinin tamsayi
dereceden diferansiyel denklemlerdekiyle ayni formda baslangi¢c kosullarina sahip

olmasidir. Baska bir ifadeyle r=a alt limitinde, bilinen bir fonksiyonun tam derece
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turevlerinin limit degerlerini igermesidir [9].

2.5.8 Caputo ve Riemann-Liouville Yaklagimlarinin Karsilastiriimasi

(2.64) ve (2.65) ile verilen kesirli Riemann-Liouville tlrevi, kesirli tirevler ve integraller
teorisinde ve bunun soyut matematikteki uygulamalarinda énemli rol oynar. Ancak,
uygulama problemleri fiziksel olarak yorumlanabilir kesirli tlirev tanimlarini gerektirir.
Bu acgidan bakildiginda, Riemann-Liouville yaklasiminin problemlerin fiziksel
yorumlanmasinda yetersiz kaldigl ortaya konmustur. Caputo kesirli tlirevinin Riemann-
Liouville kesirli tUrevine olan bir Ustlinligl olarak anlasilmamalidir. Ancak Caputo
yaklasimi Riemann-Liouville yaklasiminin fiziksel kosullari problemlere uygulama

konusundaki bu eksikligini tamamlamasi acisindan énemlidir [9].
iki yaklasim arasindaki bazi énemli farkliliklar asagidaki bicimde aciklanabilir:

1. Riemann-Liouville yaklagimi Riemann-Liouville kesirli tiirevlerinin limit degerleri

biciminde tanimlanan baglangi¢ kosullarina yol agar. Ornegin; b,,b,,...,b, keyfi sabitler

olmak uzere

Itim DI (t) =b,
—a

lim D *f(t)=bh,,
lim , D £ (t) =b, .66)

lim, D" f(t)=h,,

t—oa

biciminde tanimlanan baslangi¢ kosullari meydana gelir. Bu tipteki baslangic¢ kosullarina
sahip baslangi¢c-deger problemlerinin  matematiksel olarak ¢6zimi basarn ile
gerceklestirilebilir. Ancak pratikte bu ¢céziimler kullanissizdir. Clinki bu tipteki baslangic
kosullarinin bilinen fiziksel yorumu yoktur. Matematiksel teori ve pratik ihtiyaclar

arasindaki bu uyusmazhg ortadan kaldiran M.Caputo olmustur.

Caputo kesirli tirevinin, dogal sartlar altinda o — n icin n. mertebeden tamsayih

mertebeli tiireve esit oldugu gorilebilir. Varsayalm ki 0<n-1<a<n ve f(t), [a,T]

Uzerinde n+1 slirekli tireve sahip olsun. O halde

30



o Ca i f(n)(a)(t_a)n_a 1 t _\n—a £ (n+)
Ia'math(t)_!x'm( T(n—a+1) +F(n—a+1)I(t o de

a
t
=fO)+[ 10 (z)de (2.67)
a
=f™(t), n=12,....
sonucuna ulasilir. Bu ise Riemann-Liouville yaklasiminda oldugu gibi Caputo
yaklasiminin da tamsayi mertebeli tirevler ile iligkisi oldugunu gosterir.

Caputo yaklasiminin temel avantaji, Caputo tirevli kesirli diferansiyel denklemler igin
tanimlanan baslangic kosullari ile tamsayr mertebeli diferansiyel denklemler icin

tanimlanan baslangi¢ kosullarinin ayni olmasidir.

2.  Riemann-Liouville ve Caputo kesirli tiirevlerinin Laplace donisiimleri a=0 olmasi

durumunda sirasiyla

Je{,D¢ f (Ot = s"F(5) - 3.5 DI (O 00 (-1 <) (2.68)
o k=0
T e LSD! T (Ot =s7F(5)~ 2.5 10(0), (-1 <n) (2.69)
o k=0

bicimindedir. Dikkat edilirse Caputo tirevinin Laplace dénisimi, tamsayl mertebeli
tirevlerin baslangic degerlerinin kullanimina izin verir ve bu tipteki tirevlerin bilinen

fiziksel yorumlarida vardir.

3. Riemann-Liouville ve Caputo tanimlari arasindaki dnemli bir fark da sabitin
tlrevidir. Sabit bir sayinin Caputo tirevi sifirdir. Ancak sonlu bir alt sinir degeri igin
Riemann-Liouville kesirli tirevi sifir degildir. C sabit bir sayi olmak tzere

Ct™
I'l—a)

,DeC = (2.70)

Ochmann ve Makarov, Riemann-liouville kesirli tlirevini @ =—o olmasi durumunda
incelemislerdir ve gostermislerdir ki ancak bu durumda tiirevin degeri 0’a esit olur.
Cunkil bilinen odur ki problemin fiziksel olarak yorumunun yapilabilmesi icin sabitin

kesirli tlrevinin sifira esit olmasi gerekir. «a =-o olmasinin fiziksel olarak anlami
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fiziksel strecin baslangic zamaninin —oo olmasidir. Boyle olmasi durumunda sitemdeki
gecis etkileri ¢alismayabilir. Fakat, & =—c0 alinmasi sabit (salinimsiz)-durum suregleri
diistinildigiinde gereken bir soyutlamadir. Ornegin, periyodik girdi sinyallerine sahip
olan bir kesirli dinamik sistemin tepkisi Uzerinde c¢alsilirken ya da viskoelastik

materyallerdeki dalga yayilimini incelerken bu soyutlamaya gerek duyulur.

4. Uygulamalar agisindan énemli olan iki yaklasim arasindaki bir baska fark, ardisik
kesirli ve tamsayl mertebeli tirevlerin siralanigidir. Bu fark Caputo ve Riemann-Liouville

yaklagimlari igin sirasi ile su sekildedir:

‘DUEDMf ()= SD M f (1), (M=0,1,2,...;n—-1<a<n) (2.71)
ve

Dr(Df(@)=,DF"f(t), (m=0,12,.;n-1<a<n) (2.72)

Her iki yaklasimdaki tlirev operatorlerinin yer degistirmesi farkh kosullar altinda

gerceklenir. Bu kosullar asagidaki bicimde verilebilir.

tha (thm f (t)) = thm(tha f (t)) = thMm f (t),
f&0)=0, s=n,n+1,....m (2.73)
(m=0,1,2,...;n-1<a<n)

ve
DD (1) = DY (D (1) = DI £ (1),
f®0)=0, s=0,12,..m (2.74)
(m=0,42,...;n=1<a<n)
Burada gorilen odur ki Riemann-Liouville yaklasiminin tersine Caputo yaklasiminda

5=0,1,2, ....,m olmasi durumunda f®(0) ler icin herhangi bir kisittama yoktur.
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BOLUM 3

BURGER DENKLEMIi VE SONLU FARK YONTEMI iLE ¢OZUMU

3.1 Burger Denklemi

Burger Denklemi [14]; akiskan mekanigi, gaz dinamikleri ve trafik akis hesabi gibi
konularin ¢éziime ulagmasi icin kullanilan bir non-lineer kismi diferansiyel denklemdir.

Matematiksel ifadesi asagidaki sekildedir [15].

—+U—-v—=0 a<x<b, 0<t<T (v:sabit)

Sinir Sartlar

u(a,t) = f,(t), u(b,t)=f,(t) (3.1)
Baslangic Sarti

u(x,0)= f(x)

Burger denkleminin ¢6zUmi{ icin arastirmacilar tarafindan c¢esitli yontemler

sunulmustur. Bazi matematikciler basit baslangic sartlari kullanarak analitik ¢oztimlere

ulasmislardir, bunlar; Hopf [16], Benton and Platzman [17], ve Core [18] olarak 6rnek
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verilebilir. Bircok kosulda ise bu denklem sadece sayisal olarak ¢ozilebilmistir. Sonlu
elemanlar metodu yaklasimini Varoglu ve Finn’s [19] yapmistir. Sonlu fark metodu ile
yapilan ¢éziimler de bulunabilir [20-23]. Bazi 6zel yaklagimlar da olusturulmustur. Hon
ve Mao [24] Burger’s denklemini multiquadric (MQ) quasi-interpolation yontemi ile

¢6zmustir. Asaithambi [25] automatic differentiation yontemi ile ¢6ziim sunmustur.

Bu problemin ¢6zimini sonlu fark metoduyla bulmak igin ¢6zim bolgesini
ayriklastirmak gerekir. Bolgeyi x ekseni boyunca Ax adim araligi ile ¢ ekseni boyunca At
adim araligi ile bollinebilir. Bu sayede x ekseni m.Ax araliga, ¢t ekseni n.At araliga

bolinmis olur [26].

Sonlu fark semasi olusturulurken denklemdeki tirevli ifadeler yerine bunlarin Taylor
actlimi ile elde edilmis yaklasik ifadeleri yazilir. Diizenleme yapilarak sonlu fark semasi

olusturulmus olur. Taylor acilimi yapilirken kullanilan noktalarin araliklari ileri, geri ve
. ou

merkezi olarak farkh sekillerde alinabilir. Ornegin problemdeki Y ifadesi su sekilde

degistirilir.

U(X t+ AL =u(x,t) +u, (x, At + 2D “(X Y (At +

u(x,t+At) =u(x,t) +u, (x,t)At + O(At)

- 3.2
ut(x,t):u(X'HAt) u(x’t)+O(At) (3.2)
At
Un+l_Un
u (x,t)=——=n
(% 1) m

Benzer sekilde diger tiirevli ifadelerin yerine de fark ifadeleri yazilirsa fark semasi elde

edilmis olur.

U, (x,t) = ( ””ZAX ‘) (3.3)
m+1 -2U; +Unr11

Uy (X, 1) = ( ™% ) (3.4)
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3.2 Acik Fark Semasi

Bu fark semasinda bilinen degerlerin kullanilmasi ve iterasyonla ¢6ziim yapilmasi igin
ileri, geri ve merkezi fark agilimi kullanilabilir. Aradigimiz fonksiyonun yaklasik ¢6zimu

asagidaki sekilde ifade edile bilinir [26].
u(th);U(vatn) (35)

CozUm bolgesini de cgesitli adim araliklarina bélmek gerekir bu adim araliklarini da

asagidaki sekilde ifade edilir.

b—-a T
M=——, (m=0,12,...... M), N=—, (n=0,12,......... N 3.6
~ ( ) N ( ) (3.6)

Bu diizenlemeleri yapip fark yaklasimlari verilen problemde yerine yazilirsa asagidaki
fark semasi elde edilir.

n+l __pgn no_n no_ n n
Um Um +U:](Um+l Um—l):v(UmH 2Umz-i_um—l) (37)
At 2AX (AX)

Cesitli dizenlemeler yapilir ve r = olarak alinirsa;

XZ

At )

urt-ur +mu,:(um+1 -U" )=vrU’ —2vru] +vru’" (3.8)

Bu elde edilen denklemde bilinen ve bilinmeyen degerler farkl yerlerde toplanirsa;

UL =0 - AU Un, ~UL) UL, - 2rU] U
2AX

At (3.9)
U,:+1 =(-2v)U, -—U (Ug,,-Ug )+vrUg, +U7 )

2AX
Denklemi elde edilir. Acik fark semasinin kararli bir ¢c6zim elde edebilmesi icin;

At < 1 (3.10)

(AX)®  2v

Oraninin saglanmasi gerekir.
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3.2.1 Acik Fark Semasinin Kararhlik Analizi

U(x,t) yaklagik ¢6zUmu igin degiskenlerin ayrilmasi yontemini kullanilirsa asagidaki

denklem elde edilir.
U, (1) =T, ()X, (x) =T, ()e =Up T ()] <1 (3.11)

Bu elde edilen ayrik ¢ozim ifadesi Burger Denklemi icin olusturulan Agik Fark

Semasinda yerine yazilirsa;

Alt (T(t+ADe™ =T (©)e") +T (M)e” 2ix (T ()0 T (t)e ™) =

) ' ' ' (3.12)
@ )2 (T (t)elﬂ(x+Ax) 2T (t)eJﬂx +T(t)e1ﬂ(x—Ax))

X

A
denklemi elde edilir. Bu denklemin diizenlenmesi igin, ﬁ: r olarak alinir ve her
X

At
terim Wifadesi ile carpilirsa asagidaki denklem bulunur;
(]

T(t+At)-T(t) +2ATtT(t)T (t)el™ (e —e 1) = T (t)(e'™ —2+e ™) (3.13)
X

Bu denklemde €™ = cos X +isin x ifadesi kullanilirsa;

At

2Ax
+rvT (t)((cos SAX + jsin SAX) — 2+ (cos SAX — jsin SAX))

TE+A)-T(t)=- T ()T (t)e'” ((cos SAX + jsin SAX) —(cos SAX — jsin SAX))

(3.14)

denklemi elde edilir. Dlizenleme yapilirsa;

T(t+At)-T(t) = —%T(t)T ()e (2 jsin BAX) + VT (t)(2c0s fAX—2) (3.15)

denklemi bulunur. Bu denklemde bulunan polinom esitligini kullanarak imajiner

kisimlar silinebilir.
T(t+At) =T (t) —2rvT (t)(1 - cos SAX) (3.16)

denkleminde trigonometrik dénidstimler uygulanirsa;
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T(t+At)=T(t)-2rvT (t)(1—(1-2sin? %)) (3.17)
bu denklemde de diizenlemeler yapilirsa;

T (t+At) =T(t)—2rvT(t)(25in2%) (3.18)
T (t+At) =T (t)(L—4rv(sin® %)) (3.19)

Denklemleri elde edilir. Analizin basinda |Tk(t)|S1 olarak kabul edilmisti. Bu mutlak
deger ifadesi;

~1<T () <1 (3.20)

seklinde ele alinabilir. Bu esitsizlikte iki farkli durumun da ele alinmasi gerekir;

T (t)<1 ~1<T (1)

~1<1-4rv(sin® @)
2

4rv(sin? @) <2
1—4rv(sin? @) <1 :
5 )<

arv < 2((sin’ %) ~1)
1 At 1

< = < —
2V (AX)> ~ 2v

<

At 1
(AX)*  2v

ifadesinin

Bu ifadeler sonucunda acik semanin kararli olmasi icin

saglanmasi gerektigi bulunur[26].

3.3 Kapali Fark Semasi (Crank — Nicholson)

Bu yontemde bilinmeyen nokta sayisi birden fazla olmalidir ve denklem sistemi

yardimiyla ¢dziime ulasilir. ileri ve merkezi fark kullanilmasi gereklidir. Normal kapali
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semaya ek olarak Crank — Nicholson semasi kullanilarak bir tiirev ifadesi igin ayni anda
hem ileri hem de merkezi fark kullanilir. Agik semaya benzer sekilde fark ifadelerin

Burger Denkleminde yerine yazilinca asagidaki kapali fark semasini elde edilir [26].

1 n+ n Vv n-+ n-+ n-+ n n n
E(Um 1_Um) = Z(AX)Z [(Umé_zum 1_'_Um—i)+(Um+1_2Um +Um—1)]

1 (3.21)
n n n
_Um[ZAX (Um+1 _Um—l)]
Her taraf At ile garpilsin;
U n+1 U ny __ VAt U n+1 ZU n+1 U n+1 U n 2U n U n

( m m)_Z(AX)z [( m+l m T m—1)+( m+l mT m—l)]

3.22)
At (
—Unl—Ug,.-Us,)]
m ZAX m+1 m-1
At -
r = —— olarak alip gerekli diizenlemeler yapilirsa;
(AX)
vr vr vr vr

urt-up =?U;ﬁ—vru:fl+?Unﬂj+?U,§H—er,’; +?un:_1

(3.23)
IrAX rAX
_TU;U;H +TU:1U£_1)]
Bilinen ve bilinmeyen terimler farkl taraflarda toplanirsa;
n+l vr n+l n+l vr n n rAX n rAX n n
(1+Vr)Um _?(Umu +Um—l = E(Uerl +Um—1) + (l—Vr _TUerl +7Um—l)um (324)
denklemi elde edilir. Burada her terim 3 ile carpllirsa;
vr
2 2 AX AX
(S+2U - U+ URD =UR, + U+ (S -2- 200, + 220007 (3.29)

kapal fark semasini olusturulmus olur.

Kapali fark semasinda m ve n degerlerine gore sol tarafta bilinmeyenler olusur ve bir

denklem sistemi elde edilir bu denklem sistemi c¢ozilerek bolgedeki tiim noktalar
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yaklasik olarak hesaplanir. Kapali fark semasinda kararlihk sorunu olmadigi igin

kararlilik analizi yapilmasina gerek yoktur [26].

Ornek 3.1 [15].

2
LT VLI 0<x<1,0<t<01
ot ox  oX
u(0,t)=0, u(t)=0 (3.26)
u(x,O):van(ﬂ-X)’ a>1
a+cos(zx)

Denklemi Ax=0.1, At=0.005 v=], a=1.1 olarak ele alinsin.
Analitik ¢6zlim;

2V exp(—2vt) sin(zrx)
a+exp(—’vt) cos(zx)

u(x,t) = (3.27)

Acik Fark Semasi ile ¢6zim vyapildiginda asagidaki ¢6zim grafigi elde edilir.

Yaklagik Coziim
4 B Analitik Coziim

Sekil 3. 1 Acik Sema At =0.002, Ax=0.02
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Kapali Fark Semasi ile ¢cozim yapildiginda asagidaki ¢c6ziim grafigi elde edilir.

Yaklasik C6ziim

I Analitik Coziim

Sekil 3. 2 Kapal Sema At =0.002, Ax=0.02

Grafiklere bakildiginda, ¢6zim araliklari ¢ok kigik alindigi igin aradaki fark
anlasilmayabilir. Bu ylzden c¢esitli noktalardaki yaklasik ve analitik ¢6zim degerleri
karsilastirilarak, yaklasik ¢6zim ve analitik ¢6zim arasindaki farklar rahat bir sekilde

gorilebilir.

Cizelge 3. 2 Ornek 3.1 icin hata analizi

Acik Sema Kapali Sema

Analitik

Yaklasik
Deger

Yaklagik
Deger

Coziim

Hata Hata

0.2

0.1919738192

0.1919410601

0.327591e-3

0.1919683617

0.54575e-5

0.4

0.4197026980

0.4195256164

0.1770816e-2

0.4196536175

0.490805e-4

0.6

0.7416266022

0.7404183044

0.1208297e-2

0.7471914470

0.4351552e-3

0.8

1.163397787

1.159295969

0.4101818e-2

1.161741813

0.1165597e-2

Bu tabloya

baktigimizda ¢6zim bdlgesinin  farkh

yelerinden alinan degerler

karsilastirildiginda Kapali Fark Semasi ile hesaplanan yaklasik ¢c6zimiin daha yakinsak

¢Ozlimler verdigi gérilmastdr.

40




Ornek 3.2 [15].

2
ou ou au_o

V— = 0<x<1l, 0<t<0,1
ot oX  OX

u(0,t)=0, u(t)=0 (3.28)

u(x,0) =4x(1-x)

Denklemi Ax=0.1, At=0.005, v =1 olarakele alinsin.
Analitik ¢ozlim;

2vz> KA, exp(—k2z2vt)sin(k zx)

u(x,t)= b
A +2vz Y kA, exp(—k’z°vt)c os(kzx) (3.29)

A= j.exp{—xz Bv)'(E-2x)}dx A = Jl.exp{—x2 (3v) ™ (3-2x)}cos(kzx)dx, k>1

Acik Fark Semasi ile ¢6ziim yapildiginda asagidaki ¢oziim grafigi elde edilir.

Yaklagik Coziim
M Analitik Coziim

0.81

0.6

0.4

0.21

Sekil 3. 3 Acik Sema At =0.002, Ax=0.02

Kapali Fark Semasi ile ¢c6zim yapildiginda asagidaki ¢c6zim grafigi elde edilir.
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Yaklagik Coziim
I Analitik Coziim

oy, I’*’”?’/]] ol
Iym,f,//l

{7
v II £

III//’,I;’/I//II/I gy
T,
Il/lly,,;zl

Sekil 3. 4 Kapalh Sema At =0.002, Ax=0.02

Grafiklere bakildiginda, ¢6zim araliklari ¢ok kigik alindigl igin aradaki fark

anlasilmayabilir. Bu ylizden c¢esitli noktalardaki yaklasik ve analitik ¢ozim degerleri

karsilastirilarak, yaklasik ¢6ziim ve analitik ¢6zim arasindaki farklar rahat bir sekilde

gorilebilir.
Cizelge 3. 3 Ornek 3.2 igin hata analizi

Acik Sema Kapali Sema

X Analitik
ozii Yaklagik Yaklagik
Cozum . ? Hata . ? Hata

Deger Deger
0.2 | 0.4624737728 0.4617228415 | 0.7509313e-3 0.4621357339 | 0.3380391e-3
0.4 | 0.8002594088 0.8000178592 | 0.2415496e-3 0.8003114016 | -0.519928e-4
0.6 | 0.9186915912 0.9192373873 | -0.5457961e-3 | 0.9192600915 | -0.4685003e-3
0.8 | 0.6918279381 0.6924546991 | -0.6267610e-3 | 0.6920556021 | -0.267664e-3
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BOLUM 4

KESiRLIi MERTEBEDEN BURGER DIFERANSIYEL DENKLEMIiNiIN SONLU
FARK METODU iLE COZUMU

4.1 Kesirli Mertebeden Burger Diferansiyel Denklemi :

Burger diferansiyel denkleminin zaman ve alan degiskenine bagl olarak kesirli
mertebeden tirevleri ile ¢6zimu yaklasik olarak sonlu farklar metodu ile hazirlanabilir.

Kesir mertebeli Burger denklemi ilk olarak S. Momani [30] tarafindan ortaya atilmistir

[27],[29].

ou ou 0’u

o x o
O<a<l,1<p<?2
Dirichlet Sinir Kosullar :
u(a,t) = f(t), (4.1)
u(b.t) = f,(0),

Baslangi¢ Kosullart:

u(x,0) = g(x),

as<x<b, O0<t<T,

4.2 Sonlu Fark Semasinin Olugturulmasi:

Kesirli tlrev iceren terimlerin birisi Caputo digeri de Riemann-Liouville kesirli tlirev
acthmi kullanilarak sonlu fark semasinda yazilirsa asagidaki semayi elde edilir. Burada

a, f katsayilari kesirli tiirevin mertebesini ifade eder [27].
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k+1-j k—j k
+: J J K u _u i+1

Kk
u; - . . ; h
i i 1 l-a _ jl-a —_pykd i— Z k+1

Bu semada bazi terimler, sonraki kullanimlarda karisiklik olmamasi igin notasyonlar

kullanarak yazilabilir [9].

o =(j+)
_T(2-a)(At)”
i AX
(4.3)
= @ ) — (A)T'(2-a)
(-1 (B-2)...... —-j+1
g, -y BB j|) (B=i+D) b=l g=_p
Bu notasyonlar fark semasinda yazildiginda asagidaki denklem elde edilir;
Kk ‘ . i+1 v
Zo-j(ui H_ '_ )——p(U (U —U; l))+rzgju| +Jl+]_ (4.4)
i=0
k=0 icin asagidaki denklem elde edilir;
i+1
uf = U+ (U (U —uly)) = 6D g (4.5)
j=0
i+1
u —u’+ p, (U (U’ —u’))=rul, +ru'g, +rg,u 1WLng,uI i (4.6)
1 i+1 L
R, +(@-rg)u; rigzui—l_rizglul jal —p; (U (U —u’y)) +uf (4.7)
j=3
Ardindan k>0 icin asagidaki denklemler elde edilebilir;
k . .
Oy (uik+1 - uik) + Zajuik+171 _uikiJ + B (uik (uik —1) |k++11 + rigl + rg,u |k+11
j=1
i+1 ™ (48)
+ rizgjul j+1
j=3

Semadaki p, (u'(uf —u¥,) ifadesin P olarak alinir ve gesitli diizenlemeler yapilirsa;
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i+1

k
k k k k k K+ j- k—j
fi |+J11+(1 rgl)u +1_rg2 |J;Ll_rzgju|+11+l =U; _Zo-j(uiﬂ l_ui J)_P
=1

I
_.C

=
Mx

o k“1+Zau -P (4.9)

j=1
k-1
=uf =Y o U +ZU us
j=0
+1 k-1
—rust+ (L-rg ) Ut —rgult —r gju,‘“]l+1 U —ou +o Ul + Y (-0, + o )uf T =P
j=3 j=1

=o U +(2-2")uf (4.10)

S j H ~a H ~a il-a
DU+ - (j+ ) =) -P
j=1

Denklemleri elde edilir. Son olarak £>0 icin sonlu fark semasi asagidaki sekli alir [27].

i+1

k+1+(1 I,gl)ukﬂ | k+1_rzgjuk+l _Gkui()+(2_21—a)uik

| |+1 i—j+1

LS ey (411)

j=1

- b (Uik (uik - uik—l)

Bu fark semasi cebirsel denklem sistemi olarak yazilabilir;

AU =-pu’(u’ -u’,)+u}
AUk+1:dlUk+d2Uk_l+....+del+UkUO_pi(uik(uik_uilil)’ k>0 (4.12)
ue =1

Bu sistemde kullanilan notasyonlar asagidaki sekildedir.

d.:2j1‘“—(j+11‘“—(j—11'“, 1=12,....,k

o =(j+)"™"-j (4.13)
3 F(Z—a)(At)"‘
' AX

A Matrisi bilinmeyen terimlerin katsayilarindan olusan bir matristir ve genel tanimi

asagidaki sekildir.
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iGicja j<i-1
-0, j=|—1
A =11-10,, =i (4.14)
-, j=i+1
0 j>i+l

Bu matriste;

[ =gy A0 TC-a) s

gj:(_l)jﬂ'(ﬂ—l)-(ﬂ—jZ!) ------ (,B—J'+1)’ 9,1 g,=-p

ifadeleri yazilabilir.
rg, -t 0 0 0 0 0 0 0 0
-g, 1-rg, -t 0 0 0 0 0 0 0
0 g, 1-ng, 0 0 0 0 0 0
g fg fg g -4 00000
g g hg hg I-ng -f 0000

Aj: -9 % -f9, -9, TG, 1_rigl —I'i 0 0 0
-9 % % O, GG 1O, 1_rig1 _ri 0 0
G G fe hg R g fg l-rg 6 0
—9 18 -G % % 9, -fdy TG, 1_rigl i
% f9 TG -fG RO A% K9, TG -G, 1_rig1

Sekil 4. 1 i ve j terimi 1den 10a kadar alindiginda A;; matrisi
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Ornek 4.1: [15].

ou ou 0d’u
+U—=V—
o*  ox  oxf
O<a<l,1<p<?2
sinir kosullari:

0<x<1,0<t<01,

4.16
u(0,t)=0, u(t)=0 ( )
baslangi¢ kosulu:

u(x,0) = 2vzr sin(zx) | as1
a+ cos(zx)
v =0.001, a=1.1, a=0.95 =195
Seri acihimi ile elde edilmis analitik ¢oziim;
j— 2 i
u(xt) = 2vrr exp(—zvt) sin(zx) (4.17)

a+exp(—’vt) cos(zx)
Sonlu fark metoduyla hesaplanan yaklasik ¢oziim ve analitik ¢6ziimle olusturulan
grafikleri karsilastirilirsa;

m) Analitik Cozim
Yaklasik Coziim

Sekil 4. 2 Sonlu Fark Coziimi (At =0.01, Ax=0.1, ¢ =0.95 f=1.95icin)

Aradaki farki sayisal olarak da gormek mimkandr.
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Cizelge 4. 4 Ornek 4.1 igin hata analizi

X Yaklasik Coziim Analitik C6ziim Hata

0 0.0 0.0 0.0

0.1 | 0.0009461845189 0.0009461384100 0.461089e-7
0.2 | 0.001924465410 0.001933489085 0.9023675e-5
0.3 | 0.002991456650 0.003009822748 0.18366098e-4
0.4 | 0.004209350415 0.004237749682 0.28399267e-4
0.5 | 0.005666712399 0.005706351919 0.3963952e-4
0.6 | 0.007491462912 0.007544371558 0.52908646e-4
0.7 | 0.009832247233 0.009902969776 0.70722543e-4
0.8 | 0.01253842757 0.01264482419 0.10639662e-3
0.9 |0.01278084698 0.01294151322 0.16066624e-3
1 0.0 0.0 0.0

Ornek 4.2: [15].

o“u
atll

a_, o
ox  oxf

O<a<l,1<p<?2

sinir kosullari:

u(o,t) =0,

u@@,t)=0

baslangi¢ kosulu:
u(x,0) =4x(L-x)

v =0.001,

a =0.95,

0<x<1, 0<t<0,01,

B=1.95

Seri acihimi ile elde edilmis analitik ¢ozlim;

u(x,t) =

2V7ZikA< exp(—k?z2vt)sin(kzx)
k=1

A= Jl-exp{—x2 (3v)™(3-2x)}dx

A +2Vﬂgk/x exp(-k’z*vt)cos(kzx) | A = jexp{—x2(3v)’1(3—2x)}cos(k7rx)dx, k>1
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Sekil 4. 3 Sonlu Fark Metodu ile ¢6ziim ( At=0.001, Ax=0.1, 0=0.95, B=1.95igin)

) Analitik Cozim

Yaklasik Coziim

Cizelge 4.5 Ornek 4.2 igin hata analizi

X Yaklagik C6ziim Analitik C6ziim Hata

0 0.0 0.0 0.0

0.1 0.3473711502 0.3486899313 0.13187811e-2
0.2 0.6220256101 0.6247583412 0.27327311e-2
0.3 0.8226195405 0.8264408177 0.38212772e-2
0.4 0.9474252601 0.9519845695 0.45593094e-2
0.5 0.9946485647 0.9995746590 0.49260943e-2
0.6 0.9624307453 0.9673304143 0.48996690e-2
0.7 0.8488455983 0.8533022617 0.44566634e-2
0.8 0.6518961906 0.6554683894 0.35721988e-2
0.9 0.3695116587 0.3717305024 0.22188437e-2
1 0.0 0.0 0.0
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BOLUM 5

SONUC VE ONERILER

Burger Diferansiyel Denklemi igin Sonlu Fark Metodu kullanilarak, Agik ve Kapah fark
semalari ile yaklasik ¢oziimler elde edildi. Bu Coziimlerin hangisinin analitik ¢6zime
daha ¢ok yakinsadigi ve Agik Fark semasinin kararli bir ¢6ziim vermesi igin hangi ¢6zim

araliklarina sahip olmasi gerektigi kararlilik analizi yapilarak bulundu.

Ardindan Kesirli mertebeden Burger diferansiyel denklemi i¢in bir sonlu fark yaklasimi
olusturuldu ve bu ¢6zim yonteminin tam sayi seklindeki mertebelere yaklasildiginda
ne gibi sonuglar dogurdugu incelendi. Yapilan analizler sonucunda tam sayili
mertebelerde yakinsak sonuglar bulundu bu sayede kesirli mertebeden sonuglarin

bulunabilecegi anlasildi.

Daha ileriki c¢alismalarda kesirli mertebeden Burger diferansiyel denklemi igin
olusturulan sonlu fark semasinin analizleri yapilabilir ve bu yéntemi genel olarak tiim
lineer olmayan kesirli mertebeden diferansiyel denklemler igin kullanilabilir hale

getirilmesi icin calisilabilir.
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