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DUAL KUATERNIYON UZAYINDA FONKSIYONEL ANALiz
GCigdem AY

Matematik Anabilim Dali

Yuksek Lisans Tezi

Tez Danismani: Prof. Dr. Salim YUCE

Bu calismada ilk olarak literatiirde yer alan reel vektér uzayinin iki farkh
komplekslestirilmesi, buna benzer olarak kompleks vektér uzayinin iki farkh
kuaternizasyonu verilerek, kompleks kuaterniyon vektor uzaylari icin fonksiyonel
analizin bazi temel tanim ve kavramlarindan bahsedilmistir.

Tezimizin orijinal béliminde ise, reel vektor uzayinin dual sayilar halkasi yardimiyla
duallestirilmesi ve buna paralel olarak, reel vektér uzaylarinin dual kuaternizasyonlar
yardimiyla kuaternizasyonlastiriimasi incelenerek, dual kuaterniyon modiil yapisi elde
edilmistir. Ayrica, elde edilen bu dual kuaterniyon modiil yapisi lizerindeki yari norm,
yari Banach ve yari Hilbert modiiliin bazi temel tanim ve kavramlari elde edilmistir.
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In this study; initially given two different complexification of real vector space in
literature and some basic definitions and concepts of functional analysis is mentioned
for complex quaternion vector space.

In the original part of our thesis, as dualization of real vector spaces with the help of
ring of dual numbers and correspondingly, quaternization of real vector space through
dual quaternions are examined, module structure of dual quaternions is obtained .
besides some fundamantel definitions and notations of semi-norm, semi Banach and
semi Hilbert modules on this module structure of dual quaternions which is obtained
in previous chapters.
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BOLUM 1

GIRIS

1.1 Literatiir Ozeti

Literatlirde reel vektor uzaylari Conrad, K., [8] tarafindan komplekslestirilmis ve
kompleks vektor uzaylari kompleks kuaternizasyonlastirilarak elde edilen kuaterniyon
vektor uzaylari Omran, S., [12] taraindan incelenmis olup, bu ¢alismada kuaterniyon
vektor uzaylari igin norm, Banach ve Hilbert uzaylari ile ilgili bazi kavramlar verilmistir.

Dual kuaterniyonlar kiimesi ise literatiirde iki farkli sekilde bulunmaktadir. ilk olarak
1) Q=Q,+Qi+Q,j+Q;k olmak lizere, burada Q,,Q,,Q,,Q, birer dual sayi ve

i”=j*=k”=-1 seklinde olup, bu kuaterniyonu dual katsayili kuaterniyon

olarak adlandiracagiz. Bir digeri ise,

2)Q=q,+0,i+0,j+0;kK olmak uzere, burada q,,0,,0,,0; birer reel sayr ve

i°’=j?=k®=0seklinde olup, bu kuaterniyona dual kuaterniyon adi

verilecektir. Tezimizde ve bundan sonraki tiim ¢alismalarimizda literatiirdeki

kanisikligi gidermek agisindan buna dikkat edilecektir.

1.2 Tezin Amaci

Kuaterniyon vektor uzaylari yapisi reel ve kompleks kuaterniyonlar kiimesi lzerinde
tanimlanmis olmasina ragmen literatiirde dual kuaterniyon kiimesi (izerinde incelemesi
yapilmamistir. Bu calismada ilk olarak V. Majernik, [13] tarafindan tanimlanmis olan ve
S.Ylice ve Z. Ercan, [1] tarafindan bazi oOzellikleri incelenen dual kuaterniyonlar

kiimesini ele alarak



dual kuaterniyon modili lzerinde norm, Banach ve Hilbert yapilarinin bazi tanim ve

kavramlarinin farkli sonuglari elde edilmistir.

1.3 Hipotez

Bir reel vektor uzayini direkt toplamlar ve tensér carpimlar araciligiyla iki sekilde
komplekslestirilebilir. Buradan hareketle reel vektér uzaylarini direkt toplamlar ve
tensor carpimlar araciligiyla kuaternizasyonlastirabilir ve bu iki yapi arasinda bir

izomorfizma verebiliriz.

Daha sonra elde edilen bu kuaterniyon modili igin literatlirde bulunan normlu,

Banach ve Hilbert yapilari icin elde edilenden farkh sonuglari irdeleyebiliriz.



BOLUM 2

ON BILGILER

2.1 Lineer Cebir

Tanim 2.1 Bos olmayan bir G kiimesi ile asagidaki aksiyomlari saglayan

T:GxG—>G
(x,y)>xTyeG
i¢ isleminden olusan (G, T) ikilisine grup adi verilir.
T i¢isleminin sagladigl grup aksiyomlari ise sunlardir.
Gl) T igislemi kapalidir, yani vV X,y € G icin xTy e G dir.
G2) T igislemi birlesmelidir.
V X,y,2€G igin (XTy) Tz = XT(yTz) esitligi saglanir.
G3) T igislemiigin G de bir tek e birim elemani vardir.
VX e G igin €Tx = xTe = x olacak sekilde bir tek e G vardir.
G4) T igislemiicin X€G nin bir tek X inversi vardir.
VX eG icin XTx =XTx =e olacak sekilde bir tek X inversi vardir.

Bir (G,T) grubunda T ig islemi degismeli ise, yani Vx,yeG icin XTy=yTx oluyor

ise, (G,T) grubuna degismeli grup veya abel Grup adi verilir, [2].



Ornek 2.1 7 tamsayilar kiimesi (+) islemine gore bir grup olusturur ve (Z,+)
grubunun birim elemani e=0" dir. Z tamsayilar kiimesi () ikinci i¢ isleme gore grup
aksiyomlarindan G4) aksiyomunu saglamadigindan (Z,.) ikilisi (.) islemi ile birlikte
bir grup degildir.

Ornek 2.2 Q rasyonel sayilar kiimesinden 0e R sayisini ¢ikarirsak, yani G :Q—{O}

olarak alirsak, (G,.) ikilisi bir grup olur. Bu grubun etkisiz elemani 1 dir. Ayrica a,b =0

a
icin BEQ elemaninin tersi — dir.
a

Tanim 2.2 Bos olmayan bir H kiimesi ve T, L ¢ islemlerinden olusan (H,T,L)
Uclusini ele alalim. Eger (H,T) ikilisi abel grup iken, _L ikinci islemi H da birlesmeli
ve T birinci islemi Gzerine sagdan ve soldan dagiliml ise, (H,T, L) Uglistine halka

denir. T isleminin saglamasi gereken aksiyomlar ise,
Gl vx,yeH igin, xTye H (kapalilik aksiyomu)

G2) Vx,y,zeH icin, (XTy)Tz=xT(yTz) (birlesme aksiyomu)

(2.1)
G3) Vxe H igin, eTx=xTe=x (etkisiz elemanin varligi)

G4) VxeH igin, XTx =xTx=¢e (ters elemanin varlig)
Bu aksiyomlar ile birlikte (H,T) ikilisi degismeli gruptur.
LHxH—>H
(x,y)>xLlyeH

seklinde tanimlanan L ikinci i¢ isleminin saglamasi gereken aksiyomlar ise,
H1) (xLy)Lz=x1l(yLlz) (birlesme aksiyomu)

H2) (XTy) Lz=(xL1z)T(yLz)
(dagilma aksiyomu)

zL(xTy)=(zLx)T(zLy)



olarak verilebilir.

Bir (H,T,J_) halkasi ikinci isleme gore degismeli ise, halkaya degismeli halka denir,
[2].

Ornek 2.3 7 tamsayilar kiimesi ile toplama ve garpma islemlerinden olusan (Z,+,.)

Uglis birimli ve degismeli bir halkadir. Burada toplama isleminin birimi e=0 ve

carpma isleminin birimi de ¢ =1 dir.
Ornek 2.4 D= {a+ga0 13,8, R, &’ = O} dual sayilar kiimesi olmak Uzere,

Dual sayilarin toplami

@:DxD—>D
(a+ea,,b+eby)—>(a+b)+e(a, +by)
seklinde tanimlanan toplama islemine gore dual sayilar kiimesi bir abel gruptur.
Dual sayilarin carpimi

o:DxD—>D
(a+ea,,b+eby) > (a+ea))®(b+eby)=(a+b)+e(a, +by)

seklinde tanimlanan islem ile birlikte de halka 6zelliklerini saglar.

Boylece (ID,+,.) Ugliisti birimli ve degismeli bir halkadir. Bu halkaya dual sayilar halkasi

adi verilir. Bu halkanin toplama islemine goére birimi e=0+¢£.0 ve ¢arpma islemine
gore birimi de E =1+&.0 seklindedir. Dual sayilar halkasinda her elemanin tersi

bulunmadigindan cisim degildir.
Tanim 2.3 (C,T, L) uclust bir halka olsun.(C,T) abel grubunun birim elemani e
olmak tizere C" =C —{e} olarak alalim. Eger (C*,J_) ikinci isleme gore abel grup ise,

(C, T, 1) uglistne cisim denir.

Bu tanima goére C™ in L ikinci islemine gdre bir ¢ birim elemani vardir, [2].



Ornek 2.5 (Z,+,.) Uglust bir halkadir, fakat cisim degildir.

Tanim 2.4 V bir abel grup ve (C,+,.) Ucltsh bir cisim olsun. V lzerinde dis islem
olarak tanimlanan ve Vc,c,C, €C ve V,v,V, €V elemanlari igin agsagidaki aksiyomlari
saglayan bir

O:CxV -V

(c,v)—>cov
doénisimiinin var oldugunu kabul edelim.

VDO (v, +V,)=(cOVv)+(cOv,)
V2)(c,+¢,)0Ov=(c,0V)+(c,OV)
V3)(c.c,)Ov=c,O(c, OV)

V4)L. Ov=v

(22)

Bu taktirde {V,®,C,+,.,®} altilisina bir vektor uzayi adi verilir, [2].

Not 2.1 Eger dis islemi bir cisim yerine halka yapisi izerinde alirsak ve vektor uzayi

aksiyomlarini gerceklersek modiil kavramini elde ederiz.

Ornek 2.6 ]ID:{a+gao:a,a0 eR,gz:O} dual sayilar halkasi kendisi Uzerinde bir

modyil olusturmaktadir.

2.2 Analiz

Tanim 2.5 Dogal sayilar kiimesi lizerinde tanimlanmis bir y = f (x) fonksiyonunu ele

alahm. Bu fonksiyonu f(n):xn ile gosterirsek, her ne N dogal sayisina belli bir
X, €R reel sayisi kargilik gelir. f(n) in bu sonsuz elemanli degerler kiimesine, reel
sayi dizisi ad verilir. Bu reel sayilar dizisi {x,...,x,} veya {x,} ile gosterilir. Dizinin

genel terimiise X, dir, [3].

N | w

’4’8"“’ 2n yree Ir-

Ornek 2.7 X, :1+2—1n seklinde tanimlanan dizinin terimleri {



Tanim 2.6 Bir {xn} dizisi verildiginde her &>0 sayisina karsilik bir n,(&) >0 dogal
sayisi bulunabiliyor ve her n>n, (&) degerleriicin |x, —X,| <& esitsizligi saglaniyor ise,
{x,} dizisine yakinsak dizi X, sayisina da bu dizinin limiti denir. Bir {x } dizisinin

limiti, limx, =X, veya X, — X, ile gosterilir, [3].
n—oo
n—oo

Ornek 2.8 Yukaridaki érnekte verilen {xn}={1+2in} dizisinin limiti Iim(1+2—1nj=1

n—oo
dir.

Coziim

1 1 1
Gergekten keyfi € >0 sayisi igin, |X, — X0| = ‘(1+—J—J.‘ = > <& esitsizliginden — < 2"

2" £

. 1 n . o

ise, log—<log2" ve buradan da—log, & <n dir. O halde n,(¢)=—log, ¢ kabul edilir
&

ve n degerlerinin —l0g, £ <N kosulunu saglamasi yeterlidir.

Tamim 2.7 Bir {x,} dizisi verilmis olsun. ¥ £>0 sayisina karsilik gelen N (&) dogal
sayist m,n>N(¢) icin |x,—x,|<& olacak sekilde bulunabiliyorsa, bu taktirde {x,}
dizisine Cauchy dizisi ad verilir, [3].

n

Ornek 2.9 Xn:[zij seklinde tanimlanan dizinin bir Cauchy dizisi oldugunu

2
k=1

gosterelim.

" Uk
AR L o1

X, = Xa| =D 5 =D | =| D, S| olarakyazilir.
o KT Tk WSk

. 1 1 1 e ewe

Eger —=—xX< esitsizligini kullanirsak,




n 1 n 1
X =X |= —|< -
o =l k;mlkz kzzmlk.(k—n
nnoo1 1 11 1 11 ¢ ¢
- — | == <—+—-<_+_ =¢ ol
e k=1 k| |m n| m n 2

Dolayisiyla X, :(Zk_lzj dizisi bir Cauchy dizisidir.

k=1
Tanim 2.8 V reel veya kompleks vektor uzayi olmak tzere,

I:V >R
x>
seklinde tanimlanan ve asagidaki 6zelliklerini saglayan |/ fonksiyonuna V tzerinde bir

norm ve (V,||||) ikilisine de normlu uzay ad\ verilir, [4].

N1) in 0
N2) \i”:o@izo
eI

N4

N

e v|< X+
Not 2.2 Eger V vektér uzayi (2.3) ile verdigimiz norm aksiyomlarindan ikinci aksiyom

|| fonksiyonuna yari-norm ve (V,||||) ikilisine de yar

sartini gerceklemiyor ise,

normlu uzay adi verilir.

Ornek2.10 [|:R* >R
x=(x, y)—>H§H4x|+|y|
seklinde tanimlanan || fonksiyonu R? tzerinde bir normdur.

Coziim

Bu || fonksiyonunun (2.3) ile verilen norm aksiyomlarini sagladigini gésterelim.



N1) Hi”z|x|+|y| ifadesinde |X|20 ve |y|>0 oldugundan H;(HZO dir.

X

N2) [XI=[X|+|y|=0<[X|=0 ve |y|=0 dir.
x=y=0<x=(xy)=(0,0)=0

N3) X =|Ax+[2y] = 2]+ Iv]) = 4[| %

N4) X+ Y] =06 y) + (X + Y| =[x+ X,y + Y)|| =[x+ X |+ |y + Y]

< (I +Iv1) +(

Ornek 2.11 [a,b] kiimesi Uzerinde tanimli reel (veya kompleks) degerli sirekli

X!

+|y'|)=[IX]|+|Y] elde edilir,[4].

stirekli

fonksiyonlarin C[a,b]={f|fi[a,b]—>K} kiimesini alahm. C[a,b] uzayinda

| f]|=sup ‘f (X)‘ tanimi ile verilen déniisiimi igin (2.3) ile verilen norm aksiyomlarini

a<x<b

inceleyelim.

N1) |/f] = sup

a<x<b

f (X)‘ >0 oldugu agiktir.

N2) | f]=sup|f(x) =0« vxe[a,b] icin

a<x<b

|f(x)|=0< Vxe[ab]ign f(x)=0< f =0

N3) x| = sup (e ) ()] = sup [ ()| || up | ()] =

() +9(x)=

N4) | f +g|= iug)‘(f +9)(x)| = sup

a<x<b
< sup | f (x)[+ sup [g(x)| = [ +]g]
a<x<b a<x<b
Dolayistyla C[a,b] uzayr | f| déntisimiine gére bir normlu uzaydir.

Tanim 2.9 Bir normlu uzaydaki her Cauchy dizisi yakinsak ise, bu uzaya tam uzay adi

verilir, [4].



sure

kli
Ornek 2.12 C[a,b]:{f|f :[a.b] — K} uzayinda || f|| = sup|f(x)| déniisiminin bir
a<x<b

norm oldugunu ve (C[a,b],”.”) ikilisinin de bir normlu uzay oldugunu énceki érnekte
gostermistik. Simdi ise bu uzayin tam oldugunu goésterelim.

Coziim

C[a,b] uzayinda bir { f,} Cauchy dizisi alalim.

F:N—C[a,b]

n—F(n)=f,

Bu sekilde verilen {fn} dizisi bir Cauchy dizisi oldugundan, V& >0 sayisi igin
|f,— f.| <& olacak sekilde m,n> N (&) dogal sayilari vardir. Bu ifade ayni zamanda

If, = f.||=sup |f,(x)— f,(X)|<& anlamina gelmektedir. Keyfi X sabiti igin f,(x)=a
as<x<b

a, -a,

ile tanimlayalim. Bu taktirde ||fn—fm||:sup|fn(x)—fm(x)|:sup <& ve
a<x<b

a<x<b
X X
an _am

buradan da < ¢ esitsizligi elde edilir. Yani her x degeri igin {a:} dizisi R veya

C de bir Cauchy dizisidir. Reel sayilar ve kompleks sayilarda her Cauchy dizisi yakinsak

oldugundan, 3a*eR igin a* —a* dir. O halde Ve&>0 sayisi igin |a, —a"|<e&
yazilabilir.
Eger f :[a,b]>R ve f :[a,b] >R  fonksiyonlari ile tanimlarsak,
x— f.(X)=a] x— f(x)=a"
a—a :|fn(x)— f(X)|<8 esitsizligi mevcuttur. Bu yakinsaklik diizgiindir. Diizgiin

yakinsakhk limit teoreminden f sireklidir. Yani feC[a,b] dir. Her X igin

a—a

=[f,()-f()|<e ise, sup|f,(x)—f(x)|=|f,—f.|<e olur. Yani, f —f
a<x<b

dir. Buradan C[a,b] uzayinin tamhgi gésterilmis olur.
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Tanim 2.10 V normlu vektdr uzayi olsun. Eger bu uzay tam ise, V normlu uzayina
Banach uzayi adi verilir. V nin reel ya da kompleks vektor uzayi olmasina gore, Banach

uzayina reel Banach uzayi ya da kompleks Banach uzayi adi verilir, [4].

Tanim 2.11 V bir 3={R,C} cismi Uzerinde bir vektér uzayi olmak iizere,
<., > VxV >3
(%,X) = (%,%)
fonksiyonu asagida verilen kosullari sagliyor ise, bu fonksiyona V vektor uzayi tizerinde

ic carpim fonksiyonu ve (zerinde i¢ carpim fonksiyonunun tanimlandigi V vektor

uzayina ise, Oklid uzayi (veya i¢ ¢arpim uzayi) adi verilir, [4].

)+ (y.2) (2.4)

Not 2.3 V bir S:{R,(C} cismi Gzerinde bir vektor uzayi olmak tzere, V vektor uzayi
Uzerinde tanimlanan <,> fonksiyonu (2.4) ile verdigimiz i¢ ¢arpim aksiyomlarindan

P2) aksiyomunu saglamiyor ise bu i¢ ¢arpim fonksiyonuna V vektor uzayi tizerinde

yari i¢ garpim fonksiyonu denir.
Ornek 2.13 i:()(l,xz,...,xn)&:(yl,y2,...,yn)eR” (neN) olmak tzere,
R" tizerinde,
<.,.>:]R”><R"—>R
(;(,9)—><§<,§/>=><1y1+x2y2+...+xnyn
seklinde tanimlanan fonksiyonun (2.4) ile verdigimiz i¢ ¢arpim aksiyomlarini

sagladigini gosterelim.
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Cozim
P1) Q:(xl,xz,...,xn)eR” olmak tizere,
<;(, ;(> =%’ +X,’+...+%X° >0 oldugu aciktrr.
P2) <§<§<> =X+ %7+t X2 =0 X=(X, Xy, X, ) =(0,0,...,0) olur,
P3)<>Q(+§/,E>:(x1+yl)zl+(x2+y2)22+...+(xn+yn)zn
=X2Z + V2 + %2, + Y, 2, o+ X 2, + Y. 2,
:<§<,2>+<§/,E>
P4)<o§<,§>=(oc><1)y1+(ozx2)y2+...+(ozxn)yn
=a(xy)+a(XY,)+..+a(Xy,)
_a(%y)

P5) <;<§> =X Y+ XY, ot XY =YX+ Yo X ot Y X,

=YX+ Y, X+ + Y X, = <9 ;<>
aksiyomlari gergeklendiginden <> fonksiyonu bir i¢ carpim déntsimudir. Dolayisiyla

(Rn,<.,.>) ic carpim uzayidir. Ayni disiince ile C" <z,z>=zn:ziz_i ic carpimina gore
i=1

kompleks Oklid uzayidir, [4].

Tanim 2.12 V bir i¢ carpim uzayi olsun. Eger V i¢c carpim uzayi tam ise, V ye Hilbert

uzayi adi verilir, [4].

Ornek 2.14 (,):R"xR" >R

()??)—) <§<37> = XY, + XY, + et XY,

12



fonksiyonu ile tanimlanan R" uzayinin i¢ carpim uzayr oldugunu érnek 2.13 ile
(e N
godstermistik. Simdi ise R" i¢ carpim uzayinin HX—yH2 :(Z]Xi —yi| j normuna gore
i=1

tam oldugunu gosterelim.
Coziim

ic  carpimin  normu  tanimindan Hx” <x x>: X2+ X2+ X )/V esitligi

. 2
yazHabiIir.Hx—yH2 :(Zn]xi—yir'j normuna gore tamhlgini incelemek igin bir {xm}
i=1

Cauchy dizisini alalim ve

f:N—>R"
m— £ (m)=x, =(%".%",..x,")

seklinde tanimlayallm. Bu nedenle &>0 sayisi i¢cin m,n>n, oldugunda

n
Xn — Xn” = |:Z‘ im
i=1

2 2
! } <& olacak sekilde ¢ sayisina bagh bir n, sayisi vardir.

i=12,...,n degerleriicin

m n
‘Xi =X

xi"z(xl”,xz",...) reel sayillarin bir Cauchy dizisidir. R reel sayilar kiimesi tam

oldugundan bu dizi yakinsaktir. O halde, X' — X, ‘ye yakinsadigini kabul edelim ve

n—oo
;(:(Xl,xz,...,xn) diyelim. xeR" dir ve ||xm—xn||2£g elde edilir. Bu {x,} dizisinin
limitinin x oldugunu gosterir ve {Xm}'i keyfi aldigimizdan ispat tamamlanmis olur.

Sonuc olarak R" bir Hilbert uzayidir.

2.3 Tensor Carpim
Tanim 2.13 (Serbest vektor uzayi ) S #J herhangi bir kime ve K bir cisim olmak

uzere, F(S) = {f :S _f>( I)(‘ f(s) #0,Vs e S} kimesini tanimlayalim.
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i:S—>F(S)
s—i(s)

fonksiyonu asagidaki gibi tanimlanan S kiimesinin F(S) kimesi igine birebir

: 1 , X=S$
gémilmesidir. Yani I(S)(X)zé;x:{o (s seklinde tanimlanan Kronocker

deltadir. Buradan bir f e F(S) elemani f =Z f(s)i(s) veya notasyonun kolaylig

seS

agisindan f =) f(s)s seklinde yazilabilir.

seS
F(S) kiumesi asagida tanimlanan toplama ve g¢arpma islemleri ile birlikte K cismi
Uzerinde vektor uzayidir. Bu vektor uzayina S kimesinin serbest vektér uzayr adi
verilir, [5].
Toplama
®@:F(S)xF(S) > F(S)

(f.g)>f@g=>1(s)s®D g(s)s=>(f(s)@g(s))s

seS seS seS

Dis islem
O:KxF(S)— F(S)
(c,f)>cof=>cf(s)s

Tanim 2.14 V bir vektor uzayi ve V vektor uzayinin alt uzayt W olmak lizere, V de

denklik bagintisi ise, Vv;,v, €V elemanlan igin v, =V, olmasi icin gerek yeter kosul
v, -V, eW olmasi seklinde tanimlanir. V vektdér uzayinin denklik siniflarinin tamami

V /W ile gosterilir ve bdliim uzayi adini alir, [6].

Onerme 2.1 S# bir kime ve i fonksiyonu S kiimesinin F(S) kiimesine

gomilmesiise i(S) kimesi F(S) in bir bazidir, [6].

ispat
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n
Varsayalim ki s;,s,,...,S, €S ve ,q,,...,a, € K olsun. O halde Zaji(sj)zo esitligi
j=1

mevcut iken V t=1,2,...,n degeri icin Zaji(sj)(st)=0(st) esitliginden ¢, =0
-1

olmaktadir. Dolayisiyla i(s,),i(s,),...i(s,) ler lineer bagimsizdir. Bu nedenle i(S)
kiimesi lineer bagimsiz vektorlerin kiimesidir.

Simdi ise i(S) kimesinin F(S)’i gerdigini gostermek icin bir f eF(S) keyfi
elemanint alalim. O halde F(S) kimesinin tanimindan sonlu tane s,s,,...,S,

noktasinda f fonksiyonunun degeri sifirdan farkhdir. Buradan j=1,2,...,m degerleri

icin f(sj):ocj e K ile tek tiurlt belirlenir. O halde fzif(sj)i(sj) seklinde

j=1

yazilabilir. Yani i(s,),i(s,),....i(s,) elemanlari F(S) kiimesini germektedir.

Onerme 2.2 ( Serbest vektor uzaylarinin evrensel 6zelligi )

Varsayallm ki S# bir kime ve F(S) kiimesi serbest vektor uzayi olsun. Eger
i:S — F(S) seklindeki fonksiyon S kiimesinin F(S)’e gomilmesi ise, su iki durum

mevcuttur.
i) Eger W bir vektoér uzayi ve h:S —W bir fonksiyon ise, h=Ncoi olmak
Uzere bir tek N:F(S)—)W lineer donltsimi vardir. Eger 0:S —>S

seklinde tanimli 6zdeslik dontisimi ise asagidaki diyagram degismelidir.

S i F (S)
_—
6 N
v v
S h W

Sekil 2. 1 Evrensel 6zellik

15



Diyagramin degismeli olmasi ise, ho® =N oi =h olmasi demektir.

ii) V' bir K cismi lzerinde vektor uzayi ve ¢:S —V bir fonksiyon olsun. O

halde her W vektér uzayi ve h:S —W fonksiyonu icin bir tek (:V —W

lineer donlisiml vardir oyle ki h=(o¢ dir ve asagidaki diyagram

degismelidir.
S @ V
0 (
v v
S h y W

Sekil 2.2 Evrensel 6zellik 2
Yani bu diyagramdan (c@p=ho0=nh esitligi vardir, [5].

Tanim 2.15 V ve W bir K cismi Uzerinde iki vektér uzayr ve bu vektér uzaylarinin
kartezyen carpimi V xW olsun. F(V ><W) kiimesi K cismi Uzerinde serbest vektor
uzayidir. O halde VxW nin F(VxW) ya bir i gomulmesi vardir ve F(V xW)

serbest vektor uzayinin V xW alt kimesi aslinda F (V ><W) kiimesi igin bir bazdir.

F(V xW)bir serbest vektér uzaylr ve ‘R ise, F(V ><W)n|n asagidaki bigimdeki

elemanlardan herhangi birinin olusturdugu alt kimesi olsun. Yani ‘R kiumesi

v,v,V, eV, w,w, W, eW ve ce K olmak uzere,

(V; +V,, W) = (v, W) —(Vv,, W)

(VW +w, ) — (v, W, ) —(V, W, )

c(v,w)—(cv,w)

c(v,w)—(v,cw) bigimindeki elemanlarin herhangi biri tarafindan dretilir. Burada

serbest vektor uzayinin elemanlari igin (v, W )+(V,, W, ) # (V +V,, W +W, ) ve

X(V;, W, ) # (xv;, xw, ) olduguna dikkat edelim.
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L =span,R klmesi ise F(V xW) nin R kiimesini iceren en kiglik alt kiimesi olsun.
O halde V ve W vektor uzaylarinin tensér carpimi V ®, W =F (V xW)/L ile verilir.
Eger veV ve weW ise v ve w gibi iki elemanin tensor ¢arpimi, F(V ><W) nin bir
(v,w) baz elemaninin kosetidir, yani V®W:(V,W)+L seklinde tanimlanir. Ayrica,

asagidaki esitliklere sahiptir, [5].

(V,+V,)®@W=V, ®W+V, ®W

VO(W,+W,)=vOW, +VOW, (2.5)

cVOwW=vQ®cw

Tanim 2.16 V,W ve Z bir K cismi tizerinde vekt6r uzaylari olsun. Eger h:V xW —Z

fonksiyonu v,v;,v, €V, w,w,W, eW ve aeK elemanlariigin,

h(v, +V,,w)=h(v,,w)+h(v,,w)

h(v,w, +w,)=h(v,w)+h(v,w,)

h(va,w)=h(v,aw)

dzelliklerini saghyorsa bu h fonksiyonuna bilineer fonksiyon adi verilir, [6].

Onerme 2.3 (Tensor ¢arpimlarin evrensel 6zelligi)

V,W ve Z bir K cismi Gzerindeki vektdr uzaylari olsun. Eger h:V xW — Z seklinde
bilineer fonksiyon ise, bir tek (:V ®W — Z lineer dénusimi vardir dyleki h=(o®

ve asagidaki diyagram degismelidir, [5].

V xW ® V W

»

v v

V xW h Z

»
»

Sekil 2. 3 Tensor carpimin evrensel ozelligi
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ispat
i:VxW — F(VxW) fonksiyonu V xW kartezyen garpim kiimesinin F(V xW) ya

gdmiilmesi olsun. Notasyonun basitligi icin 1 kullanimini diisiirelim. Burada V xW

kartezyen carpim kimesi F(V ><W) kiimesinin alt kiimesi olarak davranir. V ®W

tensor ¢carpimi, F(V ><W) kiimesinin LgF(V xW) alt uzayina bolumaddr.

7 F(VxW)—>F(VxW)/L=V®W seklinde tanimlanan bélim fonksiyonu ise,
®=smoi olur. Onerme 2.2 ile verdigimiz serbest vektér uzaylarinin evrensel
ozelliginden, bir tek N:F(VxW)—Z lineer dénisimi vardir, 6yle ki h=Noi

esitligi vardir. Amacimiz asagidaki diyagramda (?) ile gosterilen kismi bir tek ( lineer

doénisimdi ile tamamlamaktir.

V xW i F(V=W) e V W
6, N (?)
v v v
V xW h z 0, z

v

v

Sekil 2. 4 Tensor ¢arpimin evrensel 6zelligi yardimci diyagram

Varsayalm ki & e F(V ><W) L alt uzayiigin R Uretici kimesindeki vektorlerden biri
olsun.h  fonksiyonu bilineer ve h=Nci oldugundan N&=0 dir. Eger

E=(Vw +wW,)—(v,w)—(v,w,) e F(V xW) seklindeki formda ise,
N&E=N(v,w+w,)—N(v,w)-N(v,w,)
=h(v,w +w,)—h(v,w)—h(v,w,)

=h(v,w)+h(v,w,)—h(v,w;)—h(v,w,)
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=0 bulunur. Béylece R ccekN olur ve L=spanR =cekN dir. Bu nedenle
VEeF(VXW)  elemant  igin  (:F(VxW)/L—>Z  seklindeki fonksiyonu

tanimlanabilir.
[£]-([£]=NS

Burada [£] elemani F(V xW)/L bélim uzayinda & e F (V xW ) elemaninin kosetidir.

Ornek 2.15 V ve W vektor uzaylarinin bazlari sirasi ile {v,} ve {Wj} kimeleri ise,

V ® W vektor uzayinin bazi {Vi ®Wj} tensorleridir. Tensor ¢arpim ayni zamanda
vektor uzaylari arasindaki lineer fonksiyonlar igin tanimlanir.

Tanim 2.17 Eger S:V — X ve T:W —Y vektor uzaylari arasinda tanimli iki lineer
fonksiyon ise, S ve T lineer fonksiyonlarinin tensér c¢arpimi da
S®T:VR®W —» X ®Y seklinde bir lineer fonksiyondur. Bu lineer fonksiyon da
(S®T)(v®W)=S(v)®T (w) ile tanimlanir. Eger S ve T birebir, érten ve siirekli ise
S®T tensor ¢arpimi da birebir, orten ve sireklidir. Eger vektor uzaylarinin bazlarini
secersek, S ve T lineer donlslimleri matrislerle gosterilebilir. S®T tensor carpimina
karsilik gelen matrise ise, S ve T donusliimlerine karsilik gelen iki matrisin kronocker

carpimidir.

Yani V, X,Wve Y yukarida verilen vektor uzaylari, S ve T lineer dénisimlerine

karsilik gelen matrisler {aﬂ aﬁ} ve {bﬂ blz} seklinde ise, bu iki matrisin tensor
a21 a22 b21 b22
garpimi
' {bu blz} . {bu bu] aby ab, aby aby
1 2
bZl b22 bZl b22 — a11bZl a11bZZ ale21 a12b22

{an aiz}@{bn bm}:
a21 a22 b21 b22

ile tanimlanir, [7].

a b11 b12 a b11 b12 aZlbll a21b12 azzbu a22b12
I 21 b21 b22 22

bZl b22 i a21bZl a'21b22 a22b21 a22 b22
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2.4 Bir Reel Vektor Uzayinin Komplekslestirilmesi

Vi bir reel vektér uzayr ve C kompleks sayilar cismi olmak lzere, V; reel vektor

uzayindan kompleks vektor uzayr olusturmak igin bir (a+ib)e(C kompleks sayisi ile

xeV, elemaninin (a+ib)x carpiminin V; reel vektér uzayinda tanimli olmasi
gerekir. Fakat bu carpimdaki bix eleman V, de anlamli olmadigindan bu ifadeyi

anlamlandirmak icin carpim ifadesini (a%,bi) seklinde ifade etmeliyiz.

2.4.1 Direkt Toplamlar ile Komplekslestirme

Tanim 2.18 V, reel vektor uzayl ve C kompleks sayilar cismi olmak Gzere x eV,
vektorii ve zeC kompleks sayisi igin, z.Qz(a+ib).§:a§+ib;<:(a;<,b;<):(wl,wz)
seklindeki elemanlardan olusan ve V. ={Z.;(‘Z.;(=(W11W2)1V\Ii eV,,i=1 2} ile
tanimlanan kimeye V}, reel vektor uzayinin komplekslestirilmesi adi verilir, [8].

Teorem 2.1 V;; reel vektor uzayinin komplekslestirilmesi olan V. kiimesi, C kompleks
sayllar cismi Uzerinde kompleks vektor uzayidir.
ispat
Toplama

@V, xV. =V,
(W, W, ), (Vi V) = (W, W, ) @(Vy, V) = (W 4V, Wy + V) (2.6)
seklinde tanimlanan i¢ isleme gore (2.1) ile verdigimiz grup aksiyomlarini
gercekleyelim.
Gl (W, w,)®(v,,V,)=(W, +V;,W, +V,) €V,  oldugundan @ islemi kapalilik
aksiyomunu gergekler.

G2) (W, +V;, W, +V, ) D(y;, yz)

(W1+V1+y11W2 +V, +y2):(W17W2)®(V1+y1'V2 + yz)
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oldugundan @ islemi birlesme aksiyomunu gergekler.
G3) (W, W, ) D (v, Vv, ) =(w,,w,) iken,
(W, + Vg, W, +V, ) = (W, W)

W, +V, =W,
P } esitliklerinden (v,,v,)=(0,0) bulunur.
W, +V, = W,

O halde @ isleminin etkisiz elemani (0,0) dir.
G4) (W, W, )®(v;,V, ) =(0,0) iken,

w,+v, =0 A

- . =-W
esitliklerinden de bulunur.

w, +v, =0 Vv, =—W,
O halde @ islemine gore bir (w,,w,) eV, elemaninin tersi (—w,,—w, ) olur.
V(W W, ), (v, v, ) €V igin

(W, W, ) (v, v, ) = (W, +V,, W, +V,)
=(Vy+W,V, +W, ) =(v,,V, )@ (W, W, ) oldugundan V. kimesi &
islemine gore abel gruptur.
Dis islem
O:CxV, >V,

(a+ib),(w,w,) —(a+ib)O(w,w,) =(aw, —bw,,bw, +aw,) (2.7)
seklinde tanimlanan dig islem ile birlikte V. kiimesinin (2.2) ile verdigimiz vektor uzay
aksiyomlarini gercekledigini gbsterelim.

V1) zy =a+ib,z, =c+id C ve (w,w,)eV, olmak iizere,

(z,+2,)O(w,w,)=((a+c)+i(b+d))O(w,w,)

(2.7) ile verdigimiz dis islem ifadesinden,
(z,+2,)0(w,w,)=((a+c)w,—(b+d)w,, (a+c)w, +(b+d)w)
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= (aw, +cw, —bw, —dw,, aw, +cw, +bw, +dw, )
= (aw, —bw,, bw, +aw, )+ (cw, —dw,, dw; +cw, )
=(a+ib)O(w,w,)+(c+id)O(w,w,)
=2,0(W,W,)+z,®(w,w,) bulunur.

V2)z=a+ibeC ve (W,W,),(V,V,) eV, olmakizere,

ZO((W, W, ) +(Vi,V, ) ) = 2O (W, +V,, W, +V,)
=(a+ib)O(w, +v, W, +V,)
=(a(w,+v,)—b(w, +Vv,),a(w, +v,)+b(w +v,))
= (aw, —bw,,aw, +bw, ) +(av, —bv,,av, + by, )
=(a+ib)o(w,w,)+(a+ib)o(v;,Vv,)
=z20(W,W,)+20O(v,V,)

V3) 2,2, (W, w,) =((a+ib).(c+id)) O (w, w,)

((ac—bd)+i(ad +bc)) O (W, w, )
—((ac—bd )w; —(bc+ad )w,, (ad +bc)w, + (ac—bd )w,)
- 5,0(z,0(w,w)

V4) L (W, w,) = (1+0.1) O (W, W) = (L, —0w,, 1w, + 0w, ) = (i, W, )

aksiyomlari gerceklendiginden, V. kimesi C kompleks sayilar cismi tzerinde bir

kompleks vektér uzayidir.

Not 2.4 Bir (w,,w, )€V, elemaninin i ile carpimi
(W, W, ) = (W, W) (2.8)
olmak Gzere,

(W, w,)=(w,0)+(0,w, ) esitligi ve (2.8) ile tanimladigimiz carpim ifadesinden,
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(W, W, ) =(w;,0)+i(w,,0)
(W, W, ) = W, + Wi
yazilabildiginden, V. kompleks vektér uzayini
V.=V, ®V, veya V. =V, +iV, (2.9)
olarak da ifade edebiliriz, [8].
Tanim 2.19 V; reel vektor uzayi ve V; reel vektér uzayinin komplekslestiriimesi V.
olsun.V. kompleks vektor uzayinin V, @{0} veya {O} @V, reelalt uzaylarini alirsak,
Oc Ve = Ve
w—(w,0) (2.10)
seklinde tanimlanan fonksiyona, V reel vektor uzayinin V. kompleks vektor uzayi
icine gdmiilmesi denir, [8].

Ornek 2.16 Eger V, =R olarak alirsak, R nin komplekslestirilmesi olan R. kiimesi
reel sayilarin (x,y) sirali ikililerinin kiimesidir ve (a+ib)(x,y)=(ax—by,bx+ay)
carpimi (dig islemi) ile birlikte bir kompleks vektor uzayr olur. (2.9) ifadesinden

V; =V, ®V; olarak yazilabildiginden R, =R®R esitligi vardir.

Teorem 2.2 V; reel vektér uzayl ve komplekslestirilmesi de V. olsun. Eger V; reel
vektor uzayinin bir R bazi 1<t <n olmak tzere {e } ise, {(et,O)} V. kompleks vektor

uzayinin bir C bazidir, [8].
ispat
Eger V; =0 ise, (2.9) ile verdigimiz V. =V, ®V, ifadesinden V. =0 oldugu agiktir. O

halde Vi, #0 ve Vj reel vektér uzayinin bir R bazini {e } olarak alaim.
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Germe Aksiyomu

V. kompleks vektor uzayinin (Wl,Wz) elemanindaki W, ve W, bilesenleri e, lerin R

lineer kombinasyonu olarak yazilabilir. Yani,

W, =) ag ve w,=> be (2.11)
t=1 t=1

biciminde R lineer kombinasyonlari vardir.

(W, w,)=(w;,0)+(0,w,) esitliginden (2.11) ile verdigimiz kombinasyonlar yerine

yazilirsa,

(wl,wz):(Zatet,o}(o,gbtetj=(; g, OJ—H(Zb J
=th1:6\( +|Zb e.0) =t21: a, +ib )(e,,0) elde edilir.

Bu esitlikten {(et,O)} larin V., kompleks vektér uzayinin bir C lineer geren kiimesi
oldugu gorulir.
Lineer Bagimsizlik

V. kompleks vektdr uzayinin bir C lineer geren kiimesi olan {(et,O)} sisteminin lineer

bagimsiz dolayisiyla baz oldugunu gostermek icin, {(et,

O)} larin  C lineer

kombinasyonundaki bilesenlerin sifir olmasi gerekir.

(a,+ib)(e,0)+(a, +ib,)(e,,0)+...+(a, +ib,)(e,,0)=(0,0)

(ag +ae, +..+ae,,0)+i(be +be, +..+beg,,0)=(0,0)

(ag +ae, +..+a.,,0)+(0,be +he, +..+be,)=(0,0)

(ag +ae, +..+ae, be +be,+..+be )=(0,0) esitligi bulunur. Son esitlikte

bilesenlerin esitliginden, Za[e =0 ve Zbe =0 elde edilir. Sonug olarak { } ler

t=1

R Uzerindeki lineer bagimsiz oldugundan, tim a, ve b, bilesenleri sifirdir. Yani
Vt=12,..,n degeriigin a +ib, =0 olur, [8].
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Onerme 2.4 V; ve V', reel vektor uzaylari ve bunlarin komplekslestirilmeleri sirasiyla

V. ve V. olsun. Eger ¢:V, -V, R lineer doniisim ise, bu déntisimu
?c Ve —)V'(C
(W, W, ) = @ (W, W, ) = (W), (W) (2.12)

seklinde tanimlanan V. ve V. kompleks vektor uzaylarinin C lineer donlsiimine
genisletebiliriz ve g, g'(C (2.10) ile tanimladigimiz gibi gdmmeler ise asagida verilen

diyagram degismelidir, [8].

sekil 2.5 Kompleks dénistmlerin diyagrami

ispat
Eger (2.12) deki gibi tanimlanan bir ¢ :V. —V ' fonksiyonu var ise, bu fonksiyonun

C lineer oldugunu gosterelim.

L1) (W, W,), (V,,V,) eV, olmak lzere,

P ((Wl, W, ) @ (V,,V, )) =0 (W, +V, W, +V, ) = (@(W, +V, ), (W, +V, )
yazabiliriz. Buradaki ¢ donlsimi R lineer oldugundan,

Pe ((Wl’wz)®(vl'vz)) = (§D(W1)+(/’(V1) ' ¢(W2)+¢(V2))

= ((/’(Wl) (W, )) + (¢(V1) (v, ))

= @e (W, W,) @@ (V,,V,) bulunur.
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L2) z=a+ibeC ve (w,w,) €V, olmak izere,

P (z Q(Wl,Wz)) =@, ((a+ib)®(wl,wz))

(2.7) ile verilen dig islem tanimindan,

9. (20(W,W,)) =g, ((aw, —bw,,aw, +bw, )) yazilir. @ dénisiminin (2.12) ile

verilen tanimindan ise,

9 (20(w,w,)) =(p(aw; —bw, ), ¢(aw, +bw )
=(ap(w)—bp(w, ),ap(w,) +bep(w))
=a(p(W).0(W,))+b(-p(W, ), ¢ (W)
=a(p(W),p(W,))+ib(p(w.), o (w,))
=(a+ib)o(p(w),p(W,)) =200 (W, w,) bulunur.

Dolayisiyla @, donlisiminin C lineer donlisim oldugu gosterilmis olur. Burada ¢

donlstiimiine @ nin komplekslestirilmesi adi verilir, [8].

Teorem 2.3 V; ve V', reel vektor uzaylari ve bunlarin komplekslestirilmeleri sirasiyla

V. ve V. olsun. Eger ¢:V, -V, R lineer dénusim ve komplekslestiriimesi de
Oc Ve —>V'(C
(Wl’WZ) — D¢ (Wl’WZ) = ((/’(W1)v§0(wz))

seklinde tanimli  C lineer donlsim olmak Gzere, cekep. =(cekep). ve

o: (Vo) = ((P(VR))C esitlikleri vardir, [8].
ispat

@:V, >V R lineer dénisimuniin gekirdegini (;ek(p={x EVR|(p(X)=OV. }CVR ve

R

@. V. >V . C lineer déntgliminiin gekirdegini ¢ekg, :{X eVelo: (x)=0, }c\/(C

Ve

seklinde verelim. Burada (geke)_ = ceke, esitligini gostermek icin vx e (cgeke) . <V,
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elemani igin x=(x1,x2) seklinde olmak Uzere %(X):O\/L oldugunu gosterelim.
o- (X) = go(c(xi,xz)=((p(xl),(p(xz))=(0\/g,OV;) =0, oldugundan x € ek, olup

(ceke),. = Gekey (2.13)
elde edilir.

Diger taraftan Vx e gekp, V. elemaniigin x=(x,X,) seklinde olup x,X, €V, dir.

(Pac(xpxz)=((p(X1),(p(X2))=(OV,~E,OV;)=OV‘: oldugundan 5”()9):0\/;’4”()(2):0\/'

R

elde edilir. Buradan X, € Gekg, X, € Gekg, yani x e (gekg)_ olmaktadir. Dolayisiyla

cekg. = (ceko) - (2.14)
yazilabilir.
Sonug olarak (2.13) ve (2.14) ifadeleri goz 6niine alinirsa (geke). = cekgy esitligi
gosterilmis olur.
Benzer sekilde, ¢ (VC):(qo(VR))(c esitligini géstermek istersek, Vyeg. (V.)=V ¢
elemanini aldigimizda ¢ (x)=y olacak sekilde x eV, vardir. y=(y,,y,) seklinde
oldugundan ve ¢@. dénlsiminin tanimindan y:(yl,yz):(oc(x):(go(xl),(o(xz))
esitligi yazilabilir. Dolayisiyla ye((p(V]R))(C olurve ¢ (V(c)c(<p(V]R))(C yazilir. Tersine
ye((p(VR))(C elemanini aldigimizda y =(y,, y,) oldugundan ¢(x,)=1y, ve ¢(X,)=Y,
olacak sekilde x,x, eV, vardir. y=(y,,¥,)=0.(X)=(0(x).2(X,)) esitliginden

y=(Y»Y,)eVe=0.(V.) olur. Buradan (@(Vy)). <. (Vo) vazlr ve istenilen

esitlik gosterilmis olur.

Sonug 2.1 ¢:V, >V, bir R lineer donisiim ve ¢, :V, —V . donlsimi de (2.12)
ile tanimlanan bir C lineer dénisiim olmak lzere, @ donltsimi bir izomorfizma ise

@ doénlisimi de bir izomorfizmadir, [8].

ispat
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Varsayalim ki ¢:V, -V, R lineer dénusimu bir izomorfizma olsun. @ donlsimi
bir R lineer dénusim iken @, nin de C lineer oldugunu biliyoruz. Aldigimiz

Vx=(x,X,)eV, elemani icin ¢.(x)=0 iken x=0 oluyor ise ¢, dénisiminin
birebir  oldugunu  géstermis  oluruz. %(XpXz)=(¢’(><1)’(ﬂ(xz)):(Ov-i’ov-ﬁ)
oldugundan go(xi):OV.R, ve ¢(X2):Ov; esitlikleri vardir. @ déntsimi izomorfizma
oldugundan 1-1 ve &rten olup, gp(x1)=0v,i, (p(x2)=ovk icin  x,=%,=0 dir. Bu
nedenle x=(x,X,)=(0,0) elde edilir. Yani ¢, C lineer donisimi 1-1 dir. @

déndsimunin ortenligini gostermek igin Yy eV . igin @C(x)zy olacak sekilde

Ix €V, oldugunu gésterelim. vy eV . icin @. (X, %)=(2(X).0(%))=(¥.Y,)=Y
olur. Buradaki esitlikten ¢(x )=y, ve ¢@(x,)=y, bulunur. @ donisimi bir
izomorfizma oldugundan ortendir ve Vy,,y, eV, icin o(x)=Y,,¢(x,)=y, olacak
sekilde 3X,X, €V, vardir. Dolayisiyla X=(X,%,)€V, bulunur. O halde ¢

doénisimiinin de 6rten, sonug olarak bir izomorfizma oldugu gosterilmis olur.

2.4.2 Tensor Carpimi ile Komplekslestirme

Vi reel vektér uzayinin baz secimine bagh olmayan bir diger komplekslestirme
C®,V;, seklinde tensor garpimlar yardimiyla olusturulabilir.

Tanim 2.20 V;; reel vektér uzayi ve C kompleks sayilar cismi olmak uzere, ;(eVR ve
z=a+ibeC kompleks sayisi igcin z®@x=(a+ib)@x=a®@x+ib@x=1Qw, +i®w,
seklindeki elemanlardan olusan ve C®, V, :{Z®;(‘ Z®;(:1®W1+i W, , W, eVR} ile

tanimlanan kimeye, V reel vektér uzayinin tensér ¢arpim ile komplekslestirilmesi

denir, [8].

Tanim 2.21 V; reel vektor uzayi ve V} reel vektdr uzayinin komplekslestirilmesi de

C®; V; olmak uzere,
G.:Vy; >C®,V,
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w—1. ®w (2.15)

seklinde tanimlanan fonksiyona V; reel vektér uzayinin C®,V; icine gémiilmesi

denir.

Teorem 2.4 V; reel vektor uzayi ve C kompleks sayilar cismi olsun. V reel vektor

uzayinin komplekslestiriimesi olan C®; V; kiimesi C kompleks sayilar cismi Gizerinde

vektor uzayidir, [8].
ispat

C®g V, kimesinin vektdr uzayi oldugunu géstermek igin ilk olarak abel grup iglemini

tanimlayalim.

Toplama

D:(C®, V) x(C®, V) > (C®, Vy)

(L. ®x1.®Y) > (L. ®x)D(1. ®Yy)=1. ®(x+Y)
seklinde tanimlanan i¢ isleme gore grup oldugunu gosterelim.

Gl 1 ®(x+ y) e C®; V,, oldugundan kapalilik aksiyomu gergeklenir.
G2) (1_: ®(x+ y))@(lﬁ ®z):1C ®(x+y+2)
=(1: ®x)@(1: ®(y+ z))

oldugundan birlesme aksiyomu gerceklenir.
G3) (L ®x)®(1 ®y)=(1 ®(x+y))=(1 ®x) esitliginden,
(L ®(x+y))-(1 ®x)=0
1 ®(x+y-x)=0=y=0
O halde @ isleminin etkisiz elemani (1 ®0) dir.

G4) (1. ®x)®(1 ®y)=(1 ®0)
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(l@ ®(x+ y)):(1: ®0)
X+y=0=y=-X
dolayisiyla (1 ®X) elemaninin tersi (1: ®—X) olarak bulunur.

Buradan @ isleminin (2.1) ile verdigimiz grup aksiyomlarini gercekledigi gosterilmis
olur.

Dis islem

@:(Cx((C@RVR)—)(C@RVR)

(2.(1. ®X)) > 20(1. ®x)=(2.1. ®x)

seklinde tanimlanan dis isleme gore (2.2) ile verdigimiz vektoér uzayi aksiyomlarini

gercgekleyelim.

V1) 20((1. ®X)+(1. ®Y)) =20 (1, ®(x+y)) =21, ®(x+Y)
=72.(1. ®x)+2(1. ®Y)
=20(1. ®x)+z0(1. ®Y)

V2)(2,+2,)0(L. ®x)=((2,+2,).1. ®X) = 7,1, ®x+17,.1. ®X
=2,0(1. ®x)+2,0(1. ®X)
V3) (2.2,)O(L ®X)=((2.2,).1. ®x) =7, 0(z,.1. ®X)
=2,0(2,0(L: ®X))
V4) 1. 0(1. ®x)=1.1, ®x =1, ®x

oldugundan (C@RVR) kiimesi C kompleks sayilar cismi tzerinde kompleks vektor

uzayidir. Boylece su sonucu verebiliriz.

Sonug 2.2 {((C ®RVR),®,<C,+,.,®} altilisi kompleks vektor uzayi olur.

Teorem 2.5 V;, bir reel vektor uzayi ve komplekslestirilmeleri de V. ve C®, V, olmak

Uzere,
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f, Vo >C®,V,

(W, w,) = f, (W, W,)=1®wW, +i®w, (2.16)
seklinde tanimlanan C lineer izomorfizma vardir ve asagidaki diyagram degismelidir,
[8].

Vi
9c G,

V, f C®,V,

\

Sekil 2.6 Komplekslestirme diyagrami

ispat
Yukaridaki 6nermede (2.16) esitligi ile tanimlanan f, dénisiminin C lineer

oldugunu gosterelim.

L1) (w,w,), (v,,V, )€V, olmak zere,

o (W, W, ) D (v, v, ) = £ (W + V3, Wy +v, ) =1 (W, +V, )+ @ (W, +V,)
=1Q0W +1®V, +i®W, +i®V,
=, (W, w,)® f, (v, V,)

L2) z=a+ibeC ve (w,w,) €V, olmak lzere,

fw(z O(W,w,))= fw((a+ib)®(w1,w2))

(2.7) ile verilen dig islem ifadesinden,

f,(zO(w,w,))=f,(aw, —bw, bw +aw,) vyazlr ve (2.16) ile verilen f,
doénidsimiinin tanimindan da,

f,(zO(W,w,))=1®(aw, —bw, ) +i®(bw, +aw,) bulunur. Eger (2.5) ile verilen
tensor carpimin lineerligi kullanilirsa,
f,(zO(w,w,))=1®aw, —-1®bw, +i®bw, +i®aw,
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=a®@w —b®w, +ib®w, +ia®w,
=(a+ib)o(1®w +i®w,)=(a+ib)o f, (W, w,)
=70 f,(w,w,) elde edilir.

Boylece f, fonksiyonunun C lineer oldugu gésterilmis olur. f, fonksiyonunun

w

izomorfizma oldugunu gostermek icin,
9, C® Vi =V
(1®w)—(w,0)
z®@w=z(1®w)— z(w,0)
seklindeki ters fonksiyonunu tanimlayalm.

Bu sekilde tanimlanan §, fonksiyonunun C lineer oldugunu goéstermek igin
t=2@weC®,V, ve zeC olmak Iizere, gW(Z'Qt)zz'@gW(t) oldugunu

gostermemiz yeterlidir.
g.(2 0t)=g,(z 0(z®w))=g,(7z®W)
=2z7(w,0)=2 @(Z(W,O)) =7 0g9,(t)
Son olarak f, ile g, fonksiyonlarinin birbirlerinin tersi oldugunu gésterelim.
g (fu (W, w,)) =g, (1®OW +i®W,)

9y (fu (W, W,)) =0, (1®w, +i(1®w,)) yazabiliriz. Biz g, fonksiyonunun C lineer

oldugunu gosterdigimizden,

=g, (1®w1)+ ig,, (1®w2)

9y ( f (W W, )) = (W, 0)+i (w,,0) = (W, w,)

f,(9,(z®w))=f,(z(w,0))=f,(zw,0) =1® zw+i ®0 =z ®wW bulunur.
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Boylece f,-g, =1 elde edilir. O halde f, fonksiyonu terslenebilir bir fonksiyon olup
1-1 ve 6rtendir. Dolayisiyla f,, fonksiyonu bir izomorfizmadir ve C®, V, =V, esitligi

gerceklenir, [8].
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BOLUM 3

KUATERNIYONLAR

Bu kisimda reel, kompleks ve dual kuaterniyonlarin bazi tanim ve 0&zelliklerine

deginilecektir.

3.1 Reel Kuaterniyonlar

Bir g reel kuaterniyonu bir (|, skalerinin ve :(ql,qz,qs) vektorinin toplami ile

tanimlanir. Yani bir reel kuaterniyonu 0=0,+0q, =0, +0,i+0,]+0;K seklinde ifade

edebiliriz. Buradan hareketle reel kuaterniyonlar kiimesini

H, ={0 =0+ +0,j + 0K |0y, 0,, 0, 0 € R, i = j* =K* =ijk =1} ile
tanimlayabiliriz, [9].

Tanim 3.1 ki reel kuaterniyonun toplami igin,

P=Po+Pi+p,j+ psk} 3.

q=0,+0,+0,]+0K
reel kuaterniyonlarini goéz 6niline alalim. O halde iki reel kuaterniyonun toplami

P+q=(P,+d)+(P+0)i+(p,+0,) j+(ps+0,)k seklinde tanimlanir. Bu toplama
islemi ile birlikte H, kiimesi abel gruptur. iki reel kuaterniyonun carpimi ise Hamilton
tarafindan verilen

:2 32

i2=j2=k>=ijk=—1, ij=k=—ji, jk=i=—kj ve ki=j=—ik (3.2)
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carpim kurallarina sahiptir ve su sekilde tanimlanir, [9].

Tanim 3.2 p ve g gibi iki reel kuaterniyon aldigimizda bu iki kuaterniyonun ¢arpimi,
Pa = (Po + P+ P+ PK). (0 +Chil +0, j +0K)
= PyYy _( PG, + P4, + p3q3)+ Po (qli +q2j +q3k) +0, ( pli + pzj + psk)

+(P,85 — Ps0, )i +( Py0, — PG5 ) § +( PG, — PG, K

esitligi ile tanimlanir. Bu carpim esitligini hatirlamak oldukca gii¢ oldugundan, R® deki

iki vektériin i¢ carpim ve kartezyen ¢arpim tanimini kullanarak, p ve q
kuaterniyonlarinin vektérel kisimlari p, =(p,, p,, p;) ve q,=(0,,d,,q;) olmak lzere

bu iki kuaterniyonun garpimini

PA = Polo — PG, + PG, +Go P, + P, x 0, (3.3
seklinde daha kisa bicimde ifade edebiliriz. Ayrica reel kuaterniyonlar ¢carpma islemine
gére degismeli olmadigindan (Hy,+,.) dgliisi bir yari cisimdir, [9].

Ornek 3.1 H; reel kuaterniyonlar kiimesi R (izerinde 4 boyutlu vektér uzayidir.

Ornek 3.2 p=3+i-2j+k ve q=2-i+2j+3k seklinde verilen iki reel kuaterniyon
olsun. Bu kuaterniyonlarin vektérel kisimlari p,=(1,-2,1) ve q,=(-12,3)
seklindedir. Eger P, ve (, vektérel kisimlarinin i¢ carpimini ve kartezyen ¢arpimini

hesaplarsak,

P,-Qy =—2
ik

p,xq,=|1 -2 1/=-8i—4j buluruz.
-1 2 3

O halde (3.3) denklemi ile verdigimiz iki kuaterniyonun carpimindan p ve q

kuaterniyonlarinin carpimini,
pq=6—(-2)+3(-i+2j+3k)+2(i—2j+k)+(-8i—4j)
=8-9i—2j+11k olarak buluruz.
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Bu elde ettigimiz sonugtan, iki kuaterniyonun ¢arpiminin yine bir kuaterniyon oldugu

gorilmektedir.

Tanim 3.3 q =0, +Q,i+0,] +0;k reel kuaterniyonunun eslenigi q=q, —g,i—q, j — g,k

ile tanimlanir ve asagidaki ozelliklere sahiptir.
) (a)=d,—(-3,)=0d
i) 9+ =2q,

i) 0.9=(d, —¢, ) (0 +3,)
iki kuaterniyonun carpim denklemi olarak verdigimiz (3.3) denkleminden ve (3.2) ile
verdigimiz carpim kurallarindan q.q =q,?+0,.q, = 0,> +0,> +0,°> +0,2 = q.q esitligi elde
edilir, [9].

Tamim 3.4 Bir g reel kuaterniyonunun normu |q|| ile gosterilir. Bu bir skaler degerdir

ve ||q||:«fa.q seklinde tanimlanir. Normu 1 olan kuaterniyona birim kuaterniyon adi

verilir. p ve q gibi iki reel kuaterniyonun g¢arpiminin normu ayri ayri normlarinin

carpim zelligine sahiptir. | pa]” = (pa)(pa) = paap = pla]” p=ppfal =|p| [l

q

Jalf

ile

Tanim 3.5 Bir q reel kuaterniyonunun tersi q seklinde gésterilir ve g™ =

tanimlanir, [9].

3.1.1 Reel Kuaterniyona Karsilik Gelen Matris

Bir p reel kuaterniyonunu alalim.

Bir sol garpim fonksiyonunu

L, H, —>H,

p—>L,(p)=0a.p

seklinde tanimlayalim.
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Hy, reel kuaterniyonlar kiimesinin B ={1,i, j,k} baz vektorlerini kullanarak,
L, (1) =0.1=(dy + i+, j +0;K).1=0, +q,i +0, ] +:k

L, (i) =qi=(0,+04i +0,j +0k)i =—0; + i + Gy j —q,k

Ly (§)=0.=(0+0i+0,j+0:K).J =—0, —04i + 0 j + 0k

Ly (k) =0k = (0 +0,i +0, ] +05k).k =0 +0,i — 0 j +qok

esitlikleri elde edilir. Boylece Lq doénisimiiniin matris temsili,

Q% & -9, —Q

A = %@ % % G olarak bulunur, [9].

qz q3 qo _ql
q3 _qz q1 qo

3.2 Kompleks Kuaterniyonlar

Kompleks kuaterniyonlar, reel kuaterniyonlarin kompleks bir ifadesidir. Yani
q=0,1+0i+0,j+0K, g =0g,1+0qi+q, j+qgk €H; gibi iki reel kuaterniyonu

aldigimizda bir kompleks kuaterniyon

Q=q+iq veya

Q=(0p1+ i+, +q3k)+i(q0'1+ qi+0, ] +q3'k)
=(0 +igy ) +(q +igy )i+(q, +ig, ) j+ (g +igs )k
=Q,1+Qi+Q,j+Qk

seklinde tanimlanir. Burada i°=j*=k’=-1 olup, Q,,Q,Q,,Q; katsayllar ise

kompleks sayilardir. Diger bir ifadeyle bilesenleri reel sayi olan kuaterniyon nasil reel
kuaterniyon olarak adlandiriliyor ise, bilesenleri kompleks sayilar olan kuaterniyon da

kompleks kuaterniyon olarak ifade edilir. Kompleks kuaterniyonlar kiimesini
H.={Q=0Q,+Qi+Q,j+Qk| Q.Q.,Q,Q,€C, i’=j*=k’=ijk=-1} seklinde

verebiliriz. Bir Q kompleks kuaterniyonunun reel kismi SQ =Q, ve vektorel kismi da
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Vo=Qi+Q,j+Qk olmak Uzere bir kompleks kuaterniyonu ayni reel
kuaterniyonlarda oldugu gibi Q=S,+V,=Q1+Qji+Q,j+Qk seklinde de ifade

edebiliriz. Reel ve kompleks kuaterniyonlar cebirsel olarak benzer 6zellikler

gostermektedir.

Kompleks kuaterniyonlar kiimesi reel kuaterniyonlarda oldugu gibi ¢carpma islemine

gore degismeli olmadigindan, yari cisim olmaktadir, [10].
Tanm 3.7 P=PR+PRi+P,j+Pk ve Q=Q,+Qi+Q,j+Qk gibi iki kompleks

kuaterniyonun  garpimi, PQ=(R,+P)(Q,+Q)=PQ, +PQ+QP-PQ+PxQ

biciminde tanimlanir.

Tanim 3.8 Q kompleks kuaterniyonunun eslenigi 6:SQ -V, =Q1-Qi—Q,j—Qxk

ile tanimlanir. Goruldugu gibi bir kompleks kuaterniyonun eslenigi vektorel kisminin

isaretinin degistirilmesiyle elde edilir. Her kompleks kuaterniyon igin bir eslenik

tanimlamak muimkindir. Eger P,Q eI, kompleks kuaterniyonlar ise, kompleks
kuaterniyonlarin garpiminin eslenigi (%)zéﬁ seklinde ters siradaki eslenikleri

carpimlaridir. Kompleks kuaterniyonlar igin kompleks eslenik de Q;,Q,,Q,,Q,

kompleks sayilarinin esleniklerinin alinmasiyla
Q° =5, +V,° =(0p —igy ) +(a —iq, )i+(a, ~ic, ) j+(as —icy )k
=Q,"1+Q i +Q," j+Q,°k ile verilir, [10].

Tanim 3.9

Bir Q=Q,+Qii+Q,j+Q;k kuaterniyonu |Q||= \/Qé = \/’QOZ +Q7 +Q,> +Q;* seklinde
tanimlanan bir norma sahiptir. Burada Q,,Q,,Q,,Q, kompleks sayilar olduguna gére,

kompleks kuaterniyonlarin normu kompleks bir skalerdir. Normu birim olan kompleks

kuaterniyona ise, birim kompleks kuaterniyon adi verilir. P ve Q kompleks

kuaterniyonlarinin ¢arpiminin normu herbirinin normlarinin carpimina esittir.

[Pl =(PQ)(PQ) = PQQP =QQ.PP =[Q[ P =[Pl
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Tanim 3.10 Normu sifirdan farkli olmak Gzere bir Q kompleks kuaterniyonunun tersi

Q' ile gosterilir ve yine reel kuaterniyonlarda oldugu gibi Q_1=Ng seklinde

Q
tanimlanir, [10].
3.3 Dual Kuaterniyonlar

Bir dual kuaterniyon Q= p,+ pi+P,j+ P;K Py, Py, P, Ps €R bigiminde ifade edilir.
Dual kuaterniyonlar kiimesi ise, i’=j°=k’=ijk=0,ij=—ji= jk =—kj =ki=—ik

¢arpim kurallarina sahiptir. O halde dual kuaterniyonlar kiimesini,

Hp ={Q = pol+ Pii+ P, + Pak| Po. Py Py, Py € R, i = 2 =K* =ijk =0} seklinde
tanimlayabiliriz. Bir Q =0q,1+0,i +0, ] +0;K € H dual kuaterniyonunun skaler kismi q,

ve vektorel kismi Q, =0,i+0,]+0,K olmak iizere, bir dual kuaterniyonu Q=0q,+Q,

olarak da gosterebiliriz, [1].
Tanm 3.11 P=p,+pi+p,j+pK ve Q=0q,+0qi+0,j+0qK gibi iki dual

kuaterniyonun toplami, P+Q =(p, + pji + P, j + PoK) + (0 + Gi +0, j +0,K)

=(Po+0)+(P +0)i+(P,+0,) j+(P;+0;)k

seklinde tanimlanir. Béylece (IH,,+) ikilisi bir abel gruptur.

Tanm3.12 P=p,+ pji+p,j+ pK, Q=0,+0i+0,j+0,K gibi iki dual kuaterniyonun

carpimiigin i* = j> =k® =ijk =0 bagintilarini gdz 6niine alirsak,
P.Q=(p,+ Pji+P,j+Pk).(Gy + i +0, j+05k)
= Polo + Polhi + Pollz J + PolK + Py0gi + PyGhi*
+ P01 + P0IK + P,0,  + PG, Ji + P,0, §°
+P,0; JK + PyOok + PyiKi + P30Kj + Py0sk*
= Polo + Polhi + PoCy J + PolsK + Pyllol + PoCo j + PaGok

= Pty +( PoCh + PiGo )i +( Poll, + Po0o ) § +( Pols + P5G, ) K esitligi elde edilir.
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P=p,+pi+p,j+pK ve Q=0,+0i+0,j+0g,K dual kuaterniyonlarini P=p,+P,
ve Q=0,+Q, seklinde de gosterebildigimizden iki dual kuaterniyonun garpimi

PQ=(p,+PR,).(d+Q,) = Pol + P,Q, + P, + PQ, olarak da yazilabilir ve burada

i=j°=k’=ijk=0 carpm esitliklerini kullanirsak, P.Q,=0  oldugundan

PQ=(p,+P,).(d+Q,) = Py + P,Q, + P, esitligi elde edilir.

Tanim 3.12 Bir Q=p,l+pji+p,j+pP;K=p,+Q, dual kuaterniyonunun eglenigi

Q=pl-pi—p,j—pk=p,—Q, seklinde tanimlanir ve su 6zelliklere sahiptir.

)(Q)=(d Q)= +Q,=Q dir
1) Q+Q = (doL+ Gy + T  + Gk )+ (G 1~ 0 — G ] — k)
=(9,+Q,)+(g9, - Q,) = 2q, dir.

iii)Q-(_? = (qo +Qv)-(qo _Qv) = q02 _quv +quo _QVZ = qo2 dir.

0

Tanim 3.13 Bir Q dual kuaterniyonunun normu ||Q||=«fQ.6=afq02 :|q0| ile
tanimlanan bir degere sahiptir. Normu |[Q| =1 olan dual kuaterniyona ise, birim dual
kuaterniyon denir. Bir Q dual kuaterniyonunun normundan bahsedebilmemiz igin

0, #0 olmasi gerekir. iki dual kuaterniyonun normlari arasinda su sekilde bir iligki

yazabiliriz. Yani

lRQ" =(QQ:)(QQ:)=(QQ:)(.Q)
[RQJ =RR.QQ =R/ & =QQ[Q,°
[eXoX oY i eX

1QQ,]|=[IQI|Q.]| esitligi meveuttur.

Tanim 3.14 Bir Q dual kuaterniyonunun tersi ise,
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Q_l p— 1 = 1 = po — p\/ = Q — Q
2 2 2
Q p+p  |p[  |p |Q

(Po=py)

34

seklinde bulunur.

Eger bir Q=0,+0,1+0,]+0;K dual kuaterniyonunda g, =0 ise, dual kuaterniyona
pure dual kuaterniyon adi verilir. iki P=pji+p,j+p,K ve Q=0q,i+0,j+0K pure

dual kuaterniyonlarini alirsak, P.Q =0 olur.

Cebirsel olarak ise, H, dual kuaterniyonlar kimesi (3.4) deki esitlikten de

goriilebilecegi gibi pure elemanlarin tersi bulunmadigindan birimli ve degismeli bir

halka olusturmaktadir.

3.3.1 Dual Kuaterniyona Karsilik Gelen Matris

P=p,+pi+p,]+pKk=p,+P, seklinde tanimlanan bir dual kuaterniyon olsun.
Bir sol carpim fonksiyonunu,

L, i Hy > H,y

P—L,(P)=Q.P seklinde tanimlayalim.

H, dual kuaterniyonlar kiimesinin B = {1, i, J, k} baz vektorlerini kullanarak,
LQ(l):Q.lz(qo+q1i+q2j+q3k).1=q0+q1i+q2j+q3k

LQ(i)=Q.i = (0 + Qi + 0, j +05K).i = Qi +Qi* +0, ji + ki =i

Lo (1) =Q.j=(0+0i+0,J +0uK).J =0y + i +0,J° +A:Kj =0 |

Lo (k) =Qk = (0 + i +0, j + 0k ) .k = gk + ik + 0, jk + 0k * = gk

esitliklerini yazabiliriz. Béylece tanimladigimiz LQ doénisimiinin matris temsili,

Q% 0 0 O
0 O . .
A113 = 6, 0 g O seklindedir, [1].
9 0 0 q
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BOLUM 4

KOMPLEKS KUATERNIYON UZERINDE ANALIZ YAPISI

Bu boélimde kompleks kuaterniyon vektor uzaylarinin yapisi ve bu yapi lizerine kurulan

bazi cebirsel 6zellikler incelenecektir.

4.1 Kompleks Simplektik Geometri

H, kompleks kuaterniyonlar kiimesi olmak Uzere,

(Hc)n = {6 :(QllQZ""lQn)

Q eHc,lﬁtSn} kimesini ~ tanimlarsak,  (H.)"

kiimesinin elemanlarina birer vektor ve Q,,Q,,...,Q, kompleks kuaterniyonlarina da bu

vektorin bilesenleri denir.

Teorem 4.1 (]I-]I(C)n kimesi H. kompleks kuaterniyonlar yari cismi Uzerinde bir
kompleks kuaterniyon vektor uzayi olur.

ispat

(]HLC)n kiimesinin kompleks kuaterniyon vektor uzayr oldugunu gostermek igin ilk

olarak abel grup islemi tanimlayalm.

Toplama

(6,5)—)6@5
icislemi VQ=(Q,Q,,...Q,) ve VP =(P,P,,...,P,) elemanlari icin
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olur.

Grup aksiyomlarini gerceklemek istersek,
Gl) Q= (Q....Q,) ve [ =(R,...P,)e(H,)" olmak iizere,

n

Q®P=(Q+R,Q,+P,...Q +P,)e(H.)" oldugundan @ islemi

aksiyomunu gercekler.

G2) Q=(Q,Q,) ve P=(R,...R,),R=(R,,...R,) e(H,)" olmak iizere,

(Q®P)®R=(Q+P.Q+P,,..Q,+P)®(R,...R))
—(Q+P+R,Q,+P, +R,,...Q,+P,+R))
=(Qn,Qn,...,Qn)@(Pl+R1,P2+R2,...,Pn+Rn)=6@(5@§)

esitliginden birlesme aksiyomu gerceklenir.

G3) Q@®P=Q vani (Q,...Q,)®(R,...P.)=(Q,,...Q,) esitligivar iken,

(Q+P.Q+P,...Q,+P)=(Q,-.Q,)

Q1+P1:Q1
Q,+F=Q,

esitliklerinden P, =...=P, =0 bulunur.

Qn + Pn = Qn
Dolayisiyla @ isleminin etkisiz elemani (0,0,...,O) dir.
G4) (Q,...Q,)®(R,...R,)=(0,0,...,0) esitligi var iken

(Q1+Pl,Q2 +PR,,...Q, + Pn)=(0,0,...,0)
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Q+P=0
Qz + Pz =0

esitliklerinden P =-Q,,P, =-Q,,...,P, =-Q, bulunur.
Q,+P, =0

Dolayisiyla Q =(Q,,...,Q,) elemaninin ® islemine gore tersi (—Q,,—Q,,...,—Q, ) dir.

Dis islem

n

O:H, x(H,)" - (H,)
a,Q >a®Q =(aQ,,aQ,,...,aQ,)

seklinde tanimlanan dis islemin 61,62 e(HC)n vektorleri ve a, oy, a, € H. kompleks

kuaterniyonlari igin asagidaki 6zellikleri sagladigi agiktir.
V1) a@(@+@):a®@+a®@

V2) (4 +@,)0Q=0,0Q+a, ©Q

V3) (a1a2)®6 =a, G)(a2 06)

V41, 0Q=0Q

(]HLC )n kiimesi tanimlanan dis islem ile birlikte sol kompleks kuaterniyon vektor uzayi

olur. Benzer bicimde,

o (H.)" xH, —(H.)"

(Q.8)>Qes=(AB.Qp....Q.5)

seklinde tanimlanan dis islem ile birlikte de (]HLC )n kiimesi sag kompleks kuaterniyon
vektor uzayi olur.
Sonug 4.1 Boylece {(Hc)n,(-B,HC,+,.,O,0} sistemi H. kompleks kuaterniyonlar yari

cismi Gizerinde bir kompleks kuaterniyon vektor uzayi olur.
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n

Tanm 4.1 ( ):(H.)" x(H.)" —(H.)
(Q)~{r.0)=2 R0

seklinde tanimlanan islem eger asagidaki aksiyomlarini saghyor ise, (]I-]IC)n Uzerinde

kompleks simplektik carpim adini alir.
PD(Q.+Q;.P)=(Q.P)+(Q;. P)
+R)=(QR)+(QF)

P2)<
P3)(Q.Qa)=(Q.Q,)a
<

P4)(Qa.Q,)=2(Q.Q,)

Bu tanima gore <6(3> = anatQt = Zn:”Qt ||2 olmaktadir, [11].

4.2 Kompleks Kuaternizasyonlastirma

4.2.1 Direkt Toplamlar ile Kuaternizasyonlastirma

Kompleks kuaterniyonlar kimesini I, ile gostererek, H, kiimesinin ikinci isleme gore

degismeli olmadigini ve bu nedenle yari cisim oldugunu 6nceki bollimde belirtmistik.
Kompleks kuaterniyon yari cismi lzerinde vektor uzayr olusturmak igin, dis islem

aksiyomlarini sag ve sol olarak ayri ayri incelemeliyiz.

Tanim 4.2 V.. bir kompleks vektér uzayi ve H. kompleks kuaterniyonlar kiimesi olmak

uzere Q=Q,+Qi+Q,j+Qk eH. kompleks kuaterniyonu ve )a(eV(C vektoéri igin,
Qx=(Q+Qi+Q,] +Q3k)§<:(Qoi,Qli,in,Qgi):(wl,wz,wg,WA) seklindeki
elemanlardan olusan ve VHC ={Q.;(‘ Q.)ﬁ(=(W1,W2,W3,W4),Wi eV, i=] 2,3,4} ile
tanimlanan kiimeye V. kompleks vektér uzayinin kompleks kuaternizasyonlagtiriimasi

adi verilir, [12].
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Teorem 4.2 V. kompleks vektdr uzayi ve bu vektér uzayinin kuaternizasyonlastiriimasi
olan V; kumesi, H. kompleks kuaterniyon yari cismi Gzerinde kompleks kuaterniyon

vektor uzayidir.
ispat

V. kuaternizasyonlastiriimasinin  kompleks kuaterniyon vektér uzayr oldugunu

gostermek icin ilk olarak @ ile gosterdigimiz bir abel grup islemi tanimlayalim.
Toplama

D:Vy xVy >V
(W, W, Wy, W, ) D (Vg V0 Vg,V ) = (W Vg, Wy 4V, Wy + Vg, W, +V, ) (4.

simdi de Vi, nin tanimlanan @ islemine gore (2.1) ile verdigimiz grup aksiyomlarini

gercekledigini gosterelim.

GL) (W, Wy, Wy, W, ) D (Vy, Vi, Vi,V ) = (W Vg, Wy Vi, Wy + Vg, W, +V, ) €V kapalilik

aksiyomu gerceklenir.

G2) (W, 4V, Wy +V,, Wy +Vy, W, +V, ) D (Y, Y, V50 V)
:(W1 TV Y Wo V5 Yy, Wa + V3 + Y5, W, +V, + y4)
= (W, Wy, Wy, W, ) @ (V; + Y3,V + You Vg + Yau Va + Yy)

esitliginden birlesme aksiyomu gercgeklenir.

G3) (W, Wy, Wy, W, ) D (Vy, Vy, Vs,V ) = (W, Wy, Wy, W, )

(W, 4V, Wy + VW Vg, Wy 4V, ) = (W, Wy, Wy, W, )

W, +V, =W,
W, +V, =W,
22 72 esitliklerinden V; =V, =V, =V, =0 elde edilir.
W; +V; =W,
W, +V, =W,

Dolayisiyla @ isleminin etkisiz elemani (0,0,0,0) dir.
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G4) (W, Wy, Wy, W, ) €V, elemanticin,

(W, Wy, Wy, W, ) @®(V,,V,,V5,V, ) =(0,0,0,0) iken,

w,+v, =0 v, =-w,

W, +V, =0 .- . Vo =—W, -
esitliklerinden elde edilir.

w; +Vv, =0 Vy =—W,

w,+v, =0 V, =W,

Dolayisiyla (W, W,, Wy, W, ) €V, elemaninin tersi (—w;,—W,, —W,,~Ww, ) olur.
Dis islem
(W, Wy, W, W, ) eV, ve Q=0Q,+Qi+Q,j+Qk e H. olmak uzere,
o H. ><VH: —)VH‘C
Q. (W, Wy, Wy, W, ) = (Q + Qi +Q, j + Qs ) o (W, Wy, Wiy, W, )

Q0W1 - Q1W2 - Q2W3 - Q3W4 ) Qowz + Q1W1 + Q2W4 - Q3W3 )
= (4.2)
Q0W3 - Q1W4 + Q2W1 + Q3W2 ) Q0W4 + Q1W3 - Q2W2 + Q3W1

seklinde tanimlanan dis isleme gore (2.2) ile verdigimiz vektdr uzayr aksiyomlarini

gercekleyelim.

V1) (W, Wy, Wy, W, ), (V3 V5, V5,V ) €V ve Q=Qy +Qi+Q, j+Qk e H. olmak tizere,
Qo (W, Wy, Wa, W, ) @ (Vy,V,, V5, V, ) )

(Q+Qi+Q, j +QuK) @ (W, +V;, W, +V,, Wy +Vy, W, +V, )

(4.2) ile verilen dig islem tanimini uygularsak,
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Qow, —QW, —Q,W; —Q;w,, QoV; —Qv, —Q,Vv; —Quv,,
_ Q1W1 + Qowz - Q3W3 + Q2W41 ® Q1V1 + Qovz - Q3V3 + Q2V4!
Q2W1 + stz + Qowa - Q1W4 ' Q2V1 + Q3V2 + Q0V3 - Q1V4 )
QW —Q,W, +QW; +QyWw, Qv —QyV, +Qv; +QpY,

- (Q o (W, W, W3,w4)) @(Q o (Vy,Vp, Vs, V, )) esitligi gerceklenir.

Diger vektor uzayl aksiyomlari da benzer sekilde gosterilebilir. Bu dis islem ile birlikte

V,, kimesi, H, kompleks kuaterniyon yari cismi tizerinde sol kompleks kuaterniyon

vektor uzayi olur.

©:V,, xH, >V,
(W Wy, W, W, ), Q —> (W, W, Wa, W, ) O (Qp + Qi+ Q, j + QK)

WlQO - Wle - W3Q2 - W4Q3 ! W1Q1 + Won + W3Q3 - W4Q2 )
- (4.3)
W1Q2 - W2Q3 + W3Qo + W4Q1’ W1Q3 + WzQz - W3Q1 + W4Qo

seklinde tanimlanan dis islem ile birlikte VH: kiimesinin sag kompleks kuaterniyon

vektor uzayi aksiyomlari da benzer bicimde gergeklenir. O halde su sonucu verebiliriz.

Sonug 4.2 {VH@ O, H,+,.,0, } ifadesi bir kompleks kuaterniyon vektor uzayi olur.
Not 4.1V, kompleks kuaterniyon vektdr uzayinin (W, w,, Wy, W, ) elemantile,

(W, Wy, Wy, W, ) = (=W, Wy, —W,, W, )

j(Wl’WZ’WS’W4):(_W31W4’W1’_W2) (4.4)

K (W, Wy, Wy, W, ) = (=W, =Wy, Wy, W)

carpimlarini tanimlayalim.

(W, Wy, W, W, ) =(w;,0,0,0)+(0,w,,0,0)+(0,0,w;,0)+(0,0,0,w, ) seklinde bilesenleri

ayirirsak ve (4.4) ile verdigimiz i, j,k carpim ifadelerini kullanirsak,

48



(W, Wy, W, W, ) =(w;,0,0,0)+i(w,,0,0,0)+ j(w,,0,0,,0)+k(w,,0,0,0)

(W, Wy, Wy, W, ) = W, +iw, + jwg +kw,
esitligini yazabilecegimizden V;, kompleks kuaterniyon vektor uzayini,

Vi, =V ®V, ®V, BV,
(4.5)
Vi, =V +iVe + jVe KV,

biciminde de ifade edebiliriz, [8].
Tanim 4.3 V. bir kompleks vektér uzayr ve bu vektér uzayinin kompleks
kuaternizasyonlastirilmasi V;; - olmak Gzere,
gH: :V«: _>VIHIC

w=(w,w,)—>d.(w)=(w,0,0,0) (4.6)
seklinde tanimlanan fonksiyona V. kompleks vektor uzayinin V,, igine gémiilmesi
denir, [12].
Teorem 4.3 Bir V. kompleks vektor uzayinin kompleks kuaterniyonlastiriimasi V,,

olsun. Eger V. kompleks vektor uzayinin bir C bazi 1<t<n icin {e} ise, V.

kompleks kuaterniyon vektor uzayinin bir H. baz {(et,0,0,0)} olur, [12].

ispat

Eger Vo =0 ise, (4.5) ile verdigimiz V, =V, ®V, BV, @V, esitliginden V,, =0
oldugu agiktir. O halde V. # 0 ve V. kompleks vektér uzayinin bir C bazini {e } olarak
alalim.

Germe Aksiyomu

V;;. kompleks kuaterniyon vektér uzayinin (w,w,,w,,w,) elemanindaki her bir

W, eV, (i =12,3, 4) bileseni kompleks vektdr uzayinin elemani oldugundan, €, lerin

C lineer kombinasyonu olarak yazilabilir.

O halde bu bilesenler igin,
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Wy

(o +ict, )e,, W, = Zn:(ﬁt +iB,)e,

Il
-
=1 'LM:

4.7)

n

W, = (}/t +iy, )et, W, 22(/4 +ig, )et
t=1 t-1

lineer kombinasyonlari vardir.

(W, W, W, W, ) =(w;,0,0,0)+(0,w,,0,0)+(0,0,w;,0)+(0,0,0,w, )

esitliginde (4.7) ile verdigimiz lineer kombinasyonlar yerine yazilirsa,
n

=(Z(at +iat')et,0,0,0J+(0,tZl:(,Bt +iﬂt')et,0,0]

t=1

{o,o,zn:(yt +iy't)et,o}{o,o,o,zn:(ut +iy't)etj

(4.8)
t=1 t=1

esitligi elde edilir. Bu son ifade (4.4) ile verdigimiz ¢arpimlardan vyararlanilarak

dizenlenirse,

= (e +ie )+ +IA )+ (7417 +k (1 +i8))(@,0.0,0) (4.9)

t=1

bulunur. Burada o, +ia,, B +iB,, 7, +iy, 14 +iu, € C kompleks sayilar oldugundan
{(¢,,0,0,0)} sistemi V,; kompleks kuaterniyon vektdr uzayinin bir H. lineer geren

kiimesi olmaktadir.
Lineer Bagimsizlik

5 kompleks kuaterniyon vektér uzayinin bir H. lineer geren kimesi olan
{(et,0,0,0)} sisteminin V,; nin bir H_. bazi oldugunu gostermek igin lineer

bagimsizliklarini inceleyelim. Yani, Vt=1,2,...,n degeriicin

(o +iB,+ jy, +kuy)(,0,0,0)+ (e, +if, + j7, + k1, )(e,,0,0,0)
(4.10)
+ot+ (o, +iB,+ iy, +ku, )(e,,0,0,0)=(0,0,0,0)

esitligi varken o, +i4, + jy, + Kz, =0 oldugunu géstermeliyiz.

Bu son ifade diizenlenirse,
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(8 + a8, +..+a,8,,0,0,0)+i(fe + Be,+...+ 5,8,,0,0,0)+

(4.11)
i(718 +7,8 +..+7,6,,0,0,0)+k (18 + 1,8, +...+ 14,€,,0,0,0) = (0,0,0,0)
elde edilir ve (4.4) denklemleriile verdigimiz ¢arpimlardan da,
(8 + e, +..+2,€,,0,0,0)+(0, Be, + e, +..+ B.€,,0,0) +

(4.12)

(0,0, 7,8, +7,8, +...+7,6,,0)+(0,0,0, 1.8, + 11,8, +...+ 11,€,) = (0,0,0,0)

elde ederiz.

ol +a.e, +..+a.k, e+ 5e+..+ e,
=(0,0,0,0) esitliginde karsilikli
V€ Vo6, F o+ VB 8 F L., . L.,

bilesenleri birbirine esitlersek Vt=12,..,n degeri icin o, =8 =y, =4 =0 olur.

Dolayisiyla Vt=1,2,...,n icin e, +if, + jy, +Ku, =0 bulunur.

Onerme 4.1 V, ve V' . kompleks vektor uzaylari ve bu vektor uzaylarinin kompleks
kuaternizasyonlari sirasiyla V, ve V', olsun. Eger ¢.:V.—V . bir C lineer

doénisim olmak Gzere, bu dontsimi
Py, :VH: —>V'H:
(W1’W2’W3’W4) — P, (Wl’Wz’W31W4) = (¢<c (W1)1¢C (W2)1¢<c (Ws)’goc (W4)) (4.13)

seklinde tanimlanan bir H lineer donustimine genisletebiliriz ve eger g, ,g'H: (4.6)

ile tanimladigimiz gibi birer gdmme ise, asagidaki diyagram degismelidir, [12].
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v

Os:. 9.

>V

>

Vi, Py, VIH:
Sekil 4.1 Kompleks kuaterniyon dontisimleri diyagrami
Ispat

Yukaridaki 6nermede (4.13) denklemi ile verilen ¢, 1V —>V'H: déntsiminin M.

lineer oldugunu gosterelim.
L1) (W, Wy, Wy, W, ) Ve (V,V,,V,,V, ) €V, olmak Uzere,
Oy (W0 Wy, W, W, ) D (Y, V5V, )) = @3 (W 4V, Wy -V, Wy 4V, W, +V, )
(4.13) ile verilen esitlikten,
(0 (W V), 00 (W, +V, ), 00 (Wy +V3 ), 0 (W, +V, )) vazili,
@ dénusuiminin C lineerliginden ise,
((Pc (W1)+§0<c (Vl)’¢(c (W2)+(9<c (Vz)’(oc (W3)+(9<c (V3)1¢C(W4)+§0<c (V4))

= (e (W), 20 (W), 02 (W3), 2 (W,)) @ (22 (W) 2 (Vo) e (V) 0 (Vi)
=y (W, Wy, W, W, ) @ @y (V1,V,,V5,V,) elde edilir.

L2) (W, Wy, W, W, ) €V, ve Q=0Q, +Qi+Q,j+Qk € H, olmak izere,

2 (QO(W Wy, vy, w,)) =@ ((Q+Qi+Q,j+Quk) O (W, Wy, Wi, W, )

(4.2) ile verdigimiz dis islemden,
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QoW —QwW, — QW — QW Quw, + QW +Q,W, — QW
= P yazabiliriz.

Q0W3 - Q1W4 + Q2W1 + Q3W2 , Q0W4 + Q1W3 - Q2W2 + stl

(4.13) denkleminden ise gerekli islemler yapilirsa,

Qo (W) = Qo (W, ) — Qo (W5 ) — Qe (W)

| Qo (W) + Qe (W) + Qo (W, ) = Qup (W)
| Qo (W)~ Qe (W,) + Qo (W) + Qe (W)
e (W) (w;) )

((Qo + Qi +Q, J +Quk) @ (W, ), (Q +Qui +Q, ) +Qgk ) o (Wz),]
(Qo +Qi+Q, ] +Q3k)(”<c (Ws)'(Qo +Qi+Q, ] +Q3k)§9<c (W4)

(Qo+Qi+Q i +Qk) (e (W), 0c (W), 0 (W), e (w,))
QO @y (W, W,,w,,w,) bulunur.

Benzer sekilde sag lineerlik incelenirse,

0 (W, Wy, Wa, W, ) O(Q, + Qi +Q, j +Q)k))

(4.3) ile verdigimiz dis islemden,

[WlQO = WoQ —WQp —W, Q5 WQ, +W,Qq +W,Q; —W,Q, ’j
wQ, _W2Q3 + W3Qo +w,Q,, W1Q3 +W,Q, —W3Q1 + W4Q0 yazabiliriz.

(4.13) denkleminden gerekli islemler yapilirsa,

@c (W) Qo — @ (W,)Q, — @ (W5)Q, — o (W, ) Qs,
P (W) Qe (W) Qo+ (Wy) Qg — o (W, ) Q,
Pc (W) Q, —@c (W) Qs + 0 (Ws) Qo+ (W, )Q
Pc (W) Qs + 0. (W) Q, — 0 (W3)Q, + . (W, ) Qg

L@c (Wl)(QO +Qi+Q, ] +Q3k)’(0<c (Wz)(Qo +QI+Q, ] +Q3k)’}
Pe (Ws)(Qo +Qi+Q,j +Q3|(),(D(C (W4)(Qo +Qi+Q,] +Q3k)
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((0@ (Wl)’(oc (Wz)’(% (Ws)’@c (W4))(Qo +Qi+Q, ] +Q3k)
=Py, (Wl,W21W3,W4)®(QO +Qi+Q, ] +Q3k) bulunur.

Burada tanimladigimiz ¢, ‘ye ¢, dénisiminin kompleks kuaternizasyonlastirilmasi

adi verilir.

Teorem 4.4 V. ve V . kompleks vektor uzaylar ve bu vektor uzaylarinin kompleks
kuaternizasyonlastiriimalari sirasiyla V. ve V'H: olsun. Eger ¢.:V, >V . bir C
lineer donisim ve kompleks kuaternizasyonlastirilmasi da (4.13) denklemi ile

verdigimiz gibi tanimli bir H. lineer doniisiim olmak tzere, gekg, =(cekep.), ve

Pis. (VHC ) = ((oc (Ve ))]HI,‘ esitlikleri vardir, [12].

ispat
@ Ve =V ¢ C lineer doéntgiminin cekirdegini
cekgp,. = {X eVeip.(x)= 0, } Ve ve @ 1V, oV dontstimunin

cekirdegini  de Qek(pH”:{XEVH”Z(pH“(X):OV. }CVH/‘ ile  verelim. Burada
(cekp.), =cekgy, esitligini gostermek icin ilk olarak Vxe(gekge ), <V

elemanini igin X =(x,,X,,X;,%,) olmak Uzere quC(X):OV.H” oldugunu goésterelim. O

halde Puc (X1’ Xa1 X1 X“) - ((D(C (Xl)’% (XZ)’(pC (X3) 1P (X4)) - (Ov': ’Ov': ’Ov': : Ov': )
seklinde oldugundan Py (x) = Ov',,{w elde edilir. Dolayisiyla x e Qekqu: olup
((;ek% )H: — Qek(pH: (4.14)

yazilabilir.

Diger taraftan Vxegekp, <V, eleman icin  Xx=(X,X%,,X%;X,) seklinde olup

X %, X5, X, €V, dir.
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0. (%% X %) = (02 (%), (3),0: (6), 22 (%)) =(0,..0,,..0,. .0, ) oldugundan
?c(%)=0,, 2. (%)=0, ,0.(x)=0, ve ¢.(x,)=0, elde edilir. Buradan
X, €GeKgy, X, € geko,, X, ecekgy, X, ecekg.  ve buradan da XE(QEK(D(C)H:
olmaktadir. Dolayisiyla

gek¢@ﬁc:(gek¢b)H: (4.15)
yazilabilir.
Sonug olarak (4.14) ve (4.15) ifadeleri goz 6niine alinirsa ((;ek(p(c)HE = Gekg,_esitligi
gosterilmis olur.
Benzer sekilde, P (VHC)=(¢C (V(C ))HC esitliginin varligini gostermek istersek,
vy ey, (VH:) elemanini aldigimizda ¢, (x)=yolacak sekilde xeVy  vardr.
y=(yl,y2,y3,y4) seklinde oldugundan ve P donldsimiinin tanimindan ve
Y= (Y00 Yar Yo Ve ) = 0. (%) = (00 (%), (%), 0 (%), 0 (%)) € (0 (Vo).
esitliginden  ye(g, (VC))HC olur ve @y (VHE)C((pC (VC))H: yazilir. Tersine
ye((o(C (V(C))]HI: elemanini  aldigimizda  y=(y,,¥,,YsY,) seklinde oldugundan
P (%)= Y1, 0 (%) =Y, 0. (%) = Y5, 0. (X, )=y, olacak sekilde Y,,¥,,¥; Y, €V ¢
olur.  Dolayisiyla  y=(Y,,¥,,Ys:Ys) €V . =0 (VH:) olur.  Buradan da

(e (Ve ))H C @y, (VH ) yazilarak istenilen esitlik gésterilmis olur.

Sonug 4.3 Eger ¢ 1V, —)V'<C bir C lineer dontisiim ve kuaternizasyonlastiriimasi da
Py :VH: —)V'H:

(Wl’WZ’W3’W4) — P, (W17W2vW3’W4) :((/7<c (Wl):¢’<c (W2)1¢<c (Wa)’@c (W4))

seklinde tanimh Hl. lineer dénlsim ise, ¢, bir izomorfizma iken ¢, doénisimi de bir
izomorfizmadir.
ispat
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Varsayalim ki ¢ :V. —V . lineer déniisimu bir izomorfizma olsun. Bu durumda ¢
déntisimii bir C lineer déniisiim iken @y Nin de H lineer oldugunu biliyoruz. Py
donustiminin birebirligini géstermek icin X, X,, X;, X, €V, olmak tizere Vx eV igin

@ (x)=0 iken x=0 oldugunu géstermeliyiz.

0. (%% X %) = (02 (%), (3),0: (), 22 (%)) =(0,..0,.. .0, .0, ) ~oldugunda
%(xl)zov,:, %(Xz)=0\,':’ %(xa):ov'_‘ ve %(XU:OV-C dir. @ dénusimi
izomorfizma oldugundan 1-1 ve érten olup, . (%)=0, , @.(%)=0, , ¢.(%)=0,
ve (p(c(x4):0\/‘: icin X, =X, =X, =X, =0, yani x=(X,X,, X;,X,) =(0,0,0,0) elde edilir.
Buradan da Py H. lineer dénisimi 1-1 dir. Py donidsimiinin ortenligini
gostermek icin Vy EVIH: elemani igin @H:(x)zy olacak sekilde 3X eVHC oldugunu

gosterelim. vy eV, elemant igin

P (Xl’ X51 X3, X4) :(§0<c (X1)1§0<c (Xz)1¢)(c (X3)1(P<c (X4)) =(y1’ Yo Yas y4) =Y esitliginden

go(c(xl)zyl,(pc(xz)zyz,go(c(x3)=y3 ve (p(c(x4)=y4 bulunur. ¢. dénusimi bir

izomorfizma oldugundan VY, Y,, s, Y, €V . igin

gD(C(Xl):yl’(D(C(XZ):yW(D(C (X3)=y3,¢zc(x4)=y4 olacak sekilde 3X,%;,%;,X, EV]HL:
vardir. O halde Py, doénisimiinin de ortenligi gosterilmis olur. Sonug olarak P,

doénisimi de izomorfizmadir.

4.2.2 Tensor Carpimi ile Kuaternizasyonlastirma

Tanim 4.4 V. kompleks vektor uzayr ve H. kompleks kuaterniyon yari cismi
verilsin.Q=Q, + Qi +Q,j +Q,k e H. kompleks kuaterniyonu ve x eV, vektorii igin
QOX=(Q+Qi+Q,j +QK)®x=Q, ®x+Qi®x+Q, ] ®x+Qk ® X esitliginde

(2.5) ile verdigimiz tensor carpimin lineerligini kullanirsak Q. € C kompleks sayilar

oldugundan, Q®x=1®Q,x+i ®Q x+ j®Q,x+k ®Q,x ile yazilabilen (QH;(:Wi)
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olarak alinirsa Q®x=1Qw, +i®w, + j®w, +k ®w, seklindeki elemanlardan olusan
ve H,®.V, ={Q®§< QEOX=10w +i®W, + | ®W, +k®W, W, €V,,i =1,2,3,4}
seklinde tanimlanan kiimeye V. kompleks vektdr uzayinin tensér ¢arpim ile kompleks
kuaternizasyonu adi verilir, [12].
Tanim 4.5 V. kompleks vektor uzayi ve bu vektdr uzayinin kuaternizasyonlastiriimasi
H. ®. V. olmak lzere,

Gy Ve &> He ® Ve

w1, ®w (4.16)

seklinde tanimlanan fonksiyona V. kompleks vektér uzayinin H.®.V. igine
gomiilmesi denir, [12].

Teorem 4.5 V. kompleks vektor uzayi ve bu vektdr uzayinin kuaternizasyonlastiriimasi
olan M. ®.V, ifadesi . kompleks kuaterniyonlar yari cismi Gzerinde kompleks

kuaterniyon vektor uzayidir.
Ispat
H. ®. V. kimesinin vektor uzayi oldugunu gdstermek icin ilk olarak abel grup islemi

tanimlayalim.

Toplama

®:(H, ®. V.. )x(H, ®.V, ) — (H, ®. V)
((11141«; ®X)’(1HC ® Y)) —1; ®(x+y)

seklinde tanimlanan @ islemine gore (2.1) ile verdigimiz grup aksiyomlarini

gercekleyelim.

Gl) lH: ®(x+ y) e H. ®.V, oldugundan kapalilik aksiyomu gerceklenir.
G2) (1H: ®(x+ y))@(lH: ®z):1H: ®(x+y+2)

=(1H¢ ®x)€r)(1H@ ®(y+z))
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oldugundan birlesme aksiyomu gergeklenir.
G3) (Ly, ®X)® (1, ®Y)=(1, ®(x+Y))=(L,, ®x) esitligi var iken,
(Ls, ®(x+y=x))=0=y =0 bulunur.
O halde ® isleminin etkisiz elemani (1, ®0) dir.
G4) (L, ®x)®(1, ®y)=(1, ®0)=(L, ®(x+y))=(L, ®0)
= X+y=0=y=—x
O halde (1, ®X) elemaninin tersi (1, ®-X) elemanidir.

Dis islem

O H, x(H, ®V,.) = (H, ® V)
Q. (L. ®X)>Q0(L;, ®x)=QL, ®X

seklinde tanimlanan dis isleme goére (2.2) ile verilen vektdr uzayl aksiyomlarini

gercekleyelim.
V1) QO((Ly,. ®x)+ (L, ®Y))=Q0(L, ®(x+Y))=QL, ®(x+y)

=Q.L, ®x+Ql, ®y

=Q0(L;. ®x)+Q0(L, ®Y)
V2) (Q+Q,)0(Ly, ®X)=((Q+Q,).L;. ®x)=(Q.L;, ®x)+(Q,.1, ®X)

=Q 0(1, ®x)+Q, (L, ®x)

V3 Q.Q,0(L; ®X)=Q.Q, 1, ®x=Q0(Q1, ®x)=Q0(Q,0(L; ®x))
Va1, oL, ®x)=(L, ®X)

Bu aksiyomlar ile birlikte H . ®. V. sol kompleks kuaterniyon vektor uzayidir.

58



o:(H. ®.V, )xH, —(H, ®.V,.)
(QL:. ®x) > (L, ®x)0Q=1, Q®X

ile tanimlanan dis isleme gére de ayni aksiyomlar gerceklenir ve H_. ®.V, ifadesinin

sag kompleks kuaterniyon vektor uzayi oldugu goérulir.

Sonug 4.4 {(]HLc ®: Ve ), @, ]HLC,+,.,®,0} ifadesi bir kompleks kuaterniyon vektér uzay!

olur.

Teorem 4.6 V. bir kompleks vektdr uzayi ve bu vektdr uzayinin kuaternizasyonlari V;,

ile H. ®. V. olsun. Bu taktirde,
fo Vi, = He ®: Ve
(W, Wy, Wy, W, ) = F (W, W, W, W, ) =1@W, +T ®W, + W, +k®w, (4.17)
seklinde tanimlanan bir H . lineer izomorfizma vardir, [12].
ispat

Yukarida (4.17) esitligi ile verildigi gibi bir degere sahip olan f, fonksiyonunun H,

lineer oldugunu gosterelim.

L1) (W, W,, Wy, W, ) ve (V,,V,,V,,V, ) €V, olmak lzere,

Fo (W0 Wy, W, W, ) (VW5 V0V, ) ) = (W 4V, Wy, W 4V, W, +V,)
(4.17) ile verilen f, fonksiyonunun tanimindan,

1®(W,+Vy)+Hi®(W, +V, )+ j®(W, +V,; )+ k ®(w, +V,) yazilir ve (2.5) ile verilen
tensor carpimin lineerliginden de,

1OW, +1QV, +1OW, +i®V, + jOW, + jOV, +k®W, +k®v,

= £, (W, W, Wy, w, )@ £, (V,,V,,V,,v,) bulunur.

12) Q=Q, +Qi+Q,j+Qk e H. ve (w;,w,,w;,w,) eV, olmak izere dis isleme gore

sol lineerligi incelersek,
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fW((Q0 +Qi+Q, ] +Q3k)®(wl,wz,w3,w4))

(4.3) ile verdigimiz dis islem tanimindan,

f (QOWl —Qw, — Q,w; — Qaw,, QuW, + QW +Q,W, —Q,w,

yazabiliriz ve (4.17) ile
1Q0W3 _Q1W4 + Q2W1 + stz | Q0W4 + Q1W3 _szz + Q3Wl] ( )

verdigimiz fonksiyonun tanimindan,
=1® (Qowl - Q1W2 - Q2W3 - Q3W4 ) +i ®(Q0W2 + Q1W1 + Q2W4 _sts)
+j ®(QuwW; —QW, +Q,w, +Q,W, ) +k ®(Quw, +Qw; —Q,w, +Q,w, )

=Q,®wW, —-Q, W, —Q, dW, —Q, ®W, + Qi ®W, +Q i ®W, + Qi ®wW, —Q,i ®W,
+]Q ®w,

-jQ ®w, + jQ, ®w, + jQ, ®w, +kQ, ®w, +kQ, ®w, —kQ, ®W, +kQ, ®W,
=(Q+Qi+Q i +QK)®OW, +(—Q + Qi +Q,j —Qk)®w,

+(—Q, — Qi +Q j +QK)®W, +(—Q; +Q,i —Q j + Qk ) ® W,
=(Q+Qi+Q,j +QK)®W +(Q, +Qi +Q,j +Qk)i ®w,
+H(Q+Qi+Q,j+Qk) jOW, +(Qy+Qi+Q,j +Qk )k ®w,
=(Q+Qi+Q,j+Qk)(1®W, +i®W, + j®w, +k®W,)
=(Q+Qi+Q,j+Qk)0O f, (W, w,,w;,w,) bulunur.

Benzer bicimde sagdan ¢arpima gore lineerligi incelersek,
fw((wl,wz,ws,w4)o(Qo+Qli+Q2j+Q3k))

= f (WlQo - W2Q1 - Wst - W4Q3 1 W1Q1 + Won + W3Q3 - W4Q2 ’]

W1Q2 - W2Q3 + WsQo + W4Q1! W1Q3 + W2Q2 - W3Q1 + W4Q0

=1® (WlQO —-W,Q, —wW,Q, —w,Q, ) +Hi® (W1Q1 +W,Qp +W,Q; —W,Q, )

+j®(WQ, —W,Q; +W,Q, +W,Q, ) +k ®(W,Q; +W,Q, —W,Q, +W,Q, )

=1®0wQ, -1®w,Q, —1®w,Q, -1®w,Q, +i1 ®W,Q, +i ®W,Q,
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+HOW,Q, -1 ®W,Q, + ] ®WQ, — j OW,Q, + j ®W,Q, + j ®W,Q,
+k @W,Q; +k ®wW,Q, —k ®wW,Q, +k ®wW,Q,

=10W, (Qy+Qi+Q, j+Qk)+i®w,(Q,+Qi+Q,j+Q)k)

= jOW,(Q+Qi+Q,j+Qk)+k®wW, (Q, +Qi+Q,j+Qk)
—(1®W, +i ®W, + j W, +k ®W, )(Q, +Qi+Q, j +QK)

= f, (W, W,, Wy, w, )@ (Qy +Qii +Q, j +Q.k)

= f, (W, w,,w;,w,)eQ bulunur.

Boylece f, fonksiyonunun m_ lineerligi gosterilmis olur. f, fonksiyonunun

w w

izomorfizma oldugunu gostermek icin,
9y 1 He ®: Ve =V
(1®w)—(w,0,0,0)
Q®w=Q(1®w)—>Q(w,0,0,0)

seklindeki ters fonksiyonunu tanimlayalim.

g, fonksiyonunun M. lineer oldugunu gostermek igcin t=Q®weH.® V. ve

QeH. in g,(Qot)=Q0og,(t) ve g,(teQ)=g,(t)eQ oldugunu

gostermemiz gerekir.

9.(Q ©(Q®w))=g,(Q Q®W)=QQ(w,0,0,0)
=Q(Q(w.0,0,0))=Q ©g,(Q®W)

9,((Q®w)eQ)=g,(Q®WQ)=Q(w,0,0,0)Q

=(Q(w,0,0,0))Q =g, (Q®w)eQ
Sonolarak f, ile g, fonksiyonlarinin birbirlerinin tersi oldugunu gosterelim.

9y ( fo (W, W5, W, W, )) =0, (1O W, +i ®W, + j®W, +k ®W,)
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gw(fw(wl,wz,w3,w4)): gw(1®wl+i(1®w2)+ j(1®W3)+k(1®W4))

g,, fonksiyonunun H. lineer oldugunu gésterdigimizden,

gw(fw(wl,wz,ws,WA)): 9. (1®w)+g, (i®w,)+g,(j®w,)+g,(k®w,)
=(w;,0,0,0)+i(w,,0,0,0)+ j(w;,0,0,0)+k(w,,0,0,0)
= (W, W,,w;,w,) bulunur.

Boylece f,cg, =1 oldugundan f, terslenebilir bir fonksiyondur, yani f, 1-1 ve

ortendir. Dolayisiyla f,, fonksiyonu bir izomorfizmadir ve H; ®. V. =V, olur.

4.3 Kompleks Kuaterniyon Norm Uzaylari
Tanim 4.6
V. bir kompleks vektoér uzay! ve kuaternizasyonlastiriimasi VH: olsun. VH: kompleks
kuaterniyon vektor uzayi lizerinde,
[ : Ve, > R
W= (W, Wy, W, W, ) — W
seklinde tanimlanan || fonksiyonu Vv,weVy , A€M, elemanlar icin asagidaki

kosullari gerceklerse VH: kompleks kuaterniyon vektor uzayina, kompleks

kuaterniyon norm uzayi adi verilir.

NI) w0
N2)|w|=0<w=0 (4.18)
N3)[aw] = [w = 2] |w]
N4)|w-+ v < w]+ |

Kompleks kuaterniyonlar kiimesi carpma islemi (dis islem) ‘ne gobre degismeli

olmadigindan, yukarida verdigimiz norm aksiyomlarindan N3) aksiyomunun iki tarafli

da gerceklesmesi gerekmektedir, [12].
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Ornek 4.1 V. kompleks vektér uzayl ve kompleks kuaternizasyonlastiriimasi VH:
olmak lzere, eger kompleks vektér uzayini V. =C olarak alirsak V, kompleks
kuaternizasyonlastiniimasi ise V, =V .H. =H; bulunur ve V, =H_. kompleks

kuaterniyon vektor uzayidir. Bu VHC=H<C kompleks kuaterniyon vektdr uzayi,
aldigmiz QeH,. i¢cin Q—|Q|=,(Q.Q) seklinde tanimlanan norm ile birlikte
kompleks kuaterniyon normlu uzaydir.

Coziim

Norm fonksiyonu,

H:H, >R

Q-[Ql=y(Q.Q)

seklinde tanimlandigindan (418) ile verilen normlu uzay sartlarini gerceklemek istersek,

ND) Q] =+[(Q.Q) =0 oldugu agiktir.
N2)[Q]=[Q.Q) =0+ (Q.Q)=0 Q=0
N 1AQ) = {12 Q) = (@ Q)2 = ZIQF £ <[22 F[JQF J =[1lle] #<C ot
ve benzer bicimde ||QA| =[QA/|Q4|| esitligi de gosterilebilir.
N4) |Q+P|" =(Q+P,Q+P)=(Q,Q)+(Q,P)+(P,Q)+(P,P)
=Q" +(Q.P)+(Q.P)+[P

7+2=2Rez

) 2Rezs\z\ ) )
= Q" +2Re((Q.P))+[P[" < QI +2(KQ.P))+|P]

schwartz 2
< QI +2[RPl+ [P =(Il+|Pl)

Son egsitlikten her iki tarafin karekokd alinirsa |Q+ P|| <||Q|+||P|| bulunur. Dolayisiyla

H. kompleks kuaterniyon normlu uzaydir.
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Ornek 4.2 V. kompleks vektér uzayr olmak lzere bu vektér uzayinin kompleks
kuaternizasyonu V,,  olsun. Eger V. =C" kumesini alirsak, i:(xi,xz,...,xn)eC”

vektord ve Q=Q,+Qi+Q,j+Qk e H. kompleks kuaterniyonu igin,
Qx=(Q +Qi+Q,j +Qk) (X, Xy X, )
= Qu (X, Xy s X1 )+ QU (X0, Xy eeey X )+ Qy J (X, X eves Xy )+ QuK (X4, X0, X, )
= (QoXys QoXp ey QX ) +(Quix, QiiX, ..., Qi)
+(Q, 1%, Q, %10 Q, X, )+ (Qskox, QiK% ..., QukX, )

(Q0X1 +Quix, +Q, jX +Q3kxl)’(Q0X2 +QyiX, +Q, JX, +Q3|(X2),...,
= e (]HIC)

(QOXn—l + Qlixn—l + Q2 an—l + QSan—l) ! (QOXn + Qlixn + QZ an + QSan )

olmaktadir. Sonug olarak V, kompleks vektdr uzayinin kuaternizasyonu V;; =(]I-]I(C)n

kompleks kuaterniyon vektor uzayidir.

Ornek4.3 V, = (H, )n kompleks kuaterniyon vektor uzays,

[:(Fe ) > R

Q:(QI,QZ,...,QH)»||Q||=«/i6t.q

seklinde tanimlanan fonksiyon ile birlikte kompleks kuaterniyon normlu uzaydir.
Coziim

VH: :(Hc)n kompleks kuaterniyon vektér uzayi icin bu sekilde bir norm taniminin

yapilabilecegini kompleks simplektik geometri kisminda gostermistik. Bu sekilde

tanimlanan ||| fonksiyonu i¢in normlu uzay sartlarini gerceklemek istersek,
1
n __ n 2
Nl)”Q”ﬂfZQtQt ={Z||Qt||2} >0 oldugu agiktir.
=) =
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N2)Q] - /i@q {i”q”z}z=o@zn:||Qt||2=o Vt=12,...n degeriicin

Q=(Q,Q,,...Q,)=(0,0,...,0) bulunur.

N3)||AQ||=\/iz_th =\/i@zq =\/i6t||ﬂ||2q

=14 | 2.0Q =il

=

N4)[Q+P|=|(Q+P.Q,+P,...Q, +P,)

- (2l el - SReR@ R

t=1

|

2

- [Z(@+F)(@+R) | 300 QR +FQ + AR

t=1

N |-
N |-

- Sof +2Re(6ta)+nen2} o

< Slaf +2far]1er |

N~
N~

- Skl s2f@liel+IRr [ | Siar 2ialiel+Ier |

N

n

- S.(l1RIy |

L t=1

< Sl [+ Sl
“Jl+1Fl

Teorem 4.7 V. kompleks normlu uzay olmak lizere, V. nin kompleks kuaternizasyonu

olan H. ®.V, ifadesi de kompleks kuaterniyon normlu uzaydir, [12].

ispat

V. kompleks normlu uzayinin kompleks kuaternizasyonu olan H. ®.V, ifadesinin
elemanlarini Q e Hl. kompleks kuaterniyonu ve )ﬁ(eV(C vektori icin Q®;( ile

tanimlayarak, H.®.V. = {Q@)?‘ QeH,,x eV(C} seklinde gostermistik. H. ®. V.
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kompleks kuaterniyon vektor uzayi tzerindeki norm fonksiyonunu || ile gosterirsek,
Q®xeH.®.V, elemaninin normu igin [|Q®X| yazabiliriz. Teorem 4.6 ile

gosterdigimiz V. kompleks vektdr uzayinin kuaternizasyonlari olan V;; ve H ®.V,
arasindaki izomorfluktan HQ®;(H=”Q”H;(H esitligini tanimlayalim. Bu esitlige goére

(4.18) ifadesinde verilen normlu uzay kosullarini gergekleyelim.
o fos3|-fal o
N2)|Q@x|=|Ql[X|=0= Q=0 veya [x| =0 dr.
IQ|=0ise, Q=0 =Q®x=0
HRH =0 ise, x=0 olurve Q®x=0 dir.
Tersine Q®x =0 ise, HQ@?H ~0 dr.
N3 [1(Qei)|- || = el [ -1l |- ijee

(Q@x)4]~Joz x|~ Ieat A ~Iall K|~ |ee i

N [Q @x+Q x| =[(Q + Q)@ %] ~[Q + QK]

<(l+le)|¥] <|o & +]e.©F]
Dolayisiyla tanimladigimiz norm ile birlikte H. ®.V. nin kompleks kuaterniyon
normlu uzay oldugu gosterilmis olur, [12].

Tanim 4.7 V;;  kompleks kuaterniyon normlu uzayi olsun. Eger bu normlu uzaydaki her

Cauchy dizisi yakinsak ise, V; normlu uzayina tam uzay veya Banach uzayi adi verilir,

[12].
Ornek 4.4 Vi, =H. kompleks kuaterniyon vektdr uzayinda aldigimiz bir Q e H.

kompleks kuaterniyonu igin,

Q|=(Q.Q) seklinde verilen norm tanimina gére
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normlu uzay oldugunu ornek 4.1 ile gosterdik. VH: = H . kompleks kuaterniyon normlu

uzayinin bu norma gore tamhgini gosterelim.
Coziim
VH: = . kompleks kuaterniyonlar kiimesi tizerinde bir {Qn} Cauchy dizisini alalim.
Q:N—->H,.
n—>Q(n)=Q,=Q, +Q i+Q, j+Qk

seklindeki fonksiyon ile dizinin elemanlarini beIirIeyeIim.{Qn} bir Cauchy dizisi
oldugundan Vv £>0 sayisina karsilik gelen N(&) dogal sayisi m,n>N(g) iken
|Q, —Q.| < & olacak sekilde vardir. $Simdi ise {Q,} Cauchy dizisinin Q, = Q yakinsak
oldugunu, yani vV £>0 icin ||Q,—Q| <& olacak sekilde n>N(&) sayisinin varligini

gosterelim.

{Q,} bir Cauchy dizisi oldugundan elemanlarini
Qn ZQon +Q1ni "'Qzn J +Q3"k

Qn=Q, +Q 1+Q, j+Q, k olarak belirlersek,

||Qn _anz :<CTH_Q_m)_(Qn -Q,)< &° yazilir ve ZB:‘QiH —Qim‘ <& esitsizligi elde edilir.

Son esitsizlikten ‘Qin —Qim‘<6‘ yazilabilir ve bu bize {Qin}eC ifadesinin C kompleks

sayilar kiimesinde de bir Cauchy dizisi oldugunu soéyler. C kompleks sayilar cismi tam
oldugundan bu dizi Q,— Q; gibi bir degere yakinsar. Yani Vv ¢ >0 icin HQin _QiH<5i

olacak sekilde n> N () sayisi vardir.
0 halde |Q, - Q] =|(Q,.Q, .Q;, . Q;, ) ~(Q0:QuQ. Q)

= (Qon —QO,an —Q11Q2n _QZ’QSn _Q3)

<|Q,, ~Q|+[Q, Q[ +[Q, ~Q|+|e;, -Q
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<g+eE e +g, =¢€ olur.

Dolayisiyla {Q,} Cauchy dizisinin yakinsakligi gosterilmis olur. Sonug olarak Vy, =Hg

kompleks kuaterniyon normlu uzayi verilen norma gore tamdir.

Ornek 4.5 Vi, =(Hc)n kompleks kuaterniyon vektoér uzayinin lzerinde tanimlanan

1
1Q|= ,anatQt :{Zn:”Qt”ZT normuna gore normlu uzay oldugunu ornek 4.3 ile
t=1 t=1

gosterdik. Simdi de bu norma gore tamligini inceleyelim.
Coziim
{Q} (]I-]I@ )n kompleks kuaterniyon vektér uzayinda bir Cauchy dizisi olsun. O halde,

YV & >0 sayisiigin HQk —QpH <¢& olacak sekilde k, p> N (&) dogal sayilari vardir.

Dizinin elemanlarini,

Qk :<Qk1’ka""’an)

Q, :(Qpl’sz""’Qpn) ile belirleyelim.

Biz {Q,} Cauchy dizisinin yakinsak oldugunu yani Vv &>0 sayisi icin |Q, —Q| <&
olacak sekilde k > N(g) dogal sayisinin varhigini gostermek istiyoruz. HQk —QDH<8

oldugundan,

&9, Q.0 ) (0, @2, ) <4

[Qc-Q,]=[(Q, -, Q. -Qy, Q-

n

Dolayisiyla V i degeri icin HQki -Q, H<$i oldugundan {Qki} ler H,. de Cauchy dizisi

olur. Ornek 4.4’ de H. nin tam oldugunu gésterdigimizden Q, —Q olacak sekilde
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yakinsadigi bir nokta vardir. Yani V& >0 igin HQki —QiH<5i olacak sekilde & >0

sayilari vardir.

o, -0.0, .0, 2

[ -Ql=[(Q..Q, Q) -(QuQs1-Q))

SHle _Q1H+Hka —Q2H+...+Han -Q,

<0, +0,+..+6,=¢ olur. Boylece

{Q«} Cauchy dizisinin yakinsakligi gosterilmis olur.

4.4 Kompleks Kuaterniyon Hilbert Uzaylan

Bu bolimde daha 6nce olusturdugumuz kompleks kuaterniyon vektor uzaylari igin,

kompleks kuaterniyon Hilbert uzayinin tanimi ve bazi teoremleri verilecektir.

Tanm 4.8 V,,_ kompleks kuaterniyon vektor uzayi olmak Gzere,
<.,.> :VH”; XVH‘C — H,.
(v, W) = (v, w)

fonksiyonu vv,w,u eV, ve a,beH. elemanlari igin,

P1)(v,v)>0
P2){(v,v)=0<v=0
P3) (v +u,w) = (v,w)+(u,w) (4.19)

P4)(v,w) = <W,_V>

P5)(va,wb)=a(v,w)b

Ozelliklerini saglyorsa, <> fonksiyonuna kompleks kuaterniyon degerli i¢ garpim adi

verilir.

Eger bu i¢c carpim fonksiyonu var iken V v eVy. elemani icin ||V|| = H<V,V>H ic carpim
fonksiyonunun normuna gore tam ise, Vi, ye kompleks kuaterniyon Hilbert uzay: adi
verilir, [12].

Ornek 4.6 V. =H. kompleks kuaterniyon vektdr uzayi Uzerinde, V P,QeH,

elemanlariicin
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(., H, xH, — H,

(P,Q)—(P,Q)=PQ

seklinde kompleks kuaterniyon degerli bir i¢ carpim tanimi yapalm. V, =H_

kompleks kuaterniyon vektor uzayr bu i¢ carpim fonksiyonuna gére kompleks

kuaterniyon Hilbert uzayidir.
Coziim
ilk olarak verilen fonksiyonun (4.19) ile verilen i¢c ¢arpim aksiyomlarini sagladigini

gosterelim.

PY)(P,P)=PP=||P|" >0
P2)(P,P)=PP=|P|'=0=P=0

P3)(P+R,Q)=(P+R)Q=PQ+RQ=(P.Q)+(R.Q)

P4)(P,Q)=PQ=QP=(Q,P)
P5)(Pa,Qp)=PaQpf=aPQp=a(P,Q)p a pecC

Buradan goriliyor ki, bu sekilde tanimlanan i¢ carpim, kompleks kuaterniyon degerli
bir ic carpimdir. Bu i¢c carpim tanimina gore tamhgi 6rnek 4.4 de gosterdigimizden

kompleks kuaterniyonlar kiimesi kompleks kuaterniyon Hilbert uzayi olur.

Ornek 4.7

VH: = (IHLC )n kompleks kuaterniyon vektor uzayi,
(o) (He )" x(H) —H,
(PP P)(Q.Q,00 Q) > (R P B (R0 Q0 Q) = D R.Q,

seklinde tanimlanan i¢ carpim fonksiyonuna gore kompleks kuaterniyon Hilbert

uzayidir.
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Coziim

ilk olarak bu ic carpim fonksiyonunun kompleks kuaterniyon degerli bir i¢ carpim

oldugunu gosterelim.
P1) P=(P,P,,...P,)e(H.)" elemaninin bilesenlerini t =1,2,...,n degerleri icin

P,=R, +Ri+P, j+P, Kk seklinde tanimlarsak

P2) P=(P,P,...,P,)e(H,)" olmak iizere,

Il
M-
-0
o
Il
o
=~
D
>
<
—
Il
-
N
>
Q.
D
oQc
D
=
)
>

|[R|=0 dir.Buradan P=(R,PR,...,P,)=(0,0,...,0) olur.

P3) P=(R,R,...P,),Q0=(Q,Q,.,Q,) veR=(R,R,,..,R,) €(H,)" olmak iizere,

n —_—

(R+RIQ =X (R+R)Q=YRQ+YRQ

t=1 t=1

I
M:




P5) «, € H. olmak lizere,
(Pa,QB)=((P. P,y P ), (Q Q0 Q) B)

=R,y P) (@, Q10 Q) B

Sonug olarak VH: :(Hc)n kompleks kuaterniyon vektor uzayinin i¢ g¢arpim uzayi
oldugu gosterilmis olur. Ornek 4.5 de Vj;_ =(H.)" kompleks kuaterniyon vektor

uzayinin bu i¢ carpima gore tam oldugu gosterildiginden VH: =(Hc)n kompleks

kuaterniyon Hilbert uzayidir.

Onerme 4.2 V. kompleks kuaterniyon vektér uzayinin herhangi v,w elemanlari igin
KV,W)‘ £||V||||W|| Schwartz esitsizligi gerceklenir, [12].

ispat

v,weV, ve QeMH, elemanlarini alam ve |v—wQ| seklindeki norm ifadesini

dislinelim.

0< ||v—WQ||2 =(v-wQ,v—wQ) = (v,v)—(v,wQ)—(wQ,v) +(wQ, wQ)

0<({v,v) —(v,Ww)Q—-Q(w,v)+Q(w,w)Q

OS||V||2—<V,W>Q—(_Q<W,V>+(5||W||2Q yazilabilir. Bu esitsizlik VQ eH,. icin gegerli

oldugundan

o)

o

olarak secebiliriz. O halde

Y AR AL BT O BRAU TR

o [wi
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(v, w)f

o<y’ _W

(v )" < v
KV, W>‘ < ||V||||W|| v,weV, , Qe esitsizligi gerceklenmis olur.

Onerme 4.3 V. kompleks Hilbert uzayr olsun. V. uzayinin kompleks
kuaternizasyonlastinlmasi  olan  V,; =H_.®.V. ile tanimlanan V. nin

kuaternizasyonu olan Vi kompleks kuaterniyon vektor uzayi,
<> :(]I—]Lc @)CVC)x(IH[(C ®CV(C)—>]HLC
(Q®XP®Y)>(Q®x,P®Y)=Q(xy), P (4.20)

seklinde tanimlanan i¢ carpim ile birlikte bir Hilbert uzayi olur.
Ispat
Asagida ilk olarak V, nin bir i¢ carpim uzay! oldugunu yani, (,) fonksiyonunun i¢

carpim aksiyomlarini gercekledigini gosterelim.

P1)(Q®x.Q®x)=Q(xx)Q =" Q=[of |x] 20

P2)(Q®x,Q®x)=Q(xx)Q=Q" Q=[a |xf =0 ise,
Q|| =0 veya |x|=0 olmaldir.

Eger ||Q||:O ise Q=0 ve Q®x=0 olur.

Eger  [x|=0ise x=0 ve Q®x=0 olur.

Tersine Q®x =0 ise (Q®X,Q®x) =0 bulunur.

P3)(Q®x,P®Y)=Q(x,y)P=P{x,y)Q=P(y,x)Q=(P®Y,Q®X)

P4)(Q ®x+Q,®x,P®Yy)

(Q+Q)®x,P®Y)=(Q +Q,)(x,y)P

QX Y)P+Q, (X, y)P={Q ®X,P®Y)+(Q,®x,P®Y)

73



P5)((Q®x)a,(P®y)b)=((Qa®x),(Pb®y))=Qa(x,y)Pb=aQ(x,y)Pb
=aQ(x, y)Pb=a(Q®x,P®y)b

Dolayisiyla bu sekilde tanimlanan i¢ ¢arpimin kompleks kuaterniyon degerli i¢ ¢arpim

oldugu gosterilmis olur.
Simdi tamhigini gésterelim.

{Q@xn} Vi, kompleks kuaterniyon vektdr uzayinda bir Cauchy dizisi olsun. Yani
V &> 0igin |Q®x, —Q®Xx, | < & olacak sekilde m,n> N dogal sayilari vardir. (4.20)

de verdigimiz i carpim tanimindan,
e (%, %) =(Q®(x,~%,).Q®(x, ~x,))
=(Q®(X, =%, ), Q® (%, =%, )y =Q{(%, =X, ). (X, =, ))Q
=[Q[*[%, — X" <& vyazilir ve bu ifadenin her 2 yaninin karekéki
alinirsa [Q®(x, —x, )| =[Qll[x, =%, <& bulunur.

£
IQ]

kompleks vektér uzayinda Cauchy dizisi olmus olur. V. bir Hilbert uzay oldugundan

Bu egsitsizlikten de ||x, —x,||<:= =8, >0 yazlabilir. Dolayisiyla {x,} dizisi V,

{x,} Cauchy dizisi yakinsaktir. Yani &, >0 sayisi igin |x, — x| <&, olacak sekilde n>N

dogal sayisi vardir.

Biz {Q®x,} Cauchy dizisinin yakinsakligini, yani |[Q®x, —Q®x]| <& olacak sekilde

n> N dogal sayisinin varligini géstermek istiyoruz.
”Q®Xn _Q®X” :HQ®(Xn _X)H :”Q””Xn _X”

&

IQ]

1%, =Xl < [1%0 = X[ +[|X = X | < 8, + S, = segersek, dir ve

X, —X| <& <

£
Q]
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0@, ~Q@ x|=[Q@(x, ~x)|=IQ} b x| |0 <[l gy =+ olur. Buradar

{Q ® xn} Cauchy dizisinin yakinsakhgi goriliir. Sonuc olarak Vi, kompleks kuaterniyon
Hilbert uzayidir.
Onerme 4.4 V,;  kompleks kuaterniyon vektér uzayi, lzerinde tanimlanan i¢ carpim ile

birlikte bir i¢c ¢arpim uzayi olsun. Eger x eV, vektorini ve Qe H,. kuaterniyonunu

alirsak ve norm |x|=./(x,x) seklinde tanimli ise, [|Q®x||=/(Q,Q)(x,x) ifadesi V.

kompleks kuaterniyon vektor uzayi lizerinde bir norm tanimlar, [12].
Ispat
V, kompleks kuaterniyon vektér uzayinin elemanlari xeV. ve QeH, igin QX

seklinde oldugundan, “Qi“:||Q||“;(“ norm tanimi vardir. Teorem 4.6 dan

X||:J<x, x) seklinde
tanimli ise, [|Q® x| =,{Q®x,Q®x) =||Q|[|X| esitligi vardir. Eger her iki tarafin karesi

alinirsa, ||Q®X||2:<Q®X,Q®X>:<Q,Q><X,X> bulunur. Bu ifade icin (4.18) ile

Q®;( =(Q||. X esitligini alahm. Eger X eV, vektori igin norm,
le®x| Il || :

verdigimiz norm sartlarini gergeklemek istersek,

NDQE ]’ =(Q.Q){x X) 20

N2)JR®x| =(Q@xQ®X)=(Q.Q)(x.X) =0 Q®@x=0

NI[2(Q@x)| =[1Q@x|=(1Q®x 1Q®X) = 14(Q®x.Q®x) =4 [Q®x|

N4)|Q®x+P®Y| =(Q®x+P®Y,Q®x+P®Y)
=(Q®x,Q®x)+(Q®X,P®Y)+(P®Yy,Q®x)+(P®Yy,P®Y)
=lQex|" +[P®y|’ +(Q®x POY)+(Q®x PBY)
=[Q®x|" +|P®y| +2Re({Q®x,P®Y))

<lQex +|P®y| +2[(Q®x,P®Y)
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2
<[Qex +[Pey[ +2lQ@X|lPey|=(le®x|+[Pey|)

Her iki tarafin karekdkii alinirsa [Q®x+P® y|=[Q®x|+|P®y| bulunur, [12].
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BOLUM 5

BiR REEL VEKTOR UZAYININ DUALLESTIRILMESI
Tezimizin bu ilk orijinal bolimiinde bir reel vektdr uzayini duallestirerek dual modiilleri

elde edecegiz. Bu kisim tezin sonraki bolimi icin bir dayanak olusturmaktadir.

5.1 Direkt Toplamlar ile Duallestirme

Tanim 5.1 V; reel vektor uzayi ve ) dual sayilar halkasi olmak tzere ;(EVR vektori
ve deD dual sayisi icin dx= (a+gb).§ = ax+ehx = (a;(, b;() = (W, W, ) seklindeki
elemanlardan olusan ve V, ={d.)a(‘d.)ﬂ(=(W1,W2),V\/i eV, i =1,2} ile tanimlanan
kiimeye, V; reel vektér uzayinin duallegtirilmesi adi verilir.

Teorem 5.1 V; reel vektér uzayinin duallestiriimesi olan V; kiimesi, I dual sayilar
halkasi Gzerinde bir moduldiir.
ispat
Toplama

@:V, xV, -V,
(W, W, ), (Vi V) = (W, W, ) D (W, v, ) = (W +Vy, W, +V,) (5.1)
ic islemine gore (2.1) ile verilen grup aksiyomlarini gergekleyelim.
Gl (W, w,)®(v,,V, ) =(W, +V;,W, +V,) €V,  oldugundan @ islemi  kapalilik
aksiyomunu gercgekler.
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G2) (W, +V,, W, +V, ) ®(Y,, Y,)

(W, +V, + Y Wy +V, + Y, ) = (W, W, ) D (Y, + Y, Y, + Y,)
oldugundan @ islemi birlesme aksiyomunu gergekler.
G3) (W, W, ) D (V;,V, ) = (W, W, ) iken,

(W, + Vg, W, +V, ) = (W, W)

W, +V, =W,
Lo } esitliklerinden (v,,v,)=(0,0) bulunur.
W, +V, =W,

O halde ® isleminin etkisiz elemani (0,0)dir.
G4) (W, W, )®(v,,V,)=(0,0) iken,

w, +v, =0 A

Wl
bulunur.

} esitliklerinden de T
V, =-W,

W, +Vv, =0
O halde @ islemine gére (w,,w, ) €V, elemaninin tersi (—w,,—w, ) olur.
v (W, W, ), (v, v, ) €V, icin
(W, W, ) D (Vy, v, ) = (W, +Vy, W, +V,)

= (Vi +W, v, +W, ) =(V,,V, ) (W, W)
oldugundan V;, kiimesi @ islemine gore abel gruptur.

Dis islem

O:DxV, =V,
(a+eb),(w,w,) —(a+eb)O(w,w,) =(aw, bw, +aw,) (5.2)

seklinde tanimlanan dig igslem ile birlikte V; kimesinin modul aksiyomlarini

gercekledigini gosterelim.

M1) d,=a+eb,d,=c+ed eD ve (w,w,)eV, olmak izere,
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(d,+d,)O(w,w,)=((a+c)+&(b+d))O(w,w,)
(5.2) ile verdigimiz dig islem ifadesinden,
(d,+d,) O (W, w,)=((a+c)w,(a+c)w, +(b+d)w)
= (aw, +cw,, aw, +cw, +bw, +dw, )
= (aw,, bw, +aw, )+ (cw,, dw, +cw, )
=d, O(w,w,)+d, ©(w,w,) bulunur.
M2)d =a+¢b eD ve (w,w,),(v,Vv,) €V, olmak izere,
d @((wl,w2)+(vl,v2))=d O(W, +V;, W, +V,)
=(a+eb)O(w,+v, W, +V,)
=(a(w1+vl),a(wz+v2)+b(w1+vl))
=(aw,,aw, +bw, )+(av,,av, +bv,)
=do(w,w,)+do(v,Vv,)
M3) d,.d, O(w;,w,) =((a+zb).(c+ed))O(w,w,)

=(ac+&(ad +hc)) O (w,w,)

(acw;, acw, +(ad +hc)w; )
= d1 Q(dz G(Wl’wz))
M4, O(w,w,)=(1+0.6) O (W, W, ) = (1w, 1w, +0.w, ) = (W, W,)

aksiyomlari gergeklendiginden, V; kimesi D dual sayilar halkasi tGzerinde bir dual

moduldr.

Not 5.1 Bir (w,,w,) eV, elemaninin ¢ ile garpimi

e(w,w,)=(0,w) (5.3)
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olmak Gzere,
(W, w,)=(w;,0)+(0,w,) esitliginden ve (5.3) ile tanimladigimiz carpim ifadesinden,
(W, W, ) =(w;,0)+&(w,,0)
(W, W, ) =W, +&w,
yazilabildiginden, V, dual moduliini
V, =V, ®V, veyaV, =V, +&V, (5.4)
olarak da ifade edebiliriz.
Tanim 5.2 V;, reel vektor uzayi ve V; reel vektor uzayinin duallestirilmesi V, olsun.
V), dual modulinin V, ®{0} veya {0} ®V, reel alt uzaylarini alirsak,

gy Ve 2V,

w—(w,0) (5:5)

seklinde tanimlanan fonksiyona, V; reel vektér uzayinin V;, modili igine gémiilmesi
denir.

Teorem 5.1 V, reel vektor uzayi ve duallestiriimesi de V, olsun. Eger V reel vektor
uzayinin bir R bazi 1<t<n olmak lzere {e} ise, {(et,O)} sistemi de V, dual

modulinin bir D bazidir.

ispat

Eger V, =0 ise, (5.4) ile verdigimiz V,, =V, @V, ifadesinden V;, =0 oldugu agiktir. O
halde Vi, #0 ve V; reel vektér uzayinin bir R bazini {g} olarak alalim.

Germe Aksiyomu

V), dual modiltnin (w,,w,) elemanindaki W, ve W, bilesenleri ¢ lerin R lineer

kombinasyonu olarak yazilabilir. Yani,

W, = ;atet ve W, = tz_l"btet (5.6)
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biciminde R lineer kombinasyonlari mevcuttur.

(w,w,)=(w;,0)+(0,w,) esitliginde (5.6) ile verdigimiz kombinasyonlar yerine

yazilirsa,

(Wllwz){i j [0 thej [Z & Oj+g[gbtet,0)

t=1

n

:tzzl:at( +ga le a +¢b)(e,0) elde edilir.

Bu esitlikten {(et,O)} larin V, dual moduliinin bir D lineer geren kiimesi oldugu
gorulir.
Lineer Bagimsizlik

V, dual modiliinin bir D lineer geren kiimesi olan {(et,O)} larin lineer bagimsiz
dolayisiyla baz olduklarini géstermek igin, {(et,O)} larin D lineer kombinasyonundaki

bilesenlerin sifir olmasi gerekir.
(a,+¢b)(e,0)+(a, +&b,)(e,,0)+...+(a, + &b, )(e,,0)=(0,0)
(ae +ae, +..+a.,,0)+c(be +be, +...+be,,0)=(0,0)
(ag +a,e, +...+a,,,0)+(0,be +be, +..+be,)=(0,0)
(ae, +a,e, +...+a,e,,be +be, +...+be )=(0,0) esitligi bulunur. Son ifadede
bilesenlerin esitliginden, iatet =0 ve ibtet =0 elde edilir.
=) t=1
Sonug olarak {e,} ler R Uzerinde lineer bagimsiz oldugundan, tim a, ve b, bilesenleri
sifirdir. Yani V t=1,2,...,n degeri igin &, + &b, =0 olur.

Onerme 5.1 V, ve V', reel vektér uzaylari ve duallestirilmeleri sirasiyla V, ve V',

olsun. Eger ¢:V, -V . R lineer dénisiim ise, bu dénisimi
AV —>V'D

(W, W, ) = @ (W, W) =((/’(W1)’¢(W2)) (5.7)
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seklinde tanimlanan V;, ve V', dual moddllerinin I lineer déniisimiine genisletebiliriz

ve 0., 9, (5.5) ile tanimladigimiz gibi gdmmeler ise asagida verilen diyagram

degismelidir.
Vi 4 Vi
9s 9,

v v
_
\& Py Vs
sekil 5.1 Dual déntsimlerin diyagrami
Ispat

Eger (5.7) deki gibi tanimlanan bir ¢, :V, -V fonksiyonu var ise, bu fonksiyonun

D lineer oldugunu gosterelim.

L1) (W, w,), (v,,v,) €V, olmak lzere,

2y (W, W) ® (V1 V,)) = o (W, v, W, +V, ) = (@(W, +1, ), (W, +V,))

yazabiliriz. Buradaki ¢ dénusimi R lineer oldugundan,
(D]D)((Wl’WZ)@(Vl’VZ)):(¢(W1)+¢(V1)'(D(W2)+¢(V2))

=(o(w) @(W))+(2(v).2(v,))

=@, (W, W,) @ ¢y, (V,,V,) bulunur.

L2) d=a+ebeD ve (w,w,) €V, olmak izere,

@y (d Q(Wl’WZ )) =0y ((a_'_gb)@(Wl’WZ ))

(5.2) ile verilen dig islem tanimindan,

82



o, (d O (W, W,)) =g, ((aw,aw, +bw, )) yazilir ve @, donisiminin (5.7) ile verilen

tanimindan
o (dO(w,w,)) =(p(an),p(aw, +bw))
=(ap(w).ap(w,) +bp(w,))
=a(p(w),¢(w,))+b(0.p(w))
=(a+eb)o(p(w),p(W,))=d ©p, (W, W,) bulunur.

Dolayisiyla ¢, donusimiunin D lineer oldugu gosterilmis olur. Burada ¢,

donlstimiine @ nin duallestirilmesi adi verilir.

Teorem 5.2 V, ve V , reel vektdr uzaylari ve bunlarin duallestirilmeleri sirasiyla V, ve

V', olsun. Eger ¢:V, —)V'R R lineer dontsim ve duallestiriimesi de
»p -V —>V']D

(W, W, ) = @ (W, W) = (( W), (W)
seklinde tanimli  D-lineer ~doéniisim olmak iizere, ekep, =(gekep), —ve
oy (Vp) = (gp(VR ))D esitlikleri vardir.
ispat
@V, >V, R lineer déniisimiiniin gekirdegini ceke = {X eVe|p(x)= 0, } <V, ve
@, 'V, >V, D lineer dénisimiinin de ¢eke, :{x eVD|¢D(X):OV.m} cV, seklinde
verelim. Burada (geke), =ceke, esitligini gostermek icin aldigimiz Vx € (geke), <V,

elemanini igin x=(x,X,) seklinde olmak izere ilk olarak (DD(X)ZOV

-~ oldugunu
D

gosterelim. O  halde %(X):((0()(1)@()(2)):(0\,'{’OV-{):OV-D oldugundan

@, (x)=0,. elde edilir. Dolayisiyla x € ekgy, olup

D

(ceke), < ceke, (5.8)
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elde edilir.

Diger taraftan Vx e gekp, cV,, elemani igcin x=(x,,x,) seklinde olup x,x, €V, dir.

@, (X)= @y (X, xz):(go(xi),(p(xz)) :(OV.D,OV.M) oldugundan
go(xl):OV.R, ¢(X2):ng elde edilir. Buradan X € ¢eko, X, € Geke, yani x e(ceke),
olmaktadir. Dolayisiyla

ek, < (ceke), (5.9)
yazilabilir.
Sonug olarak (5.8) ve (5.9) ifadeleri géz oniine alinirsa (gekg) =cekg, esitligi
gosterilmis olur.
Benzer sekilde, ¢, (V]D)):(¢(V]R))D esitliginin - varhgini  gbstermek istersek,
Vvyeg,(V,)=V', elemanini aldigimizda ¢,(x)=y olacak sekilde xeV, vardr.
y=(Y¥.,Y,) seklinde oldugundan ¢(x )=y, ve ¢(x,)=y, olacak sekilde XX, €V,
vardir. O halde  y=(y,¥,)=(¢(%).¢(x))e(#(Ve)), olur. Dolayiiyla
%(VD)C((P(VR))D yazilir. Tersine ye((o(VR))D elemanini aldigimizda y=(y,,Y,)
seklinde oldugundan ¢(x )=y, ve ¢(x,)=Y, olacak sekilde y,,y,eV olur.
Dolayisiyla y=(y,,y,)eV, =¢,(V,) olur. Buradan da (qp(VR))D <@, (V,) yazilir ve
istenilen esitlik gosterilmis olur.
Sonug 5.1 ¢@:V, >V, bir R lineer dénisim ve ¢, :V, -V (5.7) deki gibi
tanimh DD -lineer déniigsiim olmak tzere, @ bir izomorfizma ise ¢, dénisimi de bir

izomorfizmadir.

ispat

Varsayalim ki ¢:V, —V ', lineer déniisimii bir izomorfizma olsun. Bu durumda ¢
doénistimi bir R lineer dontsim iken @, nin de D lineer oldugunu biliyoruz. ¢,

déniisiminin 1-1 ligini gésterirken Wx=(x,%,)eV, i¢in @,(x)=0 iken x=0
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oldugunu  goéstermeliyiz. %(waz):(¢(X1)’¢(Xz)):(0\,‘m’0v‘m) oldugundan
gp(xi)zov.D, gp(x2)=0v‘nd|r. @ donustimu izomorfizma oldugundan 1-1 ve 6rten olup,
go(xl)zov.m, (p(x2)=0v‘n icin x, =X, =0 dir. Yani x=(x,X,)=(0,0) elde edilirve ¢,
D lineer dontstimi 1-1 dir. ¢, donisimunin 6rtenligini géstermek igin Vy eV, igin
¢, (X)=y olacak sekilde 3IxeV, oldugunu gosterelim. WwyeV' igin
2 (%, %) =(2(%),0(%,))=(¥.Y,)=y olur. Buradaki esitlikten ¢@(x )=y, ve
@(x,)=y, bulunur. @ dénlsimi bir izomorfizma oldugundan Vy,,y, eV, igin

?(%) =Y., ¢(x,) =Y, olacak sekilde 3x,X, €V vardir. O halde @, donisiminiin de

orten, sonug olarak izomorfizma oldugu gosterilmis olur.

5.2 Tensor Carpimi ile Duallestirme
Tanim 5.3 V, reel vektér uzayi ve D dual sayilar halkasi olmak Uzere, ;(E\/R vektoru
ve deD dual sayisi icin d®x=(a+eh)Ox=a®@x+sb@x=1QW, +&@W,
elemanlanindan olusan ve D®,V, ={d®X|d®Xx=1®W +s®W, W, eV,| il
tanimlanan kiimeye, V}, reel vektér uzayinin tensér ¢arpim ile duallestirilmesi denir.
Tanim 5.4 V;, reel vektor uzayi ve V;, reel vektdr uzayinin duallegtirilmesi de D®;, V,
olmak tzere,

GV, - D®,V,

w1, Qw (5.10)

seklinde tanimlanan fonksiyona V; reel vektér uzayinin D®,V, icine gémiilmesi
denir.

Teorem 5.3 V, reel vektér uzayi ve D dual sayilar halkasi olsun. V, reel vektor
uzayinin duallegstirilmesi olan D®,V, kimesi D dual sayilar halkasi Gzerinde bir
moduldur.

ispat
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Toplama
D:(D®; Vi )x(D®, Vy ) > (DR, Vi )
(1, ®x),(1, ®y))>1, ®(x+y)
seklinde tanimlanan @ islemine gore grup oldugunu gosterelim.

Gl) 1 ®(x+y)eD®,V, oldugundan kapalilik aksiyomu gergeklenir.
G2) (L, ®(x+Y))®(1, ®2) =1, ®(x+y+2)
=(L,®x)®(1,®(y+2))
oldugundan birlesme aksiyomu gerceklenir.
G3) (1, ®X)®(1, ®y) =(1, ®(x+Y))=(1, ®X) esitliginden,
(1, ®(x+Yy))-(1, ®x)=0
1, ®(x+y-x)=0=y=0
O halde @ isleminin etkisiz elemani (1, ®0) dir.
G4) (1, ®x)®(1, ®y)=(1,®0)
(L, ®(x+Y))=(1, ®0)
X+y=0=y=-X
dolayisiyla (1, ®X) elemaninin tersi (1, ®—X) olarak bulunur.

Boylece @ isleminin (2.1) ile verdigimiz grup aksiyomlarini gergekledigi gosterilmis

olur.

Dis islem

@:]I))x(]ID@RVR)%(]ID@RVR)
d,(1, ®x)—>d.1, ®x

seklinde tanimlanan dis islem ile birlikte moddil aksiyomlarini gercekleyelim.
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M1) d O((L, ®x)+(1, ®Y))=d O(1, ®(x+y))=d.1, ®(x+Y)
=dO(1,®x)+d O(1, ®Y)
M2) (d,+d,)0(1, ®x)=(d, +d,).1, ®x=d,.1, ®x+d,.1, ®Y
=d, 0(1, ®x)+d, 0(1, ®Y)
M3) d,.d, O(1, ®x)=d,.d, ©(1, ®x)=d,d,.1, ®x=d, O(d, O(1, ®x))
M4) 1, 01, ®x)=(1,1, ®x)=(1, ®X)

oldugundan (D®,V,) kimesi D dual sayilar halkasi Gzerinde moddldir. Boylece su

sonucu verebiliriz.

Sonug 5.2 {(]D)@)]R VR),GL),ID),+,.,G)} altilisi bir D -moduldir.

Teorem 5.4 V; bir reel vektor uzay ve duallestiriimeleri de V, ve D®;,V, olmak

Uzere,
f,:V, >D®;V,

(W, W, ) = £, (W, W, ) =1®W, +s®w, (5.11)
seklinde tanimlanan I lineer izomorfizma vardir ve asagidaki diyagram degismelidir.
ispat
Yukaridaki 6nermede (5.11) esitligi ile verilen f, déntstiminin D lineer oldugunu

gosterelim.

L1) (W, W, ), (v,,V,) €V, olmak iizere,

£ (W, W,) (V1)) = £, (W +V, Wy +V,)
=1®(W,+V, )+ ®(W, +V, )
=1®W +1®V, +e®@W, +£®V,

=, (W, w,)® f, (v,,V,)
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L2) d=a+ebeD ve (w,w,) €V, olmak zere,
f,(doO(w,w,))=f,((a+eb)O(w,w,))
(5.2) ile verilen dig islem ifadesinden,

f,(do(w,w,))=f,(aw,bw, +aw,) yazlir ve (5.11) ile verilen f, déniisimanin

tanimindan da,
f,(dO(w,w,))=1®(aw, )+ ®(bw, +aw, )
f,(dO(w,w,))=1®aw, +s@bw, + & ®aw,
=a®w +sh®w +cad®w,
=(a+eh)O(1®W, +e®w,)=(a+eb)O f, (W, w,)
=dof,(w,w,) elde edilir.

Boylece f, fonksiyonunun D lineer oldugu gosterilmis olur. f, fonksiyonunun

w

izomorfizma oldugunu gostermek icin,
g, :D®,V, -V,
(1®w) —(w,0)
d®w=d(1®w)—d(w,0)
seklindeki ters fonksiyonunu tanimlayalim.

Bu sekilde tanimlanan ¢, fonksiyonunun D lineerligini gostermek igin
t=d®weD®,V, ve deD olmak Iizere, gw(d'Ot):d'G)gW(t) oldugunu

gostermemiz yeterlidir.
g,(d ot)=g,(d o(d®w))=g,(dd®w)=g,(dd(1®W))
=dd(w,0)=d ©d(w,0)=d ©g,(d®w)=d ©g,(t)

Son olarak f, ile g, fonksiyonlarinin birbirlerinin tersi oldugunu gésterelim.
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9 (fu (W W,)) =g, (1®W +s®wW,)

9y (fu (W, W,)) =9, (1®W +£(1®w,)) yazabiliriz ve ¢, fonksiyonunun D lineer
oldugunu gosterdigimizden,

=0, (1®w)+¢g, (1®W,)

=(w,,0)+&(w,,0) =(w,w,)
f,(9,(d®w))=f,(d(w,0))=f,(dw,0)=1®dw+c®0=d ®w bulunur. Boylece

f o9, =1 elde edilir. O halde f, fonksiyonu terslenebilir bir fonksiyon olup 1-1 ve

ortendir. Dolayisiyla f, fonksiyonu bir izomorfizmadir ve V; =D®,V,, dir.
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BOLUM 6

DUAL KUATERNIYON UZERINDE ANALIZ YAPISI

Tezimizin bu son orijinal kisminda bir reel vektér uzayini iki farkli sekilde dual
kuaternizasyonlastirarak dual kuaterniyon modiillerini elde edecegiz. Daha sonra elde
ettigimiz iki kuaternizasyon arasinda bir izomorfizma tanimi vererek, dual kuaterniyon

modilinln norm, Banach ve Hilbert yapilarini inceleyecegiz.

6.1 Dual Simplektik Geometri
Tanim 6.1

H, dual kuaterniyonlar kimesi olmak uzere,

(Hy)' ={Q=(QuQ,..Q))

QteHD,lStSn} kimesini tanimlayalm. (H,)" in

elemanlarina birer vektor ve Q;,Q,,...,Q, dual kuaterniyonlarina da bu vektérin

bilesenleri adi verilir.

Teorem 6.1 (HD)n kiimesi H, dual kuaterniyonlar halkasi tizerinde dual kuaterniyon

moddul olur.
ispat

(IHID)" kiimesinin dual kuaterniyon modil oldugunu gostermek icin ilk olarak abel grup

islemi tanimlayalim.
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(Q.P)->QeP
icislemi VQ=(Q,Q,,...Q,) ve VP =(P,P,,...,P,) elemanlari igin

Q®P=(Q+R,Q,+P,...Q,+P,) seklinde tanimlanirsa ((HD)n ,@) ikilisi abel grup
olur.

Grup aksiyomlarini gerceklemek istersek,

Gl) Q=(Q,...Q,) ve P=(P,...P,)e(H,)" olmak iizere,

Q®P=(Q+R,Q+P,....Q +P)e(H,)" oldugundan @ islemi kapalilik

aksiyomunu gergekler.

G2) 6=(Q1,...,Qn) ve 5:(F’l,...,Pn),R:(F\’i,...,Rn)e(]l-]ID)n olmak Uzere,

(Q®P)®R=(Q+R,Q,+P,,..Q,+R)®(R,,...R,)
=(Q+R+R,Q,+R,+R,,...Q,+P,+R))
:(Qn,Qn,...,Qn)@(F>1+R1,P2+R2,...,Pn+Rn)=6@(5@ﬁ)

esitliginden birlesme aksiyomu gercgeklenir.

G3) Q®P =Q yani (Q,Q,)®(R,.... B,) =(Q,,...,Q, ) esitligivar iken,

(Q+P.Q,+P,Q, +P)=(Q, . Q)

Q+R=Q
Q,+PR,=Q,

esitliklerinden P, =...=P, =0 bulunur.
Qn + Pn = Qn
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Dolayisiyla @ isleminin etkisiz elemani (0,0,...,0) dir.
G4) (Q,...Q,)®(R.,...R,)=(0,0,...,0) esitligi var iken

(Q+PR.Q,+PR,...Q,+P,)=(0,0,..,0)

Q+P =0
Q,+P,=0

esitliklerinden P =-Q,,P, =-Q,,..., P, =-Q, bulunur.
Q,+P =0

Dolayisiyla Q =(Q,,...,Q,) elemaninin ® islemine gore tersi (—Q,,-Q,,...,—Q,) dir.

Dis islem

n

O:Hy x(Hy )" — (H,)
,Q > a0Q=(aQ,aQ,,...aQ,)

seklinde tanimlanan dis islemin él,éze(HD)" vektérleri ve a,a;,a, € H, dual

kuaterniyonlari igin agsagidaki 6zellikleri sagladigi agiktir.
M1) a@(@+@)=a©@+a®@
M2)(a,+a,)0Q=0,0Q+a, ©Q
M3)(c42,)©0Q =, ©(a, ©Q)

M4) 1®Q=0Q

Sonug 6.1 Bdylece {(HD)n,@,HD,Jr,.,O} sistemi H, dual kuaterniyonlar halkasi

Uzerinde bir dual kuaterniyon modiil olur.

n

Tanm 6.2 ( ):(H,)" x(H, )" —(H,)

(F.Q)>(P.Q)=3RQ

t=1
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seklinde tanimlanan islem eger asagidaki aksiyomlarini sagliyor ise, (IHID)n Uzerinde

dual simplektik garpim adini alir.
PD(Q+Q.P)=(Q.P)+(Q;. P)
+R)=(QR)+(QFR)

P2)<
P3)(Q.Qa)=(Q.Q,)a
(@

P4)(Qa,Q,)=2(Q.Q;)

Bu tanima goére <6(3> = anatQt = ZH:HQt ||2 olmaktadir.
t=1 t=1

6.2 Dual Kuaternizasyonlastirma

6.2.1 Direkt Toplamlar ile Kuaternizasyonlagtirma

Tanim 6.3 V; reel vektér uzayr ve H, dual kuaterniyonlar kiimesi olmak tzere
Q=0,+Qi+0,j+qkeH, dual kuaternijonu ve xeV, vektori igin,
Q.§<=(q0+q1i+q2j+q3k);(=(q@qj,qj,qj)=(W1,W2,W3,W4) seklindeki
elemanlardan olusan ve Vi ={Q.;("Q.)#(=(W1,W2,W3,W4),Wi eVR,i=1,2,3,4} ile
tanimlanan kiimeye V;, reel vektér uzayinin dual kuaternizasyonlastirilmasi adi verilir.

Teorem 6.2 V;; reel vektdr uzayi ve bu vektdr uzayinin dual kuaterniyonlastiriimasi VHD
olsun. Bu durumda V;,_ kiimesi H, dual kuaterniyon halkasi Gzerinde bir moduldar.

Bu modiile dual kuaterniyon modiil adi verilir.
ispat
VHD dual kuaternizasyonlastirmasinin modiil oldugunu gostermek icin ilk olarak abel

grup islemi tanimlayalim.

Toplama
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D1V xVy =V,
(W, W, Wy, W, ) D (Vg V0 Vg, Vg ) = (W 4V, Wy AV, Wy + Vg, W, +V,) (6.1)
VHD kiimesinin @ islemine gore grup aksiyomlarini gercekledigini gésterelim.

GL) (W, Wy, Wy, W, ) D (Vy,Vy, Vg, Vg ) = (W 4V, W, 4V, W, +V,, W, +V, ) €V, oldugundan,

kapalilik aksiyomu gergeklenir.
G2) (W, +Vy, Wy +V,, Wy +Vy, W, +V, ) D (Y, Y, Vs, V)
:(W1+V1+ YirWo +Vo £ Y5, W +V3 + Y3, W, +V, +y4)

= (W, Wy, Wy, W, ) D (V, + Y;,V, + Yy, Vs + Y3,V +Y, ) oldugundan birlesme  aksiyomu

gercgeklenir.

G3) (W, Wy, Wy, W, ) D (Vy,V,, Vs,V ) = (W, Wy, Wy, W, )

(W, Vi, Wy + VW V3, W, 4V, ) = (W, Wy, Wy, W, )

W, +V, =W,
W, +V, =W
22 72 esitliklerinden v, =V, =V, =V, =0 elde edilir.
W, +V, =W,
W, +V, =W,

Dolayisiyla @ isleminin etkisiz elemani (0,0,0,0) dir.
G4) (W, W,, Wy, W, ) €V, elemant igin,

(W, Wy, Wy, W, ) ®(V,,V,,V3,V, ) =(0,0,0,0) iken,

w, +v, =0 Vv, =—-W,

w, +v, =0 o V, =—W, .
esitliklerinden elde edilir.

W, +V; =0 Vy =—W,

w, +v, =0 vV, =-W,

Dolayistyla (W, W,,W;, W, ) €V, elemaninin tersi (—w,,—w,,—w,,—w, ) olur.

Dis islem
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(W, Wy, W, W, ) €V, ve Q=0 +0i +0, ] +0.k e H, olmak tzere,
O Hy xV,, -V,
Q, (W, Wy, Wy, W, ) = (Ol + O + O, ] + 0K ) O (W, Wy, Wy, W, )
= ((CloWh. GoW, + Wi, GpWs -+ 0, W, Go W, + W ) (6.2)
seklinde tanimlanan dis isleme goére modil aksiyomlarini inceleyelim.
M1) (W, Wy, Wy, W, ), (Vy,V,,V5,V,) eV, ve Q=0q,+0qi+0,]+0gk eH, olmak tzere,
QO (W, Wy, Wa, W, ) B (V,,V,,V5,V, ) )

= (O + Ohii + 0y j +0K) O (W, +Vy, W, +V,, Wy +V;, W, +V, ) (6.2) ile verilen dig islem

tanimini uygularsak,

= (G (W, 4V ) G (W +V, )+ 0y (W 4V, ), g (W +V, )+ (W +V, ), Gy (W, +V, )+ (W +V,)
= (oW, GgW, + Oy W, , Qo Wy + T, W, G W, + O W, )

D (Vs oV + OyVy, OoVa + Gy Vs, GV + sV, )

=(Q@(wl,wz,wa,w4))®(Q@(vl,vz,vs,v4)) elde edilir.

M2)Q =p,+pi+pP,J+pPK Q=0,+0i+0,]+0K eH, ve (W, Wy, W, W, ) €V
olmak tzere,

(Q+Q,)O(w,w,,w,,w,)
((Po+0o)+(P+0)i+(P,+0,) J+(Ps+05 ) K) O (W, Wy, Wi, W, )
(6.2) ile verilen dig islem tanimindan,
= (P + G ) W, ( Py +Clo )W, +( Py + 0 )W, (g + G ) Wy + (P, + 0l )W, (P + g )W, + (P + 03 )W, )
= (PoW,, PoW, + PV, PoW; + P,W;, PoW, + PaW; )
D (oW, , OgW, + G W, , QgW; + G, W, Gg W, + 05 W, )

=Q, O (W, W, W;, W, ) ®Q, O(W,, W,, W, W, ) bulunur.
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M3) (Q.Q,) O (W, W,,w,,w,)

(G +0hi + 0, J + 0K ) (Py + Pui + P, J+ PaK) (W, Wy, Wy, W, )

= 0, PoW, + 0y PoW,i + 0y PoWs ] + o PoW,K + 0 Py W

+0, P,W, J + 0o PaWK + 0, PoWii + 0, PoW, J + 0 PoWiK

= (O + i + 0 j + Gk ) (PoW, + PeW,i + P,V j + PoW,K + PWii + P, j + Pawik )
=Q 0O(Q, O (W, Wy, w,, W, ))

M4) (w;, Wy, Wy, w, ) €V, olmak tzere,

1, O (W, Wy, Wy, W, )

=(1+0i+0j+0k) O (W, W,, Wy, W, )=

(1w, 1w, + 0w, 1w, + 0w, 1w, +0.w, ) = (W, Wy, Wy, W, )

oldugundan Vi, dual kuaternizasyonlastiriimasi H dual kuaterniyon halkasi tizerinde

dual kuaterniyon modiil olur.

Buradan asagidaki sonucu verebiliriz.

Sonug 6.2 {VHD,@,HD,+,.,®} altilisi bir dual kuaterniyon modul olusturmaktadir.
Not 6.1 V., dual kuaterniyon modlintin (w,, w,,w,,w, ) elemant ile,

(W, w,,w;,w, ) =(0,w,,0,0)

i (wy, w,, wy,w, )=(0,0,w,,0) (6.3)

k (W, w,,w;,w,)=(0,0,0,w,)
carpimlarini tanimlayalim. Bu (w,, w,, w;, w, ) elemanini,
(W, Wy, W, W, ) =(w;,0,0,0)+(0,w,,0,0)+(0,0,w;,0)+(0,0,0,w, )

biciminde yazarsak ve (6.3) ile tanimladigimiz carpim ifadelerinden,

96



(W, Wy, W, W, ) =(w;,0,0,0)+i(w,,0,0,0)+ j(w,,0,0,,0)+k(w,,0,0,0)
(W, Wy, Wy, W, ) =W, +iW, + jw; +kw, seklinde dizenlersek, V,  dual kuaterniyon
modulind

Vy, =Vg OV, OV, @V,

(6.4)

Vi, =V 1V + JVp +kVy

olarak da ifade edebiliriz.
Tanm 6.4 V, reel vektér wuzayr ve V, reel vektér uzayinin dual
kuaternizasyonlastiriimasi Vi, olmak Uzere,

O, Vi —>VHD

w—(w,0,0,0) (6.5)
seklinde tanimlanan fonksiyona V;, reel vekt6r uzayinin V,, - dual kuaterniyon moduli
icine gomiilmesi denir.

Teorem 6.3 V, reel vektér wuzayr ve V, reel vektér uzayinin dual

kuaternizasyonlastiriimasi Vi, olsun. Eger V; reel vektdr uzayinin bir R bazi 1<t<n
olmak uzere {e} ise, Vy, dual kuaterniyon vektér uzayinin bir H, bazi da
{(¢,,0,0,0)} olur.

ispat

Eger V, =0 ise, (6.4) ile verdigimiz V;; =V, ®V, ®V, ®V, esitliginden Vv, =0
oldugu agiktir. O halde V, #0 ve V; reel vektér uzayinin bir R bazi olarak {et} yi

alalim.
Germe Aksiyomu

V;;, dual kuaterniyon modiliinin (w,,w,,w;,w,) elemanindaki bilesenlerini, € lerin

R lineer kombinasyonu olarak yazabiliriz. Yani,
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wo=> ae,W,=> be, W= ce,w,=> de (6.6)
t=1 t=1 t=1 t=1

R lineer kombinasyonlari vardir.

(W, Wy, Wy, W, ) =(w;,0,0,0)+(0,w,,0,0)+(0,0,w;,0)+(0,0,0,w, )

esitliginde (6.6) ile verdigimiz ifadeler yerine konulursa,

= (Zn: ae,,0,0, 0] + (O, Zn:btet 0, Oj +[O, 0, Zn:ctet , 0] + (0, 0,0, Zn:dtetj (6.7)

esitligi elde edilir ve (6.3) ile verdigimiz ¢arpimlardan yararlanarak bu esitlikleri

duzenlersek,

=(Za[et,0,0,0j+i(thet,0,0,0j+ j(thet,0,0,0j+k[Zdtet,0,0,0j
t=1 t=1 t=1 t=1

= zn:(at +ib + jc, +kd,)(g,0,0,0) bulunur.

t=1
Boylece {(et,O, 0,0)} sistemi V;,_ kuaterniyon modultni H, lineer olarak gerer.
Lineer Bagimsizlik

Vy,. kuaterniyon modiliini H;, lineer olarak geren kiimesi olarak buldugumuz
{(et,O, 0,0)} sisteminin lineer bagimsiz oldugunu, yani

(a,+ib + jc, +kd,)(e,0,0,0)+(a, +ib, + jc, +kd, )(e,,0,0,0) +

(6.8)
+..+(a, +ib, + jc, +kd,)(e,,0,0,0)=(0,0,0,0)
esitligi var iken Vt=1,2,...,n degeriicin &, +ib, + jc, +kd, =0 oldugunu gostermeliyiz.

O halde (6.8) ile verdigimiz esitlikten,

(ag +..+a,,,0,0,0)+i(be +..+be,,00,0)

n-n?’ n~n?

+j(ce +..+¢.e,,0,0,0)+k(de +..+de,0,00)=(0,0,0,0)

n~n? n~n?

(ag +..+a.e,,be +..+be,,ce+..+ce de +..+de )=(0,000) (6.10)

n n-n?
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denklemini elde ederiz. Son olarak (6.10) denkleminde bilesenlerin esitliginden,

Vt=1,2..,n degeri icin, > ae =0 be =0>ce =0 de =0 bulunur. Yani
t=1 t=1 t=1

t=1
vt=12,..,n degeriicin, a +bi+c j+dk=0 olur.
Boylece {(e,0,0,0)} sisteminin V,, dual kuaterniyon modiliinin bir H, bazi oldugu
gosterilmis olur.
Onerme 6.1 V, ve V', reel vektér uzaylari ve bu vektér uzaylarinin dual
kuaternizasyonlari sirasiyla Vv, ve V']HID olsun. Eger ¢:V, >V bir R lineer

donisim ise, bu dénlisimi
P, :VIHID —)V'HD
(W1’W2’W37W4)_>¢HD (W11W21W3’W4)=(§D(W1)7¢(Wz)’¢(W3)1§0(W4)) (6-11)

seklinde tanimlanan V, ve V'HD dual kuaterniyon modillerinin bir Hj lineer
déniisimine genisletebiliriz ve eger g,, ,g, (6.5) ile tanimlandigi gibi gdmmeler

ise, asagidaki diyagram degismelidir.

Ve ® AV R
Oy, g%,
L / 4
Vi, Pu,, % H,

Sekil 6.1 Dual kuaterniyon dénisimleri diyagrami
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ispat

Yukaridaki 6nermede (6.11) esitligi ile verilen ¢, :V,, —V dénisiminin H,

lineer oldugunu gosterelim.

L1) (W, Wy, Wy, W, ), (Vy,V,,V5,V, ) €V, olmak Uzere,

D, (W Wy, W, W, ) @ (V3 VM5,V ) ) = @ (W My, Wy V), Wy V5, W, +V, )
@, donlisimi icin (6.11) ile verilen esitlikten,

D, (W + V3, Wy + V5, Wy +V,, W, +V, ) = (0 (W +V, ), (W, +V, ), 0 (W, +V, ), (W, +V, ) )
yazabiliriz ve ¢ dontsimi R lineer oldugundan,
(P(w)+0(%), (W) + (V). 2 (W) + 9 (%), 2 (wy )+ 2(v4))
(qa(wl),qo(wz),¢(W3),(p(W4))@((D(Vl),¢(V2),¢(V3),go(v4))

=Py, (Wl’WZ’W3’W4)®¢HD (V1,V,,V,,v,) elde edilir.

L2) (W, Wy, Wy, W, ) €V, ve Q=0 +qi+0,]+0;K e H, olmak tzere,
P (QO (W, Wy, Wa, W, ) )=, ((p + Gl + L, § + 0K ) O (W, Wy, Wy, W, ))
(6.2) ile verdigimiz dig islem tanimindan,

Pir, (oW QoW + G W, QoW + 0, W, oW, + QW ) yazabiliriz  ve  bu ifadeyi ¢,

donisiminiin (6.11) ile verilen tanimini kullanarak diizenlersek

(§D(QOV\’1)’¢7(qu2+q1W1)’¢’(QOW3+q2W1)v¢(qu4+q3W1)) bulunur.  Burada ¢

donltsimi IR lineer oldugundan,
(qo(o(wl)’qo¢(W2)+q1(p(W1)’qo¢(W3)+q2¢(W1)1qo¢(W4)+q3(”(W1))
=(, (?’(Wl)’(D(Wz)’¢(W3)’¢7(W4))+q1i(¢(W1)’¢(W2)'¢(W3)’¢(W4))

+0, 5 (P (W), (W, ), (W), o (W, )+ Gk (2 (W,), @ (W, ), (W, ), (W, )
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=QO @, (W, W,,w;,w,) bulunur. Dolayisiyla (6.11) esitligi ile tamimlanan ¢,

dénisuimi Hy lineerdir.
Burada ¢, donisimine ¢ donistimunin dual kuaternizasyonlastiriimasi adi verilir.

Teorem 6.4 V; ve V', reel vektor uzaylari ve bunlarin dual kuaternizasyonlagtiriimalari

sirasiyla VHD ve Vv]HID olsun. Eger ¢:V, -V, R lineer doéntsim ve dual

kuaternizasyonlastiriimasi da
Py N, >V,
(W, Wy, Wy, W, ) = @ (W, Wy, W5, W) = (0(W), (W, ), (W, ), (W)
seklinde tanimh  H, lineer dontsim olmak UGzere, gekgy,_ :((;ek(p)HD ve
P, (Vis, ) = (2 (Ve ))HD esitlikleri vardir.
ispat
9V, >V, R lineer déniisimiiniin gekirdegini (;ek(p={x eVy|p(x)=0,. }CVR ve

R

@, Vi, —)V'HD H, lineer doénigiminin cekirdegini de

cekg, = {X eV, ‘quD (x)= OV'HD } ile verelim. ((,‘ek(p)IHID =cekg, esitligini gostermek

icin Vxe(ceke), <V elemani igin x=(x,X%,,X%,X%,) olmak tzere ilk olarak

Hp

9. (X) :OV‘HD oldugunu gésterelim. O halde

%ID(Xl,Xz,Xglxz;)=(co(&),(p(xz),co(xs),(p(le))=(0VVHD,OV.MD,OV.MD 0 ) elde edilir.

) VHD

Dolayisiyla x gekgoHD olup

(96k¢’)HD gk (6.12)
elde edilir.

Diger taraftan Vxegekg, <V, elemani icin x=(x,%,%,X,) seklinde olup

X Xy, X5, X, €V dir.
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§0HD(X1aX2,X3|X4)=(¢(X1),¢(X2),¢(X3),¢(X4))=(0 o, ,0, .0 ) oldugundan

v'HD’ V'HD’ v'HD' v']HD

?(x)=0, , 9(%)=0, ., ¢(%)=0, .¢(x,)=0, elde edilir. Buradan

X, € geko, X, € Gekg, x; € Geko, x, e geke, yani x € (geke),, olmaktadir. Dolayisiyla

cekpy < ((;ek(p)lHID (6.13)
yazilabilir.

Sonug olarak (6.12) ve (6.13) ifadeleri goz 6niine alinirsa gekg,, = (ceke),  esitligi

gosterilmis olur.

Benzer sekilde, ¢HD(VHD):(¢)(VR))H esitliginin varligini  gostermek istersek,

D

VY €@y (VHD)=V'IHID elemanini alalim. Bu durumda y:(yl,yZ,y3,y4) seklinde
oldugundan (p(xl):yl’ (P(Xz)ZYw(P(Xs)ZYs ve o(X)=Y, olacak sekilde

Xy %y, X5, X, €V vardir.

O halde y:(yl,yz,y3,y4):(go()g),(p(xz),go(xe),go(x4))e(go(VR))H olur. Dolayisiyla

D

P, (VHD)C((p(VR))HD yazilir. Tersine (¢()<1),go(xz),(p(x3),(p(x4))e((p(V]R))HD
alalim. Buradan ¢(x )=y, ve ¢(X,)=Y,,@(X)=y, ve o(x,)=y, olacak sekilde
Vi Y21 Yar Yo €V i olur. Dolayisiyla Yy =(Y,,Y,, Yy Ys) €V 5, =0 (VHD) olur. Buradan
da ((D(VR))HD C @y, (VHD) yazilir ve istenilen esitlik gdsterilmis olur.

Sonug 6.3 ¢:V, >V bir R lineer dénusim ve @y, Vi, —>V']HID dénusumu de
(6.11) ile tamimlanan bir H, lineer dénlsim olmak Uzere, @ dénlstimi bir
izomorfizma ise ¢, donlsimu de bir izomorfizmadir.

ispat

Varsayalim ki ¢:V, —V ', lineer dénusimi bir izomorfizma olsun. Bu durumda ¢

doénisimi bir R lineer donlisiim iken P, nin de H, lineer oldugunu biliyoruz. P,
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donistiminin 1-1 ligini gosterirken Vx=(X,%,,%;,X,) €V, elemani igin ¢, (x)=0

iken Xx=0 oldugunu gostermeliyiz.

¢’HD(Xl’xz’XB'X4):(¢(X1)’(p(x2)’¢(x3)'(p(x4)):(Ov'HD’ov'MD’Ov'M 0 )olduéundan

, .
D VHD

gp(xl):ov.L;, P(%)=0, , ¢(%)=0, ,¢(x,)=0, dir. ¢ donisimi izomorfizma

R R

oldugundan 1-1 ve orten olup, ¢(%)=0, ,¢(x)=0,,¢(x)=0, ,¢(x)=0,

esitlikleri igin X, =X, =X; =X, =0 olup x=(X,%,,%,%,)=(0,0,0,0) elde edilir. Yani

@y, Hp lineer donisimi de 1-1 olur.

Py, dOnlsiminin &rtenligini gdstermek icin Ver'HD icin ¢, (x)=y olacak
sekilde ax GVHD oldugunu gosterelim. vy eV'HD elemani icin
D, (% %0 %, %) =(2(%),2(% ), 0(% ), @(%,)) = (Y12 V2r Y2 Y4 ) =Y olur.  Buradaki
esitlikten go(xl)zyl,go(xz)zyz,go(x3)=y3,(p(x4)=y4 bulunur. @ déntsimi 6rten

oldugundan Vyl, Y2 Y3 Ya EV‘R i¢in (p(Xl): Y1 (p(X2)= yz!go(xs): Ys ’(p(XA) =Y,
olacak sekilde 3x,X,,X;, X, €V vardir. O halde P, doénlsimiiniin de 6rten, sonug

olarak izomorfizma oldugu gosterilmis olur.

6.2.2 Tensor Carpimi ile Kuaternizasyonlastirma

Tanim 6.5 V, reel vektér uzayr ve [, dual kuaterniyonlar kiimesi olsun.
Q=Q,+qji+0,j+0gkeH, dual kuaterniyonu ve xeV, vektéri igin,
QOX=(0y + i +0, ] +GK)®X =0, ®X+ i ®X+0, ] ®x+0k ®x esitliginde (2.5)
ile verdigimiz tensor ¢arpimin lineerligini kullanirsak, ¢, € R reel sayilar oldugundan,
Q®;<:1®q0;(+i®ql;(+j®q2;(+k®q3;( olarak vyazilabilen ve (qH)ﬁ()=W iken

QX =1®W +i®W,+ j®W,+k®w, seklindeki elemanlardan olusan ve
HD®RVR={Q®§< ‘Q®§<=l®wl+i®wz+j®W3+k®W4,vvieVR,i=1,2,3,4} ile

tanimlanan kimeye V, reel vektor uzayinin tensér ¢arpim yardimiyla dual

kuaternizasyonlastirilmasi adi verilir.
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Tanim 6.6 V, reel vektér uzayi ve dual kuaternizasyonlastiriimasi Hy ®; V;, olsun.
Gy, Ve > Hp ®, V,
wol, ®w (6.14)

seklinde tanimlanan fonksiyona, V, reel vektér uzayinin H, ®, V, icine gémilmesi

denir.

Teorem 6.5 V; reel vektdr uzayl ve bu vektér uzayinin dual kuaterniyonlastirilmasi
H, ®; V; olsun. O halde H, ®,V, kiimesi H, dual kuaterniyonlar halkasi izerinde

dual kuaterniyon modiil olur.
ispat
Toplama

®: (H, ®,, V, )x(Hp ®, V) = (Hp ®,, V)

(Ls, ®x),(Ly, ®Y) 1L, ®(x+Y)
seklinde tanimlanan @ isleminin grup aksiyomlarini gergekledigini gosterelim.

Gl 1 ®(X+ y) e H, ®; V; oldugundan @ islemi kapalilik aksiyomunu gergekler.
G2) (L, ®(x+y))®(L,, ®2)=1, ®(x+y+2)=(L, @X)®(L, ®(y+2))
oldugundan birlesme aksiyomu gerceklenir.

63 (1, ©)® (L, )= (L,
(Ls, ®(x+Y))=(Ls, ®X) esitliginden,
(L, ®0) etkisiz elemandir.
G4) (L, ®x)®(L,, ®y)=(L, ®0)
(Ls, ®(x+Y))=(Ly, ®0)=(L;, ®(x+y—0))=(1,, ®0)

esitliginden (lHD ®X) elemaninin tersi (l]HID ®—X) dir.
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Dis islem

O Hy x(Hy ®, V, ) - (H, ®, V,)
(QL;, ®X)>Q0(L,, ®X)=Q.1, ®x
seklinde tanimlanan dis isleme gére modl aksiyomlarini gergekleyelim.
M1) QQ((lHD ®x)+(1HD ® y)) =QO(1HD ®(x+ y)) =Q.1,, ®(x+Y)
=Q.1, ®x+Q1L; ®y
=Q0(L;, ®x)+Q0(L,, ®Y)
M2) (Q+Q,)0(Ly, ®X)=((Q+Q,).1;, ®x)=(Q.1, ®x)+(Q,.1;, ®x)
=Q 0(Ly;, ®x)+Q, O(L;, ®X)
M3) Q.Q, O (L, ®X)=Q.Q, L, ®x=Q 0(Q,.1;, ®X)=Q 0(Q, O(1,;, ®x))
M4) 1, O(L, ®x)=(L, ®x) bulunur.
Sonug¢ 6.4 {(]I—]ID ®p VR),@), ]HID,+,.,®} altilisi bir dual kuaterniyon modiil olur.
Teorem 6.6 Bir V, reel vektor uzayinin dual kuaternizasyonlastiriimalar Vv, ve
H, ®, V, olmak lzere,
f,, :VIHID — H, ®; V;,
(W, Wy, Wy, W, ) = (W, Wy, Wy, W, ) =1@W, +i ®W, + j®wW, +k @w, (6.15)
seklinde tanimlanan bir H_ lineer izomorfizma vardir.

ispat

Yukarida (6.15) esitligi ile verilen f, fonksiyonunun H, lineer oldugunu gosterelim.
L1) (W, Wy, W5, W, ), (Vy, V5, Vs, V, ) €V, Olmak Gzere,

o (W W, W, W, ) @ (V0 V5,V ) = B (W oV, W,V Wy V5, W, 4V, )
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f, fonksiyonunun tanimindaki (6.15) ile verilen esitlikten,

1®(W,+V, ) +i ®(W, +V, )+ j®(W; +V; ) +k®(w, +V,) yazilir ve (2.5) ile verilen
tensor carpimin lineerliginden,

1OW +1QV, +1 QW, + 1 ®V, + jOW, + JOV, +k®w, +k ®V,

1OW, +i®W, + jOW, +k®wW, +1®V, +i®V, + j®V, +k®V,

= £, (W, Wy, wy, W, )@ f, (V,,V,,V5,V,) bulunur.

L2) (w, Wy, W, W, ) €V, ve Q=0 +qi+0,]+0k e H, olmak izere,

£, (QO (W, Wy, o, W, )) = f,, (G + i+, j + Gk ) O (W, Wy, Wy, W, ) )

(6.2) ile verdigimiz dig islem tanimindan,

£, (QoWe, O W, + G W, Qo W, + O, W, GoW, + 0w, ) yazilir ve (6.15) ile verdigimiz esitlikten,
1® W, +i ® (oW, + W, )+ j @ (W, + oW, ) + K @ (W, + oW, )

=0, (1®W,)+0, (Ii®OW, )+, (i®W )+, (j®OW,)+0q,(j®W,)

+0, (k®w,)+0q, (k®w,)

=0, (1®OW,+i®W, + j@w, +k®w,)

+,i (1®wW, +i®w, + jOw, +k®w, )

+0,j(1OW, +i®wW, + jOw, +k®W,)

+ok(1OW, +i®w, + jOW, +k®w,)

=(Oy + Qi +0, j + LK) (1OW, +i ®W, + j W, +k ® W, )

=QO f, (W, W,,w,;,w, ) bulunur. Bdylece f, fonksiyonunun H lineerligini géstermis

oluruz. f, fonksiyonunun izomorfizma oldugunu gostermek igin ise,
Ow :HD ®]R VR _>V1HID
(1®w)—(w,0,0,0)
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Q®w=Q(1®w)—Q(w,0,0,0) (6.16)

ters fonksiyonunu tanimlayalim. Bu sekilde tanimladigimiz g, fonksiyonunun Hj,

lineer oldugunu goéstermek icin t=Q®weH, ®,V, elemani ve Q eH, dual
kuaterniyonu igin, g, (Q@t):Q'QgW(t) oldugunu gostermemiz yeterlidir.
9.(Q ot)=g,(Q ©(Q®W))=g,(QQ®W)=QQ(W,0,0,0)

=Q ©(Q(w,0,0,0))=Q ©g,(Q®wW)=Q 0g,(t)

oldugundan g, fonksiyonu H, lineer olur. Son olarak f, ile g, fonksiyonlarinin

birbirlerinin tersi oldugunu gosterelim.

Gy ( Fu (W Wy, W, W, )) = g, (1OW, +i @ W, + jOW, +k ®w,)

g, fonksiyonu H, lineer oldugundan,

O ( (W W, W5, W, )) = g, (1OW, )+, (i®W,) +g, (j®W,)+g, (kOw,)

esitligini yazabiliriz. Bu nedenle

G (o (W, W, W, )) = g, (1@W) + 9, (I(1®W,))+9, (i (1®w))+9, (k(1ow,))

seklinde yazarsak, (6.16) ile verdigimiz g, fonksiyonunun tanimindan,

O ( o (W, W, W5, W, )) = (W;,0,0,0)+i(w,,0,0,0) + j(w,,0,0,0)+k(w,,0,0,0)
= (W, W,,w,;,w, ) bulunur,
f,(9,(Q®w))=f,(Q(w,0,0,0))=f,(Qw,0,0,0)=1®Qw=Q®w

Sonug olarak f, og,=1I ve f, terslenebilir bir fonksiyondur. Dolayisiyla 1-1 ve &rten

olur. O halde f, fonksiyonu izomorfizmadir ve H, ®, V, =V, vazlr.

6.3 Dual Kuaterniyon Yari-Normlu Modiil

Vy reel vektor uzayi ve bu vektér uzayinin dual kuaternizasyonu V,_ olsun. V, dual

kuaternizasyonunun H, dual kuaterniyon halkasi tizerinde dual kuaterniyon modiil
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olusturdugunu gostermistik. Vi, dual kuaterniyon modillniin elemanlarini (6.3) den

W=W, +W,i +W, j+W,k seklinde yazabilecegimizi biliyoruz.
V,,_ dual kuaterniyon modili tzerindeki
:Ve, =R
W [w|

seklinde tanimlanan fonksiyon asagidaki kosullari gerceklerse V;; ye dual kuaterniyon

yari norm modiilii adi verilir.
N1)|wj| =0

N2) | Aw] = 4w

N3) -+ V] < |+ v|

Ornek 6.1 V, reel vektdr uzayi ve V, reel vektér uzayinin dual kuaternizasyonu Vi,
olsun. Eger V;; =R olarak alinirsa V;; =V, .H, =H,, kolaylikla elde edilebilir. O halde
V xeV, =R sayisive Q=0q,+q,i+0,]+0k € H, dual kuaterniyonu igin,

Q.x = (0 + i +0, j +0:K) X

=QoX+0hiX+0, X+ 0kx e H, elde edilir ve V, =H, dual kuaterniyon

moduludir.

Vi, = Hp, dual kuaterniyon moduli

M H, — R

Q- Q] =/a|
seklinde tanimlanan ||| fonksiyonu ile birlikte dual kuaterniyon yari normlu modilddr.
Coziim

V;;, =H, dual kuaterniyon modiili tzerinde tanimlanan || fonksiyonu igin norm

aksiyomlarini gercekleyelim.
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N1) Q=q,+0,i+0,j+0gk eH, olmak lzere,
Q] =[g,| = 0 oldugu agiktr.
N2) A=A, +Ai+A4,j+ A4k eH, olmak lzere,
1AQU =260l + (A0 + Ao )i+ (Ao, +205) J +(Aotts + 2:0% K|
=100 =4 [a| = |2
N3) Q=0q,+0,i+0,j+0:K ,P=p,+pi+p,]+ p;k eH, olmak lzere,
|Q+P|| =|(dly + 0y + 0 j + Gk ) + (P, + Pii + P, + PoK)|
=|((do+ Po)+ (G + P )i+(a + Py) i +(0k + Py )K)
= 0o + Po| < |0 |+ po| = [ Q] + [P

VQeH, dual kuaterniyonu icin |Q||=|g,|=0=0,=0 bulunur. Burada
Q=0q,+0,i+0q,j+09;k=0 olmak zorunda degildir. Yani H dual kuaterniyon kiimesi
tizerinde tamimli ||| fonksiyonu yari norm fonksiyonudur. Béylece V,, =H, dual
kuaterniyon modiiliinin tanimlanan || fonksiyonu ile birlikte dual kuaterniyon yari
normlu modil oldugu gosterilmis olur.

Ornek 6.2 V., reel vektér uzayi olmak iizere bu vektér uzayinin dual kuaternizasyonu
Vy, ~olsun. Eger V, =R" olarak alirsak X=(%, X0 X, ) ER"  vektdri ve

Q=0q,+0qi+0,j+09,k eH, dual kuaterniyonu igin,
QX = (0o +0hi + 0y j + 0K ) (X, Xpevnr X,
=0y (X4, Xpreees X ) F 01 (X0 X0y X ) 0 § (X0 Xy X ) F UK (X, X0, X))

:[(qoxl %+ 0y 4+ 0 ) (G, + G + G g + Gl )J e(H,)" olmaktadir
e (G Xy + GyiX, + Gy jX, + 05K, )

Bu nedenle V, =V, .H,=R"H, =(H,)" dual kuaterniyon modilii kolaylikla elde

edilebilir.
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Ornek 6.3 V,, =(H,)" dual kuaterniyon modiliiniin

M (H, )" >R
1
n n 2
Q:(Ql’QZ""’Qn)_)”Q”ZQ/ZQtQt {ZHQHZ} (6.17)
t=1 t=1
seklinde tanimlanan || fonksiyonuna gore dual kuaterniyon yari normlu modiil

oldugunu gosterelim.
Coziim
Vi, :(]HID)n dual kuaterniyon moduiliniin norm taniminin bu sekilde verilebilecegini

bolim 6.1’ de dual simplektik geometri tanimindan biliyoruz. O halde (6.17) esitligi ile

verilen ||| fonksiyonu igin norm kosullarini gerceklemek istersek,

N1) Q=(Q.Q,...Q,) e(H,)" olmak izere, Q=(Q,Q,,....Q,) elemanindaki dual
kuaterniyonlarin herbirini t =1,2,...,n degerleri icin Q =q, +0,i+0, j+d;k seklinde

gosterirsek,

o= (390 | Sial | <[laf 1o +-+lol

N2) Q=(Q,Q,,...Q,) e(H,)" ve A=4+Ai+4,]j+AkeH, olmak izere,

1o 1
’ +‘q02 ‘2 +...+‘q0n‘2}2 = [Z‘qm ‘ZT >0 oldugu aciktir.
t=1

0o,

14Q] = \/iz_qzq - [>Qq - \/i@ninz Q

[T Sl <[ S

1

n 2 2
V| S [ -1l oo
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N3) Q=(Q,Q,,..Q,) ve P=(P,PR,,...P,) €(H,)" olmak izere,

fo+Pl- SR RIQ +7) - SR RI@ )

=\/i(6t+ﬁ)(ot+a) =[§H(Qt+a)ﬂzf

t=1

n 1 Minkovski

_ 1 1
qu01+pot‘2:| < ;\qo‘\z}z{g\m\z}z

| t=1

1

- Sl [ +| SRl [ =1el+1e

1

Y0=(0u Q@) (M, ) igin [0]=,[3Q0, {i\qﬂzzo se, Vi=L2..n

degeri igin ‘%[‘ =0 olur. Dolayisiyla q, =q, =..=q, =0 bulunur, fakat

Qo, + i+, J+05 K, Gy +0y i +0, j+0; K,...,

Q=(Q11Qz’“"Q“)=[qon +q1"i+q2nj+ank

}ﬁ(o,o,...,o)

olabilir. Bu nedenle V; =(H,)" dual kuaterniyon modiilii iizerinde tanimlanan [}

fonksiyonu yari norm fonksiyonudur. Béylece Vy_ =(IHID)n dual kuaterniyon modli
(6.17) esitligi ile tanimlanan ||| fonksiyonuna gore dual kuaterniyon yari normlu
modyil olur.

Teorem 6.7 V, reel vektdr uzayl ve bu uzayin dual kuaternizasyonlastiriimasi da
H, ®, V}, olsun. Eger V;, reel normlu uzay ise H, ®; V, dual kuaterniyon yari normlu
modauldur.

ispat

V, reel vektdr uzayinin dual kuaternizasyonu olan Hj ®,V, ifadesinin dual
kuaterniyon modil oldugunu sonug¢ 6.4 den biliyoruz. H, ®,V, dual kuaterniyon

modili Uzerindeki normu || ile gosterirsek, Q=0 +0,i+0,j+0k €H, dual
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kuaterniyonu ve )ﬁ(eV]R vektoru igin Q®;<eHD ®p Vi elemaninin normunu HQ@)?H

olarak yazabiliriz. Teorem 6.6 ile verdigimiz V, ve H,®;V, dual kuaterniyon

moddulleri arasindaki izomorfizma tanimindan

Q@] = Qx| = a]|] (6.18)
esitligini tanimlayalim. Bu esitlik yardimiyla Gzerinde bir yari norm oldugunu

gosterelim.
N1)HQ®§<H =|q0|.H§<Hzo oldugu aciktir.
N2)A=A, + i+, j+ Ak e H, olmak lzere,
(6.18) ile verdigimiz norm esitligini kullanirsak,
[1(Qe@x)|=|re@x|= ||| = ]l |x| = Q@] butunur.
N3) Q =0,+0,i+0,]+0:K ve Q,=p,+ p,i+Pp,]+ p;k € H, olmak lzere,
| @x+Q © 5] =|(Qu+ Q) ® x| =IQ + Qul | <[ + pul ¥
< (Jol+[Pol) X =laol |} o] = [+ 1. ]
= (IR =@ @ X+, © 4

Burada HQ@)?H=|qo|.“;(“=0:>|qo|=0 veya H)?HzO olmalidir. Eger |Q|=|g,|=0 ise
0, =0 dir, fakat Q=q,+0q,i+q,]j+0dk =0 olabilir. Bu nedenle Q®x=0 dir. Eger
H)?H=O ise V, norm uzayi oldugundan, x=0 olmalidir ve Q®x =0 dir. Dolayisiyla I

fonksiyonu yari norm fonksiyonudur. Buradan H, ®, V,, dual kuaterniyon modiuilii ||

fonksiyonuna gore dual kuaterniyon yari normlu moddldr.

Tanim 6.7 V,,_ dual kuaterniyon yari normlu modiil olsun. Eger bu normlu moduldeki

her Cauchy dizisi yakinsak ise Vy, Yetam modiil veya Banach modiil ad1 verilir.
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Ornek 6.4 V,, =H, dual kuaterniyon moduliiniin bir Q=q, +q,i+0,]j+0k € Hj
elemani igin Q| =|g,| seklinde tanimlanan norma gore dual kuaterniyon yari normlu

modil oldugunu 6rnek 6.1 ‘de gosterdik. Bu sekilde tanimlanan yari norm fonksiyonu

icin Vi, =H, dual kuaterniyon yari normlu modulin tamhigini inceleyelim.

Coziim

Vy =H, dual kuaterniyon modiilinde bir {Q,} Cauchy dizisi alahm. Yani V& >0 igin
IQ, —Q.| <& olacak sekilde m,n>N(¢) dogal saylari vardir. Biz {Q,} Cauchy
dizisinin yakinsak oldugunu, yani V&>0 sayisi icin |Q,—Q| <& olacak sekilde
n>N (g) dogal sayisinin varligini géstermek istiyoruz. Eger {Qn} dizisinin elemanlarini
Q, =0, +0,1+0;, J+03 K

Q,=0y +C i+, j+q, k  olarak belirlersek, {Q,} Cauchy dizisi oldugundan
Q0 ~Qull = (6, — a6, )+ (at, —t, )i+(a, ~ 0k, ) i+(c, — 0, )| <[k, ~a6, | <2
yazabiliriz. Dolayisiyla {qon} R de Cauchy dizisi olur. R tam oldugundan, U, — o
olacak sekilde yakinsadigi bir nokta vardir. Yani ‘qon —qo‘<gl olacak sekilde n>N

sayisi vardir.

O halde [Q, ~Q|=|(as, @, . %, 8, )~ (0 G0 )|
=, — o &, — B, GG, — )|

<0, — 0| +|o, — | +|a, — 0| +[0s, —

<g&+6,+06,+0, =g olur. Burada 5,,9,,0, degerleri birden fazla
olabilir. H, dual kuaterniyon modiilii yari normlu oldugundan, yakinsadigi noktalar

birden fazla olabilir.

Dolayisiyla {Qn} Cauchy dizisinin yakinsakligi gosterilmis olur. Sonug olarak Vi, =H,

dual kuaterniyon yari normlu modiili verilen norma gore tamdir.
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Ornek 6.5 V,, =(H,)" dual kuaterniyon modiiliiniin izerinde tanimlanan || normuna
gore dual kuaterniyon yari normlu modil oldugunu oOrnek 6.3 ile gosterdik.

VIHID = (]HID)n dual kuaterniyon moduliiniin bu norma gore tamhgini inceleyelim.
Coziim

(HD)n dual kuaterniyon modilinde bir {Qk} Cauchy dizisi alalim. Yani V& >0 igin
HQk—QpH<g olacak sekilde k,p>N(&) dogal sayilari vardir. Biz {Q,} Cauchy
dizisinin yakinsak oldugunu, yani V&>0 sayisi icin |Q,—Q| <& olacak sekilde

k>N(g) dogal sayisinin varligini géstermek istiyoruz. {Q,} Cauchy dizisinin

elemanlarini,

Qk =(Qk1’Qk2""'an)

Q=(Q: Q0 Q)

olarak belirlersek, daha acik bir ifadeyle

Q =(le’Qk2!""an)=(q0kl +q1kli +(12kl J +q3k1k’---’qokn +q1kni +qzkn j +q3knk)

QP :<QP1'QP2""’Qpn):(q0p1 +qlp1i+q2p1j+q3p1k""’q0pn +qlpni+q2Pn J +q3pnk)

seklindeki  elemanlari  alirsak,  {Q,}  bir Cauchy dizisi  oldugundan

o -] =[(Q, ~Qs.Q, ~Qp Q- Q)| = quki Q| | <&

<&

O

O - qopi

-3l < =lo.-a.l-

yazilabilir. ‘Qki—QpiH: Qo — o, | <& oldugundan {qu,} lerin H, de Cauchy dizisi

oldugu sonucuna varilir. Ornek 6.4’ de H, dual kuaterniyonlar kiimesinin tam

oldugunu gosterdigimizden, A, o olacak sekilde yakinsadigi bir nokta vardir.
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o000, 2

[ -Ql=|(Q,. Q0+, ) ~(QQ,Q,)

<|Q, -Q+[Q, - +-+|Q, -@

:‘(le —Ql,Qk2 _in""an _Q")

+..+ <& +té&,+...t¢g, olur.

= %kl _QOl +‘on2 _qo2 qun _qon

Dolayisiyla (]I-]ID)n dual kuaterniyonlar kiimesi || yari normuna gére tamdir.

6.4 Dual Kuaterniyon Yari Hilbert Modiil
V reel vektér uzayr olmak Uzere, V; reel vektor uzayinin dual kuaternizasyonu V,,

olsun. V,, dual kuaterniyon moduli tizerinde,
() Vg xVy —H,
(v,w) > (v, w)

fonksiyonu WYw,v,u €V, ve a,beH, icin asagidaki ozellikleri saglarsa bu fonksiyon

dual kuaterniyon degerli yari i¢ ¢arpim fonksiyonu adini alir.
P1)(v,v)>0

P2){w+v,u)=({w,u)+(v,u)

P3)(w,v) =(v,w)

P4)(wa,vb)=a(w,v)b

Boylece, <> fonksiyonu Vi, dual kuaterniyon modulu lzerinde dual kuaterniyon
degerli yari i¢c carpimdir.

VweV, eleman |w|=/|(w,w)| normuna gére tam ise, V,,_ ye dual kuaterniyon

yari Hilbert modiil denir.

Onerme 6.2 Vi, dual kuaterniyon modilinin herhangi v,w elemanlari igin

KV, W)‘ < ||V||||W|| Schwartz esitsizligi gerceklenir.
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ispat
v,weH, ve QeHy elemanlarini alalim ve |v—wQ| seklindeki norm ifadesini

dislinelim.

0< ||v—WQ||2 =(v-wQ,v—wQ) = (v,v)—(v,wQ)—(wQ,v) + (wQ, wQ)

0<(v,v) (v, W) Q—Q(w, V) +Q{w,w)Q

OS”V”Z—<V,W>Q—6<W,V>+6”W”2Q yazilabilir. Bu esitsizlik VQeH, igin gegerli

oldugundan
(v, w) -
Q= w olarak secebiliriz. O halde

(v.w) {v.w)

0| (v,

(w,v)+
.

(v
osnvnﬂﬁ

2
(v <M i

KV, W>‘ <|V|w| esitsizligi gerceklenir.

Onerme 6.3 V, reel Hilbert uzayi olsun. V, reel vektér uzayinin Vi, =Hp ®; V,, dual

kuaterniyon moddli
(o) (Hp ® Vi )x(Hp ®, V, ) = H,
Q®x,P®y—><Q®x,P®y>=6<x,y>v‘pP (6.19)

tanimlanan i¢ carpim ile birlikte dual kuaterniyon yari Hilbert modiildiir.
ispat

Bu sekilde tanimlanan bir fonksiyonu icin i¢ carpim aksiyomlarini inceleyelim.
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P1) Q=q,+Q,i+0,j+0k e H, dual kuaterniyonu ve xeV, icin Q®xeH, ®, V,

elemanini alalim.

(Q®x,Q®x)=Q(x,x)Q=Q|x* Q=|X[*|IQI =[)X|"|as| =0 oldugu agiktr.

P2)<Q®X,P®y>:6<x, y>P:I3<x,y>Q:5<y,x>Q:<P®y,Q®x>

P3)(Q ®x+Q,®x,P®Y)=((Q +Q,)®X,P®Y)=(Q +Q,)(x,y)P
=Q (% Y)P+Q,(X,y)P =(Q ®x,P®Y)+(Q, &%, P®Y)
P4) (Q®x)a,(P®y)b)=(Qa®x,Pb®y)=Qa(x, y)Pb
=aQ(x,y)Pb=a(Q®x,P®y)b

Burada (Q®X,Q®Xx) = ||x||2 |q0|2 =0ise,

X||-|op| =0 olmalidir. Dolayisiyla |g,|=0 veya
|X|=0 olmalidir. Eger |g,|=0 ise, g, =0 dir. Fakat Q=0,+0i+0,]j+0Kk=0
olabilir. Eger ||x||=0 ise, x €V, oldugundan ve V, reel normlu uzay oldugundan x=0
olmahdir. Buradan Q®x =0 bulunur. Dolayisiyla <> fonksiyonu vyari i¢ ¢arpim
fonksiyonudur. Boylece (..) ile gosterilen ve (6.19) esitligi ile tanimlanan

fonksiyonunun dual kuaterniyon degerli yari i¢c carpim fonksiyonu oldugu gosterilmis

olur.
Simdi ise (6.19) esitligi ile verilen dual kuaterniyon degerli yari i¢ ¢arpim fonksiyonuna

gore, Vy =H, ®,V; dual kuaterniyon modiliiniin tamhgini inceleyelim.

{Q®x,} V,, dual kuaterniyon moduliinde bir Cauchy dizisi olsun. O halde V& >0 icin

||Q®Xn—Q®xm||<g olacak sekilde m,n>N dogal sayilari vardir. Bu durumda

|lQ®(x,—x, )H2 ={Q®(%, —%,),Q®(X, —X,)) <& esitsizligi yazlabilir. (6.19)
esitligi ile verdigimiz dual kuaterniyon degerli yari i¢ ¢carpim fonksiyonu tanimindan,

Q8 (- ~(Q8(5, .08 (5, )) 3% -x.). (- )2
HQ@(Xn X, )HZ =6.”Xn —X ||2 Q= ||Q||2 X, —xm||2 < &% esitsizligi mevcuttur.
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Bu esitsizligin her 2 yaninin karekéki alinirsa,

Q& (%, =%, )| = IR — X | =G| [X, = Xn ]| < bulunur.  Buradan  da
1%, = X <ﬁ =7 dersek, 7>0 dir. Dolayisiyla {x,} V; reel vektér uzayinda Cauchy
0

dizisi olmus olur. V;, reel Hilbert uzayi oldugundan, {xn} Cauchy dizisi yakinsaktir. Yani
8 >0 sayisi igin |x,—x| <&, olacak sekilde n>N dogal sayisi vardir. Biz burada
{Q®x,} Cauchy dizisinin yakinsakligini, yani [|Q ® x, ~-Q®X||< & olacak sekilden> N

dogal sayisinin varhigini gostermek istiyoruz.
[Q®x, ~Q@x|=[Q®(x,—x)|=[ql I ~x| (6.20)
1%, = Xl =%, =X+ X =X || <[|%, = X||+ X=X, || < &, + &5, yazilabilir.

g

|

Burada ||Xn — X, || <0,+0, = olarak secgersek, olur. Son olarak

m X, - x| <6, <
0

&
Q®%,-Q@x| =[x 1) =1 - <l 5=+
0

(6.20) esitligine donersek,

elde edilir. O halde {Q®x,} Cauchy dizisi tamdir. Dolayisiyla V;; tanimlanan yari ic

carpim fonksiyonuna gore dual kuaterniyon yari Hilbert modiil olur.

Ornek 6.6 Vi, =Hp dual kuaterniyon moduli tizerinde,
() HpxH, —H,

(P,Q)—(P,Q)=PQ

seklinde dual kuaterniyon degerli bir i¢ carpim tanimlayalim. Bu i¢ ¢arpim tanimi ile

birlikte Vi, =H, dual kuaterniyon modilli, dual kuaterniyon yari Hilbert modulddr.
Coziim
ik olarak i¢ carpim kosullarini inceleyelim.

P1) P=p,+pi+p,j+ pKkeH, dualkuaterniyonu igin,

(P,P) — PP =p,> >0 oldugu aciktir.
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P2)P,Q,R e H, dual kuaterniyonlariigin

(P+Q, R)=(P+Q).R=(5+6).R=E.R+6.R=<P,R>+<Q,R>

P3)P,Q e H, dual kuaterniyonlar olmak tizere,

(P.Q)=PQ=QP=(Q.P)

P4)a, f € H, dual kuaterniyonlar olmak tzere,
(Pa@p) = (P = (PQ) 8

a(P,Q)B ,a fecH,

Boylece verilen fonksiyonun dual kuaterniyon degerli yari i¢c carpim fonksiyonu oldugu

gosterilmis olur.

Vi, =H, dual kuaterniyon modiliiniin tanimlanan vyari i¢c carpim fonksiyonuna gore

tam oldugu 6rnek 6.4’ de gosterildiginden dual kuaterniyon yari Hilbert modiil olur.

Ornek 6.7 V,,_ =(H,)" dual kuaterniyon modiili,

<.,.> : (]HID)n x(]HID)n —H,

(Pl’ Pzi"" Pn)’(Ql’Qz’---’Qn)_) <(P1' PZ""’ Pn)’(Ql'QZ""’Qn )> = Z::EtQt

seklinde tanimlanan i¢ carpim fonksiyonuna gore dual kuaterniyon yari Hilbert modiil

olur.
Coziim
V]HID = (]HID)n dual kuaterniyon moddli tzerinde boyle bir i¢ carpim tanimlanabilecegini

bélim 6.1’ de dual simplektik carpma tanimi ile vermistik. ilk olarak bu i¢ carpim

fonksiyonunun dual kuaterniyon degerli yari i¢c carpim oldugunu gosterelim.
PP =(R,P,,...P,) e(HD)n elemaninin bilesenlerini t=1,2,...,n degerleri icin

P =p, +Ppi+p,j+p,k seklinde tanimlarsak
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n

=Y (R+R)Q =X (R+RJQ=2RA+>RQ

P4) a,feH, ve P:(Pl,PZ,---,Pn),Q:(Ql’sz"’Qn)
(Par,QB) =PaQpB=aPQB=a(P,Q)p

Buradan (IHID)n dual kuaterniyon modilii lizerinde tanimlanan i¢ carpim dual
kuaterniyon degerli yari i¢ carpim olusturur. Bu sekilde tanimlanan i¢ carpima gore

tamhgi 6rnek 6.5’ de gosterdigimizden (]HID)n dual kuaterniyon yari Hilbert modiil olur.
Onerme 6.4 VHD dual kuaterniyon modiili, Gzerinde tanimlanan i¢ ¢arpim ile birlikte

yari i¢c carpim modiil olsun. Eger xeV, ve Qe alirsak ve norm ||X|=/(x,X)

seklinde tanimli ise, [|Q®x|=,/(Q,Q){x,x) ifadesi V,,_ dual kuaterniyon modiili
Uzerinde yari norm tanimlar.

ispat

Vi, dual kuaterniyon modilinin elemanlari xeV, vektori ve QeMH, dual

kuaterniyonu igin Q.;< seklinde oldugundan,
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[0 =12l x| =la[[ (621

seklinde bir norm esitligi vardir. Teorem 6.6 ile verdigimiz izomorfluk nedeniyle

HQ®;(H:HQ';(H:MOM‘;(H esitligini yazabiliriz. Eger xeV, vektori igin norm

X[ = /(x,x) seklinde tanimli ise,

Q®X|=(Q®x,Q®X) esitligi yazlabilir ve

(6.21) esitligi gz 6niine alinirsa, [|Q®x|=,/(Q®x,Q®X) =|q,||X| norm esitligi elde
edilir. Buradan her 2 tarafin karesi alinirsa ||Q®x||2=<Q®X,Q®x>=<qo,qo><x,x>

bulunur.

Norm sartlarini gerceklemek istersek,

ND Qx| =(Q®x,Q®x)=(gy, 9, ){X, X) >0 oldugu agiktr.
N2)[2(Q@x)| =|AQ@xX]" =(1Q®X,AQ®x) = (A, 440 (. X)

= (20, 20) (00, G0 ) (%, %) = o[ o [X]" = 2] lQ @ X

esitliginden her iki tarafin karekoki alinirsa [1(Q®x)| =[|4||Q ®x| bulunur.
N3)[Q®x+P®Y| =(Q®x+P®Y,Q®x+P®Y)
=(Q®x,Q®x)+(Q®X,Q®X)+(P®Y,Q®X)+(P®Y,P®Y)
:||Q®x||2+||P®y||2+<Q®x,P®y>+<Q®x,P®y>
=[Q®x|" +|P®y| +2Re((Q®x,P®Y))
<|Qex|" +|P®y| +2[(Q®x P®Y)

2
<loexf’ + [Pyl +2lQ@x| [Pey| = (@ 1 <|[Poy])

Son olarak her iki tarafin karekdkii alinirsa, |Q®x+P®y|=|Q®X||+||P®y| bulunur.

Burada [Q®x|" =(Q®x,Q®x)=(q,,q,)(x,x) =0 ise, V,;. dual kuaterniyon modli

Uzerinde tanimlanan i¢ carpim fonksiyonu vyari i¢c carpim fonksiyonu oldugundan
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Q®x =0 olmasi gerekmez ve dolayisiyla HQ@)?H:O iken Q® x=0 olmayabilir. Bu

nedenle yari normludur.
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BOLUM 7

SONUC VE ONERILER

Bu tez ¢alismasinda dual kuaterniyonlar kiimesi tzerinde dual kuaterniyon modiilleri
elde edilerek analizin bazi tanim ve teoremleri dual kuaterniyon modadlleri igin
incelenmistir. Bu tez calismasindan yola cikarak farkli kuaterniyon cesitleri icin ayni

islemler veya analizin diger konularindaki farkh sonuglar incelenebilir.
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