T.C.
YILDIZ TEKNIK UNIVERSITESI
FEN BIiLIMLERi ENSTITUSU

BULANIK HIPERMODULLER

OMER FARUK KOC

YUKSEK LiISANS TEZi
MATEMATIK ANABILIM DALI
MATEMATIK PROGRAMI

DANISMAN
DOC. DR. BAYRAM ALi ERSOY

ISTANBUL, 2014



T.C.
YILDIZ TEKNIK UNIVERSITESI
FEN BiLiMLERIi ENSTITUSU

BULANIK HIPERMODULLER

O. Faruk KOC tarafindan hazirlanan tez calismasi 22.07.2014 tarihinde asagidaki jiri
tarafindan Yildiz Teknik Universitesi Fen Bilimleri Enstitiisi Matematik Anabilim
Dal’nda YUKSEK LISANS TEZi olarak kabul edilmistir.

Tez Danigmani
Dog. Dr. Bayram Ali ERSOY

Yildiz Teknik Universitesi

Juri Uyeleri
Dog. Dr. Bayram Ali ERSOY

Yildiz Teknik Universitesi

Doc. Dr. Giirsel YESILOT

Yildiz Teknik Universitesi

Prof. Dr. Unsal TEKIR

Marmara Universitesi




ONSOz

Bu tezin hazirlanmasinda yardimlarini esirgemeyen danismanim Sayin Dog¢. Dr. Bayram
Ali ERSOY’a ve Ars. Gor. Serkan ONAR’a; igeriginin olusturulmasinda ve tezin
hazirlanmasinda her tirli yardimi benden esirgemeyen Tugba DURAN’a tesekkir
ederim. Ayrica manevi desteklerini eksik etmeyip her zaman yanimda olan aileme
tesekkirl bir borg bilirim.

Temmuz, 2014

O. Faruk KOC



ICINDEKILER

Sayfa

STIMIGE LISTES ettt eeeeeee et e ee e e et e e e e eee e s eeeeaeeeaeeseseeaseesesesaseesseesaseenseesneeaseenssesesessseesneennees Vi

(074 =3 IST TSSOSO URU SRR R Viii

FN S YL 12 O iX
BOLUM 1

GIRIS ettt ettt ettt e sea ettt s et ta et ses e et ettt ses e et ettt een et ettt srasae et ettt eens 1

1oL LIt AtUr OZETi cuveeeeeeeeeeeeee e et et e et e e e e e e eseeseeeeeseeseesateeneesaseesaeesesesaseeseesanen 1

{0 A =Y AT o 1 1 o = Lol [ 2

0 T 1T oY) =2 3
BOLUM 2

TEMEL KAVRAMLAR ettt ettt ettt ettt et e e st ete et e et s et s enasennsennessnsssnsranseanesans 4

D B G (V1o - | RO TTPTRRRRRP 4

A T 11 1= U PTRR 5

2.3 Homomorfizma Ve Temel TEOMEMIC i uuuuu it eeeeeeeeeeeee e e eeeeeeeeennnnes 6

2.8 ASAI THEAIIET .t et e et e e e et e e et e et e et e e et e eeeeeaaeesreseaeenaeesaeeeane 7

= S 1V Lo Yo 18 11 1= PP 8

2.6 Hipergrup ve Hiperhalkalar .........ccvvvvieiiiecceeee et 8
BOLUM 3

BULANIK KUMEYE GIRIS c..vveveeeeeeeeeeeeeseesreesseseeestseeesesesseeassessssessssssessessssessseseessesenees 14

I A TV T UL =1 1= RPN 14

3.2 Bulanik Alt Grup, Bulanik Alt Halka ve Bulanik idealler...........cccoveeeveueennnee. 16

3.3 BUIANIK AL IMOAUIEE .oeeeeeeeeeieee ettt e e e e e et eaa e e s e e eeeeeeennnns 19

3.4 Bolum Modiillerinin Bulanik Alt Modiilleri, Rezidiel Bolimler ve Asal Alt

1V, oo 111 1 =T PR 27
BOLUM 4

BULANIK HIPERMODULLER ... et et eeeee et eeeeeeeeeeeeseeeseaeeseeeseseesseessessseesseesssseseesasessseesnes 32



4.1 Bulanik HipermMOdUIIET ....c.uuieiieiiiee ettt 32

4.2 Bulanik Hipermodiiller ve Hipermodiiller Arasindaki Baglanti..........ccc.......... 34
4.3 Bulanik Hipermodil Homomorfizmalari........cccovevieeiiiiiieiiiiiecciiee e 40

BOLUM 5

SONUG et et et e e st rr s e et b shs et e s b s e et e shesae st eereen e neas 44
KAYNAKLAR ..ottt et s e e s aa e 45
OZGECMIS ...ttt ettt ettt ettt sttt et s et s et s b et e s e e s s et esase e s st esesesenens 47



SIMGE LISTESI

N\
Vv

7,
[o.1]"
#(X)
Im( )
i

ay (x)
Ya

1, (x)
Xy (%)
H,

S (#)
S
pov

-1

7
L(G)
y7A
LI(R)
L(M)
0,
M/ A
v/

V0 .

\4

uv

Minimum veya infimum
Maksimum veya supremum
Bulanik(fuzzy) alt kiime

X’ in bulanik kuvvet kiimesi
M’ niin goriintlist

A’ niin goriintiisii

4’ niin destekleyicisi

[0,1] - singleton
[0,1]—singleton

Karakteristik fonksiyon
Karakteristik fonksiyon

A’ niin seviye alt kiimesi

4 niin f altindaki goriintiisii
v’ niin f altindaki ters goriintiisii
M ve v’ niin nokta ¢arpimi

A niin tersi
G grubunun tiim bulanik alt gruplarinin kiimesi

w={x<G : u(x)=pu(0))
R halkasimin tim bulanik ideallerinin kiimesi
M ’ nin tim bulanik alt modillerinin kiimesi

M ’ nin sifir eleman1

Boliim modiili

v’ niin u ¢ ye gore boliim modiilii
v’ niin v a kisitlanist

Rezidiel bolim

uxo(x,y) g ve o ninkartezyen garpimi

G

]

G,={geG: ug)=u0)}

Vi



P'(4) A klimesinin tiim alt kiimelerinin kiimesi

F'(A) A klimesinin bostan farkli tiim bulanik alt kiimelerinin kiimesi
HM Tiim hipermodiillerin sinifi
FHM

Tiim bulanik hipermodiillerin sinifi

Vi



OzET

BULANIK HIPERMODULLER

Omer Faruk KOC

Matematik Anabilim Dali

Yiksek Lisans Tezi

Tez Danismani: Dog. Dr. Bayram Ali ERSOY

Bu tezde klasik cebirdeki hipermodiil kavrami bulanik cebirde incelenmistir. Oncelikle
klasik cebire ve bulanik cebire ait temel tanimlar ve teoremler verilmistir. Klasik
cebirdeki grup, halka, homomorfizma yapilari incelenmis olup, klasik cebirdeki ideal,
moddl, hipergrup ve hiperhalka yapilarina yer verilmistir. Daha sonra bulanik kiimeye
giris yapilarak bulanik alt grup, bulanik alt halka, bulanik alt idealler ve bulanik alt
modiller tanimlar ve teoremler yardimiyla agiklanmistir. Son olarak ise bulanik
hipermodiillerle ilgili tanimlar ve teoremler verilmis, bazi teoremler ispatlanmistir. Bu
dogrultuda, bulanik hipermodil yapisinin nasil olusmasi gerektigi ifade edilmistir.
Ardindan orneklerle beraber bulanik hipermodiller ve hipermodiller arasindaki
baglanti incelenmistir.
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BOLUM 1

GIRIS

1.1 Literatiir Ozeti

Geleneksel mantik sistemleri, kesin dogru ve kesin yanlis degerlerine sahip (iki degerli)
onermelerle calismaktadir. Onermelerin deger kiimesi {Yanls, Dogru} veya sayisal

olarak {0,1} olarak kabul edilir. Bu mantik sistemi halen bilgisayarlarimizda kullanilan

Boolean mantiginin temellerini olusturur. Aristo mantigi olarak bilinen bu klasik mantik
sistemi Uglincl bir ihtimali reddeder ve bize diinyayi siyah ve beyazdan ibaret sunar.
Oysa gercek dinyada sonsuz renk tonu oldugu gibi, bir o kadar goéreceli dogrular ve
yanlislar bulunmaktadir. Belirsizligi tanimlama ve modellemenin énemini Gnlu fizikgi
Einstein su sekilde ifade etmistir: “Matematigin kavramlari kesin olduklari sirece
gercegi yansitmazlar, gercegi yansittiklari siirece de kesin degillerdir.” Bulanik mantik
yoluyla, belirsizligi istenilmeyen bir durum olarak géren ve miimkiin bitin durumlarda
kaginilmasi gerektiginde inanan geleneksel anlayistan, belirsizlikle ugrasan ve bilimde
bundan kaginilmasinin mimkiin olmadigini iddia eden alternatif bakis agisina dogru
dereceli bir gecis ortaya konulmaktadir. Klasik mantigin tanimlayamadigi belirsiz
kavramlarin matematiksel olarak ifade edilebilmesinin ihtiyacindan dolayi bulanik

mantik gibi mantik sistemleri 6nem kazanmistir.

Aristoteles (M.O 322-M.0 294) ile baslayan ikili mantik, Boole (1815-1864) tarafindan
uygulamada yer bulmus ve evrensel kiimenin elemanlarini, kiimeye ait olanlar ve
olmayanlar olarak kesin gizgilerle ikiye bdlen dairesel kapali sekillerle ifade etme

yontemi, Venn (1834-1923) tarafindan kullanmistir.



1900’lerin ilk yillarinda Lukasiewicz ve Knuth, Aristo mantiginda yanlis ve dogru
arasinda Gclinci bir deger olan “belki” kavramini eklemeyi ileri sirmustiir. Cok degerli
mantigl gelistiren ve sezgisel mantigin kurucusu kabul edilen Heyting’ in ardindan,
Godel ve Black de cok degerli mantik Gzerine calismalarini sirdiirmisler ancak
kendilerine bir uygulama alani bulamamiglardir. 1965’te yayinlanan “Bulanik Kiimeler”
adli makale ile Lotfi A. Zadeh [1] modern anlamda bulanik mantik sistemini kurmustur.
Lotfi A. Zadeh’ e gobre, bulanik mantik her seyin, dogrunun da, bir derece meselesi
oldugu insani akil ylriitme i¢in bir modeldir. Temelde, s6zciikle hesap yapmak anlamini
barindirmaktadir. Bulanik mantik, nesneleri ve degerleri gerceklige daha uygun olarak

betimlemeyi amaglayan ve bunu matematigin elverdigi oranda basaran bir mantiktir.

Onermelerin deger araligi [0,1] araligina genisleterek, Zadeh’in bulanik kime

kavramini matematige kazandirmasinin ardindan bircok arastirmaci bu konu {izerinde
calismaya baslamistir. Bunun sonucu olarak matematikte yeni ¢calisma alanlari olusmus,
yasantimiz icinde var olan belirsizlik kavrami matematiksel olarak incelenmeye
baslanmis ve bilgisayar mihendisligi, elektrik ve elektronik mihendisligi gibi teknik

alanlarda yararli uygulamalar bulmustur.

1971 yihinda A. Rosenfeld [2], herhangi bir grubun bulanik alt grubu kavramini
tanimladiktan sonra pek ¢ok matematikci cebir ile ilgili bazi kavramlari ve sonuglari
bulanik kiime teorisine aktarmis ve bulanik cebir teorisinin gelismesine katkida
bulunmustur. W. Liu [3] da, herhangi bir halkanin bulanik alt halkasi kavramini
tanimlamis ve daha sonra Z. Yue [4], T. K. Mukherjee ve M. K. Sen [5] ve V. N. Dixit, R.
Kumar ve N. Ajmal [6] gibi matematikgiler halkalar teorisindeki sonuglara paralel olarak
benzer sonuglar elde etmistir. Literatlir incelendiginde yukarida bahsedilen
matematikcilere ek olarak Ameri, Corsini, Davvaz, Krasner, Leoreanu, Vougiouklis,
Zahedi, Zhan ve diger bircok arastirmacinin cebirsel hiper yapilar ve bulanik

hipermodiiller arasinda bir iliski kurmaya ¢alistigi gbzlemlenmistir.

1.2 Tezin Amaci

Bu calismanin amaci bulanik cebir mantiginda yer alan grup, alt grup ve hipermodiillere
ait gecerli olan bazi temel teoremlerin yardimiyla bulanik hipermodiller ile

hipermodiiller arasinda bulunan bagintilari incelemek amaclanmaktadir.
2



Sonug¢ olarak bu c¢alisma klasik cebirdeki hipermoddller ile bulanik hipermoddller
arasindaki bagintilarla ilgilidir ve bu alanda calisma yapmak isteyenlere temel kaynak

teskil edecek niteliktedir.

1.3 Hipotez

Bu calisma ile birlikte cebirde yer alan hipermodil yapisi ile bulanik cebirde yer alan
hipermodil yapisi incelenip, bu iki yapi arasinda bir baglanti olup olmadigi

arastirilmistir.



BOLUM 2

TEMEL KAVRAMLAR

Bu boliimde ¢alismamizin icinde yer alan temel tanim ve teoremleri verecegiz.

2.1 Gruplar

Tanim 2.1 G bostan farkh bir kime, © da G Uzerinde tanimli bir ikili islem olmak

Uzere, agagidaki aksiyomlari saglayan (G,o) cebirsel yapisina grup denir.

(G1) Her a,be G igin aob e G dir. (kapahlk dzelligi)

(G2) Her a,b,c€G igin ao(boc)=(aob)oc dir. (birlesme 6zelligi)

(G3) Her ae G icin ace=a=eoca olacak sekilde bir e G vardir. (birim elemanin
varhgi)

(G4) Her ae G icin aob=e=boa olacak sekilde bir be G vardir. (ters elemanin
varlig)

Tanim 2.2 (G,o) bir grup ve her a,be G igin aob=boa (degisme 6zelligi) ise bu

gruba degismeli veya Abelyen grup denir.
Tanim 2.3 (G,o) bir grup ve H de G nin bos olmayan bir alt kiimesi olsun. Eger H

kiimesi G de tanimlanan © islemine goére bir grup oluyorsa H ye G nin bir alt grubu

denir.



2.2 Halkalar

Tanim 2.4 Bos kiimeden farkli bir R kiimesinde (+) ve (.) sembolleri ile gosterilen iki

islem tanimlanmis olsun. Asagidaki aksiyomlari saglayan (R,+,-) iki islemli cebirsel

yapiya bir halka denir.

(R1) Her a,b,c € R igin a+(b+c)=(a+b)+c dir.

(R2) Her a,be R icin a+b=>b+a dir.

(R3) Her a e R igin a+0=a sartini saglayan R nin bir 0 elemani olmalidir.
(R4) Her a € R igin a + (-a) = 0 sartini saglayan bir —a € R olmahdir.

(R5) Her a,b,c e R igin a.(b.c) = (a.b).c dir.

(R6) Her a,b,c € R igin a.(b+c) = (a.b)+ (a.c) dir.

(R7) Her a,b,c € R igin (b+c¢).a = (b.a)+ (c.a) dir.

Tanim 2.5 Her a,b € Rigin a.b = b.a ise R ye degisimli halka denir.

Tanim 2.6 Her ae Rigin ae=a=e.a olacak sekilde bir ec R var ise € ye birim

eleman; R ye de birim elemanl halka denir.
Tanim 2.7 R bir halka ve 7, R nin bos kiimeden farkl bir alt kiimesi olsun.

(i) Her a,be I veher reR icin a—bel, rael ise I ya R nin bir sol ideali denir.
(ii) Her a,be I veher reR igin a—bel, arel ise I ya R nin bir sag ideali denir.

(iii) 7, R nin hem sag hem de sol idealiise I ya kisaca R nin bir idealidir denir.
Ornek 2.1 (Z,+,-) halkasinda her p € Z asal sayisiicin I = pZ alt halkasi bir idealdir.

Teorem 2.1 R bir halka ve I, R nin bir ideali olsun. Her reR igin

r+1={r+alacl} seklindeki tim kosetlerin kimesi R/I ile gbosterilirse,

Vr+1,r,+1 R/ igin;
(h+D+(r+D)=F+n)+1
(h+D(n+D)=nn+1

seklinde tanimlanan toplama ve ¢arpma islemlerine gore R/I bir halkadir.
5



Tanim 2.8 R bir halka ve 7 ,R nin bir ideali olsun. (R/I,+,.) halkasina R nin [

idealine gore bolim halkasi denir.

Ornek 2.2 R = Z halkasinda I =3Z ideali icin R/1={I+0,1+1,1+2} bélim halkasi

elde edilir.

2.3 Homomorfizma ve Temel Teoremleri

Tanim 2.9 (R, +,-) ve (R',+',”") iki halkave f:R — R’ bir fonksiyon olsun. Her a,b e R
icin;

fla+b)=f(a)+ f(b)

flab)=f(a)’ f(b)

kosullari saglaniyorsa f ye R den R’ ye bir homomorfizma denir.
R halkasindan R" halkasina bir f homomorfizmasi

(i) / bire-bir ise bir monomorfizma,

(ii) / ortenise bir epimorfizma,

(iii) / bire-bir ve 6rten ise izomorfizma,

olarak adlandirilir.

R halkasindan R’ halkasina f bir izomorfizma ise /' de R’ halkasindan R

halkasina bir izomorfizmadir. R halkasindan R halkasina bir izomorfizmaya da

otomorfizma denir.

Tanim 2.10 /', R halkasindan R’ halkasina bir homomorfizma olsun. 0", R' halkasinin

toplamsal birimini belirtmek lizere;

Cekf ={aeR| f(a) =07}

kimesine f nin ¢ekirdegi denir.

Ornek 2.3 n pozitif tamsayisi ile tretilen <n>= {gn|q € Z} idealini ele alalm. ae Z

olmak Uzere, <n> nin Z kimesindeki kosetleri, a +<n> ={a+qn|qeZ} ve



Z/<n> bolim halkasi, Z/<n>={a+<n>|an} seklindedir. (Z,,+,) halkasindan

(Z/(n),+) halkasina f:Z, —Z/(n) , f([a]) =a+(n) déniisimii bir izomorfizmadir.
[(al+, b)) = f (a+b]) = (a+b)+(n)= (a+(m))+(b+(n)=f([aD)+ /(D)
f(al, [6]) = f ([ab]) = (ab)+(n)= (a+(m))(b+(n) = f(al).f ([b])
esitliklerinden f nin Z, den Z/(n) izerine bir izomorfizma oldugu goriiliir.

Teorem 2.2 (1. izomorfizma teoremi) f, R halkasindan R’ halkasina bir

homomorfizma olsun. Bu durumda R/Cekf = f(R) dir.

Teorem 2.3 (2. izomorfizma teoremi) / ve J bir R halkasinin iki ideali olsun.

I Nz +J)/J dir.

Teorem 2.4 (3. izomorfizma teoremi) /, ve I, bir R halkasinin iki ideali ve I, =1,

olsun. (R/1))/(1,/1))=(R/1,) dir.

2.4 Asalidealler

Tanim 2.11 P R nin bir idealive R nin 4 ve B idealleri icin AB < P oldugunda

Ac P veya B c P oluyorsa P idealine asal ideal denir.

Teorem 2.5 Birimli ve degismeli bir R halkasinin bir P idealinin asal olmasi igin gerek

ve yeter kosul a,be R igin abe P = a € P veya b e P olmasidir.
Ornek 2.4 Z tamsayilar halkasinda P = {3k | k € Z} ideali bir asal idealdir.

Tanim 2.12 R degismeli bir halkave O, R nin bir ideali olsun. Her a,be R, ab e Q ve

aeQ icin, b" €O olacak sekilde bir n pozitif tamsayisi varsa O idealine bir

asallanabilir ideal denir.
Tanim 2.13 R degismeli bir halka ve 7 R nin bir ideali olsun. I idealinin radikali,

\/7={aeR|a" el,ne Z"} seklinde tanimlanir.



2.5 Modiiller

Tanim 2.14 R bir halka ve (M ,+) degismeli bir grup olsun. Her r,s e R ve m,m'e M

icin Rx M — M doénidsuimd,
(i) (m+m"y=rm+rm',
(ii) r.(s.m) = (r.s).m,

(iii) (r+s)m=rm+sm

kosullarini sagliyorsa, (M ,+) degismeli grubuna bir sol R —modil veya R uzerinde bir

sol moduldir denir. R birimli bir halka ve her m € M igin 1.m =m ise M grubuna
birimli veya birimsel bir sol R—modildir denir. Sag R —modil de benzer sekilde

tanimlanabilir.

Tanim 2.15 M bir R—modilve N M nin bos kiimeden farkli bir alt kimesi olsun. N
M nin bir alt grubu ve her e R, ae N igin rae N oluyorsa N ye M nin bir alt

modull denir.

Tanim 2.16 X, M nin bir alt kiimesi ve <X>, M nin X tarafindan Uretilen alt modili

olsun. Herhangi bir x € M igin <x>, M nin {x} tarafindan Uretilen alt modaladir. M

nin herhangi bir N alt moduli igin,
N:M:{r| reR, ngN} ve \/N:Mz{r‘ reR, 3me Noyle ki rmMgN}

esitliklerine sahibiz.

Tanim 2.17 M bir R—modil ve K M nin bir alt moduli olsun. K # M olmak lzere,

reR, meM ve rmeK oldugunda me K veya re(K:M) oluyorsa K alt

moddline asal alt modul denir.

2.6 Hipergrup ve Hiperhalkalar

Tanim 2.18 G bos olmayan bir kime, GxG den P’ (G) ya tanimlanan

o:G><G—>P*(G) donlisimune hiperislem ve (G,o) yapisina bir hipergrupoid denir
[14].



Tanim 2.19 (G,o) bir hipergrupoid, 4ve B, G ’nin bostan farkh 2 alt kimesi ve xe G

olsun,

AoB= | aob,

acA,beB

onz{x}oA ,

on:Ao{x}

olarak gosterilir [20].
Tanim 2.20 (G, o) bir hipergrupoid, her x,y,z € G igin,

(xoy)OZ:xo(yoz) yani U Uoz= U Xovy

uexoy veyoz
esitligi saglaniyorsa bu hipergrupoid’e yari-hipergrup (semi-hipergrup) denir.

Tanim 2.21 Her xeG igin xe(eox)N(xoe) diger bir deyisle {x}=(eox)N(xoe)
olacak sekilde e € G varsa e’ye birim denir.

Tanim 2.22 (G,o) bir yari-hipergrup (semi-hipergrup) olsun. Her xeG igin

xoG =Gox =G oluyorsa (G,o) ‘ye hipergrup denir.

Tanim 2.23 (G,o) bir hipergrup; H, G’nin bostan farkh bir alt kiimesi olsun. Her
xe H igin xo H = H ox=H oluyorsa (H,°)’ya (G,o)’nin bir alt hipergrubu denir.
Tanim 2.24 (G,,0,) ve (G,,0,) iki yari-hipergrup (semi-hipergrup) ve f:G, = G, ‘ye
bir dénisiim olsun. Her x,yeG, igin f(xo, y)< f(x)o, f(») saglaniyorsa f ‘ye
yari-hipergrup (semi-hipergrup) homomorfizmasi denir.

Tanim 2.25 (G,o) bir hipergrup olsun. Her x,y € G igin xoy = yox oluyorsa (G,o)
‘ve degismeli hipergrup denir.

Tanim 2.26 Bos kiimeden farkli bir R kiimesinde tanimlanan “+ " ve “-” hiperislemleri

tanimlanmis olsun. Asagidaki aksiyomlari saglayan (R,+,-) cebirsel yapisina bir

hiperhalka denir [7].

(i) (R,+) bir degismeli hipergruptur,



(ii) (R,-) bir yari-hipergrup (semi-hipergrup),
(iii) “-” hiperisleminin “+” hiperislemi tUzerine dagilma 6zelligi vardir. Diger bir deyisle

her r,s,t e R igin r-(s+1)=r-s+r-t ve (r+s)-t=r-t+s-t esitliklerini saglamaldir.

Tanim 2.27 M bostan farkh bir kime ve (R,W,0) bir hiperhalka olsun. M Uzerinde
®,® hiperislemleri tanimlansin. Eger M kimesi asagidaki aksiyomlari sagliyorsa, M

've (R,W,o) Uzerinde sol hipermodiil denir [8]:
a) M, ®) bir degismeli hipergruptur,

b) ©:RxM — P (M) bir déniisim ve her a,be M ve r,s € R icin asagidaki esitlikler

saglanir,
(i) O (a®b) = (102)® (rOb),
(ii) (r ¥s)Oa=(r0a)®(sOa),
(iii) (ros5)Oa=r10(s0a).

(R,w) ve (M,®) hipergruplari birimli olsun ve bu hipergruplarin birimlerini sirasiyla
0, ve 0, ile gosterelim. Bu durumda (M,®,0) hipermodiliinde her ae M igin

0, ©a=0,, esitligi saglanir.

(R,0) birimli olsun ve bu birimi 1 ile gésterelim. Eger her ae M i¢in 10 a=a esitligi

saglaniyorsa (M,®,®)’ye birimsel denir.

Bundan sonraki bélimlerde kolaylik olmasi agisindan sol hipermodil yerine kisaca

hipermodiil denilecektir.

Tanim 2.28 (M,,+,,,,) ve (M,,+,,,) (R,,0) hiperhalkasi tizerinde iki hipermodiil ve

f M, —>M,, M,'den M,’ye bir dontglim olsun. Her x,y € M, ve r € R igin,

() f(x+ y)c f(x)+ f(»)
(ii) /' (r- x)< r-, f(x) biryar-hipergrup (semi-hipergrup),

saglaniyorsa, f’ye bir hipermodil homomorfizmasi denir [7].
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Tanim 2.29 (M, +,-), R hiperhalkasi Gzerinde bir hipermodil ve M"', M ’nin bostan
farkh bir alt kiimesi olsun. Eger asagidaki aksiyomlar saglaniyorsa (M, +,-)'ye (M,+,")

nin bir alt hipermodill denir:
(i) (M',+), (M, +) 'nin bir alt hipergrubu,
(i) RM'cP"(M") .
Ornek 2.5 (R,+,-) birimli bir halka ve G, her a,be R igin aGbG =abG esitligini

saglayan (R,-) yari-grubunun (semi-grubunun) bir alt grubu olsun. (M,+,) R-

modulinde asagidaki sekilde bir denklik bagintisi tanimlayalim:
xpy<dJteG:x=yt .

M/R ‘de asagidaki hiperislemi tanimlayalim:
X®y={weM/p|lncx+y}.

Bu durumda (M/p,@®) bir hipergrup olur. Bélim halksi R/G ile gésterilir. Her 7 € R/G

ve feM/p icin ¥ © x =rx olarak tanimlanabiliyorsa M/p birimli bir hipermodduldur.
(H,°) bir hipergrupoid, {4,B} < P'(H) ve p, H tzerinde bir denklik bagintisi olsun.
Eger,

VYae A,3be B igin apb,

Vbe B,3ae A igin bpa,

oluyorsa A;B ile gosterilir.

Eger Yae A ve Vb € B igin apb oluyorsa A;B ile gosterilir.

Tanim 2.30 p, H uzerinde bir denklik bagintisi olsun. Her a,a’,b,b' € H asagidaki

gerektirmeler saglaniyorsa p 'ya diizenli (cok diizenli / regular) denir:

apb ve a'pb'=(aca")p(bob')

(apb ve a'pb':(aoa’);(bob') sirasiyla)

Duzenli (regular) bagintilar béliimsel yapilarda gahlisirken ¢ok 6nem ifade etmektedir.
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Teorem 2.6 (H,o) bir yari-hipergrup (semi-hipergrup) ve p da H Uizerinde taniml bir
denklik bagintisi olsun. Bu durumda asagidaki ifadeler saglanir,

(1) p duzenli (regular) ise, ;®;:{Z‘zexoy} seklinde tanimlanan hipercarpim,
H/ p tzerinde bir yari-hipergrup (semi-hipergrup) yapisi tanimlar,

(2) (H/p,@) bir yari-hipergrup (semi-hipergrup) ise p duzenlidir (regulardir),

(3) (H,o) bir hipergrup ise (H/p,@) 'nin hipergrup olmasi igin gerek ve yeter kosul p
'nun dizenli (regular) olmasidir [7].

Tanim 2.31 (R,+,-) bir hiperhalka olsun. Eger p, R de tanimli her iki islem iginde

dizenli (regular) ise p, R hiperhalkasi Gizerinde diizenlidir (regulardir) denir.

(M,+,), (R,+,-) hiperhalkasi tizerinde tanimli bir hipermodiil olsun. Eger p, + islemi
icin duizenli (regular); apb ve keyfi secilmis » € R icin (m)/_)(rb) elde ediliyor ise p
'va M hipermodiili Gzerinde diizenlidir (regulardir) denir.

Teorem 2.7 (M,+,:) , (R,+,) hiperhalkasi iizerinde tanimli bir hipermodiil; p M
Gzerinde tanimli bir denklik bagintisi olsun. Asagidaki ifadeler saglanir [9]:

(1) Eger p, M Uzerinde diizenli (regular) ise Vx,y € M/p ve VreR igin asagidaki
sekilde tanimlanan hiperislemler géz 6niine alindiginda M/p, (R,+,-) Uzerinde bir

hipermodiil yapisi tanimlar:
)?*)7:{E|Z€x+y},
ro)7:{7|zer-y} .

(2) Eger (M,*,0), (R,+,) Uzerinde bir hipermodil ise p, M (zerinde diizenlidir

(regulardir).

Tanim 2.32 (R,+,-) bir hiperhalka olsun. Eger o, R de taniml her iki islem iginde ¢ok

dizenliise p, R hiperhalkasi tGizerinde ¢ok duzenlidir denir [10].
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(M,+,), (R,+,-) hiperhalkasi Gzerinde tanimli bir hipermodiil olsun. Eger p, (R,+,")
da cok diizenli; §,M de tanimh + islemi icin cok diizenli; adb ve rps igin (ra)g(sb)
elde ediliyorise ¢ 'ya M hipermodili Gizerinde ¢ok diizenlidir denir.

Teorem 2.8 (H,o) bir yari-hipergrup (semi-hipergrup) ve p, H uzerinde bir denklik
bagintisi olsun. Asagidaki ifadeler saglanir:

(1) o cok dizenliise, (H/p,@) bir yari-gruptur (semi-gruptur),

(2) (H/p,@) bir yari-grup (semi-grup) ise p cok diizenlidir,
(3) (H,o) bir hipergrup ise (H/p,@)'nln grup olmasi igin gerek ve yeter kosul p’nun
cok diizenli olmasidir.

Teorem 2.9 (M,+,), (R,+,-) hiperhalkasi Uzerinde tanimli bir hipermodiil; p, R

Uzerinde ¢ok dlzenli baginti; 6, M Uzerinde tanimli bir denklik bagintisi olsun.

Asagidaki ifadeler saglanir:

(1) Eger p, M uzerinde ¢ok diizenli ise Vx,ye M ve VreR icin asagidaki sekilde
tanimlanan hiperislemler gz online alindiginda M/5, R/p Uzerinde bir modul yapisi

tanimlar:

S(x)*8(y)={0(z)|zex+y},

p(r)es(x)={s(z)|zer-x} .

(2) Eger (M/8,%,0), R/ p uzerinde bir modil ise &, M Uzerinde ¢ok diizenlidir.

Tanim 2.33 ¢ bagintisi, (R,+,-) hiperhalkasi tzerindeki (M,+,-) hipermodiilindeki

en kiiciik cok duizenli baginti olsun. ¢ bagintisina temel baginti denir [10].
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BOLUM 3

BULANIK KUMEYE GIiRIS

3.1 Bulanik Kiimeler

Tanim 3.1 X herhangi bir kime olmak Uzere, u: X—)[O,l] seklinde tanimlanan u
fonksiyonuna X nin bulanik (fuzzy) alt kimesi denir. X nin bltin bulanik alt
kiimelerinin olusturdugu kiimeye X nin bulanik kuvvet kiimesi denir ve [O,I]X

seklinde gosterilir [1].

Tanim 3.2 ,ue[O,l]X olmak Uzere {,u(x): xeX} ile tanimlanan kiimeye & nin

goriintii kiimesi denir ve (X)) yada Im(u) seklinde gosterilir.
Tanm3.3 i€ [O,I]S olmak Uzere,
#o={xu(x)>0,xeS} (3.1)

kiimesine & niin destekleyicisi denir. Eger " sonlu bir kiime ise x ye sonlu bulanik
alt kiime, u° sonsuz bir kiime ise x ye de sonsuz bulanik alt kiime denir. Ayrica

le u(X) ise p ye X in birimli bulanik alt kiimesi denir.

Tanm 3.4 Y c X ve a €[0,1] olmak Gzere a, e[O,l]X asagidaki sekilde tanimlanir:

a, xeY
ay(x) = 0: xg¥ (3.2)
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Ozel olarak; eger Y ={y} ise a, kiimesi a,,, veya y, seklinde ifade edilir, [0,1]—nokta

(point) veya [O, 1]—singleton ile adlandirilir.

Eger a=1 ise,

1; xeY

ly(X)=zy(X)={ 0 reX\y (3.3)

fonksiyonuna karakteristik fonksiyon denir.

Tanm 3.5 u,v e [O,I]X olmak lzere Vx e X icin u(x)<v(x) ise v bulanik alt kimesi,

A bulanik alt kiimesini kapsar denir ve u c v seklinde gosterilir.

Tanim 3.6 ,u,ve[O,l]X olmak Uzere unv, ,uuve[O,l]X kimeleri su sekilde

tanimlanir: Vx € X igin,

(1 V)(x) = pu(x) Av(x) (3.4)
(Uv)(x) = pu(x) v v(x) (3.5)
Tanm 3.7 ue [O,I]X olmak tizere a [0,1] igin,

,ua:{x:xeX,,u(x)Za} (3.6)
kiimesine 4 nin seviye alt kimesi denir.

Teorem 3.1 u,ve [O,I]X olmak Uzere, asagidaki ifadeler dogrudur.

i) ucv, ae[O,l]:,ua cv,

ii)a<b, a,be[O,l]:,ub C U,

i) u=veou, =v, Vae[O,l]

Tanim 3.8 X , Y herhangi iki kime ve ,ue[O,l]X, ve[O,l]Y ayrica f: X > 7Y bir

déntisim olsun. f(,u)e[O,l]Y ve [ (V)E[O,I]X bulanik alt kimeler olmak tzere

VyeY igin,
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: X, = ; ! (%)
f(ﬂ)(y):{v{uu) xeX, f(x)=y} f_l(y)i )
0  S0)=92
Vx e X igin,
/) (x) =S (%)) (3:8)

seklindeki fonksiyonlara sirasiyla f nin g altindaki goériintist ve f nin v altindaki

ters gorintisi denir [11].

3.2 Bulanik Alt Grup, Bulanik Alt Halka ve Bulanik idealler

Bu bélimde G daima birimi e olan ve garpimsal ikili isleme sahip keyfi bir grubu, R ise
degismeli bir halkayr temsil edecek. Grup ve halkanin bulanik alt kiimelerinde bazi
islemler tanimlayip ardindan sirasiyla bulanik alt grup, bulanik alt halka ve bulanik ideal
tanimlarini verecegiz. Daha sonra ise bulanik asal ideal, bulanik idealin radikali ve

bulanik asallanabilir ideal kavramlari verilecek.
Tamim 3.9 G bir grup veV u,ve[0,1]” bulanik kiimeleri olmak iizere, Vxe G igin
(ov)(x)=v{u(y)av(z) : y.z€G, yz=x}, (3.9)
pt(x)=p(x). (3.10)

LoV islemine u ve v niin nokta carpimi, 1~ ifadesine x bulanik alt kiimesinin tersi

denir.

Tanim 3.10 G bir grup ve u E[O,I]G olsun. Eger u asagidaki kosullari sagliyorsa u ye

G nin bulanik (fuzzy) alt grubu denir [1].

(G1) Vx,y e G igin, ,u(xy) > ,u(x)/\y(y)

(G2) Vx e G igin, ,u(x_l)z ,u(x)

G nin tum bulanik alt gruplarinin kiimesini L(G) ile gosterelim.

Tanim 3.11 ;e L(G) olmak lizere,

U = {x eG: u(x)= ,u(e)} (3.11)
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seklinde tanimlanir [11].
Ayrica n € N olmak lizere Vx € G i¢in (G1) kosulundan ,u(x”)z ,u(x) elde edilir.

Teorem 3.2 i € L(G) olmak lizere, Vx € G igin;
(1) u(e)z p(x);

(2) p(x)=p(x™)

olur.

Teorem 3.3 H bir grup ve ve L(H) olsun. f:G — H doénigimi bir homomorfizma
ise /' (v) e L(G) olur.

R degismeli halkasinin bulanik alt kimelerinde bazi islemler tanimlayalim.

Tanim 3.12 R bir halka # ve v R halkasinin bulanik alt kiimeleri olsun. u+v, —u,

M=V, pov bulanik alt kiimeleri asagidaki gibi tanimlanir. Vxe R,

(u+v)x) =viu(y)rv(z)ly.zeRy+z=x}, (3.12)
(=2)(x) = p(—x), (3.13)
(u=)x) =v{u(y) Av(2)|y.ze R y-z=x}, (3.14)
(uov)(x)=v{u(y) Av(2)|y,ze R, yz =x}. (3.15)

H+Vv, u—v ve pov sirasiyla 4 ve v nun toplami, farki ve nokta ¢arpimi olarak

adlandiriir. —g, ¢ ndn negatifi olarak tanimlanir. Tanimdan u+v=v+u ve
1—v=u+(—v) olur. R halkasi degismeli oldugundan Vu,ve[0,1]% icin gov=vou
dir.

Tanim 3.13 x,v €[0,1]% olsun.Vx e R icin uv €[0,1]%,
(uv)(x)= V{fi\l(ﬂ(yf) AV(Z))| ¥z, € R1<i<nneN) yz =x} (3.16)

i=l1

seklinde tanimlanir. R degismeli oldugundan V,v €[0,1]% igin zv =vu olur.
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Tanim 3.14 R bir halka ve g, R halkasinin bulanik alt kiimesi olsun. Bu durumda

eger,
(R1) u(x—y)=pu(x)Au(y) vx,yeR

(R2) u(xy)> p(x)Ap(y) Vx,yeR

sartlari saglanirsa 2 ye R halkasinin bulanik alt halkasi denir.
R nin tim bulanik alt halkalarinin kiimesini L(R) ile gosterelim.

Tanim 3.15 g, (R1) sartini saglasin. Eger 4,
(R3) u(xy)= pu(x)v p(y) Vx,yeR

sartinl da sagliyorsa R halkasinin bulanik ideali olarak adlandirilir [3]. R nin tim

bulanik ideallerinin kiimesini LI(R) ile gosterecegiz. R bir halka; g, R nin bulanik

ideali ise, bu durumda;
m ={xeR‘,u(x)=,u(O)} (3.17)
seklinde alabiliriz.

1 €[0,1]% olsun. R halkasi degismeli oldugundan  niin (R3) kosulunu saglamasi igin

gerek ve yeter kosul,
,u(xy) > ,u(x) Vx,y€R (3.18)
olmasidir.

Teorem 3.4 1,v € LI(R) olsun. Bu durumda;

(1) #(0)> p(x) VxeR

(2) R halkasi birimliise, z(1)< (x) VxeR

(3) x,y e R olsun. u(x—y)=p(0) ise u(x)=u(y)olur.
(4) £ R nin bir idealidir.

(5) ££° R nin bir idealidir.
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(6) 1. Vi S (V).

Tanim 3.16 &, u,v € LI(R) olsun. & sabit olmamak lizere, pov < & iken uc & veya

v < & oluyorsa & idealine R nin bulanik asal ideali denir.

Teorem 3.5 &, u,v € LI(R) olsun. & sabit olmamak lzere, & idealinin R nin bulanik

asal ideali olmasi igin gerek ve yeter kosul pyv < & iken pc & veya v < & olmasidir.

Tanim 3.17 c €[0,1] ve 1#c¢ olsun. Va,b€[0,1] i¢cin anb<c iken a<c veya b<c

oluyorsa c elemanina [0,1] in bir asal elemanidir denir.

EeLI(R), Ecu ve & < . olacak sekilde R nin tim bulanik asal u ideallerinin

kimesini P, ile gosterecegiz.

Tanim 3.18 £ € LI(R) olmak Uzere,

m{y: ye%}; P #0

(3.19)
1, ; P=9

2

seklinde tanimlanan JE ifadesine bulanik & idealinin radikali denir.

Teorem 3.6 £, R nin sabit bir bulanik ideali olsun. Bu durumda \/E =1, olur.

Tanim 3.19 &, u,v € LI(R) olsun. & sabit olmamak tzere, pov c & iken pcé veya

v < +/¢ oluyorsa & idealine R nin bulanik asallanabilir ideali denir.

3.3 Bulanik Alt Modiiller

Bu boliimde ilk olarak bir modiiliin bulanik alt kiimelerinde toplama ve skalerle carpma
ile ilgili birkag¢ islemi ele alacagiz ardindan bulanik alt modul tanimini verecegiz. Bu

bolimde aksi belirtiimedikce R birimi 1 olan degismeli bir halka, M bir R modil ve
0,,, M nin sifir elemani olarak alinacaktir. / kiimesi de bog kiimeden farkl bir indeks

kiimesi olsun.

Tanim 3.20 u, ve[0,1]” olsun. u+v, —ue[0,1]" bulanik alt kimelerini Vxe M

icin,
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(,u+v)(x)=v{ ,u(y)/\v(z)| y,zeM,y+z=x},

(=) (%) = p(-x).
seklinde tanimlamistik.

U+v, 1 ve vnintoplami, —u de ug nin negatifi olarak adlandirildi.
w1 €[0,11", 1<i<n ve neN olsun. “+” isleminde birlesme ve degisme &zelligi
oldugundan, 4+ 4, +...+ 4, toplamini disiinebiliriz ve bu toplami »'" x, olarak
yazariz.

|1 | >1 olmak Uzere, her i e I igin x4 €[0,1]" olsun. O zaman Zie]lui €[0,1]" toplami

her x e M igin,

(Zuij(x):v{/\idyi(xi)‘ xeM,iel, in =x} (3.20)

iel
seklinde tanimlansin dyle ki le.:zidxi ve en fazla sonlu tane x,, 0, e esit

olmasin. Zl_d M., i lerin zayif toplami olarak adlandirilir.

Aciktir ki, I={ L2,..,n } ve n>2 igin Zie[,u,. :Z;,ul_ dir.

Tanim 3.21 r e R ve ue[0,1]" olsun. ru €[0,1]" su sekilde tanimlansin. V x € M igin,

(re)@) =v{uy)| yeM, rp=x}. (3.21)

ru, rile g nun carpimi olarak adlandirihr.

Teorem 3.7 r,seR ve ,u,v,(f,yie[O,I]M,ieI olsun. Bu durumda asagidakiler

saglanir:
W lp=p, Du=-u;

(2) L, =1, 5

B)ucvorucrv
(4) r(s,u):(rs),u;
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(5) r(,u+v):r,u+rv ;

© r(J_u)=U,

(7) (rpe)(rx) = pu(x) Vx e M ;

(8) & (rx) 2 p(x) VxeM & rucé ;

(9)(ru+sv)(rx+sy) 2 u(x) Av(y) Vx,y e M ;

(10) & (rx+5y) = u(x) AV(Y) Vx,ye M S ru+sv < & .

ispat (1) den (6) ya kadar asikar.

(7) () (rx) =v{ u(»)| yeM, ry=rx|>u(x) VxeM .

(8) Eger &(rx)> u(x) Vxe M ise,

(ru)@) =v{u) | yeM,ry=xj<v{&(ry)|yeM,ry=x}=&(x) VxeM,
ruce.

Eger ruc & ise, (7) den &(rx) > ru(rx)> u(x) VxeM olur.

(9) (7) ve “+ isleminin tanimindan,
(ree+sv)(rx+sy) = (ru)(mx)A(sv)(sy) = u(x) Av(y) Vx,y €M olur.

(10) Farz edelim ki, §(rx+sy) > u(x)Av(y) Vx,y e M olsun. O zaman Vz e M igin,

u,veM,u+v:z}

(ry + sv) (z2)= v{ (r,u) () (sv) ()

:v{(v{,u(x)|xeM, rxzu})/\(\/{v(y)|yeM, Sy:v}) u,veM,quv:z}

:v{,u(x)/\v(y) xX,yeM, rx+sy=z}

<c(z2)
olur. Buradan ru+sv < & elde edilir.

Tersine ru+ sv < & oldugunu varsayalim. O zaman Vx, y e M igin,
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E(rx+sy)=(ru+sv)(r+sy)
> () () () (59)
> u(x)Av(y) ((7)den)
olur.
Teorem 3.8 .5 R ve 1 €[0,1]" olsun. Bu durumda,
(Wrucpe u(re)>ux) VxeM,

@)ru+spucus u(rx+sy)>p(x)Au(y) Vx,yeM.

ispat Teorem 3.7 nin (8), (9) ve (10). maddelerinden elde edilir.

Teorem 3.9 Varsayalim ki, N bir R—modil ve f, f:M — N seklinde tanimli bir

homomorfizma olsun. r,s € R ve u,ve[0,1]" igin,
(1) f(u+v)=f+f(v),
@) f(ru)=rf(w),

3) f(ru+sv)=r f(@)+s f(V).

Ispat (1) Kolaylikla gdsterilebilir.

(2)V ye N igin,
frn)) =v{(ru)@) | xe M, f(x)=y]
=v{v{u@|ueM, u=x}||xeM, f(x)=y|
=v{uw)|ueM, fGu)=y|
=v{ u@)| ueM, r(f@)=y}
=r (1))

Buradanda f(ru)=r f(u) elde edilir.
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(3) Bu ifade (1) ve (2) nin sonucu olarak hemen cikar.

Tanim 3.22 ¢ €[0,1]* ve ue[0,1]" olsun. &-u, & Quel0,1]" islemlerini V xe M

icin asagidaki sekilde tanimlayalim:

(§-u)@)=v{{@)Apy)|rer yeM, p=x}, (3.:22)

(¢ o)) =v{ AL (C0) A at)

7. eR, xl.eM,ISiSn,neNz;llrixi:x}.(3.23)

Teorem 3.10 1 <[0,1]" olsun. O zaman
(1) Tim r € R igin, l{r} CU=TU,

(2) Tim r€R ve xe M igin,

(1{,} O,u)(x)=v{/\f_l,u(xi) x,eM,1<i<n, neNeri =x}.

i=1

Tanim 3.23 1 <[0,1]" igin;
(M1) ££(0,,) =1

(MZ),u(rx)Z,u(x) VreRve xeM
(M3) pt(x+y)> u(x)Au(y) ¥ x,yeM

kosullarini saglayan g ye M nin bir bulanik alt modli denir [12].
M nin tim bulanik alt moddllerinin kiimesini L(M) ile gosterecegiz.

R kendi Gzerinde bir modil oldugundan, bir 6nceki tanimdan g nin R moduillinin
bir bulanik alt modull olmasi igin gerek ve yeter kosul £ niin R halkasinin bir bulanik

ideali olmasidir.

V xe M igin —1x=—-x oldugundan (M2) kosulu V xe M igin u(—x)> u(x)’ i saglar.
Buradan da u e L(M) olmasi igin gerek ve yeter kosul 4 nin M toplamsal grubunun

bir bulanik alt grubu ve (M2) sartini saglamasidir.
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Teorem 3.11 2 €[0,1]" olsun. O zaman u e L(M) olmasi icin gerek ve yeter kosul

niin (M1) ve asagidaki sarti saglamasidir:

(M4) ,u(rx+sy)2,u(x)/\,u(y) VrseR ve x,yeM.

ispat Farzedelim u e L(M) olsun. Tanimdan dolayr ¢ (M1) kosulunu saglar. u ayni

zamanda (M2) ve (M3) sartlarini da saglar. Buradanda V r,s € R ve x,ye M igin,
,u(rx+sy) > ,u(rx) /\,u(sy) > u(x) A u(y) olur.

Boylece 1 (M4) kosulunu da saglamis olur.

Tersine, u (M1) ve (M4) sartlarini saglasin. Bu durumda V re R ve xe M igin,
p(rx) = pu(rx+r0, )= u(x) A p(0,,) = u(x) ve V x,yeM igin,
p(x+y)=pu(lx+1y) = pu(x) A u(y) olur.

Boylece u (M2) ve (M3) kosullarini saglar. Buradan da x e L(M) elde edilir.

Teorem 3.12 1 €[0,1]” olsun. e L(M) olmasi icin gerek ve yeter kosul # niin M

toplamsal grubunun bir bulanik alt grubu ve asagidaki sarti saglamasidir:

(MZ)' rucu VreR.

Teorem 3.13 1 <[0,1]" olsun. i e L(M) olmasi icin gerek ve yeter kosul 4 nin

asagidaki sartlari saglamasidir:
(M1) 1, < u;

(M2) rucuVreR,
(M3)l U+ C .

Teorem 3.14 1 €[0,1]” olsun. xe L(M) olmasi icin gerek ve yeter kosul z nin

asagidaki sartlari saglamasidir:

(M1) 1, < u;
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(M4)' ru+spucu Yr,seR.

Ornek 3.1 R=Zve M =7, olmak uzere,

p(x) =

1
1
3
1
4

seklinde tanimlanan &, M nin bir bulanik alt moduludir.

Biz simdi bulanik alt modiiller ile ilgili bazi temel 6zelliklerden bahsedecegiz. Eger
y,ve[O,l]M ise, u+v, VxeM icin
(,u+v)(x):v{,u(y)/\v(z) | vzeM, x=y+z } seklinde tanimlanmisti.

&

Teorem 3.15 x,v €[0,1]" olsun. O zaman u+v e L(M) dir.

ispat V € R iin Teorem 3.7 (5) ve Teorem 3.12 dan r(u+v)=ru+rv c p+volur.

Buradan u+v e L(M) elde edilir.

Teorem 3.16 £ € LI(R) ve u e L(M) olsun. Budurumda ¢ GQu e L(M) olur.

ispat (¢ Qu)(0,,)=1 oldugu agiktir. V r e R, x e M igin,
(( O,u)(rx)zv{ Al (g”(sl.)/\y(zi)) ‘ s;eR, z.eM,1<i<n,neN z;s[zi :rx}

. n
1, €R, xieM,lSzSn,neNZi_l(m)x[:rx}

. n
reR, xl.eM,lﬁzgn,neNZizlrixi:rx}

olur.

A igleminin v islemi tGzerine dagilma 6zelliginden, V x,y € M igin,
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(¢ ou)(x+y)=(< u)(x)A (¢ Qu)(y) olur. Buradan da ¢ @u e L(M) bulunur.
M = R alinirsa bir 6nceki teoremden, eger £, LI(R) ise  Ou e LI(R) olur.
Teorem 3.17 £ € LI(R) ve u e L(M) olsun. Eger £(0,)=1ise {.ue L(M) olur.

Ornek 3.2 R=7Z ve M =7, olmak lizere, g nin M nin bir bulanik alt modiili

oldugunu Ornek 3.1 de séylemistik. 2, € LI(R) ve ue L(M) igin,

2

(21.,u)(0) = v{2l 2)A ,u(3),2l BG)Ap(4),.cen..... }
=v{l/\%,0/\%, ........... }
_1
2

2 2 2
(21.,u)(2) = V{Zl M A u(2), 21 (2) A u(4), 21 DA }
2 2 2 2
:v{O/\l,l/\l,O/\l, ........... }
32 3 4
1
===2,.1)(4)
33
l x=0 ise,
2
1 .
2,.1)(x)= 3 x=2,4  ise,
2
0 x=13,5 ise,

elde edildi. Sonug olarak (2,.4)(0) #1 oldugundan 2,.uz ¢ L(M) olur.

2 2
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3.4 Boliim Modiillerinin Bulanik Alt Modiilleri, Rezidiiel Béliimler ve Asal Alt

Modiiller

Bu boélimde oncelikle bir bélim modiliinin bulanik alt modidllerinin yapisinin
olusumundan ve modil homomorfizmalarindan bahsedilecek. Sonrasinda rezidiel

boélimler kavramini ve asal bulanik alt modil tanimini verecegiz.

Teorem 3.18 A, M nin bir alt modili ve v e L(M) olsun. V xe M igin, fe[O,l]M/A

yI asagidaki sekilde tanimlayalim:
E([x]) =v{vw) | ue[x]} (3.24)

Burada M/A, M nin bdlim modiliing, [x] ise x+ A4 kosetini ifade etmektedir. Bu

durumda & e L(M/A) olur.

ispat &, M/A bolim moddlinin toplamsal grubunun bir bulanik alt grubudur. Simdi

VreRve xeM igin,

E(rx])=¢([])
=v{v(a)| ac[m]]
=v{v(m+y)| yed)
—{v(mtrz)| ze 4)
v y(r(x+2))| ze 4]
>v{v(x+z)| zed)
=v{v(u)| uelx]}
=¢([x])

olur. Buradan da & e L(M/A) elde edilir.
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Simdi Teorem 3.18 in 6zel bir durumunu ele alalim. v e L(M), a<[0,1] ve A=v,
olsun. Bu durumda A, M nin bir alt modulidur. Boylece Teorem 3.18 den (3.24)

esitligi ile tanimlanan &, & eL(M/A) olur. x € M olsun ve f([x]) i g6z 6nline alalim.
Eger [x]= 4 ise, 5([x])=1 dir. Eger [x]# 4 ise, 0 zaman x ¢ 4 ve buradan v(x)<a

olur. Boylece herhangi bir y e [x] icin z € A vardir 6yle ki y = x+ z dir. Buradan,
v(y)=v(x+z)2v(x)Av(z) =v(x)

olur. Benzer bicimde v(x):v(y+(—z))2v(y)/\v(—z)zv(y) dir. Sonug olarak

v(x)=v(y) elde edilir. O halde v x e M igin &([x]),

(1) - {1 v(x)2a

v(x) diger durumlarda

seklinde verilebilir. 4= i) olmasi durumu benzer sekilde elde edilebilir.
Biz simdi Teorem 3.18 de tanimlanan & bulanik alt moduliinin 6zelliklerini inceleyelim.

ucv olacak sekilde p,v e L(M) alalim. &#* ve v in her ikisinin de M nin alt moddli
oldugu biliniyor. £ v oldugu agiktir. Béylece 4, v* 1n bir alt modiiliidiir. Dahasi

aciktir ki V‘V* eL(v*) dir. Buradan Teorem 3.4.1 den eger, fe[O,l]V*/”* 1V xevigin,
f([x])zv{v(z) ‘ ze[x]}

seklinde tanimlarsak [x], koset x+v" 1 ifade eder ve bu durumda feL(v*/,u*) olur.

Bulanik alt modul &, v nin 4 ye gore bolim moduli olarak adlandirihr. v/,u ile

gosterilir.

peL(M), N bir R—modiil ve f:M — N bir homomorfizma alirsak f(u)e L(N)

olur.

Tanm 3.24 M, N bir R—modil, ze L(M) ve v € L(N) olsun.
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(1) Bir f:M —N homomorfizmasi; eger f(u)cv ise u den VvV ye zayf

homomorfizma olarak adlandiriir. 4 den VvV ye f homomorfizmas zayif

S
homomorfizma ise x, V ye zayifca homomorfiktir denir ve x~v ya da basitge u ~v

seklinde yazilir.

(2) Bir f:M — N izomorfizmasi; eger f(,u)gv ise u den V ye zayif izomorfizma

olarak adlandirilir. # den V ye f izomorfizmasi zayif izomorfizma ise o zaman x, V
S
ye zayif¢a izomorfiktir denir ve p=v ya da basitge x =v seklinde yazilir.

(3) Bir f:M —N homomorfizmasi; eger f(u)=v ise u den V ye bir

homomorfizma olarak adlandirilir. Eger f, x den V ye bir homomorfizma ise o
!
zaman u , vV ye homomorfiktir denir ve u=v ya da basitge u ~v seklinde yazilir.

(4) Bir f:M — N izomorfizmasi; eger f(,u):v ise x4 den V ye bir izomorfizma

olarak adlandinlir. Eger f, x4 den V ye bir izomorfizma ise o zaman u, V ye
S

izomorfiktir denir ve #=v ya da basitce u = v seklinde yazilr.

Teorem 3.19 x c v olmak Gzere u,v e L(M) olsun. Bu durumda V‘V* ~v/u olur.

Teorem 3.20 v e L(M) olsun. N bir R—modil ve &e L(N) olmak Uzere v ~¢&

oldugunu varsayalim. Bu durumda, x e L(M) vardir 6yle ki g cv ve v/,u; éf‘f* olur.

Teorem 3.21 u,v € L(M) olsun. Bu durumda v/(unv)=(u+v)/u olur.

Teorem 3.22 pucvcé olmak Gzere pu,v,&eL(M) olsun. Bu durumda

(5/#)/(‘//#) =&/v olur.

Tanim 3.25 u,ve[0,1]Y ve ¢ €[0,1]° icin reziduel boélumler u:ve[0,1]° ve

1:¢ €[0,11" igin asagidaki sekilde tanimlanir:
pv=uln|nel0, nvepu |

pig=uls|celon”. oécu | (3.25)
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Teorem 3.23 1,v €[0,1]" ve ¢ €[0,1]% olsun. Bu durumda,

(1) ,u:v:u{ra | rER, ae[O,l],ra-vg,u}

(2) p:¢ =i, |xeM,acl01], {x, cp

olur.

Ispat (1) Tanim 3.25 den,

u{ 7, | reR, a€l0,1],r,-vcu }g,u:v

oldugu aciktir. 7€[0,11%, 7-vc i, reR ve n(r)=a olsun. Bu durumda V xe M
icin,

(ra-v)(x)=v{ra(s)/\v(y)| seER, yeM, sy=x}

sv{n(r)a(y)l yeM, ry=x|

Boylece r,-v < u ve bundan dolayi,
,u:vgu{ra | reR, ael,r,.vcu }

olur. Sonucta,

y:v=u{ra | reR, ael, ra~vg,u}

elde edilir.

(2) (1)’ e benzer sekilde yapilir.
Teorem 3.24 1,v €[0,1]" ve ¢ €[0,1]* olsun. Bu durumda,
(1) (u:v)veu,

)¢ (u:¢)cu,
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Bl vocueslcuveovcu:l

olur.

Teorem 3.25 1,v €[0,1]" ve ¢ €[0,1]% olsun.
(1) Eger e L(M) ise, ,Lt:VzU{ n | neLI(R), n-vg,u} olur.

(2) Eger £ e LI(R) ise, ,u:g”zU{ §| Eel(M), g”-cfg,u} olur.
Teorem 3.26 e L(M), ve[0,1]" ve ¢ e LI(R) olsun. Bu durumda u:v e LI(R) ve
W1:5 e L(M) olur.

u,velL(M) ve EeLI(R) olsun. u:&, g ve & nin rezidiel bolim bulanik alt

modull, u:v de u ve V nun rezidiel bélim bulanik ideali olarak adlandirihr.

Tanim 3.26 y,velL(M)ve v, u nin bulanik alt modili olsun. 7 €[0,1]% ve
x, €[0,1]" olmak Uzere, rx, v iken x, CV veya r,u CV oluyorsa, v ye g nin bir

bulanik asal alt modili denir [13].

Eger ozellikle u=y,, aldigimizda, rx, v iken x, C Vv veya 7,%,, V oluyorsa, v ye

M nin bir bulanik asal alt moduli denir.

Teorem 3.27 Eger M =R alirsak, v €[0,1]% nin M nin bir bulanik asal alt modulii

olmasi icin gerek ve yeter kosul, v niin M nin bir bulanik asal ideali olmasidir.

Teorem 3.28 u,v e L(M)ve v, u nun bulanik alt modili olsun. Eger v, # 1, ise, v,,

4, nin bir asal alt moduli olur.
Teorem 3.29 v, M nin bir bulanik asal alt modili olsun. Bu durumda,

vi={xeM |v(x)=v(0,,)} M nin bir asal alt modulu olur.
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BOLUM 4

BULANIK HIPERMODULLER

Bu bolimde oncelikle bulanik hipermodil yapisini anlatacagiz. Ardindan bulanik

hipermodiiller ile hipermodiiller arasinda baglanti kuracagiz.

4.1 Bulanik Hipermodiiller

Tanim 4.1 S bostan farkh bir kime olsun ve S’nin bostan farkli tim bulanik alt

kiimelerini F*(S) ile gosterelim. S (izerinde tanimh o:SxS — F'(S) déniisimi S

‘nin herhangi iki elemanindan olusan (a,b) ikilisini bostan farkli acb bulanik alt

kiimesine gétiirsiin. (.S,°)ya bulanik hipergrupoid denir.
Eger her a,be S igin acb=boa esitligi saglaniyorsa (S,0)’ya degismeli denir.

Tanim 4.2 (S,°) bir bulanik hipergrupoid olsun. Eger her a,b,c,reS ve herhangi
pueF (S) icin asagidaki aksiyomlar saglaniyorsa (S,c)’ya bulanik yari-hipergrup
(semi-hipergrup) denir:

(i) ac(boc)=(acb)oc,

(i) (a0 ) () =v,cs ((ar)(r) A p(1)),

(iii) (10a) (@) =v 5 (u(t)A(toa)(r)).

Ornek 4.1 N sifirdan farkl tim dogal sayilarin kiimesi olsun. Ya,b € N icin

aob:N" — [0,1]

(asb)(t) = min{%,%,l}

t
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seklinde tanimlanan bulanik kimeler igin (N*,o) bir yari-hipergrup (semi-
hipergrup)tur.

Teorem 4.1 A4, S’nin bostan farkl bir alt kimesi ve x€.S olsun. Her f€.S igin

asagidaki esitlikler saglanir:

(i) (xo d)(1) =Vea (xoa) (1),

(1) (Ao2)(1) =V, (a5x)(0):

Teorem 4.2 A4, S’nin bostan farkl bir alt kimesi ve y,, A4’nin karakteristik

fonksiyonu olsun. Eger A=S ise her t € § icin y,(¢)=1 dir.

Tanim 4.3 (S,o) bir bulanik yari-hipergrup (semi-hipergrup) olsun. Her a€S igin

aoS=>Soa=y, esitligi saglaniyorsa, (S,o)’ya bulanik hipergrup denir.

Tanim 4.4 (S,o) bir bulanik hipergrupoid, # ve 4 S ’nin sifirdan farkli iki bulanik alt

kiimesi olsun. Her ¢ € § igin

(#02)(t) =V pes (1(P) A (Poa) (1) A 2(q))

sekilde tanimlanir.

Tanim 4.5 R bogtan farkh bir kiime, H,[-] R (zerinde tanimli 2 hiperislem olsun. Eger

asagidaki aksiyomlar saglaniyorsa (R, EH,D) ‘ve bulanik hiperhalka denir [14]:
(i) (R,EE) degismeli bulanik hipergruptur,
(ii) (R,D) bulanik yari-hipergrup (semi-hipergrup)tur,

(i) “[]” hiperisleminin “H” hiperislemi tGzerine dagilma 6zelligi vardir. Diger bir

deyisle her a,b,c € R igin,

aD(bEﬂc)z(an)EE](aDc) ve (aEﬂb)Dc=(aDc)Eﬂ(ch)

esitliklerini saglamalidir.

Tanim 4.6 (R, EEI,EI) bir bulanik hiperhalka olsun. Uzerinde @, ® bulanik hiperislemleri
tanimh bostan farkli M kimesi eger asagidaki aksiyomlari sagliyorsa, (M,@,@)’ye

(R,EH,D) Uzerinde tanimh bir sol bulanik hipermodiil denir:
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(1) (M,@) degismeli bulanik hipergruptur,

(2) ©:RxM — F'(M)’ye her a,be M ve a,f € R igin asagidaki 6zellikleri saglayan

bir donlsimdur:

() a0(a®b)=(a0a)®(aOb),
(i) (¢BB)Oa=(a0a)®(f0Oa),
(i) (D p)0a=a0(B0Oa).

(R,BE!),(M,@) degismeli bulanik hipergruplarinin birim elemanlari olsun ve bunlari
sirasi ile 0, ve0, ile gosterelim. (M,®,0) bulanik hipermodiili her ae M igin
0,0a =X, esitligini saglar.

(R,D) bulanik yari-hipergrubunun (semi-hipergrubunun) da birim elemani olsun ve
onu 1 ile gosterelim. Eger (M,Gr),@) bulanik hipermodull her ae M i¢in 10a= g,
esitligini saglarsa (M,@,@)’ye birimsel denir.

Bundan sonraki bolimlerde kolaylik olmasi agisindan sol bulanik hipermodil yerine
kisaca bulanik hipermodil denilecektir.

Ornek 4.2 Her bulanik hiperhalka kendi {izerinde bir bulanik hipermoduldiir.

4.2 Bulanik Hipermodiiller ve Hipermodiiller Arasindaki Baglanti

Tanim 4.7 S bostan farkh bir kiime, pe[O,l] ve o, § Uzerinde tanimlanmis bir

hiperislem olsun. Her a,b € S igin aob’nin p — kesitleri,
(aob)p z{teS:(aob)(t)Zp}

seklinde tanimlanir. Her pe[O,l]igin S lzerinde tanimli bu hiperislemi

ac,b=(a ob)p seklinde gésterecegiz.
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Ornek 4.3 (M,+,), (R,+-) halkasi tzerinde bir modil olsun. Asagidaki sekilde
tanimlanan hiperislemler icin (M,C-B,@), (R,EELD) bulanik hiperhalkasi lzerinde bir

bulanik hipermodiildiir:

L] Her a,bEM |§|n a@bZZ{a,b},
e HeraeM vereR igin rOa= Y
e HerrseRigin rBs=y,, ve rids=yg,,.

Ornek 4.4 (M,+,-), birimsiz (R,+,-) halkasi Gzerinde bir modiil olsun. Asagidaki
sekilde tanimlanan hiperiglemler icin (M,®,0), (R,B,E) bulanik hiperhalkasi

Uzerinde bir bulanik hipermodildir:

o HerabeM igina®b=y,

a,b}’

1/2 t=ra

e HeraeM vereR iginrQa= . ,
0 diger durumlarda

e HerrseRicinrBs=y,, verlls=y.,.

Ornek 4.5 (M,+,-), birimsiz (R,+,-) halkasi Gzerinde bir modiil olsun. Asagidaki
sekilde tanimlanan hiperislemler icin (M,®,0), (R,B,E]) bulanik hiperhalkas
Uzerinde bir bulanik hipermoduldiir:
o HerabeM icina®b=y,.,,,

1/2 t=ra

e HeraeM vereR iginrQa= . ’
0  diger durumlarda

e HerrseRicinrBs=y,, verlls=y.,.

Yukaridaki ornekleri gz online aldigimizda bulanik hipermodiller ve hipermodiiller
arasindaki ilk baglantinin bir bulanik kiimenin p —kesitleri kullanilarak saglandigini

soyleyebiliriz.
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Teorem 4.3 Her p<[0,1], her a,b,c,uesS ve °, hiperislemi icin asagidaki denklik

saglanir:

(ao(boc))(u)Zp@ueaop (bop c).

ispat (ao(boc))(u):vtes (aot)(u)A(boc)(t)= p olmasi igin gerek ve yeter kosul
(aot))(u)=p ve (boc)(t,)= p esitsizlikleri saglayacak sekilde bir ¢, € S elemaninin
olmasidir. Bu esitsizlikler saglaniyor ise p —kesitinin tanimi geregi ueao,t, ve

ty€bo,c dir.Budaueao, (bop c) demektir.

Benzer sekilde asagidaki teorem ispatlanabilir.
Teorem 4.4 Her p€[0,1], her a,b,c,ueS ve o, hiperislemi icin asagidaki denklik

saglanir:
((aOb)oc)(u)ZpQLte(aoP b)OPC.
Teorem 4.5 S Uzerinde @,0 bulanik hiperislemleri taniml bostan farkli bir kiime; her

pe[O,l] icin ©  ve o Dbirer hiperislem olsun. Bu durumda her pe[0,1], her

a,b,c,u € S icin asagidaki denklikler saglanir:
o (ao(b®c))(u)zpeucac, (b®,c),
o ((a®b)ec)(u)zpeouc(a®,b)e,c,
o (aob®acc)(u)2pcue(ac,b)®,(ao,c),
o (boa®cea)(u)zpeouc(be,a)®,(co,a).

Sonuc¢ 4.1 (S,o) nin bulanik yari-hipergrup (semi-hipergrup) olmasi igin gerek ve yeter
kosul her p e [0,1] icin (S,op) nin yari-hipergrup (semi-hipergrup) olmasidir.
ispat (S,o) nin bulanik yari-hipergrup (semi-hipergrup) olsun. Teorem 4.3 ve teorem

4.4 den her pe [0, 1] icin (S,op) bir yari-hipergrup (semi-hipergrup)tur.
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Denkligin diger tarafini ispatlamamiz icin her 4,B ve pe[O,l] icin A>p= B>p

oldugunda A4 = B oldugunu géstermemiz yeterli olacaktir. 4 > B oldugunu varsayalim

bu durumda 4> p, > B olacak sekilde bir p, sayisi bulunur bu da B > p, olmasi ile

celisir.

Teorem 4.6 Her a €S igin aoS =y <> ao, S=5,Vpe[0,1] denkligi saglanir.

ispat aoS=y; olsun. Her reS ve pe[0,1] icin v, (acu)(t)=1=p dir. Bu
durumda (aou,)(t)>p olacak sekilde u,€S vardir. Bu da reao,u, demektir.

Boylece her pe[0,1] igin ao, S =S elde edilmis olur.

Diger taraftan, p=1 igin ao, §=S§ dir. Bundan dolayi her €S igin t€ao, u olacak

sekilde u € S vardir. Buda (aou)(¢)=1 demektir. Diger bir deyisle aoS = y, dir.

Sonug 4.2 (S,o) nin bulanik hipergrup olmasi igin gerek ve yeter kosul her p 6[0,1]

icin (S,op) nin hipergrup olmasidir.

Sonu¢ 4.3 (R,EE!,D) bulanik hiperhalkasi Uzerindeki (M,C—B,O) yapisinin bulanik
hipermodil olmasi icin gerek ve yeter kosul her pe[O,l] icin (R,BHP,EIP) hiperhalkasi

Uzerinde (M,@p,@p) nin hipermodil olmasidir.

Her pe[O,l] icin (aob)p kiimesini biliyorsak buna karsilik sadece tek bir tane acb

bulanik kiimesi elde ederiz. Gergektende(aob)(u) = p olmasi igin gerek ve yeter kosul

ue(acb) ve Vp'>picinug(acb) olmasdr.

(M,®,0), (R,B,1) bulanik hiperhalkasi iizerinde bir bulanik hipermodiil olsun. M

Uzerindeki yeni tip bazi hiperislemleri asagidaki sekilde tanimlariz:

e VabeM icin a+b:{xeM|(a@b)(x)>0},

e Va,BeR igin aErJ,B:{yeR|(aEE|ﬂ)(;/)>0},
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e VxeM ve VaeR igin a-xz{zeM|(a®x)(z)>0},

e Va,BeR igin aoﬁ:{yeR|(aDﬂ)(7/)>O}.

Teorem 4.7 Eger (M,(-B,(D), (R,EELD) bulanik hiperhalkasi (izerinde bir bulanik
hipermodiil ise (M,+,~), (R,Ed,o) hiperhalkasi tizerinde bir hipermodiildiir.

Ispat Bu teoremi ispatlamamiz icin tanim 2.27 (2) yi sagladigini géstermemiz yeterlidir.

Her x,ye M ve a €R igin

tea(x+y)euext+yiteausIueM:(x®y)(u)>0 ve (aOu)(r)>0 dir.

Bundan dolayi eger ¢ a-(x+y) ise
[(zox)®(a0y)](?) [ao(x@y)](r)
peM(an t)/\(x(-Dy)( )

)
(aOu)(t)A(x®y)(u)

0

v

\Y

dir. Buradan da

v (a0x)(p)r(a0y)(g)A(p®q)(t)>0

p.geM

elde ederiz. Bdylece (¢ ©x)(p)>0, (¢©y)(q)>0 ve (p®q)(t)>0 olacak sekilde

p,q €M vardir. Buradan peax, geay ve t€ p+q elde edilir, bu da teax+ay

demektir.

Benzer sekilde tanim 2.7 deki diger esitlikler ve teoremin ters ispati yapilabilir.

Boylece (M,+,-) ‘nin (R,&J,O) hiperhalkasi lGzerinde bir hipermodiil oldugu gdsterilmis
olur.

Tum hipermodillerin sinifint HM, tiim bulanik hipermodiillerin sinifini FHM ile

gosterelim. Bu durumda,
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w: FHM - HM
v((M.8,0)) = (M+)

seklinde bir donisiim tanimlayabiliriz.
Diger taraftan (R,,°) hiperhalkasi tzerinde tanimli (M,+,-) hipermodiilii olsun.
Asagidaki bulanik hiperislemleri tanimlayabiliriz:

e VabeM igina®b=y,,,

e Va,feR igin cBL =1,

o VxeM veVaeRiginaOx=y,. ,
e Va,feRicnallf=y,, .

Teorem 4.8 (M,+,-)’nin (R,¥,°) hiperhalkasi izerinde bir hipermodil olsun.
Yukaridaki sekilde tanimlanan @©,0,H ve [J bulanik hiperislemleri igin (M,@,Q),

(R,EE,D) bulanik hiperhalkasi izerinde bir bulanik hipermoduldur.

Ispat Bu teoremi ispatlamamiz icin tanim 4.6 (2) yi sagladigini géstermemiz yeterlidir.
Her x,y e M ve a€R igin aO(x®y)=(aOx)®(aOy) oldugunu gésterelim. Her

teM igin

(eox@y))(r) = v ((@or)(t)a(x®y)(r))

reM

v (2O A 2,,,0)

reM

{1 teax+ay

0 diger durumlarda

elde edilir. Diger taraftan,
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(eox)@(a0y))(t) = v ((@ox)(p)r(e0r)(9)A(P®4q)(1))

P.qeM

V (XD A 2@ A 2,0, (D)

p.geM

{1 teax+ay

0 diger durumlarda

(M,+,-) bir hipermodiil oldugundan tanim 4.6 (2) (i) yi elde etmis oluruz.

Benzer sekilde tanim 4.6 (2) de ki diger 6zdesikliklerde gosterilebilir.

Ayrica eger R hiperhalkasinin birim elemani varsa (M,@,O) bulanik hipermodiiliine

birimseldir. Boylece (M,®,0), (R,H,E) bulanik hiperhalkasi tzerinde bir bulanik

hipermodiilddr.

Boylelikle tiim bulanik hipermodiillerin sinifindam yim hipermodiillerin sinifina,

@:HM - FHM
o(M,+,) = (M,®,0)

seklinde bir dontsim tanimlabilir. Boylece bulanik hipermodiiller arasinda bir

homomorfizmadan bahsedebiliriz.

4.3 Bulanik Hipermodiil Homomorfizmalari

Tanim 4.8 (M,,®,,0,) ve (M,,®,,0,), (R,B,1) bulanik hiperhalkasi tzerinde iki
bulanik hipermodul olsun. Her x,yeM, ve a@€R igin f:M, —> M, donisimi

asagidaki ozellikleri sagliyorsa, f ’ye bulanik hipermodil homomorfizmasi denir:
f(x@, )< f(x)®, 1 (¥),

fao,x)<a0, f(x) .
Bundan sonraki iki teoremde bulanik hipermodil homomorfizmalari ile hipermodiil

homomorfizmalari arasindaki baglantiyl gosterecegiz.
Teorem 4.9 (M,®,,0,) ve (M,,®,,0,), (R,H,E) bulanik hiperhalkasi izerinde iki
bulanik hipermodiil ve (M,,+,,+) ve (M,,+,,), (R,¥,°) hiperhalkasi tizerinde iki
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hipermodiil olsun. (R,B,[J) bulanik hiperhalkasindan (R,,°) hiperhalkasina
l//((R,EE‘,D))I(R,H‘J,O) olacak sekilde bir donlisum tanimlayalim. Buna bagli olarak
l//((Ml’@l’@l)):(M1’+l"l) ve ‘//((Mzo@z’@z)):(Mz""z"z) olsun.  Eger

f:M, —> M, bir bulanik hipermodil homomorfizmasi ise f bir hipermodil

homomorfizmasidir.

ispat Her x,y € M, ve a € R igin

f(x®,y)<f(x)®, f(v),

fa0,x)<a0, f(x)

dir. u € @, x olsun bu durumda (& x)(u) >0 dir. f(u)=v ile gésterelim. Boylece

(/@0 ))(")=v, ) (@©,x)(s)> (@O, 2)(u) >0

elde ederiz. Bundan dolayi (@ ®, f(x))(v)>0 dir. Boylece vea-, f(x) elde edilir.
Bu da f(a+x)ca-, f(x) demektir. Benzer sekilde f(x®, y)< f(x)+,f(»)
oldugunu gésterebiliriz.

Teorem 4.10 (M ,+,,-) ve (M,,+,,-,), (R,W,°) hiperhalkasi iizerinde iki hipermodiil
ve (M,®,,0,) ve (M,,®,,0,), (R,B,1Q) bulanik hiperhalkasi tizerinde iki bulanik
hipermodil olsun. (R,,) hiperhalkasindan (R,H,1) bulanik hiperhalkasina
o((R.¥,))=(R,B,) olacak sekilde bir dénisiim tanimlayalim. Buna bagli olarak
o((M,,+.4))=(M,®,0,) ve ¢((M.+,.))=(M,.®,,0,) olsun. f:M, - M,

‘nin bir hipermodiill homomorfizmasi olmasi icin gerek ve yeter kosul f ’nin bir bulanik

hipermodil homomorfizmasi olmasidir.

ispat “=" f bir hipermodiil homomorfizmasi oldugunu varsayalim ve f ’nin bir

bulanik hipermodiil homomorfizmasi oldugunu gosterlim.

xeM,, a€R olsun. Her t € Im f igin,
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(fleo X)) = v (¢0,x)(r)

ref! (t)

Vo Han (D)
ref (t)

{1 M ()na x=d

0 diger durumlarda

{1 tef(ax)

0 diger durumlarda

X fay) O S Xy () =2 O, S (x)(2)

elde ederiz.
Eger telmf ise (f(20,x))(t)=0<(a0®, f(x))(t) olur.  Boylece

f(aO,x)<a0, f(x) eld edilir.

Benzer sekilde her x,y e M igin f(x®, y)< f(x)®, f(») oldugu gosterilir.

“«<=" Simdi de f ’nin bir bulanik hipermodil homomorfizmasi oldugunu kabul edip, f

"nin bir hipermodil homomorfizmasi oldugunu gosterlim.
x,yeM,, a €R igin,
f(x@p)<f(x)®, f(¥),

fa0,x)<a0, f(x)

dir. Buradan

Zpeny) S X (e () 1

X f(ay) = X 1)

elde edilir. Buda her x,ye M,, @ € R igin,
fx+y)ef(x)+ f(y),

flax)ca-, f(x)

demektir.
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Tanim 4.9 (M,®,0), (R,B,H) bulanik hiperhalkasi iizerinde bulanik hipermodiil ve

M', M ’nin bostan farkh bir alt kiimesi olsun. Eger her x,ye M' ve @ €R icin

asagidaki aksiyomlar saglanirsa M'’ne M ’nin bir bulanik alt hipermodiilii denir:
(1) (x®y)(1)>0ise teM' dir,

(2) x®M'= g, dir,
(3) (¢ ©x)(t)>0ise e M' dur.

Asagidaki iki teoremde bulanik alt hipermoddller ile alt hipermodiller arasindaki

baglantiyi gbsterecegiz.

Teorem 4.11 (M',®,0), (R,H,1]) bulanik hiperhalkasi tzerinde tanimli (M,®,0)
bulanik hipermodiliniin bir bulanik alt hipermodili olsun. l//((R,EE,D))=(R,&J,O)
hiperhalkasi  lzerinde tanimli y/((M,@,Q)):(M,+,-) hiper modili igin

v ((M',®,0))=(M',+,) biralt hipermodaldir.

Teorem 4.12 (M'+,), (R,4,°) hiperhalkasi izerinde tanimli (M,+,)

hipermodilinin bir alt hipermodili olmasi icin gerek ve yeter kosul

(o((M’,Jr,-)):(M',@,O)’nin go((R,ErJ,O)):(R,Bﬂ,E) bulanik hiperhalkasi tzerinde
tanimli ¢((M,+,-))=(M,®,O) bulanik hipermodulinin bir bulanik alt hipermoddli

olmasidir.
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BOLUM 5

SONUC

Bulanik kiime kavrami yardimiyla tanimlanan bulanik fonksiyon, bulanik ikili islem gibi
bulanik yapilar, klasik cebir teorisinde yer alan grup, halka, cisim gibi cebirsel yapilari
bulanik bir yapiya tasimaktadir. Boylece klasik grup teorisinde bilinen temel kavramlar
bulanik mantikta; bulanik grup, bulanik alt grup, bulanik normal alt grup, bulanik bolim
grubu, bulanik grup homomorfizmalari olarak tanimlanir. Klasik halka teorisinde ise
bulanik halka, bulanik alt halka, bulanik ideal, bulanik bolim halkasi, bulanik halka
homomorfizmalari vb. bulanik yapilar, bulanik grup ve halka teorisi kapsaminda

tanimlanir.

Bu ¢alismada, ilk olarak bulanik mantik kavrami tanitilarak, cebir teorisinde bulanik
cebirsel yapilar detaylariyla incelenmistir. Bulanik cebir teorisindeki bulanik cebirsel
yapilar ile klasik cebirde yer alan klasik cebirsel yapilarin benzer 6zellikler tasidig
gozlemlenmistir. Bir bakima, klasik cebir teorisi genellestirilerek, bulanik mantik adi
verilen farkli bir mantik sistemi Uzerine insa edilen yeni cebirsel yapilarda da ayni

cebirsel 6zelliklerin korundugu séylenebilmektedir.

Bu baglamda klasik cebirde 6nemli bir yere sahip hipermodil kavraminin bulanik
cebirdeki karsiligi incelenmistir ve aralarinda bagintinin ne derece 6nemli oldugu

gosterilmistir.
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