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BOLUM 1

GiRiS

1.1 Literatiir Ozeti

Degismeli olmayan geometri, kabaca degismeli olmayan cebirler (izerinde yapilan
geometri calismalariyla ilgilidir. Yani, bir M manifoldu ve bu manifolda karsilik gelen
strekli fonksiyonlarin cebiri yerine degismeli olmayan C”-cebirleri ve onlara karsilik
gelen degismeli olmayan manifoldlar ele alinir. Degismeli olmayan geometri ile ilgili ilk
calismayi 1925 yilinda Heisenberg yapmistir [1]. Heisenberg’in calismasindan sonra,
Dirac ve Born-Heisenberg-Jordan Hilbert uzayir Uzerinde bir takim c¢alismalar
ylritmustir [2],[3]. Bu gelismelerden sonra Connes, degismeli olmayan geometrinin

cebirle olan iliskisini sayi teorisi yoniinden incelemistir [4].

Degismeli olmayan geometri; matematikte o6lcim uzayi, operatdr cebir teorisi [5],
diferansiyel topoloji ve sayi teorisi gibi alanlarla fizikte de parcacik fizigi, quantum fizigi
gibi alanlarla etkilesim halindedir. Ornegin, Spektral {i¢li yaklasim yéntemi degismeli
olmayan geometrinin temel paradigmalarindan bir tanesidir [6]. Bu yaklasimla birlikte
degismeli olmayan diferansiyel hesap tanimlanmistir ve giniimizde de c¢okca
kullanilan bir yontemdir. Bu yontemin disinda, birlesmeli bir cebirin tlirevine bagli
diferansiyel hesap tanimindan yararlanilarak degismeli olmayan diferansiyel hesap

tanimi yapilmistir [7].

Degismeli olmayan geometrinin dereceli cebirlerle iliskisi de siiper manifold ve dereceli
Lie cebir teorileri ile baslamistir. Son zamanlarda dereceli birlesmeli cebirler ile ilgili,

ozellikle de dereceli matris cebirleri alaninda c¢ok calismalar yapildi [8]. Dereceli



cebirlerle ilgili calismalarda 6ncelikle Z ya da Z,-derecelendirmesi ele alinip sonradan

bunun daha genel hali olan I -derecelendirme (I", degismeli bir grup) yapisi var
olmustur. Bu olaydan sonra Z -dereceli Lie cebirlerini tanimlamak icin calismalar
ylriitiildi ama bunun icin toplamsal bir yapi tanimlanmaliydi. Bu durum da degistirme

carpaninin tanimini dogurdu [9],[10].

Bu calismalar i1siginda degismeli olmayan geometrinin, degismeli olmayan uzaylar ile
baglantisi da ortaya cikti. Degistirme carpani & olmak lzere, ¢ -dereceli birlesmeli
cebir kavrami, ¢ -Lie cebir tanimi ve buna bagli olarak ¢ -tlireve bagli olan diferansiyel
hesap tanimlandi. Bu calismalarla birlikte ¢ -tireve bagl olan diferansiyel hesap
yapisina bagh olarak da & -konneksiyon yapisi kuruldu. Bu calismada, anlatilan bu

yapilar ile ilgili arastirma ve inceleme yaptik.

1.2 Tezin Amaci

Bu tez, klasik anlamda degismeli olmayan ama ¢ -degismeli olan cebirler (izerindeki

bazi geometrik kavramlarin ve yapilarin incelenmesi amaciyla hazirlanmistir.

1.3 Hipotez

Lie cebir konusu uzun zamandan beri ¢alisilan bir alandir. Son zamanlarda bu alan ile
ilgili bir cok calismalar yapilmistir. Biz de bu tezde dereceli uzaylar, Lie siiper cebir ve &
-degismeli olan cebirler Uzerindeki bazi geometrik kavram ve yapilari inceledik. Bu
calisma, bu alanlarda calismayi distinen veya bu alanlarda ¢alisacak 6grenci arkadaslar

icin bir 6n ayak olusturacaktir.



BOLUM 2

CEBIRSEL TANIMLAR

2.1 Cebirsel Kapali Cisim ve Afin Uzay

1

Tanim 2.1: F bir cisim olsun. F[x] =a, +a1x+a2x2 +..+ax", i=lL.n ;a¢€eflF

polinom halkasi verilsin. Eger F[x] deki her bir polinomun bitin kdkleri £ cisminin

icinde kaliyorsa o zaman F' cismine cebirsel kapali bir cisim denir [11].

Ornek 2.1: R reel sayilar cismi cebirsel kapali bir cisim degildir. Ciinkii 6rnek olarak

x*+1=0 polinom denklemini aldigimizda polinom denklemininin kékleri x,=1gR

dir. Ama ayni polinom denklemini C kompleks sayilar cismi icin aldigimizda denklemin

kokleri x,, =ie C olur. Dolayisiyla C kompleks sayilar cismi cebirsel kapali bir
cisimdir.
Tanim 2.2: A4, bos olmayan bir kiime ve V', n-boyutlu bir vektér uzay! olsun. Bu

durumda f:4xA—V donusimdi verilsin. Eger

i) VP,Q,Re 4 icin, f(P,0)+f(O.R)=f(P,R),

i) VPe A ve Va eV igin f(P,Q)=a olacak sekilde bir tek O € 4 vardir.
sartlari saglaniyorsa 4 ya V ile birlesen bir afin uzay denir [12].

Ornek 2.2: A=R" ve V:((R",@),(R,+,-),@) olarak verilsin. f donlisimun,



fiAxA->V

(P,0)— f(P,Q)=PQ=00-0OP

olarak tanimlayalim. Bu durumda f donusimi afin uzayr aksiyomlarini saglar.

Gergekten de VP,Q,R € 4 igin,

— ——— ———— ——

oldugu gériliir. Ayrica VP e 4 ve Va eV igin,
f(P,Q)=a=00-0P=a=(a,a,..a,)
olarak yazilir. Buradan,
00—0P =(4,:4>-4,) (P> Prrs 1)
=(¢=P1s% = Prrrd, = P,)
=(a, 0.1,

esitligi elde edilir. O zaman, 1<i<n icin g,—p, =a, = q, =a;, + p, olacak sekilde g,
ler vardir. Dolayisiyla bir tek Q € A vardir. Boylece 4=R", kiimesi V' =R" vektor

uzayi ile birlesen n-boyutlu bir afin uzayidir.

2.2 Cebirle ilgili Bazi Temel Tanimlar ve Ornekler

Tanim 2.3: F, bir cisim ve V', F cismi lzerinde bir vektor uzayi olsun. V' Uzerinde

asagidaki sekilde tanimlanan ¢arpma islemi,

VXV -V
(x,y)—>xy

i) Vx,yeV ve VAeF igin (Ax)y=A(xp)
ii) Vx,y,z €V igin (x+y)z:xz+yz ve x(y+z):xy+xz

ozelliklerini sagliyorsa V' vektor uzayina ( F cismi tizerinde) bir cebir adi verilir [13].



Ornek 2.3: C kompleks vektor uzayi, R reel sayilar cismi {izerinde bir cebirdir. Ayrica

F cisminin alt cismi oldugu her K cismide F lizerinde bir cebirdir
Tanim 2.4: V', bir cebir olsun. Eger Vx,y €V igin,

Xy =yx
kosulu saglaniyorsa V' ye bir degismeli cebir adi verilir [13].

Tanim 2.5: V', bir cebir olsun. Eger Vx,y,z €V igin,

x(yz)=(xy)z
kosulu saglaniyorsa V' ye bir birlesmeli cebir adi verilir [13].

Eger Vx eV icin, xe=ex =x kosulunu saglayan bir e} birim elemani varsa
bu V' cebirine birimli cebir adi verilir [13].
Ornek 2.4: GL(n,F), elemanlari F cisminden alinan nxn tipindeki biitin

terslenebilir matrislerin kiimesi olarak gosterelim. Bu kiime F' (izerinde bir cebirdir ve

carpimi da birlesmeli oldugundan birlesmeli bir cebirdir. Ayrica nxn tipindeki /, birim
matrisi de GL(n,F) cebirine ait oldugundan GL(n,F), ayni zamanda bir birimli

cebirdir.

Not 2.1: F, bir cisim V', F cismi Uzerinde bir cebir olsun. V' cebirinin birim elemani

her zaman olmayabilir. Fakat F cisminde skaler olan birim eleman olmak zorundadir.
Tanim 2.6: V' ve W, F cismi Uzerinde iki cebir olsun. Eger Vx,y eV igin, ¢V > W
lineer donlislim,

o()=0(x)e(y)
kosulunu gergeklestiriyorsa ¢ ye bir cebir homomorfizmasi adi verilir [13].

Eger ¢ homomorfizmasi, 1-1 ve Orten ise o zaman bu homomorfizma bir cebir
izomorfizmasi adini alir.
Tanim 2.7: V', F cismi lizerinde bir cebir olsun. W, V' nin bostan farkl bir alt vektor
uzayi olsun. Eger Vx,y e W igin xyeW oluyorsa W alt vektdr uzayina ¥ nin bir alt

cebiri denir [13].



Ornek 2.5: R vektdr uzaylari kiimesi ve C vektdr uzaylar kiimesi, R reel sayilar cismi

Uzerinde cebirdirler. R reel sayilar cebiri, C kompleks sayilar cebirinin alt cebiridir.

" X, x
Ornek 2.6: R’ = ( " '2]
le x22

matrislerin kiimesi, R cismi Uzerinde bir cebirdir. Ayrica a,b€R olmak Uzere

Xx; eR,i:j:1,2} 2x2 tipindeki bitlin terslenebilir

a p—
[b ] seklindeki butin matrislerin kiimesi, Ri nin bir alt cebirini olusturur.
a

Tanim 2.8: V', F cismi lizerinde bir cebir ve I, V' nin bostan farkli bir alt vektor uzayi
olsun. Vx eV ve a el olmak lizere xa € I oluyorsa I alt vektor uzayina V' nin bir so/

ideali, ax € I oluyorsa I alt vektor uzayina ¥ nin bir sag ideali denir [13].

Eger V' degismeliise bu durumda 7 alt vektor uzayina ¥ nin bir (cebirsel) ideali

denir [13].

Ornek 2.7: V' birlesmeli bir cebir olmak izere ¥ nin bir x elemanini géz éniine alalim.
N ={aeV :xa=0}

ile tanimlanan kiime, ¥ nin bir sag idealidir. Simdi bunun dogru oldugunu gosterelim.

VbeV ve aeN, igin abeN_ oldugunu gosterecegiz. V' birlesmeli bir cebir

oldugundan olarak vyazilir. x(ab)=(xa)b=0b=0 dir. Buradan abe N, oldugu

—
0
gorilayor.

Tanim 2.9: V', F cismi lzerinde bir cebir olsun. Eger [, V' nin bostan farkli bir alt

vektOr uzayive I, aynizamanda V' nin bir ideali ise o zaman I% kiimesi,

V/_
%—{a+l|a eV}
seklinde tanimlanir. Bu kiime lzerinde + ve -, ikili islemleri Va+1,b+1 ¢ I% ve

VA e Figin,

+:%x%—)% (a+I1)+(b+1)=(a+b)+1



-:Fx%—)% A(a+1)—(Aea)+1

seklinde tanimlansin. Tanimlanan bu iki islem ile birlikte I% kiimesi, F' cismi lizerinde

bir vektor uzayi olur. Bu uzaya V' nin [ idealine gére béliim vektér uzayi adi verilir. Bu

vektor uzayi izerinde,

VLSV (axd)-(b+1)=(a-b)+1

seklinde bir carpma islemi tanimlandiginda o zaman I% vektor uzayi, F cismi
Uzerinde bir cebirdir. Bu cebire V' nin I idealine gére béliim cebiri denir [13].

Tanim 2.10: V', I cismi Uzerinde bir cebir olsun. V' cebirinin merkezi,
Z(V)z{aeV|ab=ba,VbeV}
olarak tanimlanir [12]. Z(V) nin ¥ nin bir alt cebiri oldugu asikardir.
Tanim 2.11: V', F cismi Gzerinde bir cebir olsun. & =S cV igin,
Z, (S)z{aeV|ab=ba,VbeS}

ile tanimlanan kiimeye V' nin S merkezlestiricisi denir [12].

2.3 Tensor Uzayi, Lie Cebiri, Modiil ve Kisa Tam Dizi Kavramlari

Tanim 2.12: i =1,2,...,r olmak tzere V;, R cismi lizerinde birer vektdr uzaylari olsun.
[V xV,x.xV. >R
(a,0s0a,) > fa, .00,
donisimi VA, u e R igin,

F(0,0g s At + PPy, ) = A S (0 Oy s O, )+ i f (0, gy Bses @, )

esitligi saglaniyorsa f ye i’ nciyere gore lineerdir denir [14].



Her i=1,2,...,r i¢cin f lineer olursa, f ye r-lineer fonksiyon adi verilir. Ozel

olarak » =2 aldigimizda, o zaman f vye bilineer fonksiyon denir [14]. V, xV,x..xV,
den R ye bitin 7-lineer fonksiyonlarin kiimesi L(V],VZ,...,Vr;R) ile gosterilir. O

zaman,
L:{f|f:Vl><V2><...><Vr—>]R f, r—lineer}
olarak yazilr.

L(V],VZ,...,Vr;R) kiimesi icin toplama ve carpma islemleri asagidaki sekilde

tanimlansin. Vf,g e L(V;,V,,...V.;R) ve V(a,,at,,...,a, ) €V, xV, x..xV, igin,

(f+g)an,ayma, )= f(a, ..., )+ g(a,ay,....2,)
ve A e R olmak uzere,

(Af ) ey, ) = Af (@, tyssct, ).

Tanimlanan bu iki islem ile birlikte L(V],VZ,...,Vr;R) kiimesi, R cismi Uzerinde bir

vektor uzayidir. Bu uzaya tensér uzayi, uzayin her bir elemanina da »’ nci dereceden

tensér adi verilir [14]. L(V,,V,,....V;R) =V ®V,®,...,®V ile gésterilir.

Tanim 2.13: J, R cismi Uzerinde bir vektoér uzayr olmak {zere

L(V,...,V;R):V*®,...,®V* tensOr uzayina kovaryant tensér uzayi denir. Bu uzay,
%/—/

r tane

Tr(V) ile gosterilir ve bu uzayin her bir elemanina da r’ nci dereceden kovaryant
tensér denir [14].

Ornek 2.8: V', R cismi lizerinde bir vektér uzayi olsun. f:V — R lineer dénisiimii
1.dereceden kovaryant tensordir. Yani V" dual uzaymin elemanlari, 1.dereceden
kovaryant tensorddir.

Tanim 2.14: L(V,...,V;R) =V'®,...,®V" kovaryant tensdr uzayi verilsin. Bu uzayda V

vektor uzayi yerine V" dual uzayini alirsak, L(V*,...,V*;R) =V®,...,QV tensor uzayi
%/_/

s tane

elde edilir. Elde edilen bu uzaya kontravaryant tensor uzayi, bu uzayin her bir
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elemanina da s’ nci dereceden kontravaryant tensér adi verilir [14]. Bu uzay T (V*)
ile gosterilir.

Ornek 2.9: T' (V*) =V = {f A %R} olarak vyazilabileceginden ¥V vektor
uzayinin elemanlari, 1.dereceden kontravaryant tensordir.

Tanim 2.15: 7' (V) ve T°(V) tensér uzaylar verilsin. feT (V) ve geT*(V)
tensorlerinin tensorel ¢arpimi, f ® g ile gosterilir. Bu iki tensoriin tensérel ¢arpimi

V(ay,...a,) eV x.xV ve V(B,...B ) eV x..xV olmak iizere,

r tane s tane

(f ®&)(@ers@,s Bes B) = S (@15, )£ (B B.)

seklinde tanimlanir [14]. Simdi tensérel carpimin bazi ozelliklerini verecegiz:

i) (f+)®L=(/L®f)+(/,® 1)

i) A®(L+4)=(S®1)+(/®1)

i)  VAieRicn (Af)®g=r®(1g)=A(f®g)

) (/i®L)®f=18(f®f)
Tanim 2.16: 7/, F cismi Uzerinde bir vektsr uzayi olsun.

L]:VxV >V

donisimi Vx,y,zeV ve a,f € F igin,

1) [ax+py.z]=a[x.z]+B[y.z] ve [x.ay+ Bz]=a[x,y]+ B[x.z]

2) [xy]==[r-x]

3) [x,[y,z]]+[y,[z,x]]+[z,[x,y]]:O
ozellikleri saglaniyorsa [,] operatoriine Lie operatoérii, Uzerine tanimh oldugu vektor

uzayina da Lie cebiri denir [15]. Burada 1) Ozelligine bilineer, 2) 6zelligine alterne, 3)
ozelligine de Jacobi ézdesligi adi verilir. Ayrica Jacobi 6zdesliginden dolayi, Lie cebirleri

birlesmeli  degildir.  Simdi  bunun  dogrulugunu vyani Vx,y,zelV  igin,



[x,[y,z]]i[[x,y],z] oldugunu gbsterecegiz. O zaman, Vx,y,zelV igin Jacobi

Ozdesligini yazalim.

Lol 2]+ [ [z x]]+ =[x 0] = 0.
Buradan,
Lo 2l]==[wlza]]=[=[x0]]
=[[zx]. v ]+ [[xy].2]
oldugu gériiliir. Dolayisiyla [ x,[y,z]]#[[x,y].z] dir.

Ornek 2.10: V', F cismi izerinde bir cebir olsun. Vx,yeV icin, [,]:VxV >V

doénidsimii
[x,y]=xy—yx

ile tanimlandiginda ¥, bir Lie cebiri olur ve ¥, olarak adlandirilir [16]. Simdi Lie cebir

kosullarinin saglandigini gosterelim.
1) Vx,y,zeV ve a,p € F igin,

[ax+ By, z]=(ax+By)z—z(ax+By)
= (ax)z+(By)z—z(ax)-z(By)
=a(xz)+B(yz)-a(zx)-B(2)
= a(xz—zx)+ B(yz—zp)
—afx.z]+B[y.z]

olarak yazilir. Benzer sekilde,

[x,ay+pz]=x(ay+Bz)—(ay+pz)x
= x(ay) +x(Bz)~(ay)x—(Bz)x
= a () + B(xz)—a (yx)— B (=)
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= o (xy—yx)+ B (xz—zx)
=a[x,y]+ B[x,z]
oldugu gorilir.
2) Vx,yeV igin [x,y]=—[r,x] oldugu asikardr.
[x,y]=xy = yx=—(yx—xp)=—[y,x]
3) Vx,y.zeV igin [ x,[y,z]]+[ y.[z.x]]+] z[x.]]=0 oldugunu gésterelim.
Lol z]] =[x (2 - 2)]
—x(yz-2)~(yz-2v)x

=Xyz —zZXy —yzX+zyX...... (*)

olarak bulunur. Benzer sekilde,
[zx]] = [ (zx-a2)]
=y(zx—xz)—(zx—xz)y
= V2X = YXZ = ZXY + XZY...... (%)
seklinde yazilir. Son olarak,
[z [xy]]=[2(0-2)]
=z(xy—x)—(xy—)x)z
= ZXY = ZYX = XYZ + YXZ......(***)
elde edilir. Buradan (*), (**) ve (***) esitlikleri toplandiginda sonucun sifir oldugu
gorulir.

Ornek 2.11: W={4eGL(n,R):trA=0} iZi sifir olan nxn tipindeki bitin reel

matrislerin olusturdugu bir kiimedir.
L]:Wxw —>w
doénisimdi icin,

[A4,B]=AB-BA

11



seklinde tanimlandiginda bir Lie operatori olup W, uzayi da Lie cebiri olur. Bu Lie

cebirine 6zel lineer Lie cebiri denir [16].

Tanim 2.17: V' bir Lie cebiri olsun. Eger Vx,y eV icin [x,y]=0 oluyorsa V vye

degismelidir denir [16]. Ornek 2.10 daki ¥, cebirinin degismeli olmasi igin,
[x,y]:xy—yx:0:>xy:yx

olmalidir.

Tanim 2.18: I bir Lie cebiri olsun. W, V' nin bir alt vektor uzayi olsun. Eger Vx,y e W

icin [x,y] €W oluyorsa W ya V' nin bir Lie alt cebiri denir [17].

Ornek 2.12: O(n,C):{AeGL(n,C)‘AT :—A} ortogonal Lie cebiri , d6rnek 2.9 da

tanimli olan W nun bir Lie alt cebiridir [16].

ispat:

Oncelikle O(n,(C) kiimesinin, W nun bir alt uzay! oldugunu goéstermeliyiz. Bunun icin

alt vektor uzayi sartlarinin saglandigini gésterelim.
1) VA4,BeO(n,C) igin, (A+B)T =A"+B" =—4-B=—(A+B) olarak yazilir. O
zaman A+ B e O(n,C) olur.

2) VaeC ve VA4eO(n,C) igin, (aA)T:aAT =—aA olarak yazilir. O zaman
aAeO(n,(C) dir.
Dolayisiyla O(n,(C), W nun bir alt uzayidir. Simdi Lie alt cebiri kosulunun saglandigini

gosterelim. VA4, B O(n,C) igin,
[4,B] =(4B-BA4)'
= (4B)" —(BA)'
=B"A"-A"B"

=BA-AB

12



(4]

Boylece [4,B] € O(n,C) oldugu goriiliyor.

Ornek 2.13: W:{Ae GL(n,R)|trA:0} Lie cebiri, GL(n,R) Lie cebirinin bir Lie alt
cebiridir [16].

Tanim 2.19: 1/, bir Lie cebiri olsun. W, V' nin bir Lie alt cebiri olsun. Eger Vx eV ve

Vy eW igin [x,y] €W oluyorsa W ya V' nin bir (Lie) ideali denir [17].

Tanim 2.20: V' ve W, iki Lie cebir ve ¢@:V — W bir lineer donusiim olsun. Eger

Vx,y eV igin,

o([x.r],)=[e(x).0(»)],
oluyorsa ¢ ye bir Lie cebiri homomorfizmasi denir [16].

Eger yukaridaki tanimda V' =W alinirsa ¢ ye bir Lie cebiri endomorfizmasi adi verilir.
Eger ¢, birebir ve orten ise ¢ ye bir Lie cebiri izomorfizmasi denir. Ayrica V =W

alindiginda ¢, birebir ve orten ise ¢ ye bir Lie cebiri otomorfizmasi denir.

Ornek 2.14: Bir 7 Lie cebirindeki VxeV icin, ¢(x)=0 seklinde tanimlanan bir

doénistm bir Lie cebir homomorfizmi tanimlar.
Tanim 2.21: R bir halkave M bir degismeli grup olsun.

RxM > M
(r,m)—)r.m

ile tanimlanan fonksiyon asagidaki kosullari saghyorsa M ye bir sol R-modiil denir

[18].
i) VreR ve Vm,,m, e M igin, r(m] +m2):rm] +rm,
ii) Vr,r, € R ve Vme M igin, (r] +r2)m:r]m+r2m
iii) Vr,r, € R ve Vme M igin, (r]rz)m:(rlrz)m

Ayni sekilde sag R —modiil de,
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MxR—->M
(m,r)—)m.r

olarak tanimlanarak olusturulur.

Eger M hem sol R-modil ve hem de sag R -modil yapisina sahipse o zaman

M ye bir R-modiil adi verilir. Ayrica VmeM igin 1,,m=m.l, =m oluyorsa bu

modadle birimli modil denir [18].

Eger R halkasini degismeli olarak alirsak o zaman sol R -modil yapisi sag R -

modul yapilabilir.

Tanim 2.22: R ve S halkalar ile M degismeli grubu verilsin. Eger M asagidaki

kosullari saglarsa o zaman M ye R-S bimodulu adi verilir [19]:

1) M birsol R-modil ve bir sag S -modildir. Yani VFe R,s€ S ve me M igin,
tRxM —> M, (r,m)—)r.m ve - MxS—>M, (m,s)—)m.s
2) VreR,seS ve meM igin, (r.m).s:r.(ms)

Burada eger R ve S halkalarini ayni aldigimizda M modili R-R bimodull olur.

Kisaca M , bir R bimoduli olarak yazilir.

Ornek 2.15: Z, tamsayilar halkasi verilsin. Her (toplamsal) degismeli grup asagida

tanimlanan déndstmle birlikte bir Z -modalddr.

LxM —>M
(n,m)—)n.m
m+m+,,,+m, n>0
%/—/
ntane
Burada n.m =<0, n =0} olarak tanimlaniyor.
—(—n), n<0

Ornek 2.16: Her R halkasi kendi tizerinde bir R -moduldir.

Ornek 2.17: M ve N, iki R -modiil olsun. M x N degismeli grubu igin,
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Rx(MxN)—)(MxN)

(r,(m,n))—>r.(m,n):(rm,rn)
seklinde tanimlanan islem ile birlikte M x N, bir R -moduldir.
Tanim 2.23: M ve N, iki R-modil olsun. f:M — N donisimi Vx,yeM ve
VreR igin,

) f(x+y)=r(x)+f(»)

ii) f(r.x) = r.f(x)
kosullarini saglyorsa f ye bir R-modil homomorfizmasi veya kisaca R -
homomorfizmasi adi verilir [18].

M den N ye bitin R -homomorfizmalarinin kiimesi,
Hom, (M,N)={f|f:M — N}
ile gosterilir. Ozel olarak M =N aldigimizda,
Hom, (M ,M)=End,(M)={f|f:M —> M}

olur. Eger R bir cisim, M ve N modilleri birimsel R-modiil ise o zaman f ye, M ve

N vektor uzaylari arasinda bir lineer déniisiim denir [18].

Tanim 2.24: R -moddllerinin ve homomorfizmalarinin bir dizisi,

¢n— N ¢'Y N
...... —>M, —M, M, —...

seklinde verilsin. Eger bu dizi Vn icin Im(g, ) =Ker(4,) kosulunu sagliyorsa bu diziye

tam dizi denir. Eger n>m i¢in M, =0 oluyorsa o zaman dizimiz,

...... M,  —>M, -0

m—1
olarak yazilir. Ayni sekilde bu yazilis dizinin sol tarafi icin de yapilabilir. Ozel olarak,

0>L—Lt5M—25N->0

dizisi tam dizi ise bu diziye kisa tam dizi ad verilir.
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Lemma2.1: 0> L—%4>M—2 5N — 0 kisa tam dizisi verilsin. Bu durumda asagidaki

kosullar gecerlidir:
i) ¢, 1-1 bir fonksiyondur.
i) @ , orten bir fonksiyondur.
iy Im(¢)=Ker(p)

Bu ifadenin tersi de dogrudur. Yani bu lc¢ kosul birlikte saglanirsa dizi, kisa tam dizi

olur.
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BOLUM 3

DERECELi CEBIRSEL YAPILAR

3.1 Dereceli Cebirsel Yapilar
Bu boliimde I', aksi belirtiimedikce bir degismeli grup olarak ele alinacaktir.
Tanim 3.1: F bir cisim ve V', F cismi Uzerinde bir vektor uzayi olsun. V' nin alt

uzaylan {V,,a eI’} olmak iizere

V=@V,

ael’

kosulunu saglayan {Va o eF} kiimesine V' nin I -derecelendirmesi denir [20].

Eger V' vektor uzayr I -derecelendirmesi yapisina sahip oluyorsa o zaman V'

vektor uzayina I' -dereceli vektér uzayi denir [20].

Tanm 3.2: V' = @ V_, I" -dereceli bir vektor uzayi olsun. Eger ve V' elemani V, nin bir

ael

elemani oluyorsa o zaman v elemanina a dereceli homojen eleman denir [20]. Bir

v eV homojen elemaninin paritesi yani derecesi |v| ile gosterilir. Yani veV ,ael’

olarak yazildiginda |v| = olur. Ayrica Vx eV icin,

x:Zxa;xaeVa,aeF

ael’

olacak sekilde tek tuirlii bir ayrigim vardir. Burada sonlu sayidaki x, lar sifirdan farklidir.

Buradaki x, elemanlarina da x in a dereceli homojen bilesenleri adi verilir [20].

17



Ozel olarak I'=7, alirsak; o zaman V= @ V_, Z,-dereceli bir vektor uzayi

o€,

olur. Bu durumda V =V, @V, olarak yazilir. Burada V| alt uzayinin elemanlarina V'
uzayininin ¢ift elemanlari, V; alt uzayinin elemanlarina da V' uzayinin tek elemanlari

adi verilir [20].
I'=7 icin; V= (-DZVa, Z -dereceli bir vektor uzayr olur. Bu vektor uzayi

asagidaki tanimlarla birlikte bir Z, -derecelendirmesi yapisina sahip olur:

W=8n, ; V=9V,

i€Z i€’

Tanim 3.3: V=@V, , I' -dereceli bir vektér uzayi ve W, V' nin bir alt vektér uzayi

ael
olsun. Eger W alt vektor uzayi, elemanlarinin timiini homojen bilesen olarak

iceriyorsa yani;

w=a(Wwnv,)

ael

yazilabiliyorsa o zaman W alt vektor uzayina V' nin I' -dereceli alt vektér uzayi denir

[20].

Tanim 3.4: V' ve U, I' -dereceli vektor uzaylari olsun. Bu durumda U vektor uzayi,

U=8u.
olarak yazilsin. Eger
o V->U
lineer dontsimi her B €T igin,
o(Vy) U,

ozelligini sagliyorsa ¢ donisumiine o dereceli homojen lineer déniisiim adi verilir.

Eger ¢ sifir dereceli homojen bir lineer doniisiimse, o zaman ¢ donusiimiine

V den W vya dereceyi koruyan lineer déniisiim denir [20].
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Tanim 3.5: W ve W', F cismi Uzerinde I -dereceli iki vektdr uzayi olsun. Bu iki vektor
uzayinin tensor carpimi da asagidaki tanimlamayla birlikte bir I' -derecelendirmesi

yapisina sahip olur:

(wew') = @ (w,®w,) . 0T ign

0 a+p=0

O zaman W ® W' vektor uzayina W ile W', T -dereceli vektdr uzaylarinin (T -dereceli)

tensér ¢arpimi adi verilir [20].
Tanm 3.6: W, W',V ve V', F cismi lizerinde I' -dereceli vektor uzaylari olsun.
oWV ., oW SV

dénusiimleri sirasiyla @ ve 6, dereceli homojen iki lineer déniisiim olsun. O zaman bu

iki lineer donlisimiin tensor carpimi olan,
PR WRW -V eV

lineer dénisimi VxeW,, x eW' ¢ el igin,

— ' 0'c ' '
((p®¢) )(x@x ) =(-1)" o(x)®¢ (x )
olarak yazilir. Burada q)@qo' lineer déniisimiiniin, @ +6 dereceli homojen bir lineer
doénisim oldugu acikca gorilmektedir [20].
Tanm 3.7: W, W' V.,V ,U ve U, F cismi Uzerinde I -dereceli vektdr uzaylari olsun.
oWV ., oW SV
p:V-o>U , ¢V U
dénlsiumleri sirasiyla 6,0,5,5 dereceli homojen lineer donisiim olsunlar. Bu
durumda ¢ ve ¢ lineer doniisiimlerinin tensér carpimi olan p®@¢' ile @ ve ¢ lineer

doéndsimlerinin tensér carpimi olan q)@qo' nin bileske islemi asagidaki sekilde

tanimlanir [20]:

(-1)"" (o0)B(¢ o0

(08¢ )(0®0)
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Tanim 3.8: F bir cisim ve A, F cismi Uzerinde bir cebir olsun. A nin alt uzaylari

{4,, a €T’} olmak Uzere,

i) A=® 4,

ael’
i) Vi,jel icin, 44, c 4, ;
sartlarini sagliyorsa A4 cebirine I' -dereceli cebir adi verilir [20].

Ornek 3.1: T =7Z, icin, C =R +RRi kompleks sayilar cebiri Z,-dereceli bir cebirdir.

Tanim 3.9: 4 ve B, F cismi Uzerinde I -dereceli cebirler olsun. 4= ® 4

D4, ve

B = @ A4, olarak yazildiklarinda,

ael’
p:A—> B

lineer dontsimu her B €T igin,

o(4,)< B,
sartini sagliyorsa ¢ dénisuimiine « dereceli cebir homomorfizmasi denir [20].

Eger ¢ sifir dereceli homojen bir lineer donlisiimse ve ¢ cebir homomorfizmasi
kosulunu sagliyorsa o zaman ¢ doénisimine A dan B vye dereceyi koruyan

homomorfizma veya sifir dereceli homomorfizma adi verilir [20].

Tanim 3.10: 4 ve B, F cismi lUzerinde I -dereceli cebirler olsun. Eger B cebiri 4
cebirinin bir alt cebiri ve ayni zamanda B, I' -dereceli vektor uzayi olan A4 cebirinin I -
dereceli bir alt uzayi oluyorsa o zaman B cebirine 4 nin bir I" -dereceli alt cebiri ad
verilir [20].

Ornek 3.2: C=R+Ri kompleks sayilar cebiri, Z,-dereceli bir cebirdir. R reel sayilar
cebiri, C cebirinin Z,-dereceli bir alt cebiridir. Clinkli Va,beR igin abeR dir.

C,=R ve C, =Ri olarakyazdigimizda R= ® (RN C,) oldugu goriilmektedir.

ael,

Tanim 3.11: 4 ve B, F cismi lizerinde I -dereceli iki cebir olsun. Eger B cebiri 4

cebirinin bir ideali ve ayni zamanda B, I' -dereceli vektor uzayi olan A cebirinin I -
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dereceli bir alt uzayi oluyorsa o zaman B cebirine 4, I'-dereceli cebirinin bir dereceli

ideali adi verilir [20].

Tanim 3.12: 4 ve B, F cismi Gzerinde I -dereceli iki cebir olsun. 4 ve B nin direkt
(kartezyen) carpimi da asagidaki tanimlamayla birlikte I -dereceli bir cebir yapisina

sahip olur [20]:
(4xB) =4,xB, , Vael ign

Tanim 3.13: 4 ve B, F cismi Uzerinde I -dereceli birlesmeli iki cebir ve A4 ile B
birimli cebirler olsun. A® B vektor uzayinin I -dereceli tensér ¢arpimini daha 6nce
tanimlamistik. Asagidaki tanimlamayla birlikte 4® B, I -dereceli birlesmeli cebir

yapisina sahip olur:
(a@b)(a' ®b'):(—1)i/(aa')®(bb')
Yae A,a e A;,be Bi,b' eB i,jel igin

Bu sekilde elde edilen A® B cebirine, I'-dereceli 4 ve B cebirlerinin dereceli tensér
carpimi denir ve A® B ile gosterilir [20].

Ornek 3.3: 4 ve B, F cismi tzerinde I -dereceli birlesmeli iki cebir olarak verilsin.

i, j eI olmak lzere VaeAi,bij icin,
f:A®B—>B®A
f(a®b)=(-1)""b®a

lineer donlisimi tanimlansin. Bu dontsiim, I'-dereceli cebir homomorfizmasidir.

Simdi bunun dogrulugunu gésterelim. O zaman Va e 4,,c€ 4,,b € B, ve d € B, icin,

f((a®b)(c®d))=f(a®b)f(c®d)

oldugunu gésterdigimizde ispat tamamlanmis olur. Oncelikle sol taraftan baslayalim.
f((a®b)(e®d))=1((~1)" ac®bd)

= (-1 £ (ac®bd)
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_ (_l)VJHv\ (_1)\avad\ bd ® ac
_ (_1)\’7\\6\ (_1)(\a\+\c\)(\b\+\d\) bd ® ac
_ (_1)\b\\v\ (_1)\aHb\+\aHd\+\va\+\de\ bd ® ac
_ (_1)\a\\b\+\a\\d\+\v\\d\ bd ® ac...... (*)
esitligi elde edilir. Simdi esitligin sag tarafini yapalim.
f(a®b) f(c®d)=(-1)"(b®a)(-1)""(d®c)
_ (_1)\a\\b\ (_1)\0\\‘1\ (b ® a)(d ® c)

_ (_1)\a\\b\ (_1)\0\\‘1\ (_1)\“\\‘1\ bd ® ac

olarak bulunur. Buradan (*) ve (**) esitliklerinin esit oldugu gérulir.

Tanim 3.14: 4, F cismi lzerinde I -dereceli birlesmeli bir cebir ve V' bir sol A4-
modul olsun. Ayrica A4 cebiri ve V' modili birimli olsun. Eger asagidaki kosullar

saglanirsa o zaman sol 4 -modil V' ye I' -dereceli sol A-modiil denir [20]:

i) V' vektor uzayi I' -dereceli vektor uzayi olmali.

ii) Va,pel igin AV, <V, , olmaldir.
Benzer sekilde V' bir sag 4 -modil olarak alinirsa o zaman V' ye I -dereceli sag
A -modiil denir [20].
Eger V' uzayi hem I -dereceli sag modiil hem de I -dereceli sol modil
ozelliklerini sagliyorsa o zaman V' ye I' -dereceli A -modiil denir [20].
Tanim 3.15: 4, F cismi Gzerinde I -dereceli birlesmeli bir cebir olsun. V. ve W, I'-

dereceliiki 4 -modul olsun.
o VoW

lineer donusuimu verilsin. Eger asagidaki kosullar saglanirsa ¢ donlsiimine V' den W

ya I -dereceli A -modiil homomorfizmasi adi verilir [20].
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i) @V > W lineer donisimi modil homomorfizmasi sartini saglamahdir.
ii) @V —>W lineer donusiumi V ve W, I -dereceli vektor uzayr olarak

alindiklarinda I" -dereceli homomorfizma kosullarini saglamalidir.
Tanim 3.16: 4 ve B, F cismi Uzerinde I -dereceli birlesmeli iki cebir olsun. V', I'"-

dereceli bir sol 4-modil ve W da I -dereceli bir sol B-modil olsun. Bu taktirde
VW tensor carpimi da I -dereceli bir vektér uzayidir ve 4® B de T -derecel

birlesmeli bir cebirdir. O zaman ¥V @ W uzerinde tek olan bir T -dereceli sol AQ B -

modiil yapisi vardir dyle ki,
(a®b)(x®y)= (—l)ﬂa (ax)®(by)
VaeA,beBﬁ,era,b' eB,yeW pB,ael igin

olarak yazilir [20].

Simdi literatlirde énemli bir yere sahip olan siper vektor uzaylari ve bu uzaylarla ilgili

bazi temel kavramlari verecegiz.

Tanim 3.17: V', F cismi Uzerinde I -dereceli bir vektdr uzayi olsun. I'=7%, i¢in, V
vektor uzayi Z,-dereceli bir vektor uzayi olur. O zaman V', Z,-dereceli vektdr uzayina

bir siiper uzay adi verilir [20]. Yani,

V=0V =V

ez,
olarak yazilr.

Ornek 3.3: C=R®Ri={a+ibla,bcR i*=-1} kompleks sayilar kiimesi, R cismi

uzerinde bir vektor uzayidir. Burada da C, =R ve C, =Ri olarak yazilirsa kompleks

sayilar vektor uzayi bir stiper uzay olur.

Ornek3.4: VV ve W, 7., -dereceli iki vektor uzayi olsun. O zaman,
fVv-ow
lineer déniisiimlerinin uzayi da bir siiper vektér uzayi olur. Ozel olarak W =V alirsak,

fv-r
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lineer dondsimid V' nin endomorfizmasi olarak tanimlanir ve EndV ile gosterilir. O

zaman dogal olarak EndV kimesi de bir stiper vektor uzayidir.

Tanim 3.18: V =V, ®V,, Z,-dereceli bir vektér uzayi olsun. =W cV verilsin.
VieZ, igin W.cV, olursa W alt uzayina V' nin siiper alt uzayi veya alt uzayr denir
[20].

Tanim 3.19: 4, F cismi Gzerinde I" -dereceli bir cebir olsun. I'=7, i¢in, A cebiri Z,

-dereceli bir cebir olur. O zaman 4, Z,-dereceli cebirine bir siiper cebir adi verilir [20].

Ornek 3.5: A=A4,® A4, F cismi Gzerinde herhangi bir cebir ve 4, ile 4, 4 nin alt
vektdr uzaylari olsun. 4, =A4 ve A4 =0 olarak aldigimizda A cebiri bir siiper cebir

yapisina sahip olur. Bu siiper cebire asikar siiper cebir adi verilir.

Ornek 3.6: 4= A,® A4,, F cismi Gzerinde herhangi bir cebir ve A*> =0 olsun. Burada
A4,=0 ve 4 = A olarak yazarsak A cebiri bir stiper cebir olur. Clinkli 4, ve 4, vektdr

uzaylari 4 nin alt uzaylaridir ve direkt toplamlari da 4 vekt6r uzayini veriyor. Ayrica

asagidaki kosullarin da saglandigi goriilmektedir.
A A, < 4y, A4, < A, A4, A ve AA C 4,.
Ornek 3.7: F cebirsel kapali bir cisim olsun.

D=F®F¢={a+bxla,becF &> =0,&#0}

olarak tanimlanan dual sayilar kiimesi F cismi Gzerinde bir cebirdir [21].

A,=F ve A =Fe¢ igin, A bir stiper cebir yapisina sahip olur. Bu siiper cebire dual

sayilar stiper cebiri adi verilir.

Ornek 3.8: C=R®Ri={a+ibla,bcR i*=-1} kompleks sayilar kiimesi, R cismi

uzerinde bir cebirdir. Burada da C, =R ve C, =Ri olarak yazilirsa kompleks sayilar

cebiri bir stiper cebir olur.

Ornek 3.9: F cebirsel kapali bir cisim olsun.
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A:F[u,a]:F+Fu={a+bu

a,baecF u’ :a}

olarak tanimlanan kiime, F cebirsel kapal cismi lizerinde bir cebir olup 6zel olarak

A, =F ve A =Fu olarak aldigimizda bir stiper cebir olur. F[u,1] kisaca F[u] olarak

dayazilir [21].

Ornek 3.10: A[u] = A+ Au kimesi Gzerinde asagidaki islemi tanimlayalim.
(a+bu)(a'+b'u)=(aa'+bb')+(ab'+a'b)u ; a,be A icin

Bu durumda (A[u])o =4 ve (A[u])l = Au olarak yazildiginda A[u] bir siper cebir

olur. Ayrica A[u] kiimesi asagidaki donidsimle tanimlandiginda 4® A ya izomorf olur

[21].
fiA[u] > A® 4
(a +bu) —)(a +b,a—b)
Tanim 3.20: 4= A4, ® 4, stper cebiri verilsin. Eger Va,b,c € 4 igin,
a(bc) = (ab)c
kosulu saglaniyorsa A4 sliper cebirine birlesmeli adi verilir [22].

Ornek 3.11: V =V, ®V,, Z,-dereceli bir vektér uzayi olsun. ¥ den V' ye bitiin lineer

doénistimlerin kiimesi,

EndV ={f|f:V >V}

olarak tanimlanir. Asagidaki tanimlamalarla birlikte EndV = End (V') ® End (V'), uzayi

1

birlesmeli bir stiper cebir olur [21]:

End(V),={f e EndV|f(V)V,, icL,}

={f € EndV|f(V,) Vo, f) <V,

S00]= [}

End(V), ={f e EndV|f(V)<V,,,icL,}
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={f eEndV|f(V,) <V, f(})V,,

Fl=lx+1}

Ornek 3.12: F bir cisim olsun. gl(m|n) kiimesi,

A B
X =
formundaki buatin blok matrislerinin  olusturdugu (m+n)><(m+n) tipindeki

matrislerin kiimesi olarak tanimlanir [23].

Burada A4,B,C ve D matrisleri elemanlari F cisminden alinan sirasiyla

mxm, mxn, nxm Ve nxn tipinde matrislerdir. X:[C D] blok matrisinde

0 B 0 B
A=D =0 igin, [C 0] blok matrisi elde edilir. Bu durumda [C 0] seklindeki blok

matrislerinin olusturdugu kime gl(m|n)0 olsun. Boyle matrislere cift matrisler adi

A 0
verilir. Yine benzer sekilde X blok matrisinde B=C=0 icin elde edilen [0 D]
seklindeki blok matrislerinin olusturdugu kiime de gl(m|n)l olsun. Boyle matrislere de
tek matrisler adi verilir. O zaman gl(m|n): gl(m|n)0 @gl(m|n)l uzay! birlesmeli bir
sliper cebir yapisina sahip olur.
V=V,®V, Z,-dereceli bir vektér uzayr ve dimV =k, dimV,=m ve

dimV, =n, (k =n+m) olsun. O zaman EndV uzayindan gl(m|n) uzaymina bir

izomorfizma vardir. Yani,

End(V), = gl(m|n), = {j

Aegl(m), Degl(n)}

End(V)] = gl(m|n)] :{(g g] Begl(m,n), Cegl(n,m)}

olarak yazilir [21].

Tanim 3.21: 4 = A, ® 4, sliper cebiri verilsin. Eger & # B < A4 alt kiimesi igin,
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i) Vxe B,ye B, icin xye B, ; i,jeZ, (alt cebir kosulu)
ii) B =B, ® B, olarak yazildiginda B, c 4, ve B, C 4,
sartlari saglaniyorsa B alt kiimesine A sliper cebirinin bir siiper alt cebiri veya alt
cebiri ad verilir [22].
Tanim 3.22: 4 = A, ® A, stiper cebiri verilsin. Eger & # I < A alt kiimesi igin,
i) Vae 4,xel; igin axe Il.+j ve xa € Il.+j (ideal kosulu)

ii) I =1,®1 olarakyazildiginda I, c 4, ve I, 4,
sartlari saglaniyorsa [ alt kiimesine A4 slper cebirinin bir siiper ideali veya ideali ad

verilir [22].

Tanim 3.23: 4= 4, ® A4, super cebiri verilsin. 4 nin {0} ve kendisinden baska ideali
yoksa A slper cebirine basit denir [21].

Tanim 3.24: A= A4, ® A ve B =B, ® B, iki stper cebiri verilsin. Eger ¢ : 4 — B lineer
doénisimdi,

i) Va,be 4 icin ¢(ab)=¢(a)p(b) (cebir homomorfizmasi)

ii) ¢(4,) =B, ve p(4)c B
kosullarini sagliyorsa ¢ dontsuimiine 4 dan B vye bir siiper cebir homomorfizmasi

veya homorfizma adi verilir [22].

Tanim 3.25: 4 bir stiper cebir ve 4 nin Z,-dereceli alt uzaylarinin kiimesi {Al. e Zz}

olsun. Eger asagidaki kosullar saglanirsa A4 sliper cebirine Z -dereceli cebir adi verilir

[20].

i) A= 4,
i€’
i) Vi,jeZ igin 44, 4

i+j°

Tanim 3.26: A= A4, ® 4, birlesmeli stiper cebiri verilsin. Va,b e 4 igin,
[a,b]= ab—(—l)‘aHb‘ ba
seklinde tanimlanan 6zdeslige A nin siiper komiitatéri adi verilir [23].
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Tanim 3.27: A= A4, ® 4, birlesmeli bir siiper cebir olsun. Eger Va,b € 4 igin,
[a,b]=0, yani ab= (—1)‘““’1‘ ba

oluyorsa A siper cebirine degismeli stiper cebir adi verilir [23].

Tanim 3.28: 4= A4,® 4, ve B=B,® B, iki sliper cebiri verilsin. 4 ile B nin direkt

(kartezyen) carpimi da asagidaki tanimlamayla birlikte bir sliper cebir yapisina sahip

olur [20]:
(AxB),=A4,xB, , (AxB) =A4xB

Tanim 3.29: 4 ve B, F cismi lizerinde iki cebir olsun. 4 ve B vektor uzaylarinin
tensor carpimi A® B nin asagidaki carpimla beraber bir cebir yapisina sahip oldugunu

biliyoruz.
(a®b)(a ®b)=(ad)®(bb ) ; VaedbeB ign.
A=A4,® 4 ve B=B,® B, siiper cebirleri verilsin. Bu durumda 4A® B Uzerinde
(A®B), =(4,®B,)®(4®B) , (A®B) =(4,®B,)®(4, ®B,)

ile birlikte bir Z,-derecelendirmesi mevcuttur. Bu durumda 4 ile B vektdr uzaylarinin

tensor ¢arpimi,
(a C;)b)(a' @b') = (—1)? (aa')@)(bb')
VaeA,d € 4,beB, ve b €B igin

ile tanimlandiginda 4 ve B, sliper cebirlerinin dereceli tensér ¢arpimi adini alir. 4 ve

B nin dereceli tensor carpimi A® B ile gosterilir [21].

Ornek 3.13: 4 ve B, birlesmeli iki stiper cebir olsun. O zaman A® B de birlesmeli bir

stiper cebirdir. Simdi bunun dogrulugunu gosterelim.

oldugunu gosterirsek ispatimiz biter. O zaman
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_ (_1)")““ |:(_1)(b+d)e (ace @bdf)}
— (=1) I (e B b )......(2)
elde edilir. Buradan (1) ve (2) esitliklerinin esit oldugu goriiliiyor.

Not3.1: 4= A4, ® 4, slper cebiri verilsin. Vx,y € 4 igin,

|xy|:|x|+|y ; xeAl.,yeAj , LjeL,

olarak tanimlanir.

Tanim 3.30: 4= A, ® A4, suiper cebiri verilsin. M, A siper cebiri (izerinde bir modil

olsun. Asagidaki kosullari saglayan M modiilline bir siiper modiil denir:
i) M=M,®M,

ii) Vae 4,meM, icin AM,cM

Tanim 3.31: gl(m|n) =4 X = 48
amim 3.31: g/(m|n)=< X = .

verilsin. X matrisinin siiper iz’i, StrX ile gosterilir ve asagidaki sekilde tanimlanir [23]:

M4 M,

i+j°

A, mxm;B, mxn,C, nxm;D, nxn} sliper cebiri

StrX = tr(A) —tr(D) .
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Lemma 3.1: gl(m|n) super cebiri verilsin. VX,Y e gl(m|n) = gl(m|n)0 (Jagl(m|n)l igin

asagidaki 6zellikler saglanir:
i) Str(X +Y)=Str(X)+Str(Y)
i) S (XY)=(=1)" s (x)
i) Swr([X.Y])=0

ispat:

A B K L
X= , Y = ;o A K mxm;B,L mxn;C,M nxm;D,N nxn tipinde iki
C D M N

matris verilsin. O zaman bu iki matrisin toplami,

[A B] [K L] [A+K B+L]

X+Y= + =

C D M N C+M D+N

olarak yazilir. Buradan X +Y matrisinin stiper izi, siiper iz tanimindan

Str(X+Y)=tr(4+K)—tr(D+N)

=tr(A)+tr(K)—tr(D)—tr(N)
=(tr(A)—tr(D))+(tr(K)—tr(N))
=StrX +StrY

elde edilir. Boylece i) sikki ispat edilmis oldu. Bu arada ¢ yani trace donisiiminin

lineer oldugunu biliyoruz. Simdi ii) sikkinin ispatini yapallm o zaman,

VXegl(m|n)i,Yegl(m|n); i,j€Z, matrislerini ele alalm. Bu iki matrisin

J

carpimi, matris carpimi tanimindan
o A BY(K L\ (AK+BM AL+BN
“\c D)\M N) \CK+DM CL+DN

VX - K L)(A B) (KA+LC KB+LD
"\ NJ\Cc D) \MA+NC MB+ND
elde edilir. Bu iki matrisin stper izleri, stiper iz tanimindan
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Str(XY)=tr(AK + BM ) —tr (CL+ DN))
— tr (AK )+ tr(BM ) 1r(CL) - tr (DN))
Str(YX') = tr (KA + LC )~ tr(MB + ND)
= 1r (KA)+1r (LC) - tr (MB)~ tr (ND)

seklinde yazilir. Bitin |X|:z’,

Y|:j durumlari ele alindiginda her iki esitligin esit

oldugu gorilir. Son olarak da iii) sikkinin ispatini yapalim. O zaman,

sir ([, ¥]) = ser( X7 =(=1)"" vx)
= st (x7)=Sur( (1) vx

= Str (x7) = (=1)""" Ser (¥
=0.
oldugu gordlir.

Tanim 3.32: V=V, @V, bir sliper cebir ve F bir cisim olsun. f:VxV — F bilineer

formu asagidaki kosullari saglyorsa [ ye siiper simetrik adi verilir [21]:

i) f(V.V,)#0, i#jigin

lall

ii) Va,beV igin f(a,b)=(-1)"" f(b,a)
gl(m|n) sliper uzayi lzerinde Str(X,Y):: Str(XY) olacak sekilde bir bilineer form

tanimlayabiliriz. Buradan Str(X,Y) fonksiyonu siper simetrik sartlarini sagladigindan

stiper simetrik bir bilineer formdur.
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BOLUM 4

LiE SUPER CEBIR

4.1 Lie Stiper Cebirin Tanimi ve Ozellikleri

Tanim 4.1: A=A, ® A, super cebiri verilsin. Eger asagidaki 6zellikler saglanirsa A4

sliper cebirine Lie stiper cebiri adi verilir [20]:
i) [.]:AxA—> A4, (a,b)—>[a,b] dénisimi tammlansin. O zaman
Vi,jel,ign [ 4.4, |c 4,
ii) Vae A,be A, igin [a,b] = —(—1)‘““})‘ [b,a] , i,jeZ,
iii) (—1)‘0“6‘ [a,[b,c]] + (—1)‘0“}7‘ [b,[c,a]] + (—I)M‘b‘ [c,[a,b]] =0.
Vae A.,be A;,ced, i,j,keZ,
Burada (i) ozelligindeki [,] carpiminina Lie ¢carpimi veya Lie sliper braketi ve (ii)
ozelligindeki o6zdeslige dereceli antisimetrik 6zelligi, (iii) 6zelligine de dereceli Jacobi
Ozdesligi adi verilir. Ayrica Va,b € A4 igin [a,b] nin paritesi yani derecesi ‘[a,b]‘ :|a|+|b|
olarak yazilr.
Not 4.1: Bir Lie stiper cebiri genelde Lie cebiri olmamasina ragmen siklikla Z,-dereceli
Lie cebiri olarak adlandirilir.
Ornek 4.1: gl(m|n) = gl(m|n)0 @gl(m|n)l birlesmeli  stper cebiri verilsin.
VX,Y e gl(m|n) igin,
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[x,v]=xy—(-1)" vy
ile tanimlandiginda bu uzay bir Lie sliper cebir yapisina sahip olur [23].

Ornek 4.2: A= A, ® 4, bir Lie siiper cebir olsun. 4 nin alt cebiri olan 4, cebirinin bir

Lie cebiri oldugunu gosterelim. Bunun icin Lie cebir kosullarinin saglandigini

gOsterecegiz.

Va,b e 4, igin [a,b]=~[b,a] dir. Clinkii Va,b e 4, ayni zamanda A Lie sliper

cebirinin elemanidirlar. A bir Lie stper cebir ve |a|:0, b|:0 oldugu icin tanim 4.1

deki (ii) 6zelliginde |a| =0, b| =0 degerleri yerine yazilirsa esitlik saglanir.

Yine Va,b,c € 4, igin,

[a,[b,c]] + [b, [c, a]] + [c,[a,b]] =0

b|:0 ve |c| =0 degerleri tanim 4.1 deki (iii) 6zelligindeki esitlikte

olur. Canku |a|:0,
yerine yazilirsa esitligin saglandigi gorildr.

Ornek 4.3: A=A, ® A4, Lie stper cebiri verilsin. Va,b e 4 igin,
[.,.]:AxA—)A , (a,b)—)[b,a]

olarak tanimlanan carpim ters ¢arpim olarak adlandirilir ve bu ¢arpimla birlikte A4, yine

bir Lie sliper cebir yapisina sahip olur [20].

Ornek4.4: 4= A, ® A4, birlesmeli stiper cebiri verilsin. Va,b e 4 igin,
[a,b]= ab—(—l)‘aHb‘ ba

seklinde tanimlanan komiitator ile birlikte A, bir Lie stper cebirdir [20]. Simdi

dogrulugunu gosterelim.

Vi,jeZ, ign [4.4,|c4

i+

dir. Gercekten de Vaed,bed, igin
[a,b]e[Ai,Aj] oldugu goriilir. 4 bir siiper cebir oldugundan abe 44, < 4, ve

bae A,4; c 4, olur. O zaman,
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[a,b] =ab —(—1)“1“})‘ bae A,
olur. Buradan [Al.,Aj] C 4;,, oldugu goralir.
Vi,j€Z, igin Vae 4,be A;olsun. O zaman [a,b]= —(—1)‘““” [b,a] esitligini
gosterelim. [a,b]:ab—(—l)‘aub‘ba ...... (1) oldugunu biliyoruz. (1) esitliginde a ve b

nin yerlerini degistirirsek [b,a]:ba—(—l)‘aub‘ ab......(2) olarak yazabiliriz. (2) esitliginin

her iki tarafini —(=1)"" ile carpalim. O zaman;
(1) 0] == (=1)™ b (1) g
() bk (<1 b
—ab—(-1)"ba
~[a.b].

olarak yazilir. Vi, j,k € Z, i¢in Vae 4,,be A, ve c e A, olsun. Bu durumda asagidaki

ozelligi gosterecegiz.

(-1) ch\[ be]]+( —1)* [b,[c,a]}r(—l)‘“”b‘ [c.[a,b]]=0.

Burada Va e 4,,b € 4, igin ‘[a,b]‘ = |a|+|b| olarak yazildigini hatirlayalim. O zaman,
[a[be]]=| abe—(-1)"cb |

:a(bc_(_l)\b\\v\ cb)—(—l)‘“‘(""+‘c‘) (bc (—1) b)

— abe—(~1)" acb— (- (bca— (~1)" cba)

_ abe—(=1Y*! ach— (—1)#¥¥lpgg 1 (1) g

jal

seklinde yazilir. Burada [a,[b,c]] esitligini (—1) ile carptigimizda,
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(_1)\0\\6\ [a,[b,c]] _ (_1)\0\\0\ abe — (_1)\aHf\+\be\ ach — (_I)M\b\ bea + (_1)\a\\b\+\bHC\ cha...... (*)

esitligi elde edilir. Benzer sekilde,

[b.[c.a]] =] b.ca—(-1)"ac|
- b(ca=(=1)"" ac) ~ (=11 ca (1) ac)
~ bea—(~1)* bac— (-1 (cab~(~1) " acb)
(=1 bac— (=1 gp-p (—1)He A g
olarak bulunur. [ 5,[¢,a]] esitligini (1) ile carparsak,

D [ fera]] = (~1)" bea—(~1) bac — (<1} cab + (<1} acp.... ()

esitligi elde edilir. Son olarak,

[c.]a.b]]= [c ab—(~1)" ba }
= c(ab—(_l)\a””‘ ba)—(—l)‘c‘(

9 (ab~(-1)"" ba)e

— cab— (~1)" cba~ (1) (abe - (~1)*" bac

_ cab— (~1)™M cha— (1) g (bt g
oldugu gorilir. Burada da [c,[a,b]] esitligini (—I)M‘b‘ ile carptigimizda,

(_1)\4\;;\ [c,[a,b]] _ (_1)\ch\ cab—(—l)‘chMaHb‘ Cba—(—l)‘CHa‘ abc+(_1)\vHa\+\aHb\ bac.....(#%x)

esitligi elde edilir. Buradan (%), (%) ve (#%*) esitlikleri toplandiginda esitligin
saglandigi goralar.

Not 4.2: Bu 6rnekten gordigimiiz izere Lie stper cebirleri kismen komutator yapisina

ve kismen de anti komitator yapisina sahiptir.

Tanm4.2: A= A4, ® A4, Lie siiper cebiri verilsin. E§er J # B < A4 alt kiimesi igin,
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i) Vx,y € B igin [x,y]eB

ii) Viel, i¢in B, C 4,
kogullari saglaniyorsa B=B,® B, ye A nin Lie siiper alt cebiri veya alt cebiri denir
[22].

Eger B# A ve B, A nin alt cebiri oluyorsa B ye A nin diizgiin alt cebiri denir.

Tanim 4.3: 4 = A4, ® 4, Lie siiper cebiri verilsin. Eger J # [ — A4 alt kiimesi igin,

i) I, A nin alt cebiri (Liestper alt cebiri)

i) Yae A, xe [ igin [a,x]el
ozellikleri saglaniyorsa I ya A nin bir Lie siiper ideali veya ideali denir [22].

Ozellik : A bir Lie stiper cebir ve I ile I', 4 nin iki ideali olsun. O zaman [I,I']
kiimesi de 4 nin bir idealidir [22].
Tanim 4.4: A=A4,® 4 ve B=B,®B, iki Lie slper cebiri verilsin. Eger f:4—> B

lineer donlisimi Va,b € 4 icgin,

/([ab],)=[1(a). 1 (8)],

kosulunu saghyorsa f donusimine A dan B ye Lie sUper cebirlerin homomorfizmasi

denir.

Tanim 4.5: 4, Lie stper cebiri verilsin. 4, Lie siper cebirinin merkezi;
z(4)={ae 4[[a.b]=0, Vbe 4

olarak tanimlanir [22].

Tanim 4.6: A4, bir Lie stiper cebir ve & # S < A nin bir alt kiimesi olsun.
C,(S)={ac4|a.b]=0, vbeS|

ile tanimlanan kiimeye A Lie stiper cebirinin S merkezlestiricisi denir [22].
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Tanim 4.7: sl(m|n):{Xegl(m|n)| StrX =0 }ile tanimlanan alt uzay, gl(m|n) nin
bir alt cebiridir ve 6zel lineer Lie siiper cebir olarak adlandirilir [22].

Lemma 4.1: F bir cisim olsun. 7 =7,®t, F cismi Uzerinde bir Lie siiper cebir ve

A=A4,® A da F cismi tzerinde siiper degismeli birlesmeli cebir olsun.
T, =(T®A)0 =(TO®AO)@-)(T1 ®A1)
kiimesini Vx,y et ve a,be A olmak tzere x®a, y®b e 1, homojen elemanlari igin,
[]:t,x7, >,
[x@a,y@b]=[x,y]®ab
olarak tanimlayalim. O zaman 7, kiimesi bir Lie cebirdir [23].
ispat:

Vx,y et igin x €7, ve y er; olsun. Aynizamanda x®a,y®be(r®A)0 oldugu igin

acA,bed, ; ijel,olur.Ozaman,

[x®a,y®b]=[x,y]®ab
=—(-1)"[»,x]®(-1)" ba
~(-1)' (1) (-[r.]@ta)
=(-1)" (-[».x]®ba)
= —[y,x]®ba

=—[y®b,x®a]

elde edilir. Dolayisiyla esitlik saglanmis oldu. Simdi Jacobi 6zdesliginin saglandigini yani

Vx®a,y®b ve z&c e, homojen elemanlari igin,

[x@a,[y@b,z@c]]+[y®b,[z®c,x®a]]+[z®c,[x®a,y®b]]:O
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oldugunu gosterelim. x®a,y®b ve z®cer, homojen elemanlar olduklarindan,

|x|=l|a| =i,|y|=|b|=j ve |z|=|c|=k olarak yazilir. O zaman Tanimdan,
[x®a,[y®b,z®c]|=[x®a,[y,z]®bc|=|x,[y,z]|®abe......(1)
[y ®b,[2®c,x®a]]=[y®b,[z,x]®ca] =] y,[z.x]|®bca......(2)
[2®c,[x®a,y®b]|=[z®c,[x,y]®ab]|=[z,[x,y]]|®cab......(3)
esitlikleri elde edilir. Simdi 4 nin stiper degismeli birlesmeli 6zelligini kullanirsak,
bea=(-1Y" bac =(-1)" (-1Y abe
cab=(-1Y" ach =(-1)" (-1)" abe
olarak yazilir. Bu durumda,
[y.[z.x]]®bca=[ y.[z.x]]@(-1)" (-1) abe =(-1)' [ y.[z.x]]®(~1)" abe
[z[x,y]]®cab=[z[x,y]|®(-1)" (-1)" abe =(-1)" [ z.[x. ]| ® (-1)" abe

esitlikleri elde edilir. Ayrica t bir Lie stper cebir oldugundan,

(1) [T+ (1) Lol ]+ (2] =0
oldugunu biliyoruz. O zaman,

[y [zx]]@bea = (1) [1.[z. ] (-1)" abe
=(~() Lol )= () = L)) @ (-1) abe
==(-1)" [x[y.2]]®(-1)" abe - (-1)" [z [x.y]] @ (-1)" abe
=—[x[y.z]]@abe—(-1)" (1) [2.[x.y]|®abe

oldugu goriilir. Buradan,

[x,[y, z]] ® abc + [y,[z,x]] ® bca + [z, [x, y]] ® cab = [x,[y,z]] ® abc

—[x,[y,z]:l ® abc —(—1)k/ (—l)ik [z,[x,y]] ® abc + (—l)kj (—l)ik [z, [x,y]] ® abc
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=0
elde edilir. Boylece ispat tamamlanmis olur.

Ornek 4.5: V=V, ®V,, Z,-dereceli bir vektér uzayr verilsin. O zaman
EndV =End(V),®End(V), stper cebiri, bir Lie siper cebir olur. Bu Lie siper

cebirine V' nin genel lineer Lie siiper cebiri adi verilir ve gl(V) olarak gosterilir.

Tanim 4.8: A4, bir Lie stiper cebirve V', bir Z,-dereceli bir vektor uzayi olsun.
fA—>gl(V)
ile tanimlanan homomorfizmaya A Lie sliper cebirinin dereceli temsili denir [20].
Tanim 4.9: A=A4,® 4 bir sltper cebiri verilsin. Asagidaki kosulu saglayan
D e End(A),, a €Z, endomorfizmasina 4 nin o dereceli tiirevi denir [12].
D[a,b]=[D(a),b]+(-1)"[a,D(b)] a,be 4 igin.

A sliper cebiri Uzerinde « dereceli tlrevlerin uzayi, Der(A)a ile gosterilir. Burada
sirasiyla @ =0, o =1 olursa Der(A)O, Gift turevlerden ve Der(4),, tek tiirevlerden
olusur. Ayrica Der(A)=Der(A) @® Der(A), uzay, EndA Lie siiper cebirinin bir alt
cebiridir.

Der(A) nin elemanlarina A4 Lie stper cebirinin siiper tiirevleri veya tiirevi denir.
Der(A) uzayina da A Lie sliper cebirinin tiirev uzayr denir [20].
Ornek 4.6: A=A,® A, Lie super cebiri verilsin. Vxe A4 igin adx:A4—> A lineer
doénistimind,

adx(y):[x,y], Vye A4 igin

olarak tanimlayabiliriz. Bu durumda adx lineer donisiimi, 4 nin bir slper tirevidir.
Simdi adx lineer donlisiminin A nin bir stper tirevi oldugunu gosterelim. O zaman

oncelikle tirev tanimini kullanirsak, Vy,z € 4 igin

adx[y, Z] = [adx(y) , Z:I + (—1)‘adXHy‘ [y, adx(z)]
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esitligi elde edilir. 4, bir Lie sliper cebir oldugundan Vx,y,z € 4 igin,
(el (Dol () [l -0

oldugunu biliyoruz. Bu esitligi (—I)M‘Z‘ carparsak,

[ y’ ] _ \XHZ\ \yHX\ [y,[z,x]] _(_I)M\Z\ \ (] [ x y ]
_ _(_I)M\Z\ (_1)\ny\ [y, _(_1)\Z\M [x, Zﬂ N (_I)M\Z\ (_1)\2\\}’\ (_1)\2\(\X\+\y\) [[x,y], Z]
(1) () (1) o 2] (<1 (1) (=1 (1) [ 5].£]
=( 2\*\\2\ \yH \[y x Z]] 2\)\\2\ 2\2\\y\[ x y] ]
()" [nlxz]]+ [[x 0] 2]

olarak bulunur. Simdi de adx in tanimini kullanalim. Bu durumda Vy,z € 4 igin,

adx[y,z] = [x[y,z]] = (—1)MM [y,[x,z]] + [[x,y],z] ...... (2)

elde edilir. Buradan (1) ve (2) esitliklerinin esit oldugu gériliir. Dolayisiyla adx, A nin

bir stiper tlrevidir.

Tanim 4.10: 4 = 4, ® 4,, bir Lie stper cebir olsun. EndA, A nin genel lineer Lie siiper

cebiri olmak Gzere,
ad : A— EndA
ile tanimlanan homomorfizmaya A nin adjoint operatérii adi verilir [20].

Adjoint operatorinin tanimindan ve adx lineer donlisimid, 4 nin bir sliper

tlrevi oldugundan dolayr ad donisimd,

ad: A— Der(A)

x — adx

seklinde tanimlanan bir homomorfizma olur [20].
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Tanim 4.11: A=A, ® A4, siiper cebiri verilsin. Eger A4, Lie stiper cebir olursa o zaman

Vxe A igin adx e Der(A) olur. VxeA igin tirevleri, adx formundaki tirevlere i¢

tiirevler adi verilir [20].

Tanim 4.12: A= A4,® 4,, bir Lie siiper cebir ve F, bir cisim olsun. 4, Uzerinde

asagidaki sekilde tanimlanan,
(..):AxA—>F

bilineer form Va,b,c € A icin,

(ja.5).c)= (a.[b.c])

ozelligini saghyorsa bu bilineer forma invariant(degismez) adi verilir [23].
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BOLUM 5

¢ -TUREVLERE BAGLI OLAN DEGISMELi OLMAYAN GEOMETRI

5.1 Degistirme Carpanlari

Tanim 5.1: T" degismeli bir grup, K bir cisim ve K~ :K/{O} , K cisminin carpimsal

grubu olsun. Eger Vi, j,k €I igin,
e:I'xI > K"
(i,j)—>e(i,))

donisimi asagidaki kosullari sagliyorsa & dontsumiine bir dedistirme ¢carpani adi

verilir [7].
e(i,j)e(j,i)=1; (5.1a)
e(i,j+k)=¢(i,j)e(ik) (5.1b)
e(i+j,k)=¢(ik)e(j.k) (5.1c)

Lemma 5.1: ¢:I'xI" — K" bir degistirme ¢arpani verilsin. Bu durumda Vi, j eI igin

asagidaki 6zelliklerin hepsi gecerlidir.
i) €(i,0)=€(0,i) =1,
i) e(i,i)e{l,~1}
i) e(ji)=e(i—j)=¢(irj)
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ispat:

i) Vi,j,kel igin j=k=0 alahm. Bu degerleri (5.1b) 6zelliginde yerine yazarsak,

€(i,0+0)=¢(i,0)&(i,0)

(i,0)=¢(i,0)&(i,0)
0, =£(i,0)[ £(4,0)~1 |
¢(i,0) e K" oldugundan &(i,0)#0, olmalidir. O zaman,
e(i,0)-1, =0, = &(i,0)=1,.

(5.1a) 6zelliginde de j=0 aldigimizda &(i,0)&(0,i)=1, oldugu gérulir. &(i,0)=1,
oldugundan ¢(0,i)=1, olur.

ii) Vi,jel igin i=j olarak alahm. Bu degerleri (5.1a) Ozelliginde yerine yazalim.

Buradan,

e(ii)e(ii)=1;

(e(i,i)+1; ) (e (i) -1, ) =0,
elde edilir. Buradan &(i,i)=1, veya &(i,i)=-1, olur. Dolayisiyla &(i,i)e{l,,~1,}
oldugu goralir.
iiiy Vi,jel olmak iizere &(i,)e(j,i)=1, oldugunu biliyoruz. &(i, ), e(j,i)e K"
oldugundan 8(i,j) nin tersi g(j,i)_l olarak yazilir. O zaman,
e(jri)=e(i,) ()
olur.

Simdi diger esitligi gosterelim. i) sikkinin sonucu olarak 8(i,0)=1K oldugunu

biliyoruz. O zaman,
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&(i,)e (/) =1 =&(,0)=&(i,j-j) = (i, /)& (i.-))
seklinde yazilabilir. Esitligin her iki tarafini soldan & (i, /)" carparsak,
e(ij) (i, ))e(Goi)=e(is)) e(isf)e(is—i)= e (joi) =& (1)) (%)
esitligi elde edilir. (*) ve (**) esitliginden &(j,i)=¢(i,—J) :g(i,j)_l olarak yazilrr.

Ornek 5.1: &:T'xI' > K" degistirme carpani verilsin. Ozel olarak & degistirme

carpanini, asikar degistirme carpani olarak alalim. Yani 8(i,j) =1, olarak verilsin. O

zaman Vi, j el igin &, bir degistirme ¢arpani olur.
Ornek 5.2: ¢:I'xI" — K~ degistirme carpani verilsin. Eger ézel olarak I'=7Z, alirsak,

0 zaman Vi, jeZ, igin e(i,j):(—l)ij degistirme carpani olur.

Tanm 5.2: ¢:I'xI’ > K* ve & :I'x’—> K" degistirme carpanlari olsun ve

fe:I'xI' > K" dénusumd verilsin. Vi, j e ' olmak Uzere,
£ (i.))=1"e(i.j)=(/(i)./(}))

olacak sekilde bir f:T'—T grup otomorfizmasi varsa ¢ ve & degistirme carpanlari

denktir denir ve g~¢ ile gbosterilir. Ayrica bir ' grubunun grup otomorfizmasi

Aut (T) ile gosterilir [7].

Lemma 5.2: ¢:I'xI" — K" bir degistirme ¢arpani ve f:I' > T grup otomorfizmasi

olsun.
Y, T > {1,,-1,}

ile tanimlanan fonksiyon VieD icin W (i)=¢(i,i) dir éyle ki bu fonksiyon

Vf € Aut(T) igin,

esitligini saglar.
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ispat:

‘I’f*g = f"¥, oldugunu gosterelim. Tanimdan VieT igin,

¥ . (i) = fe(i.i) =&(/ (i), /(i) (*)
olarak yazilir. Benzer sekilde VieT igin,
S0 =, (0 S (D)= (S (0o () ()
elde edilir. Dolayisiyla (*) ve (%) esitliklerinin esit oldugu gérilir.
Tanim 5.3: Lemma 5.2 de tanimlanan ¥, fonksiyonuna ¢ degistirme carpaninin isaret
fonksiyonu adi verilir [7].
Onerme 5.1: ¢:T'xI" > K" degistirme carpani verilsin.
r={iel, &(ii)=1.} ve T, ={iel, &(ii)=-1;|

kiimelerini tanimlayalim. Eger ngr olursa &, degistirme carpanina diizgiin

degistirme ¢arpani adi verilir. Ayrica bu 0Ozellikle degistirme carpanlari (izerindeki

denklik baginitisinin uyumlu oldugu gorilir. Eger & dizglin degilse o zaman Fg,
indeksi 2 olan T nin bir alt grubudur ve T! ile T, T nin kalanlaridir [7].
ispat:

Oncelikle denklik bagintisinin yani yansima, simetri ve gecgisme o&zelliklerinin

saglandigini gosterelim.
i) Yansima 6zelligi: € = ¢ oldugu asikardir. Clinkl Vi, j €T igin,

e(i.j)=f"e(i.))=¢(f(i)./()))
olacak sekilde bir f e Aut(T") vardir éyle ki bu f fonksiyonu Viel icin, f(i)=i
olacak sekilde bir birim fonksiyondur.
ii) Simetri ézelligi: ¢ ~¢ = & ~¢& oldugunu gésterecegiz. ¢ ~& olsun. Bu durumda
Vi, jel igin,

& (i,7)=r"e(ij)=(/ (). £(J))
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olacak sekilde bir feAut(F) vardir. Simdi bir g fonksiyonunu ele alalim. O zaman
Vi, jel igin,

e(ij)=g'¢ (i./)=g"e(f(i).£ () =¢(2(£(1).2(£ (1))
olacak sekilde bir g e Aut(T") vardir ve bu g fonksiyonu Viel igin, g(f(z')):i
esitliginden g= /" fonksiyonudur. f e Aur(I') oldugundan [ e Aut(T)
mevcuttur. Dolayisiyla simetri 6zelligi de saglanmis oldu.

iii) Gegisme ézelligi: e ~& ve ¢ ~¢ iken ¢ ~¢ oldugunu gdsterecegiz. O zaman

e~¢g ve ¢ ~¢ olsun. Budurumda Vi, jeT icin,
e (i.7)=1e(i.7)=e(1(0).1 (1))
e(ij)=g' (i.7)=¢ (2(1).2()))

olacak sekilde f e Aut(T') ve g € Aut(T) vardir. Simdi bir /& fonksiyonunu ele alalim.

O zaman Vi, jel igin,
o 1) = o0 ]) = (11, )
olacak sekilde bir & e Aut(T") vardir. Giinkii yukaridaki iki esitlikten,

e (i,j)=g"¢ (i,))

==((g2/)()-(g2/)())

esitligini yazabiliriz. Buradan VieT icin, h(i)=(go f)(i) olarak yazilir. f e Aut(T)
ve g e Aut(T') oldugundan go f € Aut(T) dir. Dolayisiyla bir he Aut(T") mevcuttur.

Boylece ispat tamamlanir.
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Simdi & duzgiin olmadigl zaman T° nin T nin bir alt grubu oldugunu

&

gosterelim. Vi,jel icin, iel’ ve jel! iken i+ jel" oldugunu gdsterecegiz.

iel? ve jel? olduguicin &(i,i)=1, ve &(J,j)=1, olarak yazariz.

8(i+jai+j):g(i’i)g(i’j)g(j’i)g(j’j):lK
I T Ik

oldugundan i+jeF2 olur. Buradan Fg, I nin bir alt grubu oldugu gorilir.
Tanim 5.4: ¢:I'x’ — K" bir degistirme carpani, Fg ve Flg de I'' nin kalanlari olsun.

Vi,jel i¢in asagidaki kosullar saglayan s(g) garpanina & degistirme g¢arpaninin

isaret carpani adi verilir [7].

i) EgerieI', ve jel iken s(g)(i,j)=-1;

i) Egerigl ve jel} iken s(&)(i,/)=1;
Lemma 5.3: ¢:I'xI'—> K" degistirme carpani verilsin. Bu durumda s(¢&) isaret
carpani, Vf e Aut(T') igin s(f"¢)=f"s(e) sartimi saglayacak sekilde bir degistirme
carpanidir.
ispat:
s(f7e)=f"s(¢) oldugunu gosterecegiz. f e Aut(T') oldugundan fs=¢ olacak
sekilde bir &' degistirme carpanivardir. O zaman Vi, j e I" icin, tanim 5.2 den

e (i) =1 e (i) =e(£ (D) (1) = s (&) ) = (£ e ) (i) = () (£ (7). (1))
elde edilir. Yine tanim 5.2 den hareketle asagidaki esitlik yazilir.
£s(e) (i) =s(e)(£ (0).£ (1))
Buradan Vi, j e T igin,
s(£e) (1) =5(e)(f ()1 ()= s(e) (i) = s (S €)= S (&)

olarak bulunur.

47



Lemma 5.4: I, ve I', degismeli iki grup ve K~ :K/{O} , K cisminin carpimsal grubu
olsun.
e:I''xI'l > K, ¢&:IxI', 5K
degistirme carpanlari verilsin.
e:(I,xT,)x([xT,) > K

ile tanimlanan dénusim Vi, j, €I', ve Vi,, j, €', icin,

8((i1’i2)’(j1’j2)):81 (1) & (855 12)
olarak verilsin. Bu sekilde tanimlanan & donisimi I'=I",xI', degismeli grubu
Uzerinde bir degistirme carpanidir.
ispat:
Vi, Jj.k €l’, ve Vi,, j, k, ', icin,

D) €((isy): (i 12))€((Jis /2) (i1, ) =1 oldugunu gésterecegiz. Tanimdan asagidaki

esitlikleri yazabiliriz.

e ve g degistirme carpanlari oldugundan ¢ (j.i)e (i,))=1, ve
& (Jrir )&, (iy,/,) =1 esitlikleri elde edilir. O zaman (1) ve (2)esitliklerini taraf
tarafa carptigimizda,

& ((is12)- (o 12)) € (o) (ot )) = & (1 71 ) & (120 15 ) (G101 ) 5 (nda ) =T
olur. Boylece ispatin (i) sikki gosterilmis oldu.

ity simdi  &((i.0,),(jir o)+ (ko)) =€((i0y ). (1o ) ) € (010 ) (K Ky ) oldugunu

gosterelim. Tanimdan,

8((i1’i2)’(j1’j2)+(k1’k2)):8((il’i2)’(jl +k1’j2 +k2))
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=é (i]’j] +k1)82 (iZ’jZ +k2)

:81(il’jl)gl(il’kl)gz(iz’jZ)gz(iZ’kZ) """ (*)

elde edilir. Yine tanimdan,

((1012). Ui ) () (k) =4 i )62 (1) i ) £ (oK)
=¢& (i]’j])gl(il’kl)gz(iZ’j2)82(i2’k2) """ (**)

olarak yazilir. Buradan (*) ve (**) esitliklerinin her ikisinin esit oldugu gérilmektedir.

iii)y Son olarak 8((i],i2)+(j],j2),(k],k2)):8((i],i2),(k],k2))8((j1,j2),(k1,k2))

oldugunu gosterelim. Tanimdan,
8((i1’i2)+(j1’jz)’(kl’kz)) :8((i1 + bk +jz)’(k1’k2))
=& (i, + ji.k )&, (i, + jroky )
=& (i.k) e (. k)&, (i, k) & (Jook,)

:8((il’iz)’(kl’kz))g((j"jz)’(k"kZ))

olarak yazilir. Dolayisiyla ¢ nun I',xI', {lzerinde bir degistirme carpani oldugu
goralur.
Onerme 5.1: T, sonlu Uretilmis bir degismeli grup ve K bir cisim olsun. O zaman T,

”

Uretecleri {e }re[ seklinde olan devirli gruplarin sonlu sayidaki direkt carpimi seklinde

yazilir.

K Uzerinde ve I' daki bir degistirme carpani Vi :zrel re., j :zsel ue €l

olmak (izere asagidaki kosul saglandigi taktirde,

g(i’j):Hg(er’es)&#x’ (}“V"USEZ)

r,sel
formunda olur [7].
Kosul : e ,e €I olsun. e, nin mertebesi m >0 ve e  nin mertebesi m >0 olmak

uzere m._ve m_ nin en biyulk ortak béleni m, ise o zaman,
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Vrel icin m_, tektirve (e, e, ) =1,
Vrel icin m,cifttirve (e, e, ) =11,

Vr,sel igin g(e,,e )" =1;.

5.2 Schur Carpanlari
Tanim 5.5: [' degismeli bir grup, K bir cisim ve K* :K/{O} , K cisminin ¢arpimsal
grubu olsun. Eger Vi, j,k €I igin,
o:I'xI K"
doénisimdi,
o(i,j+k)o(j.k)=0c(i,j)o(i+j.k) (5.2)
ozelligini saghyorsa o ya bir ¢arpan kiimesi adi verilir [7].
Tanim 5.6: o :I'xI' > K" ve ¢ :I'xI' —» K" iki carpan kiimesi olsun. Eger Vi, jeTl’
icin,
o (i./)=c(i.)p(i+/)p(i) ()
kosulunu saglayan bir p:T" — K™ déniisiimii varsa o ve ¢ ¢arpan kiimelerine denktir
denir [7].

Carpan kiimelerinin béliim kiimesi, bu denklik bagintisi ile birlikte K nin carpimi

altinda bir degismeli gruptur. Bu gruba I'" nin ¢arpan grubu denir ve M .. ile gosterilir.

M . nin her [0'] denklik sinifina da bir ¢carpan adi verilir [7].

Tanim 5.7: o:I'xI" = K" bir garpan kiimesi ve f:T' — T bir otomorfizma olsun. O

zaman Vi, jel igin,
ffo.TxI' > K"
donitisim,

fro(ij)=o(f(i)./(J))
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seklinde tanimlandiginda f“o dénlusimine f otomorfizmasinin (pullback) geri

cekilmesi adi verilir [7].

Lemma 5.5: "o :I'xI' > K* dénusimu verilsin. Vi, jeT igin o doénusimi bir

garpan kiimesidir.
ispat:
Visjk el igin 0 (5,4 K)o (j.) = 0 (i.]) o i+ k) oldugunu gosterecegiz
1ro(ij+k) o (k) =a (£ (i), f (G +K)a (£ (). £ (K))
—o(f(1).£ )+ £ (K)o (£ ()1 (K))
= (£ ()£ (7)o (£ (D). £ (K)o (£ (/). f (k)
—o (£ (D). L))o (/£ ()+£()).f(k))
=o (£ ()1 (D)o (f(i+)).f (K))
= fo(ij) "o (i+)k)
olarak bulunur. Béylece ispat tamamlanmis olur.

Ayrica bu islem yukardaki denklik bagintisiyla uyumludur. Dolayisiyla bu sayede

carpanlar Gzerinde (pullback) geri ¢ekilme [~ [a]z[f*aj olacak sekilde tanimlanir.

Bu tanim ¢arpanlar grubu M . Gzerinde bir denklik bagintisi tanimlar ama ¢arpimla

uyumlu degildir.
Tanim 5.8: " degismeli bir grupve I'; ile I';, I' nin alt gruplari olsun. [0'] ve [d] iki
¢arpan olsun ve f e Aut(T') verilsin. Eger f(I',)=T, ve [d]zf* [o] oluyorsa o

zaman ([o],FO) ile ([G],F]) denktir denir [7].
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5.3 Degistirme Carpanlariile Carpan Kiimeleri Arasindaki iliski

&, bir degistirme carpani olsun. O zaman & degistirme carpani, tanim 5.1 den dolayi
ayni zamanda bir ¢arpan kiimesidir. Fakat asagidaki teorem, degistirme carpanlari ile

carpan kiimeleri arasinda daha derin bir iliski oldugunu géstermektedir.
Teorem 5.1: " degismeli bir grup ve K bir cisim olsun.
i) O zaman Vi,jel igin [0'] carpani I' da ¢_ ile gosterilen bir tek dizgin
degistirme carpanini tanimlar.
e, (i,j)=0(i,j)o(j.i)" (5.3)
i) Eger I" sonlu Uretilmisse o zaman I daki herhangi bir ¢ dlizgiin degistirme
carpani,(5.3) 6zelligindeki [o] carpaniyla elde edilebilir.

iii) Ayrica K cebirsel kapali cisim ise o zaman ¢, [0'] carpaniyla elde edilir.

iv) Sonlu Uretilmis I ve K cebirsel kapali cismi igin, Eger ¢_ ve € gibi iki
tane dizgin degistirme carpanlari denkse o zaman [d], [0'] nin geri
cekilmesidir [7].

ispat:

Oncelikle &, nun degistirme carpani kosullarini sagladigini gosterecegiz.

i) o bir ¢arpan kimesive Vi, jel igin &, (i,j):a(i,j)a(j,i)_l verilsin. O zaman,

-1

&, (i), (i) =0 (i.j)o (i) o (j.i)o(i.))

—o(i. ) (i.1) o () o (7.d) =1,

Ix I

elde edilir. Dolayisiyla tanim 5.1 in 1.aksiyomu gosterilmis oldu. Simdi de Vi, j,k el

icin ¢, (i, j+k)=¢,(i,])e, (i,k) oldugunu gésterecegiz. Tanimdan,
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esitlikleri yazilir. Bu durumda her iki tarafin esitligini gdsterecegiz.

o bir garpan kiimesi oldugundan o (i, j+k)o(j,k)=oc(i,j)o(i+ j,k) olarak yazilr.

Bu esitligi kullanirsak,
o (i, j+k)=0(i,j)o (i+j.k)o (k) (1)
esitligi elde edilir. (5.2) 6zelligini bir daha kullandigimizda,
o(j.k+i)o(ki)=0c(j.k)o(j+k,i)
o(j+ki) =a(j,k)o(jk+i) o(ki) ()
esitgi elde edilir. [ degismeli bir grup oldugundan Vi, j,kel igin

o(j.k+i)=0o(j,i+k) olarak yazilir. O zaman (5.2) ézelligini son kez kullanalim. Bu

durumda,
o(ji+k)o(i,k)=0c(j.i)o(j+ik)
o (jitk) =a(ji) o(j+ik) o(ik).....(3)
esitligi elde edilir. Simdi (1) ve (2) esitliklerini (*) esitliginde yerine yazalim.

e, (i, j+k)=0(i,j)o(i+j,k)o(j,k) o(j.k)o(j.k+i) o(ki)

o(i,j+k) g(j+k,i)"

=o(i,j)o(i+j.k)o (j.k+i) o (ki)
elde edilir. Burada da (3) esitigini yazarsak,
e, (i,j+k)=c(i,j)o(i+jk)o(ji) o(j+ik) o(ik)o (ki)
—o(1.7)o (1) o (k) (ki)

=¢,(i.))e, (i.k)

oldugu goriliir. Tanim 5.1 in 3.aksiyomu da buna benzer olarak ispat edilir. Simdi

tekligi yani ¢, =& oldugunu gosterelim. O zaman p:T"— K~ bir doniisim olmak

Uzere,
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1

o (i.j)=0(i.j)p(i+))p(i) p(j)" . o (i) =a(ji) p(i+i) p(j)p(i)

esitliklerini yazalim. Tanim 5.4 den,

1 -1

2, =0 (10)o (1) =0 (i)p(+)p(0) P () o (i) p(1+1) (7)o (0)

=0 (i, j)o (j.i)

=&

o

elde edilir.

ii) T" sonlu Uretilmis degismeli bir grup ve {e }re[ Uretec¢ sistemi olsun. Burada /

sonlu mertebeli bir kiimedir. &, I' lzerinde bir diizgiin degistirme carpani olsun.

A, 1, € Z olmak lzere Vi :zrel re., j :zsel u.e €I igin,

o:I'xl> K"

doénidsimiini tanimlayalim. O zaman,

G(i,j) = Hs(e,,es )A"ﬂ”'

esitligi elde edilir. Vr,sel icin ¢(e,e)=1, ve g(e,e )=¢(e,e ) oldugundan

& za(i,j)a(j,i)_l olarak yazilir. Ayrica Vk:zr ve el, (v, €Z) icin,

el VT

o(i,j+k)o(jk)=]Te(e.e) ™ """ =0 (i,j)o(i+j.k)

oldugu gordlir.
iii) T" sonlu Uretilmis degismeli bir grup, K cebirsel kapali bir cisim ve &, K Uzerinde

ve I" da bir degistirme carpani olsun. Kabul edelim ki & degistirme carpani, o ve o

gibi iki carpan kiimesinden elde edilmis olsun. O zaman Vi, j eI igin,
a(i,j)o (i,j) =o(j.i)o (i)

olur. Buda oo ™" in simetrik bir carpan kiimesi oldugunu gosterir. K cebirsel kapali bir

1

cisim oldugu igin oo~ tek bir tane ¢arpana denktir. Dolayisiyla o ve o carpanlari

ayni denklik sinifindadirlar.
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iv) T sonlu tretilmis ve K cebirsel kapal bir cisim olsun. ¢ ve ¢ gibi iki denk

degistirme ¢arpanini géz 6niine alalim ve f e Aut(F) icin & = f"¢ dur. O zaman tek

bir [0'] carpani vardir éyle ki ¢ =&_ dur. Budurumda Vi, j eI igin,

£ (i.4)=0(1(0).£ (1)e (£ (). () =&, (i)
olur.

Sonug 5.1: I" sonlu Uretilmis degismeli bir grup ve K cebirsel kapali bir cisim olsun. O

zaman,

i) I' Gzerindeki diizgin degistirme carpanlari, I' nin c¢arpanlarinin yani geri

cekilmelerinin denklik siniflariyla siniflandirihir.

ii) I' Uzerinde dizgliin olmayan degistirme carpanlar, I' (indeksi 2) nin alt

gruplarinin ve ¢arpanlarinin denklik siniflariyla siniflandirilir [7].
ispat:
i) ispati Teorem 5.1 in direkt sonucudur.
ii) & ve g, I' Uzerinde duzglin olmayan iki tane degistirme carpani olsun. Bu
durumda bir f e Aut(T) vardir éyle ki &, =f"¢ ve f(l“gz):l"gI dir. O zaman
Va =12 igin ¢, :s(ga)g olur. Burada 5 diizgiin degistirme carpanidir. Teorem
5.1 yi kullanirsak tek olacak sekilde [aa] garpanlari vardir oyle ki gzg% ve bu
carpanlar [o,]=f"[o,] esitligini saglarlar. O zaman ([al],l"gl) ve ([02],1“22)
denktirler.

Tersine, Yo =1,2 igin [o,] carpanlan ile birlikte &, =s(¢,)e, dir dyle ki
([al],l"gl) ve ([02],1“22) denk olsunlar. O zaman bir f e Aut(T') vardir éyle ki
f(l“gz):l"gI ve [o,]=f"[o,] dir. Bu da s(&,)=f"s(s,) ve &, = ("¢, oldugunu

gosterir. Boylece &, = /"¢, olur ve ispat tamamlanir.
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5.4 ¢ -Dereceli Birlesmeli Cebirler

K bir cisim ve K* :K/{O},K nin carpimsal grubu olsun. I" degismeli bir grup

olsun.

Tanim 5.9: 4", K cismi Uzerinde birlesmeli, birimli I -dereceli bir cebir olsun. Eger

A°, T Gzerinde bir & degistirme carpanina sahipse o zaman (A’,e) ikilisine bir ¢ -
dereceli (birlesmeli) cebir denir. (A’,e), ¢ -dereceli birlesmeli cebiri kisaca 4’ ile
gosterilecektir [14].

Bundan sonraki biitlin & -dereceli cebirlerimiz birlesmeli olarak ele alinacaktir.

Not 5.2: Buradaki ¢ -yapisi, derecelendirme grubu I" dan dolayi sadece A° cebiriyle

ilgilidir. Ozellikle cebirdeki carpimin bu yapiyla baglantisi yoktur.

Ornek 5.3: Herhangi Z -dereceli birlesmeli bir cebir, Z {zerindeki dogal degistirme

carpani yani 8(i,j) =1, icin, ¢ -dereceli birlesmeli bir cebirdir.

Tanim 5.10: g°, I -dereceli bir vektor uzayi ve ¢, ' lzerinde bir degistirme ¢arpani

olsun. Eger Va,b,c € g° homojen elemanlari igin,
[--]:g"xg" >¢g
sifir dereceli homojen bilineer carpimi;

2

fa.5], = o

a) @ [b.cl, ], +(al-pl)[ &:[c.a], | +2 (o

b|)[b,a]g (5.4)

&(|c

c|)[c,[a,b]‘g ]g =0 (5.5)

b 2 9

ozelliklerini sagliyorsa o zaman (g',[—,—]g) ikilisine bir & -Lie cebir adi verilir. Burada

(5.4) ozelligine & -dereceli antisimetrik ozelligi, (5.5) Ozelligine de & -dereceli jacobi

Ozdesligi adi verilir. |a| eI elemani, a € g° nin derecesidir [7].
Tanim 5.11: (g',[—,—]g) bir & -Lie cebir olsun. Eger Va,be g" igin [a,b] =0 olursa o

.
9

zaman (g [_’_L) cebirine dedismeli ¢ -Lie cebir adi verilir [7].
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Uyar 5.1: ¢, :T' xI', > K" ve ¢,:T,xI', > K" degistirme garpanlari verilsin. A",
birlegmeli ve birimli I', xI", -dereceli bir K -cebiri olsun. Lemma 5.4 den Vi, j, €I'; ve

Vi, j, €I, igin,

8((i13i2)’(j1’j2)) =& (i],j])gz (iZ’jZ)

donisimunin I',xI', degismeli grubu Uzerinde bir degistirme c¢arpani oldugunu
biliyoruz. O zaman A", & degistirme carpani ile birlikte ¢ -dereceli bir cebir olur [7].
Tanim 5.12: 4. , ¢ -dereceli birlesmeli bir cebir olsun. Va,b € 4" homojen elemanlari
icin,

b

2

[a,b]g zab—e(a

)ba (5.6)

ile tanimlandiginda A4_, cebiri bir & -Lie cebiri olur. Bu cebir 4;, . ile gdsterilecektir [7].

Lie,&
ispat:

Oncelikle Vaed ,bed, isin [a,b] =-&(i,j)[b,a], oldugunu gbsterecegiz.

Tanimdan asagidaki esitlikler,

elde edilir. Burada (2) esitliginin her iki tarafini —£ (i, j) ¢arpalim. O zaman,

—¢(i,j)[b.a], =—&(i,j)ba+e(i,j)e().i)ab

=ab—-¢(i,j)ba

=[a.b],

= J,lc| =k olmak lGzere

olarak bulunur. $Simdi Ya e 4,b € A]'.,c € 4; igin, a| =1ilb
e(k,i)[a,[b,c]gl +8(i,j)[b,[c,a]sl +8(j,k)[c,[a,b]gl =0
oldugunu gosterelim. Tanimdan,

[a,[b,c]g l = [a,bc—s (j,k)cb]
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=a(bc—¢(j,k)cb)-e(i,j+k)(bc—e(j.k)ch)a
=abc—¢(j,k)acb—¢e(i, j+k)bca+e(i,j+k)e(j, k)cba
esitligi elde edilir. Bu durumda bu esitligi & (k,i) ile carptigimizda,
g(ki)| a[b.c] ] =e(ki)abe-g(ki)e(jk)ach=¢ (i, j)bca+e(i,j)e(j.k)cha..(1)
olarak yazilir. Benzer sekilde tanimdan,
[ b.[e.a], | =[bca-e(kii)ac]
=b(ca—e(k,i)ac)-(j,i+k)(ca—&(k,i)ac)b
=bca—¢(k,i)bac—¢(j,i+k)cab+e(j,i+k)e(k,i)ach
esitligi elde edilir. Buradan bu esitligi £ (i, j) ile carptigimizda,
&(i.j)| b[e.al, | =&(i.j)bea=g(i, j)e(ki)bac—&(j,k)cab+e (). k)& (k.i)ach..(2)
olur. Son olarak tanimdan,
[c[a.b], | =[c.ab—g(i,j)ba]
=c(ab-¢(i,j)ba)—e(k,i+ j)(ab—e(i,j)ba)c
=cab—¢(i, j)cba—¢(k,i+ j)abc+e(k,i+ j)e(i, j)bac
oldugu gorilir. O zaman bu esitligi 8(j,k) ile carptigimizda,
&(J.k) e[a.b), | =e(jk)eab—e(j.k)e(i,j)cba—s(k,i)abe+e(k,i)e (i, j)bac...(3)

esitligi elde edilir. Buradan (1),(2) ve (3) esitliklerini toplarsak sonucun sifir oldugu
goralur.

Ornek 5.4: g*, I' -dereceli bir ¢ -Lie cebir olsun. Ozel olarak, & degistirme carpanini

asikar degistirme c¢arpani olarak ele alalim. Yani Vi,jel igin 8(i,j)=1K olarak

tanimlansin. Bu durumda g°, I" -dereceli bir ¢ -Lie cebiri, I" -dereceli bir Lie cebiri olur.

Dolayisiyla I" -dereceli bir Lie cebir, I" -dereceli bir & -Lie cebirinin 6zel bir sonucudur.
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Ornek 5.5: g*, I' -dereceli bir ¢ -Lie cebir olsun. Ozel olarak I =Z, alalm. Vi, jeZ,

icin ¢(i,7)=(~1)" olarak tanimlansin. Bu durumda Z,-dereceli ¢-Lie cebirleri

dedigimiz sey aslinda Lie sliper cebirler olur.

Tanim 5.13: 47, I" -dereceli bir ¢ -Lie cebir olsun. Eger Va,b € 4’ icin,

ab = e(|a

b|)ba

9

oluyorsa A4; cebirine & -dereceli degismeli cebir ad verilir [7].

Burada I' =7Z durumunu ele alalim. Eger e(|a b|):1 olursa yani & degistirme

carpanini asikar degistirme carpani olarak ele alirsak; o zaman & -dereceli degismeli

cebirler, degismeli ve dereceli cebirlerden elde edilir. Fakat 5(|a b|)=(—1)‘aHh‘ olursa

b

yani ¢ degistirme carpanini asikar olmayan degistirme carpani olarak ele alirsak; o
zaman ¢ -dereceli degismeli cebirler, dereceli degismeli cebirlerden elde edilir.
Dolayisiyla Z -dereceli cebirlerin elde edilmesi & degistirme carpaninin secimine bagli

olarak degisir.

Tanim 5.14: 4, ¢ -dereceli birlesmeli bir cebir olsun. A’ cebirinin & -merkezi,

z;(4)={ae 4

&

vbe 4, [a,b], =0

seklinde tanimlanir [7].

I' -dereceli bir cebir Gzerindeki &-merkez, ¢ -yapisinin secimine bagl olarak

farkli olabilir. 47, birimliise |I|=0 ve 1€ Z;(4) dr.

A° ve B® ayni ¢ degistirme carpanina sahip iki ¢ -dereceli cebir olsun. Eger
Va,be A" igin ¢: A" — B* donlslimi asagidaki 6zelligi sagliyorsa ¢ donistimine A°

ve B*, ¢ -dereceli cebirlerinin homomorfizmasi denir [7].

o([a.b],)=[0(a).0(b)],

Ayrica ¢ homomorfizmasi A4, . ve B, . arasindaki ¢ -Lie cebirlerinin bir

Lie,& Lie,e

homomorfizmasi olarak yazilabilir.
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Tanim 5.15: 4° ve B® ayni ¢ degistirme carpanina sahip iki & -dereceli cebir olsun. A4°

ve B* nin ¢ -dereceli tensér ¢carpimi, Ya,c € A* ve Vb,d € B* homojen elemanlari igin,

(a®b)(c®d)=e(|b c

)(ac)®(bd)

9

seklinde tanimlanir. 4° ve B® nin & -dereceli tensor garplml,(A®B). ile gosterilir.
Baska bir ifadeyle (A®B)', I' -dereceli vektor uzayi olarak tanimlanan ¢ -dereceli bir
cebirdir [7].

Lemma 5.6: 4. ve B’, iki ¢ -dereceli degismeli cebir olsun. Bu durumda 4. ve B nin
& -dereceli tensor carpimi da ¢ -dereceli degismeli cebirdir.

ispat:

(A®B) =@ (4®B), = @ (Al.' ®B]'.), I" -dereceli vektdr uzaylarinin tensér carpimi

L]
el O ivj=0

olarak yazildigini biliyoruz. O zaman a®be(A®B); ve ¢®de(A®B) igin,

(a®b)(c®d)=¢(0,a)(c®d)(a®b) oldugunu gésterirsek ispat tamamlanir.

a®be(A®B), ve ¢c®de(A®B) oldugundan ae 4’ ,beB; ve ced;,deB;

olarak yazilir. 47 ve B;, ¢ -dereceli degismeli cebir olduklarindan,
ac=¢(i,k)ca ve bd =&(j,1)db
esitlikleri elde edilir. & -dereceli tensor carpimi tanimindan,
(c®d)(a®b)=¢(l,i)(ca)®(db)
oldugu gérilir. ¢, degistirme carpani oldugundan g(l,i)_l =¢&(i,[) olarak yazilir. O
Zaman,

(c®d)(a®b) =& (1,i)(ca)®(db) = (ca)® (db) =& (Li) " (c®d)(a®b)
esitligini elde ederiz. Yine ¢ -dereceli tensor carpiminin tanimini kullanirsak,
(a®b)(c®d)=¢(j.k)(ac)® (bd)

=&(j.k)(&(i.k)ca)®((j,1)db)
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(J:k)e(ik)e (j.1)(ca)®(db)

(Jk)e(ik)e(jl)e (1) (c®d)(a®@D)

(j+ik)e(j+il)(c®d)(a®b)

=¢(j+ik+1)(c®d)(a®b)
=¢(0,a)(c®d)(a®b)

olarak bulunur. Béylece ispat tamamlanmis olur.

Tanim 5.16: A", ¢ -dereceli bir cebir olsun. Eger Va,b e A° homojen elemanlari icin

T:A4" — K lineer donisim,

T(ab)=¢(|al.fo])T (5

ozelligini saghyorsa T doénisimiine bir ¢ -iz adi verilir [7].

Tanim 5.17: A4°, ¢ -dereceli bir cebir olsun. Asagidaki kosullari saglayan M " uzayina ¢

-dereceli bir sag modiil veya A° Uzerinde I" -dereceli bir (sag) modiil adi verilir [7].

i) M*=®M*, (I -dereceli vektor uzayi)

iel’

i) [iM xA > M*, YmeM* ve Vae A igin f(m,a)=¢(|m],

Jma

iii) Vi,jel igin M{A; c M,

Benzer sekilde M*, A° Gzerinde bir sol modul olarak alinirsa; o zaman M*, ¢ -

dereceli bir sol modiil olur.

Eger M*, A° Uzerinde hem sol modul hem de sag modul 6zelliklerini sagliyorsa
ozaman M" ye ¢ -dereceli bir modiil adi verilir. M* nin homomorfizmalarinin uzayi ¢ -

dereceli bir cebirdir ve Hom’, (M, M ) ile gosterilecektir.

Tanim 5.18: A°, ¢-dereceli bir cebir olsun. A4° Uzerinde ¢ -tiirev asagidaki kosullari

saglayan bir 0: 4* — A" lineer donlisim olarak tanimlanir [7].

1) 0,

€' dereceli homojen bir lineer donisim (I" -dereceli vektor uzaylarin

doénisimii olarak)
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2) Va,be A" isin d(ab)=0(a)b+e(]0

a )a.a(b) (Leibniz Kurah)

2

A°, &-dereceli cebiri tizerindeki bitiin ¢ -tirevlerin T -dereceli uzayi Der’ (A) ile
gosterilir.
Onerme 5.2: Der; (A) uzayl, asagidaki sekilde tanimlanan braket islemi icin bir ¢ -Lie
cebiridir.

[6,R] =0R—¢(|o

R|) R0 (5.7)

9

Ayrica Der’ (A)uzay, Voe Der’(A4),VzeZ.(A) ve Yae A" homojen elemanlari
icin,

0

z

9

(z0)(a)=¢(|2].|e|)(0.2)(a) =z(8(a)) (5.8)
tanimiyla beraber bir Z; (4)-bimoduldir [7].

ispat:
Der’ (A) = ie@rDer; (4), kiimesi asagidaki sekilde tanimlanan islemlerle birlikte bir
vektor uzayidir.
V0,,0, € Der"(A) ve Va e 4" isin (8, +0,)(a)=0,(a)+0,(a)
VA eK,Voe Der’ (A) ve Vae A" igin (1.0)(a)=21.0(a)

Simdi Der’(A4) uzayinin ¢-Lie cebiri oldugunu gosterelim. Vo,R € Der’(A) igin

[0.9] = —e( 0, ER|)[ER,6]8 oldugunu gosterecegiz. O zaman tanimdan,

[0,R] =0R—-¢([o]|R])Re......(1) ve [R,0], =Ro—&(|R].]o]) 0R......(2)
esitlikleri elde edilir. Bu durumda (2) esitliginin her iki tarafini —e( 0|, ER|) ile carpalim.
O zaman,

—&(|o].|R])[R.0], =—&(|o].|R|) R0+ &(|o].|R]) £ (|R].]o]) oK
Ix
=0R-¢(|o].|R|) R0
:[a’m]s
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olarak yazilir. $imdi Vo, R, 3 € Der’ (A) igin (|6|:i,

R|=J,

S| = k) olmak Uzere,

&(ki)[ 0,[R.3], | +e(i.))[R[3.0], | +&(j.k)[S.[0.R], ] =0

oldugunu gosterecegiz. Tanimdan,

[0.[%.3], ] =[0.R3-¢(j.k)IR],
=0(RI-&(j.k)IN)-e (i, j+k)(RI-e(j,k)IRN)0
=0R3I—¢(j,k)0.3R-¢(i,j+k)RI0+e(i,j+k)e(j,k)IRD

esitligi elde edilir. O zaman bu esitligi £ (k,i) ile carparsak,

&(k.i)| 8,[R,3], | =&(k.i)oRTI—s(k,i)&().k)0.3R~-e(i,/)RIE
+e(i,j)e(J,k)IR0.....(1)
olur. Benzer sekilde tanimdan,

[m,[s,a]g]g =[R,30-¢(k,i)0.3]
=RN(3I0-¢(k,i)0.3)—e(j.k+i)(I0-&(ki)0.3)R
=R30-¢(k,i)ROI—e(j,k+i)IOR+e(j,k+i)e(k,i)0.IR

esitligi elde edilir. Buradan bu esitligi £ (i, j) ile carptigimizda,

&(i,/)|R[3,0], | =&(i./)RI0-5(i,j)e (ki) ROI-& (), k) IOR
+e(j,k)e(k,i)0.3R.....(2)

olarak bulunur. Son olarak tanimdan,

[3.[0.%], ] =[S.0%-¢(i./)Ra],
=3(0R-¢(i, j)RO)—&(k,i+ j)(0R-¢e(i, j)RI)T
=J30R-¢e(i,j)IRo—¢(k,i+ j)ORI+e(k,i+ j)e(i,j)ROT

esitligini elde ederiz. Bu durumda buldugumuz bu esitligi & (j, k) ile carparsak,

(k)| S[o.R], | =& (s k)SoR-z().k)e (i, /) IRI—& (ki) ORI
+e(k,i)e (i, j)ROJ......(3)

63



olur. (1),(2) ve (3) esitlikleri toplandiginda sonucun sifir oldugu goriilmektedir. Simdi

Der: (A) uzayinin Z:(A)-bimodiil oldugunu gésterelim. Bunun icin éncelikle,
Z;(A)xDerg'(A)%Ders'(A) ve Dezﬁ(A)xZQ(A)—)Ders'(A)
oldugunu yani Der’ (A) uzayinin, Z:(A) uzerinde sag ve sol modiil oldugunu

gosterecegiz. VzeZ.(A4) ve VoeDer’ (A) icin, z.0e Der; (A) ve 0.z e Der: (A)

oldugunu gosterelim. Bu durumda (5.8) esitliginden, Va,b e A° igin,

(z0)(ab)=z(ab)=z(8(a)b+(|0.]a).a0(b))

=20(a)b+z£(|0].|a).a.0(b)
=z0(a)b+£(0].|a|) z.a(b)
~(20)(a) b+2 (0] Jal) (2] |a] a2(b)
= (z0)(a) b+ (0] Jal) 2 (|| ]} (z0) (b)
=(z0)(a)b+&(|o|+|2|.|al) a.(z0)(b)
=(z0)(a)b+&(|z0].|a|)a.(2.0)(b)

olur. Buradan z.0 € Der; (A) olarak yazilir. Va,be A" igin

e(|2],|o)(22)(a) = (20)(a) = (8.2)(a) = &(

seklinde yazilir. O zaman bu esitlikten faydalandigimizda,

(02)(a (

2|)(20)(a)

Z@

Ja])a.(z0) (b))
)& (|20l Jal)a.(20) ()
Jal)e (][]} a.(20) ()

z)(z.@)eDerg'(A) oldugu goérilir. Dolayisiyla

Z@

( (12
=¢(|dl. (lo

esitligini elde ederiz. Buradan e(

a

b+g
Z@ b+€ 0

a z

b

|)(z0)(a.
)(za) )b+e(
7)(z0)(a)
7)(z0)(a)

0.z € Der. (A) dir. $imdi Der’(A4) uzayinin sol Z:(A)-modil sartlarini sagladigini

gosterelim. Vz,,z, € Z: (A4),V9,,0, € Der; (4),Vae A" ve VAeK igin,
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) (2(0+0))(a) =2(0,+0,)(a)
=2.(01(a)+,(a))
=z2,0,(a)+z.0,(a)
=(z,.0,)(a)+(z,.9,)(a)
(2,0, +2.0,)(a)
i) ((z,+2,)8,)(a)=(z+2).(6,)(a)
=2,.(8,)(a)+2,.(2,)(a)
=(z,.0,)(a)+(z,0,)(a)
(2,0, +2,9,)(a)
i) (2.(2,0,))(a)=2.(2,0)(a)=2.2.(8,)(a) =(z.2-(8,))(a)
W) (1@ )(@) =100 (a) =2, (a)
olarak yazilir. Boylece Der’(A) uzayi, bir sol Z:(A4)-modildir. Benzer sekilde
Der: (A) uzayinin bir sag Z_ (A)-modiil oldugu gésterilir.
Son olarak Vz,z,eZ (A),0eDer’(A4) icin (z.0).z,=2z.(0.z,) oldugunu
gosterecegiz. O zaman Va e A" icin (5.8) esitligini kullandigimizda,

((210).2.)(@) = £(|z0].|z:[)(z(210))(a)
((z10)(a))

=g |Z 8| |z

8|Z§||Z zz( )

8|Za||Z ZZ@

(lz14:[=.1)=

(Iz14).[=.])

(Iz101:[=.])
(|20 |22]) 2 (|23), 2.]) 222 0 (a
( )

( )

( )

(

SR CARENES

)Z

g )z(22:0 )

£(z:0.[z:[)# (= lz])z-((22-0)(a))
) (

& |Z] 6| |22 g |Zz| |z] z.|& |zz| |6| 622 ))
=&(jz |-zl (0L 2.[) & (|22l |z ])# (|z:] o])2.-((0.2.)(a))
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=z,.((6.2,)(a))
=(z.(6.2,))(a)

esitligi elde edilir. Boylece ispat tamamlanmis olur.
Tanim 5.19: A4°, ¢ -dereceli bir cebir olsun. A4° Gzerinde bir i¢ ¢ -tiirev, a € A" i¢in

b—>ad,(b)= [a,b]g

olarak yazilabilen bir & -turev olarak tanimlanir [7]. A4°, Uzerindeki butin i¢ ¢-

tlrevlerin uzayini
Inn (A)= {adu ‘a € A'}
olarak gosterecegiz. Simdi i¢c ¢ -tlirevin, bir ¢ -tlirev oldugunu gosterelim. a € A° igin

Vad, € Inn’ (A) olsun. O zaman ¢ -tiirev tanimindan Vb e 4" igin,

ad,(bc)=ad,(b).c+e(|ad,|.|b

)b.ad, (c)

2

Jblac],

)ba).c+8( a

b

a,b]g .c+e( a

[
(ab—g(a

9

b b

al,|C

)b.(ac—e(

)bac—e(a

)ca)

+ |c|)bca

2 2 2

b b b

abc—e(

)bac+e(

al, a

2 2

zabc—e(a bc|)bca ...... (1)

9

seklinde yazilir. Simdi de i¢ & -tUrevin tanimini kullanirsak,

ad,(bc)= [a,bc]s

a

9

= a.(bc)—e(

bc|)(bc).a

a

9

zabc—e( bc|)bca ...... (2)

esitligi elde edilir. Buradan (1) ve (2) esitliklerinin esit oldugu gérilur. Béylece

ad, € Der’ (A) dir. Dolayisiyla bir i¢ & -tlirev, ayni zamanda bir & -tlirevdir.
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Onerme 5.3: Inn’ (A), bir ¢ -Lie ideal ve bir Z(4)-modiildir. O zaman,

Out’ (4) :DWJ(%H;(A)

bir ¢ -Lie cebirdir ve ayni zamanda bir Z;(A)-modUI olarak tanimlanir. Bu uzaya, A4°

Uzerindeki dis & -tiirevlerin uzayi adi verilir [7].

ispat:

I =Inn (A) olarak alam. O zaman V0 € Der; (A) icin 0+ 1 € Out. (A) olarak yazilir.
Vo, R e Der; (A) igin, [0+1,R+I] =[0,R] +I olarak tanimlanir. O zaman bu
tanimla birlikte Out; (A) uzayi, (5.6) ozelligiyle bir ¢ -Lie cebir ve (5.8) ozelligiyle de bir

Z: (A)-modiil olur.

Vad, € Inn’ (A) icin ad, € Der’ (A) oldugunu ispatlamistik. Der’ (A4) uzayi, Z;(A)-

modiil oldugundan o zaman Inn} (A) uzayida Z; (A)-modildiir.

Bu bilgilerden yola cikarsak, & -Lie cebirlerin ve Z;(A)-modUIIerinin asagidaki gibi iki

kisa tam dizisi elde edilir.

0> Z (A)—2>4"—“>Inn’(4)—>0.

0 — Inn; (A) — Der’ (A4) = Out; (4)—> 0.
VzeZ.(A) igin ¢ fonksiyonunu birim fonksiyon yani ¢(z)=z olarak alabiliriz. O
zaman ¢ fonksiyonunu 1-1 dir. Bu durumda ad fonksiyonu o&rtendir. Cunki

Vy e Inn}(A) i¢in y =ad, olacak sekide Ja e A" vardir. Son olarak Im(¢)=Ker(ad)

oldugunu gésterelim.

Ker(ad)={ae A'|vbe 4",ad, (b)=0(b)=0}
={ae 4'|vbe  [a,b], =0
=Z;(4)
=Im(¢)
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olarak bulunur.

Bundan sonraki alt bolimde bitin lineer yapilarda K cismini, C kompleks
sayilar cismi olarak ele alacagiz. Simdi bu anlamda involution kavramini ele alalim.
K =C aldigimizdan & degistirme carpani icin hermityenlik durumu asagidaki sekilde

yazilir.

Vi,jel isin &(i, j)=&(/j,i)
Ayrica burada denk olarak ‘e(i,j)‘ =1 dir.

Tanim 5.20: A", ¢ -dereceli bir cebir olsun. A° Uzerinde bir involution herhangi bir
i eT igin asagidaki kosulu saglayan bir 4* — A°,, a —a" antilineer doniisimii olarak
tanimlanir [7].

Va,be A" icin (a*)* =a ve (a.b)* =b'a

Tanim 5.21: A4°, ¢ -dereceli bir cebir olsun. A° nin dniter grubu * ile iliskilidir ve

asagidaki sekilde tanimlanir [7].
U(A*):{ge A*‘g*.g :1}
Tanim 5.22: A°, ¢ -dereceli bir cebir olsun. Eger Va € 4" icin k eI olmak lzere,

(fi(a)) =¢(a

2

Fl) S (a)

oluyorsa o zaman homojen elemanlari f = zkerfk olarak ayrisan bir & -tlreve reeldir

denir. Burada |fk|:k dir [7].

Tanim 5.23: A4°, ¢-dereceli bir cebir olsun. Eger Va e 4" igin T(a*)=T(a) olarak
yaziliyorsa o zaman A" Uzerindeki ¢ -iz, T reeldir denir [7].

Tanim 5.24: A°, ¢ -dereceli bir cebir olsun. M°, bir sag A*-modil olsun. M"* (izerinde

bir hermitian yapi i, j € I igin,

Gy M XM — 47

! J
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bir sesquilineer dontisimudir oyle ki Vn,m e M* ve Ya,b € A° icin,
(m,n)" ={(n,m) ve {(ma,nb)” =a"{m,n)b

olarak yazilir [7].

5.5 Diferansiyel Hesap

Uyan 5.2: A4, birlesmeli bir cebir olsun. Birlesmeli bir A4 cebiri icin tireve bagh

diferansiyel hesap asagidaki sekilde tanimlanir [7]:

2= Der

Q). (4)= {a)‘a) : (Der(A))n — A, Z(A)-multilineer ve ters simetrik}

Biz bu bolimde sadece & -merkez ve ¢ -tlirevleri ele alacagiz. Cinkii ¢ -merkez ve ¢ -
turevler birbirleri ile uyumlu yapiya sahiptirler. Gercekten de ayni degistirme carpani,
hem Lie braketi icin hem de Leibniz bagintisi icin kullanilir. Bu  nedenle ¢ -dereceli

cebirler agisindan tireve bagli bir tirevin diferansiyel hesapsi da tanimlanabilir.

Bu alt bélimde A°, ¢-dereceli bir cebir ve M*®, bir sag A'-modil olarak

alinacaktir. O zaman simdi ¢ -tlirevlere bagli olan diferansiyel hesap tanimini verelim.
Tanim 5.25: A4°, ¢ -dereceli bir cebir ve M*, bir sag A"-modil olsun.neN ve keTl”
icin,

Qf(4,M)= {a)‘a) : (Ders' (A))n — M}
n-lineer dénistimlerin uzayi olsun éyle ki V0,,0,,...,0, € Der’ (A4) ve VzeZ(A)
homojen elemanlari igin,

®(0,,0,,..,0,) € Mot sio)

®(8,,0,..,0,2) = ®(8,,8,,...,, ) 2,

®(0,,+0,,0,,,,....0,) =—£(|o,

)o(8,,..,0,,,0,,...6,)  (5.9)

2| i+l

ve 92”‘ (A,M):Mk olarak vyazilir. Burada 0.z (5.8) de tanimlanan sekilde ele

alinacaktir [7].
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Bu tanimdan hareketle Q;"(A,M) vektor uzayi, NxI -dereceli bir vektor uzayidir.

Cinkii neN ve kel igin, Q" (4M)= & QZ’k(A,M) olarak yazilir. Lineer

(n,k)eNxT
doénistmlerin kiimesinin bir vektor uzayr oldugunu biliyoruz. O zaman Q;"(A,M)
kiimesi de bir vektor uzayidir. Ayrica QZ"(A,M), A° Uzerinde bir sag A" -moduldir.
Simdi Q° (A,M) vektor uzayinin 4° uzerinde bir sag A4’ -modil oldugunu gosterelim.

Bunun igin,

Q" (AM)xA —> Q" (A4,M)

&

(w,a) > w.a
oldugunu gésterecegiz. w.aeQ.” (A,M) oldugunu soéyleyebilmemiz icin,
w.a: (Ders' (A))n M

donliisimiiniin mevcut oldugunu séylememizle mimkindir. Bu donlisim Va e 4° ve

V9,,0,,...,0, € Der: (A4) igin, (w.a)(9,,0,,....,0,) = ®(0,,0,,...,0, ).a olarak tanimlanir.
Bu sekilde w.a GQZ"(A,M) olarak yazilir. Simdi modil sartlarinin saglandigini

gosterelim.

i) Yo, e QN (4, M), 0, e Q" (4, M) ve Va e A" ve V3,,0,,...,0, € Der (4) igin,

(0 +@,).a)(8,,0,,...0,) =[ (0 +®,)(8,,0,,...0,) |.a
=[®,(8,,0,....0,)+®,(8,.,0,,....0,) | .a
=®,(0,,0,,...,0,).a+,(8,,0,,...,0, ) .a
=(®,.a)(8,,0,,...,0, ) +(®,.a)(8,,0,,...,0,
=(w.a+w,.a)(8,,0,,...,0,)

esitligi elde edilir. Buradan (@, + ®, ).a = ®.a + @,.a yazlr.

ii) Yo e Q" (4,M), Ya,,a, € 4’ ve ¥0,,0,,...,0, € Der’ (4) igin,
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(0.(a,+a,))(8,,0,,....0,) = ©(8,,0,,...8,).(a, + a,)
=@(0,,0,,.-,0, ).a,+@(8,,0,,..,0, ) .4,
= (04,)(8,,0,....0,)+(0.4,)(8,,0,.....0,)
= (w4, +0.a,)(8,,0,,...0, )
elde edilir. 0 zaman w.(q, +a, ) = w.a, + w.a, olarak yazilr.
i) Vo e Q" (4,M), Ya,,a, € 4" ve ¥0,,0,,...,0, € Der’ (4) igin,
(0.(0,a,))(,,0,,....0,) = (8,,0,,...,0,)-(a,a,)
=(0(8,,0,,...0,).a,) 4,
=(04,)(8,,0,....0,) 4,
=((wa).a,)(0,,0,,....0,)
esitligi elde edilir. Dolayisiyla @.(a,a,)=(w.q,).q, dir.
iv) Yo e Q! (4,M) ve V1 . € A" olmak iizere ¥0,,0,,...,0, € Der’ (4) iin,
(01,)(8,,0,....0,) = ©(8,,0,.....8,).1 . =©(8,.0,,...0,)
olarak bulunur. Buradan @.1 . =@ oldugu gbriilir. Dolayisiyla ispat tamamlanmis olur.

Eger Q;"(A,M) vektér uzayinda M°=A4" olarak alirsak, o zaman

Q" (4,4)=Q;"(A4) seklinde kullanacagiz.

Tanim 5.26: (Q;"(4) uzayi icin diferansiyel cebir tammi) Q;°(A4) vektdr uzayi

verilsin. VoeQ'"(4),vneQ!"(4) ve Vo,,0,,..,0,, €Der (4) homojen

ptq

elemanlariicin carpim islemi,

__ 1 o
(w-n)(apaza---,aw)—MU;W(—I) Ji0(8,+0uayoen i) 5.10)
n (ao(pﬂ) ’ ao-(p+2)""’ ao'(p+q))
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diferansiyel islemi de,

pHl m
d(8,,0,,..,0,.,)= (- )m]fzémco( 62,...,\_/,...,ap+1]

m=1
e ([ BRI vaj

ISm<n<p+l

(5.11)

olarak tanimlanir [7]. Burada f; ¢arpanlari asagidaki sekilde tanimlanmugtir.

fi= T1 elfoalfo ))gg(" 28

m<n,o(m)>c(n)

o(m

m—1

[0.)TTe (e

a=1

:g(

9,/)

m—1 n—1

JoDfTe(o e, Te (o,

a a

fi=¢(l,

2,|)-

Bu carpim ve diferansiyel islemi ile birlikte QS(A) bir diferansiyel cebir olur.

[ =7ZxT degismeli grubu verilsin. f,deéi§meli grubu icin £ degistirme carpani,

E((pi)-(a:7))=(=1)" £ (i.)

olarak tanimlansin. O zaman Q;"(A), [=7ZxT degismeli grubu lizerinde tanimlanan
£ degistirme carpani ile birlikte & -dereceli bir cebirdir. Ayrica d diferansiyeli,

Q" (4) nin (1,0) dereceli £ -tirevidir ve d* =0 esitligini saglar.

M", herhangi bir sag A"-modiil olsun. O zaman Q" (4,M), Q."(A) Uzerinde
asagidaki islem icin bir sag moduldir. Va)egf"“‘(A,M),Vn eQZ""‘(A) ve

vo,,0

d,,, € Der; (A) homojen elemanlari igin,

12V29050 1y

(a)n)(al’aP " p+q):_ z ‘U‘ ( ’60(2)""’60(17))

p q O'ES
n (ao(pﬂ)’ ao-(p+2)""’ ao-(p+q))

Burada f, yukarda tanimlandigi gibi ele alinacaktir.
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Uyari 5.3: (f -dereceli diferansiyel cebir kavrami)

Bir 6nceki tanimda yani tanim 5.26 da I" -dereceli diferansiyel cebir ya da diferansiyel

cebir kavraminin anlamini tam bilmeden bu terimi kullandik. Bu durumda I -dereceli

bir diferansiyel cebir Gizerinde Z yonindeki d diferansiyeli asagidaki kosulu saglar:
i) d diferansiyeli, Q. (4) nin (1,0) dereceli £ -turevidir dyle ki d> =0 dir.

Genelde ¢ -dereceli diferansiyel cebir kavramini tanimlamak uygun olabilir.
Bunu yapmak icin A°, &-dereceli cebirini ve d diferansiyelini ele alalim. d
diferansiyeli, d° =0 esitligini saglayan bir ¢ -tiirevdir. Fakat bu diferansiyelin
derecesini 6zel durumlarin disinda minimal olarak elde etmek zordur. Sonlu sayida
Ureteclerin Urettigi grubu 6rnek olarak verebiliriz. Bu durumlarda bir diferansiyel, bu
grubun Ureteclerinin bir derecesi olarak yazmayi gerektirebilir. O zaman Uretecler

kadar diferansiyeller de mevcut olabilir. Ornegin I' = Z xZ durumundaki gibi .

Diisik derecelilerde yani Z bolgesinde diferansiyelin ifadesi asagidaki bicimde

meydana gelir. Vo € Q,"(4),V8,R € Der” (A4) ve Ya € A" homojen elemanlari igin,

da(0)= e(|a

d)o(a)
R)R(0(9))-o([6.%],).

9

9

do(0,R)= e(|a)

Ayrica ¢ -Lie cebirin tiirevleri sonlu boyutlu olsa bile QS(A) vektOr uzayl, sonsuz

boyutlu olabilir.

Onerme 5.4: Eger A", ¢ -dereceli degismeli bir cebirse o zaman Q" (A4), &-dereceli

degismeli bir cebirdir [7].
Tanim 5.27: g*, Der’ (A4) nin bir ¢ -Lie alt cebirive Z;(4) tzerinde bir modiil olsun.

g" ye ait sinirl diferansiyel hesabi,

Qr (A|g) = {a)‘a) : (g’ )n — A", o, n—lineer déniiﬂim}
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olarak tanimlanir 6yle ki bu @ dontslmleri (5.9) aksiyomu,(5.10) ¢arpim aksiyomu ve

(5.11) diferansiyel aksiyomlarini saglar. Ayrica bu uzay bir [ -dereceli diferansiyel

cebirdir [7].

Onerme 5.5: g*, Der’(A) nin bir ¢ -Lie alt cebiri olsun. g°, (Q;"(A),d) tzerinde
asagidaki sekilde bir Kartan islemi tanimlar [7]:

Vo e Der’(A) igin @ ile i¢ carpim, i, : Q" (A)—)QZ_I’“W(A) doéniisimudir oyle ki

Vo GQZ"(U‘ (4) ve V0,0,,0,,...,0,_, € g’ homojen elemanlari igin,

29Uy

i,0(8,,0,,...,0, ) =£(]0

o|)(8,0,,0,,...,0, ) (5.12)

b

ve Q)" (4)=0 dir. Bu durumda i,, Q."(4) cebirinin (—1,a

) dereceli bir &-

tlrevidir. i, e ait Lie tirev L, olsun. O zaman,

L, =[i,,d]=id +di,: Q" (4) - Q""" (4) (5.13)

C

olarak yazilir. Ayrica L,, Q."(4) nin (0,8

) dereceli bir & -tlirevidir. Burada yani
(5.13) deki braket, Q* (A) nin & degistirme carpanindan elde edilmektedir.
O zaman V0,R € g° homojen elemanlari i¢in asagidaki 6zellikler saglanir:

0 0

R|)ini, =0,  [Loviy]=Lyiy —&(

A s . _
[lmlm] = Lly +g( ) , R|)’9{La =lom)

[L,.d]=L,d-dL,=0, [L,.Ly]=L,Ly—¢(|0

‘R|)LML

) o = Howm) -

ispat:

Vo e QZ"“" (4),Yn egf""‘ (4) ve ¥0,R,0,,...,0,_, € g" homojen elemanlari igin,

1,

a)|)a)(z(n)
)’(”’ a)|))a)(z‘0n)

0

i, (wn)=(i,0)n+&(

0

i, (on)=(i,0)n+& ((—1,

ia(a).n)=(iaa)).17+(—1)"8( a)|)a)(ia77)

2
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esitligi (5.12) deki 7, nin tanimindan ve (5.10) daki carpimdan elde edilir. O zaman (5.9)

un 3.aksiyomunu da kullanirsak,
iig@ (0,0, ,) =i, (iy0(8,,...,0, ,))

=1, (8(|€R

@|)o(R,0,....0,.,))

2

<(p

) )iaa)(i)%,ﬁl,...,an_z)

o)

0

2

=¢(|R G

o|)o(8,R,0,,...0, ,)

9 9

=& ([%]+

o|)o(8,R,8,,...0,.,)

o)

esitligi elde edilir. Benzer sekilde,

2

0 0

9 9

= (% +

R|)0(R,0,0,,..-,0,_, )-rrnro(1)

iy (5000, =i (1:0(05-,0,.,)
=iy (&
o
o

o

0

2

@|)0(2.0,....0,.,))

0

|)iy®(8,0,,....0,_,)

9

0

o) (%

a)|)a)(9%,6,61,...,6n_2)

2 2

0

9

0

elde edilir. Buradan (2) esitligini —e( 5R|) ile carparsak,

e

9

0 0 0

9 2 b

R|)inis0(0,,....0, ,) = —¢(

R[)e (] +

N (3.0.5,00,.)
= l'al;‘na)(ap""an—z)

olur. Bdylece [i,,iy]=0 oldugu gériliir. Ayrca L.d=di.d=dL, olarak yazlr.

Gercgekten,
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dL, =d(i,d +di,) =di,d +d’i, = di,d
——

0

esitliklerinin esit oldugu goruliyor. Simdi [La,d] icin braket islemini actigimizda,

[L,.d]=L,d-&(

L,

d|)dL,

9

=L.d-£((0.)o

).(1,0))dL,

=L.d-(-1)""&(|¢],0)dL,

H_/
]K

=L,d-dL,
=di,d —di,d =0
esitligi elde edilir. Simdi [La,im] nin ispatini yapalim. Lie braketi tanimindan,

[L,.iy | = isdiy +dijiy —£ (|0

2

R|) (inisd +igdli)

olarak yazilir. Buradan (5.11) ve (5.12) yi kullandigimizda, [La,im]

e

gorullr. En sonunda yukaridaki sonuclardan,

2

[L,.Ly] =L, (ind +diy ) —£(]0

R|)(ind +diy, ) L,

=l d +di

5 [a’m]s

=L,

elde edilir. Boylece ispat tamamlanmis olur.

5.6 ¢ -Konneksiyonlar

Tanim 5.28: M, A° & -dereceli cebiri Gzerinde bir sag modul olsun.
VM —>Q (4M)

sifir dereceli homojen lineer déntisim verilsin. Eger Ya e A® ve Vme M " icin,

V(ma):V(m)a+mda (5.14)
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oluyorsa o zaman V doénisimiine bir ¢ -konneksiyon adi verilir [7].

Tanim 5.29: V, M"° Uzerinde bir ¢ -konneksiyon olsun. O zaman Vo € Qf"“" (A,M) ve

V8,,0,,...,0

10

eDerg'(A) homojen elemanlari icin asagidaki bagintiyi yani (5.15)

p+l

denklemini kullanirsak V, & -konneksiyonu
VU (A4M)—> QU (4,M) (5.15)

olarak genisletilebilir.

p+l m

V(0)(8):03000:0,0 ) = 2 (-1)"" f4V(w(@l,ﬁz,...,\/,...,éwjj(@m)

m=1
. (_1)m+nf5w([5m,5n]8,,..,f}...,\?,...,ﬁp”]

ISm<n<p+l

Burada f; carpanlari agagidaki sekilde tanimlanmistir.

p+l
fi=1T1 e(e.].le.]).
a=m+1
m—1 n—1
fi=e(o.l.le.)]Te(e.l-le. ) Te(2.]-[8.])-
a=l1 a=1

Bu durumda Vo e Q" (4,M),Vne Q" (4) homojen elemanlari igin,
V(on)=V(o)n+(-1)" wdn (5.16)

esitligi saglanir [7].

V nin bir sag A4°-modiil homomorfizmasi olmasi igin kisitlama, V nin R =V*

egriligiyle hesaplanir dyle ki bu R, sifir dereceli homojen bir lineer donlisiimdir ve

asagidaki bicimde yazilir. Vm e M*,V0,R € Der; (A) homojen elemanlari igin,

R(m)(8,R)=¢(|o

[R)VV () (%))(2) =V (V (m)(2))(%) =V (m) ([0, %], ).

Onerme 5.6: M (izerindeki biitin & -konneksiyonlarin kiimesi, Hom, (M',QL" (A,M))

vektor uzayi ile birlesen bir afin uzayidir. Ayrica V, & -konneksiyonu ile iliskili R

egriligi, sag A" -modillerinin bir homomorfizmasidir [7].
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ispat:

A= {V|Vbire—konneksiyon}, M* Uzerindeki bltin ¢ -konneksiyonlarin kiimesi ve
V:M* —>QL"(A,M), V = Hom, (M',QL"(A,M)) olsun. Oncelikle A nin, V' uzayi ile
birlesen bir afin uzayi oldugunu gosterelim. Bunun icin f* fonksiyonunu,

fAXA >V
(V.V)> f(V.V)=V-V

olarak tanimlayalim. Bu durumda afin uzayi sartlarinin saglandigini gosterelim.

i)y VV,V ve V'ese i(;inf(V,V')+f(V',V"):f(V,V“) oldugunu gosterecegiz.

Tanimdan,

F(VV)+£(V.V)=VV +V -V

olarak yazilr.

iiy) VVeA ve VyeVl ign f(V,V'):t// olacak sekilde bir tane V € A vardr.

Gercgekten,
f(V.V)=V-V=y=V=V-yer

oldugu gérilir. V ve V', iki &-konneksiyon olsun ve v =V -V olarak alalim. O

zaman Va e A® ve Vme M " icin,
v (ma)= (V- ) (ma)
=V (ma)~V (ma)
=V (m)a+mda-V (m)a-mda

:V(m)a—V'(m)a
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esitligi elde edilir. Bdylece w € Hom", (M',QL" (A,M)) olur.

Son olarak R egriliginin, sag A" -modillerinin bir homomorfizmasi oldugunu
gosterelim. Burada (5.14) ve (5.16) esitliklerini kullanacagiz. O zaman Vae 4° ve

Yme M" igin,

R(ma) = V" (ma) =V (V (ma)
=V(V(m)a+mda)
=V(V(m)a)+V(mda)

:V2(m)a+(—l)V(m)da+V(m)da+md2a (5.16 esitligi p=1)

:V2(m)a—V(m)da+V(m)da+@lZ (d*=0)
=V’ (m)a
:R(m)a

esitligi elde edilir. Dolayisiyla ispat tamamlanmis olur.

Tanim 5.30: M° nin Gauge Grubu, M" nin ( bir sag A" -modil olarak ) sifir dereceli

grup otomorfizmalari olarak tamimlanir ve Auty(M,M) ile gésterilir. M* nin

elemanlari da Gauge donistumleri olarak adlandirilir [7].

Her @ Gauge dénisiimi, Q)" (4,M) nin (0,0) dereceli bir otomorfizmasina

asagidaki sekilde genisletilebilir: Vo € Q" (4,M) ve ¥0,,0,,...,0, € Der; (A) igin,
®(0)(8,,0,,.,0,) = ®((2,,0,....9, )

Burada @, bir sag Q;" (4) -modiil olarak digiiniilecektir.
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Onerme 5.7: M* nin Gauge grubu, kendi ¢ -konneksiyonlari izerinde asagidaki sekilde
bir etkiye sahiptir: ® € ut, (M, M) ve V ¢ -konneksiyonu icin,
Ve =0oVod™
doniistimi bir & -konneksiyondur. @ ile iliskili R = V?* egriligi R® olmak tzere,
R® =®oRo®™
seklinde yazilir [7].
ispat:

V?® nin bir ¢ -konneksiyon oldugunu gésterelim. Bunun icin V® nin (5.14) esitligini

sagladigini gosterecegiz. Bu durumda Va e 4° ve Vme M " icin,

V?(ma)= (d) oVod™ )(ma)

=®o| V(0 (m))a+® ' (m)da|
=®oV(0(m))a+(®od)(m)da
=QoVod ' (m)a+mda
:(V‘D (m)a)+mda
esitligi elde edilir. |®|= ‘q)‘l‘ =0 oldundan dolay1 V®, sifir dereceli homojen bir lineer
déntisimdir. $imdi R® =®o Ro®™' oldugunu gosterelim.
R® =®oRo®™
=DPoVio®d'
=®oVoVod

=PoVod 'o®PoVod™'

v 0} vV 0}
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=V?oV®
olarak bulunur. Boylece ispat tamamlanir.
Tanim 5.31: A4°, ¢ -dereceli involutif ((C—) cebir ve M°, hermityen yapisini saglayan
bir sag A*-modul olsun. Eger Ym,n € M ° icin,
(CD(m),CD(n)) ={(m,n)
oluyorsa @ Gauge donisumdiine dniter denir [7].

Lemma 5.7: Eger Vm,n € M * homojen elemanlari ve vazzkerak bir reel ¢ -tlirev

ayrisim icin (homojen bilesenler icinde ),

2 & (~m+

kel

n

KKV (m)(8,).m)+(m.V (n) (@) =d ((m.n)) ()

olarak yazilabiliyorsa V, ¢ -konneksiyonuna hermityen adi verilir. Burada |8k|:k dir

[7]. O zaman M°, tzerindeki biitin hermityen & -konneksiyonlarin uzayi, tiniter Gauge

doénistmlerinin grubu altinda degismezdir.
ispat:

@, Uniter bir Gauge donidsim ve V, hermityen bir & -konneksiyon olsun. Ayrica

0= zkerak bir reel ¢ -tlirevve m,n e M * olsun. O zaman,

& (=|ml+

kel

n

YV (m)(0,),n)+(m,V® (n)(8))

Z;e(—|m|+ kK@ oV o™ (m)(8,),n)+(m,®@oVod' (n)(d))
= k;e(—|m|+ |,k KVod (m)(8,),®" (n)) +(®" (m),Vod (n)(2))
- k;g(—|m|+ n|,k KV (@7 (m))(8,), @7 (n))y+(@7 (m),V (@ (n))(2))

=d (@' (m),®" (n)))(0)
=d ({m,n))(0)

esitligi elde edilir. Boylece ispat tamamlanmis olur.
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BOLUM 6

SONUC ve ONERILER

Bu tezde dereceli cebirler, vektdr uzaylar, modiil, tensér carpimi ve Lie sliper cebirler
anlatilmistir. Bunun yaninda degistirme carpani, Schur ¢arpani ve ¢ -dereceli cebirsel
yapilar ile ilgili tanimlamalar verilmis olup bu yapilarla ilgili bazi teorem, lemma ve

onermeler ispatlanmistir.

Oneri olarak, bu ¢alismadaki inceledigimiz geometrik kavram ve yapilar ileriye donik
olarak [24] de tanimli olan regliler cebirlere, regiler matris cebirleri calismasina

uygulamayi diisinliyoruz.
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