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ONSOz

Adi ve kismi tlirevli diferansiyel denklemlerin yaklasik seri ¢oziminid elde etmek igin
yeni bir ydntem olarak “Alternatif Homotopi Metodu” ilk defa bu galismada tanitildi ve
cogunlukla literatiirde baska yontemlerle ¢6zllen problemlere uygulanarak
karsilastirmasi yapildi. Bu metot, homotopi mantigi nedeniyle Homotopi Pertlirbasyon
Metodu’na daha yakin oldugundan genellikle iki metot karsilastirildi.

ilk olarak, iki metodun da temel &zellikleri gésterildi ve ardindan nasil uygulandig
orneklerle agiklandi. Bu 6rneklerden bazilari igin Alternatif Homotopi ve Homotopi
Pertlirbasyon Metodu ile elde edilen yaklasik ¢oziimlerdeki sonuglar ile kesin ¢oziimler
arasindaki fark incelendi.
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OZET

DIFERANSIYEL DENKLEMLERIN YAKLASIK COZUMU iCiN YENI
ALTERNATIF HOMOTOPi METODU VE DIGER METOTLARLA
KARSILASTIRILMASI

Glnay ASLANOVA

Matematik Anabilim Dali

Yiiksek Lisans Tezi
Tez Danismani: Yrd. Dog. Dr. Elif TEKIN TARIM

Bu calismada, adi ve kismi tirevli diferansiyel denklemlerin yaklasik seri ¢6zim igin
yeni bir yontem olarak “Alternatif Homotopi Metodu” tanitilmis ve bazi problemlere
uygulanmistir. Bu metot, literatlirde yaygin olarak kullanilan Homotopi Pertlirbasyon
Metodu (HPM) ile karsilastiriimistir.

ilk bélimde, tezin amaci, literatiir 6zeti ve genel tanimlar verilmistir.

ikinci bélimde, homotopi kavrami ve pertiirbasyon teorisi kisaca verilmis, daha sonra
ise Homotopi Pertlirbasyon Metodu analiz edilmistir.

Uglinci bélimde, yeni bir ydntem olarak Alternatif Homotopi Metodu tanitilmistir.
Gahsmamizi daha degerli yapmak igin varlik ve yakinsaklik teoremleri ispatlanmistir.

Dordincl bolimde, regiiler ve singller denklem ¢6ziimlerindeki sorunlar ayri olarak
incelenmistir. Daha sonra bu zorluklarin giderilmesine ¢alisiimistir.

Besinci bolimde, yiuksek mertebeden denklemler igeren problemler tartisiimistir.

Kismi tarevli diferansiyel denklemler igin yaklasik seri ¢6zimi, altinci bolimde dikkate
alinmustir.

Son bolliim, bazi analizler ve sonuglar igerir.

Anahtar Kelimeler: Yaklasik ¢c6ziim, homotopi pertirbasyon metodu, baslangic ve sinir
deger problemleri



ABSTRACT

A NEW ALTERNATIVE HOMOTOPY METHOD FOR THE APPROXIMATE
SOLUTION OF DIFFERENTIAL EQUATIONS AND COMPARISON WITH
OTHER METHODS

Gunay ASLANOVA

Department of Mathematics

MSc. Thesis

Adviser: Assist. Prof. Dr. Elif TEKIN TARIM

In this study, a new method for the approximate solution of ordinary and partial
differential equations called “Alternative Homotopy Method” is introduced and
applied to some problems. This method is compared with Homotopy Perturbation
Method (HPM), which is commonly used in the literature.

In the first section, the aim of the thesis, literature summary and the general
definitions are given.

In the second section, the concept of homotopy and perturbation theory are given
briefly, then the Homotopy Perturbation Method is analyzed.

In the third section, a new Alternative Homotopy Method is introduced. To make the
work more valuable we established some existence and convergence theorems.

In the fourth section, the difficulties related to regular and singular problems are
examined separately. Then we demonstrated the ways to overcome these difficulties.

In the fifth section, the problems containing higher order equations are discussed.

The approximate series solutions for partial differential equations, considered in the
sixth section.

The last section, consists of some analysis and conclusions.

Keywords: Approximate solution, homotopy perturbation method, initial and
boundary value problem.



BOLUM 1

GIRIS

1.1 Literatiir Ozeti

Homotopi Pertirbasyon Metodu (HPM), ayni isimle, 1998 yilinda Ji-Huan He [1]
tarafindan verilmistir. Ama aslinda bu metot, 1992’de Shijun Liao tarafindan verilmis
homotopi analiz metodundan elde edilebilir. Liao, metot igin yeni tanim ve teoremler
vererek 2003 yilinda yayinlanan “Beyond Perturbation: Introduction to the homotopy
analysis method” adli kitabinda, homotopi pertiirbasyon metodunun, kendi

metodunun 6zel hali oldugunu kanitlamistir [2].

Genelde nonlineer problemlere farkh dallarda calisan bilim insanlarinin ilgisi, HPM ve
Adomian Dekompozisyon Metodu (ADM) gibi seri ¢6ziimii bulan metotlarin yaygin

kullanimini sagladi ve bu yonde yiizlerce makale yayinlandi.

1.2 Tezin Amaci

Bu calismanin amaci, adi ve kismi tirevli diferansiyel denklemlerin yaklasik seri
¢6zUminli bulmak igin yeni bir yontem olarak Alternatif Homotopi Metodu’nu
tanitmak ve bu yontemi diger yontemlerle karsilastirmaktir. Ayni zamanda, literatiirde
en ¢ok uygulanan metotlar olan Homotopi Pertiirbasyon Metodu (HPM) ve Adomian
Dekompozisyon Metodu (ADM) gibi metotlari da inceleyip uygulamalardaki bazi

hatalari analiz ederek daha uygun teknik olusturmaya calisacagiz.



1.3 Hipotez

Literatlirde uygulanmakta olan yaklasik analitik ¢6zim yéntemlerinin ¢gogunda ortaya
¢ikan sorunlari ortadan kaldirmak i¢in yeni yontem olan Alternatif Homotopi Metodu,
genelde daha etkili yontemdir. Bu yéntem, homotopi mantigini esas almaktadir.
Homotopi Pertlirbasyon Metodu uygulandigi zaman, p parametresi dahil edilmesi
nedeniyle non-lineer operatorin kullaniimasinda ortaya ¢ikan zorlugu gidermenin en
etkili ydontemi olarak Alternatif Homotopi Metodu ilk defa bu ¢alismada ileri strilda.
Bazi denklem tirlerinde bu yontemin yakinsakligi da ispatlanarak teorik bakimdan iyi
bir temeli oldugu esaslandirildi. Bu metodun, gelecekte diger diferansiyel denklem

tirlerine de uygulanmasi bekleniyor.



BOLUM 2

HOMOTOPi PERTURBASYON METODU (HPM)

2.1 Homotopi ve Pertiirbasyon Kavrami

Gozllemeyen bir problem, bazen bu probleme ¢ok yakin ama ¢6zilebilir problemlerin
limiti gibi gosteriimeye mecbur kalinir. Pertlirbasyon teorisi, yaklasik olarak bu tir
matematiksel metotlari ve teorileri icerir. Eger bir problem, kiiglik terim veya terimler
eklenerek tam olarak ¢ozilebilen probleme getiriliyorsa uygulanan teori genelde

pertlirbasyon teorisidir.

Aslinda, pertiirbasyon teorisi, esas problemi bir seri seklinde gostermeyi amaglar. Bir
ornekle bunu anlamaya calisalim: Bir baslangic deger probleminin beklenen ¢6zimi
f(x) olsun. Bu ¢6ziimi bulmak kolay degilse, ona benzer daha basit, mesela homojen
veya lineer problemin ¢dziimiinden baglanip iterasyonlar kurularak f(x)’e yaklasilir.
Ornegin, daha basit problemin ¢ézimi fy(x) fonksiyonu olsun. O zaman f(x)

fonksiyonu,
) =folx) +efi(x) +e2f,(x) + - (2.1.1)

seklinde gosterilir ve f; (x) fonksiyonlari dncekilerin yardimiyla bulunarak esas ¢6ziime

seri seklinde yaklasilir.

Bu prosediir, her zaman etkili olmayabilir ve hatta yakinsak olmayabilir. Yani
buldugumuz seri ¢ézimin bazen asil ¢éziimle ilgisi olmayabilir. Bu sorunu ortadan
kaldirmak icin pertilirbasyon teorisini topolojideki homotopi kavramiyla birlestirmek

ihtiyaci olusmustur.



Homotopi derken bir fonksiyondan (operatérden) digerine donlisimi kolaylastiran bir

prosedir anlasihr. Mesela f(x) ve g(x) fonksiyonlarinin homotopisi,

Hx,t) =1 -t)f(x) +tg(x) (2.1.2)
gibi yazilabilir. Burada t parametresi [0,1] araliginda degisirken f(x) fonksiyonu
g(x)’e donusur. Gergekten de, t = O0olunca, H(x,0) = f(x) ve t = 1olunca,
H(x,1) = g(x) elde edilir.

Simdi farz edelim,

u" = h(x,u) (2.1.3)
denklemini belirli sinir sartlarinda ¢ozmek istiyoruz. Kabul edelim ki, beklenen ¢6zim
u(x)’tir. Sagdaki fonksiyon basit fonksiyon degilse u(x)’e ulasmak zor olabilir. Ama
u'" = 0 denklemi (ayni sinir sartlarinda) ¢ok kolay bir denklemdir. Mesela, u"’ =0
denkleminin ¢6zimi uy(x) olsun. uy(x)'ten u(x)’e giden bir dontisim (deformasyon)

yapmak homotopi pertiirbasyon metodunun en esas yonlerinden biridir.

2.2 Metodun Kullanimi

Metot, ¢6zimi zor veya uzun olan bir lineer veya non-lineer problemi, kolaylikla
¢Oziilebilir lineer denklem sistemine indirgemektedir. Uygun bir baslangic iterasyonu
ve uygun homotopi se¢mek, problemin ¢dziimii icin oldukca &nemlidir. Orneklerden
gorecegiz ki, literatlrde ¢6ziilmis bazi problemlerde, baslangi¢ iterasyonu ¢ok uygun

secilmemistir ve dolayisiyla seri ¢c6ziim, tam ¢6ziime ¢ok yavas yaklasmaktadir.

Homotopi pertiirbasyon kavramini, adi diferansiyel denklemlere uygulayarak anlamaya

cahisalim.

Daha once anlatildigi gibi u" = h(x,u) denkleminin sag tarafi basit bir fonksiyon
degilse bu denklemi ¢ozmek zor olabilir. Eger uy(x), daha basit u” = 0 veya belli bir
f(x) fonksiyonu igin u"" = f(x) denkleminin ¢ézimiyse uy(x)'ten u(x)’e giden bir

donlsim,
U =uy + puy + pu, + - (2.2.1)

formilinin yardimiyla yazilabilir.



u igin beklenti dogal olarak
U=1uy+u +uy;+-- (2.2.2)

seklinde olur. Boylece (2.2.1)’'de p = 0 olunca u, ve p = 1 olunca u elde edilir.

Aslinda u ve u arasindaki bu déntisimd, esas denklem ve ona en yakin basit denklem
arasindaki dontsiimle bagdastirmak gerekir. Bunu, daha onceki ikinci mertebeden

diferansiyel denklem érneginden anlamaya galisalim.

(2.1.3) denkleminde h(x, u) = u? olsun, yani

u’ =u? (2.2.3)
Bu denkleme,

A-p@W" —v)+pw" —u?)=0 (2.2.4)

seklinde bir homotopi (donuisiim) denk gelir. Gergekten p = 0 olunca basit
u'—vy =0 (2.2.5)

denklemi, p =1 olunca ise (2.2.3) denklemi bulunur. (2.2.5)'teki v, baslangi¢
iterasyonudur. v, iterasyonunun dizgin segilmesi ¢ogu zaman ¢ok onemlidir ve
yaklasimin hiz ve yakinhgini belirler. Daha sonra, bunun ne kadar énemli oldugunu

orneklerde gorecegiz.

Boylece, (2.2.4) denkleminin p herhangi bir sabit olmak Uzere ¢6ziminl bulmak
aslinda her seyi ¢c6zmiis olur ve bu ¢6ziim (2.2.1) gibi kabul edilir. Dogal olarak aldigimiz
seride, p=1 alarak esas ¢6zime ulagsmis oluruz. Heniz (2.2.4)'Gn avantaji
anlasiimamistir. Genelde bu denklem, (2.2.3)'ten daha zor bir denklem gibi
algilanabilir. Ama (2.2.4)'te u’nun vyerine (2.2.1) serisini koyarak ve p’lerin ayni
derecelerinin katsayilarini esitleyerek ug, uq,u,, ... ardisiginin terimlerini ifade etmek
icin denklemler sistemi bulunur ve bu denklemlerin hepsi u"’ = h(x) gibi bir denklem

olur, yani sag tarafi x’in belli fonksiyonu olarak bulunur.



Aslinda, homotopi pertiirbasyon kavramini, biitiin diferansiyel denklemlere uygulamak

icin operator kavramina gecmek daha iyi olur. Diyelim,

u® = f(x,u, ., u V) + g(x) (2.2.6)
gibi bir denklemimiz vardir. Burada f, g surekli fonksiyonlardir.

L(w) =u™ ve N(u) = f(x,u,...,u® 1) gibilineer ve non-lineer operatére bakalim.
Uygun sinir sartlarinda, L(u) =0 denkleminin tek ¢6zimi olur, yani L7t

tanimlanabilir. (2.2.6) denkleminde, Lu = Nu + g(x) yazarak ve Oncekine benzer

homotopi uygulayarak,
Lu— Lvyg +p[Lvy — Nu—g(x)] =0 (2.2.7)

yazariz ve ¢ozimu (2.2.1) gibi alip p’nin ayni derecelerinin karsisindaki katsayilari
esitleyerek denklemler sistemi buluruz. Bu denklemler sistemi, terimleri ardisik olarak

bulmaya imkan saglar.



BOLUM 3

ALTERNATIF HOMOTOPiI METODU (AHM)

3.1 Metodun Tanimi ve Uygulamasi

HPM’nin (aslinda Adomian dekompozisyon vb. metotlarin da) en 6nemli zorluklarindan
biri nonlineer operatérle ilgili hesaplamalardir. HPM uygulanirken, énce hesaplamamiz
gereken N(uop+pu;+p?uz+...) gibi ifadelerin hesaplanmasi en zor islemlerden biridir.
Hatta, Nu = u™ gibi polinomlardan olussa bile hesaplamalar ¢ok da kolay degildir.
Eger Nu = sinu, cosu gibi fonksiyonlar olursa dnce bu fonksiyonu u’ya gére Taylor
serisine ayirmak ve sonra HPM uygulamak gerekiyor ki bu da hata oranini ¢ok artirir,
hatta ¢ogu zaman hata kontrol edilemez hale gelebilir. Ayni sorun Adomian

dekompozisyonu prosediiriinde de ortaya ¢cikmaktadir.

Bizim uygulamak istedigimiz Alternatif Homotopi Metodu (AHM) aslinda homotopi
kavraminin bir uygulamasidir ve  HPM’ye biraz benzese de tamamen farkh bir

yontemdir.
Denklemimizi,

Lu = Nu + g(x) (3.1.1)

gibi yazalim ve asagidaki yeni homotopiyi kuralim:

L(uo + puy + p*uz + ) — Lvg + p{Lve — Nuo — p[(N (1o + u1) — N(uo)]
—p?[(N(uo + uy + Uz) — N(uo + us)] — - — p"[(N (o + uy + - + y,)

—N(uo + us+... +up_¢)]—...—g(x)} = 0. (3.1.2)

Goézimu, u = ug + puy + p2u2+. .. gibi farz edelim.



p = 0 alirsak Lug — Lvog = 0 denklemi, p = 1 alirsak, parantezleri agarak ve limite

gecerek, Lu — Nu — g(x) = 0 elde edilir.

Simdi HPM’deki gibi N(uo + pui+...+p™u,) gibi ifadelerin yerine daha basit
N(uo + uy+...+u,) ifadelerine ihtiyacimiz vardir. Diger taraftan p’lerin ayni
derecelerinin katsayilarini kiyaslarken bulunan denklemler de daha kolaydir. v, olarak,

Lu = g(x) denkleminin ayni sinir sartlarinda ¢6zimu alinir.
Bunlari daha iyi anlamak igin bir 6rnege bakalim.

ORNEK:

Once daha basit lokal (yani 2-nokta) probleme bakalim:

u’ =ut—x*-2x2+1, u(0) =1, u(l) = 2. (3.1.3)

Bu problemin tam ¢éziimii u = x? + 1 fonksiyonudur.
Lu =u" ve Nu = u? alarak (3.1.2) formiliinden,
Luy = Ly,

yazilir. v, olarak,

u’ =—x*—-2x2+1, u(0) =1, u(l) =2

probleminin ¢6zimu alinir. Bu denklem ¢oéziilerek,

bulunur.

Burada dikkat edilmesi gereken noktalardan biri: Bundan sonraki denklemlerin
u(0) =0, u(l) =0 sinir sartlarinda ¢ozilmesi gerekir. Clnk{, ug, uq,...,u,’ lerin

toplaminin sinir sartlari «’nun sinir sartina uygun olmalidir.
U4 igin (3.1.2) formiliinden,

Lu; = —Lvg — x* — 2x* + 1 + (u)® = (uo)?
2

—( P +1> 3.14
= 30x 6x zx 10x (3.14)

elde edilir.



(3.1.4) denklemi, u,’e gore ¢oziilerek,

1 1 1 7 1 1
_ 14 12 _ 10 _ 9 _ 8 __ 7
Y17 763800° T 11880° T 16200° 10800 240" 180~

1o, 7 g M9 7 1, 28520417
360" 200" T1200° T30° T2% T32432400%

bulunur.
Devam edilerek (3.1.2) formuliinden,

Luz = N(uy + o) — N(uo) = (us + uo)* — (uo)® = (u1)? + 2ustio

yazilir. Sag tarafta elde edilen degerler, yani uq ve u, yerine yazilirsa bir denklem elde
edilir. Bu denklem, ¢6zim ydntemi olarak tercih ettigimiz LaTeX (Scientific WorkPlace)

programinin yardimiyla ¢ozilerek yaklasik olarak,

24733 . 795721 6 9834043 .

Y2 ¥ 570439584000 7145506368000 - ' 21249 708480000

102103 . 203543089 109 .,

* 51891840000 * 404561 757600000x 199584000

1385532223 88235591 598171949

- x13 — x12 — 11
40981 580640000 660 508992000 2140 538400000

6406121719 44312501 54671263

10 9 8

T 10508 097600000° T 32332608000° 25945920000~

5093491129 63564433 9601517
+ X7 x5
272 432160000 2084940000 324324000
570294 954378769 28520417
4 x3 + 0.22594x

* 12622326 837120000x 97297200

bulunur.

Benzer sekilde (3.1.2) formull, diger terimleri bulmak igin kullanilabilir. Fakat, bu
ornekte 3-terimlik ¢6ziimdeki mutlak hatalar karsilastiracagimiz icin ilk ¢ terimin

bulunmasi yeterlidir.



Boylece ilk g terim kullanilarak yaklasik seri ¢6ziimu asagidaki gibi yazilir:

u=uyt+u +u,,

U~ 4.284 x 107 14x3% 4+ 1.3595 x 107 12x28 + 9.7411 x 10712x2¢
—1.3190 x 107 11x2°> — 1.1099 x 107 1%x2* — 3.497 x 10710423
—2.4644 x 107%x%%2 — 1.0188 x 107 %x21 — 1.4905 x 10~ 8x2°
+4.3358 X 1078x19 + 1.1136 X 107 7x*® + 4.6278 x 10~ " x7
+1.9676 x 107°x1® + 5.0312 X 107 7x5 + 5.5589 x 10 6x1*
—3.3809 X 107°x"® — 4.9412 x 1075x12 — 2.7945 x 10~ *x!?
—6.7137 x 107*x1% + 7.2237 x 10*x° — 2.0595 x 107 3x8
+1.3141 X 1072x7 — 5.6237 x 1073x® 4+ 5.3953 x 107 3x°>
+2.6814 X 1073x* — 5.9793 X 1072 x® + x* + 4.6560 X 107%x + 1.0

Simdi HPM uygulamaya calisalim. Her iki yontemde, u, ve u; aynidir. Ama sonraki

terim icin farkli formuller ve tabii ki farkli sonuglar bulunur. HPM uygularsak,

Lu, = 2uqug (3.1.5)

alinir. Yani u4, sonraki terimin bulunmasinda tam olarak kullanilmiyor.
(3.1.5) ¢ozulerek u, bulunur:

1 31 4339

22 _ 20 _ 18

1135134000 1540539000 74 432358000

U; = —

109 38407 251

17 16 15

+572832000° t23351328000° T 74844000~

59 ., 197 . 2033 . 431
t———x" - x> = X
64864800 25272000 21384000 1188000
337 412337 17 93684247

__ 227 10 9 g _2°000%a™l 5
324000 ' 35026992000 T 1008000 ' 5108103000"

L 43 9317383 . 5354417 ., 28520417 . ..
1200 T 648648000 277992000 ~ 97297200 ' x
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Simdi her iki yontemle elde edilen sonuglardaki hatalari kargilastiralim. Asagidaki

cizelgede iki yontemle bulunan 3-terimlik ¢oziimlerin hatalarinin  kiyaslamalari

verilmistir.
Cizelge 3.1.1 iki-nokta problemi icin AHM ve HPM uygulamasi
x HPM’de mutlak hata AHM’de mutlak hata
0.1 6.5275x1073 4.5965x1073
0.2 1.2625x1072 8.8395x1073
0.3 1.7787x1072 1.2387x1072
0.5 0.02325 1.6149x1072
0.6 2.2738x1072 1.5861x1072
0.8 1.4685x1072 1.0432x1072
0.9 7.8114x1073 5.6075x1073

Cizelgeden gorildugi gibi, u,’nin bulunmasi igin u;’in daha aktif kullanilmasi hatalarin

azalmasina sebep olmustur. Yani, AHM ile daha uygun ¢éziimler elde edilmistir.

3.2 Varlk Teoremi

Simdi, AHM uygulamalarinin teorik bakimdan anlamli olmasi igin bazi teoremleri ifade
etmeye calisalim. AHM’nin yakinsakligiyla ilgili bazi seyleri kanitlamamiz gerekir, yoksa

bu uygulamalarin bir anlami olmaz.

ikinci mertebeden sinir deger problemleri érneginde uygun kosullar altinda AHM’nin

yakinsak oldugunu géstermeye ¢alisacagiz. Yani asagidaki gibi problemlere bakacagiz:
u' =f(xu)+gx), 0<x<1,

u(0) =a, u(l) =» (3.2.1)

11



Kolaylik icin a = b = 0 alalim ve problemi tekrar asagidaki gibi yazalim:
u'=f(xu)+gkx), 0<x<1,
u(0) =0, u(l) =0. (3.2.2)

Bu tip problemlerle ilgili literatlirde birka¢ sonug¢ kanitlanmistir. Biz 6énce (3.2.2)'nin

¢O6zUmunin varligl hakkinda bir teorem kanitlamaliyiz.

vy (x), asagida verildigi gibi, f = 0 oldugu durumda (3.2.2)’nin ¢dzimiinl gostersin:
u'=gx), 0<x<1,

u(0) =0, u(l) =0. (3.2.3)

m(t) pozitif fonksiyon ve

fm(x)dx <M

olsun. Bu kosullar altinda, asagidaki teoreme bakalim.

TEOREM: g(x) fonksiyonu (0,1] araliginda surekli, [0,1] igin integrallenebilir ve

|f (x,u()| < mx), g(x) <m(x) (3.2.4)

kosulu ile f(x,u), u’daki her x € (0,1] igin ve
|[u(x) —vo(x)| < 2M

kosulunu saglayan butiin u(x)’ler igin surekli olsun. O zaman (3.2.2) sinir deger

probleminin ¢ézimu vardir.

ISPAT:

c= —f(l —5)g(s)ds

iken problem (3.2.3)'Gn asagidaki gibi tek ¢ozimu vardir:

vo(x) = j(x —s)g(s)ds + cx. (3.2.5)
0

12



Yineleme bagintilarini su sekilde yazalim:

Up(x) = vo(x),

ui(x) = f(x —5)f(s,up(s))ds + cox + vo(x),
0

X

uz(x) = f(x —5)f(s,u1(s))ds + c1x + vo(x), (3.2.6)

0
u,(x) = f(x — s)f(s, un_l(s))ds + Cpo1X + vy (x).
0

Burada ¢, = c(u,), u,’e bagl bir sabittir.

1
cn =c(u,) =— f(l — 5)f (s, un(s))ds. (3.2.7)
0

{u, (x)} dizisinin diizglin yakinsak altdizisi oldugunu gosterelim. Gergekten de (3.2.4),

(3.2.5) ve (3.2.6)'dan asagidaki ifade yazilabilir:

10) = wo ()] = | [ Gx = )F s, uols))ds + cox| < 2M,
0

[uz(x) — vo(x)] = f(x —8)f(s,uy(s))ds + cyx| < 2M,
0

ve boylece {u,(x) — vy(x)} dizisi diizgiin sinirhdir.

13



Ayrica, |x — t| < & ve sabit bir M; icin,

X

j (= )F (5, Un_1(5))ds + Vo) — Vo (E)

t

|[un (x) = vo(x) — (Un(t) — vo(t))| =

< M;|x — t|
yazabiliriz. Yani {u,,(x) — vy(x)} duzgin sinirli ve [0,1] igin esstrekli (equicontinuous)
dizidir.
Ascoli-Arzela lemmasina gore, kapali ve sinirli aralikta tanimh olan sdrekli
fonksiyonlarin dizisi, diizglin sinirli ve egsiirekli ise diizglin yakinsak altdizisi vardir. Bu
nedenle, {u, (x)} dizisinin dizgin yakinsak altdizisi vardir, kolaylk igin u,(x) = u(x)
alalim. O zaman (c,) yakinsaktir ve Lebesgue dominant yakinsaklik teoreminden

(Lebesgue dominated convergence theorem) asagidaki ifade elde edilir:

uGe) = Jim wn () = lim, [ G = $)F 5 1tn1(9))ds + Cx + wo()
0

X

= f(x —8)f (s, u(s))ds + Cx + v (x).

0

Burada,

C = 71i_r>rolocn = — f(l — s)f(s,u(s))ds.

Simdi yukaridaki ifadede her tarafin ikinci tlrevini alarak limu,, = u fonksiyonunun

n—-oo

¢6ziim oldugunu gorebiliriz: Once her tarafin 1. tiirevlerini alalim:

!

u'(x) = f(x — s)f(s,u(s))ds + Cx + vy(x)

= (x jxf(s,u(s)) ds> - (fxs f(s,u(s))ds> + C + vj(x).
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Carpimin tirevini alma kuralini uygular ve sonra integralin tirevini alirsak, (ilgili

Lagrange kuralina gore (f;go(s)ds)’ = @(x) oldugu dusunulerek)

u'(x) = jxf(s,u(s)) ds + x (J-xf(s,u(s)) ds) — xf(x,u(x)) + C + v{(x)

= fxf(s,u(s)) ds + C + vj(x)
0
bulunur. Her taraftan bir daha tirev alarak,
u" (%) = f(x,u(x)) + vy (x)
elde edilir. Diger taraftan v, fonksiyonu (3.2.3) denkleminin ¢ézimiddr ve dolayisiyla
vy (x) = g(x) olmahdir. Yani u(x) fonksiyonu igin, u'' (x) = f(x,u(x)) + g(x)
alinir ve bu da u’nun ¢6zim oldugunu kanitlar.

Boylece (3.2.2)'deki sinir deger problemi igin u(x) ¢6zliminun varligini kanitladik.

3.3 Yakinsaklik Teoremi

TEOREM: g(x), (0,1] araliginda surekli, [0,1]'de integrallenebilir ve f(x,u), u’daki her

x € (0,1] ve integrallenebilir bir m(x) igin

If (x,u(x))| = m(x)
sartini saglasin. O zaman (3.2.6)'daki iteratif algoritma, u = uy+ uy + uy+...

¢Ozlimine yakinsar.

ISPAT: p’nin ayni derecelerini esitleyerek asagidakiler elde edilir:
Lug = Lv,,

Lu; = —Lvo + Nugy + g(x),

LuZ = N(u1 + uo) - N(uo), (331)
Lupiq = N(up+...+up) — N(up_1+... +uo).

Burada Lu = u"" ve v,, Lu = g(x) probleminin ¢6zimuddr.
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Simdi, (3.3.1)’deki ardisik wu;, fonksiyonlarini hesaplayarak asagidaki bagintilari

yazabiliriz:

uo(x) = fx (x — $)g(s)ds + Cox,
0
uy (x) = fx (x — $)f (5, uo(s))ds + Cx,
0
u, (x) = fx (x = )[f (s, ue(s) + us(s)) — f(s,up(s))]ds + Cox, ... (3.3.2)
0
U1 () = f (x — )[F (5, to + ust... +1up) — F(5,Up + ts+... +tup_1)]ds + Cpyyx.
Burada,
Co = —f(1 ~5)g(s)ds , Ci= —f(1 — $)f(s,up)ds, ...
0 0

1
Q=Cwﬂ=—jﬂ—ﬂvﬁﬂwﬂ—f@mwﬂwan>L
0

Vi = Up + Up+...+u; kismitoplamlar dizisi igin,

|y ()] =

X
f(x —S)f(s,up + us+... +up_1)ds + uo(x) + (Co+... +Cp)x
0

< jm(s)ds + |uo(x)|
0

+ f(l = 5)(g(s) + f(s,uo) + f(s,u1) = f(5,U0)--- +f (s, ) = f(S,ug—1))ds

<K

< [ m@s)ds + o) +| [ (@ = 5)(g(s) + F(s,uds
0 0
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K sabit olmak Uzere bu ifade yazilabilir. Yani, {y,(x)} dizisi dizgtn sinirhdir. Benzer
sekilde x1,x, € [0,1], x; < x2 igin

X2

|yi(x2) — Yre(x1)| < J- (x = 9)[f(s,uo + us+... +up)]lds + uo(x2) — uo(xy1)

X1

1 1
(s — x1) f (1 = $)F(s, tn_y)ds| + (2 — x2) f (1 - $)g(s)ds
0 0

X2 1 1
< [ msds + ol — uole) | + (2 = ) [ m(s)ds + (= x| [ (1 = )9 (52
X1 0 0

< (x2 —x1)K4,

K, sabit olmak Uzere yazilabilir. Bu ise {y;(x)} dizisinin essurekli oldugunu gosterir.
Ascoli-Arzela lemmasindan {y,(x)}in duzgin yakinsak altdizisinin oldugu cikarilr,
basitlik icin y,,(x) = y(x) diyelim. (3.3.2) ifadesinden,

X X n

U+ us+...+u, = j(x —S)f(s,up +us+... +uy)ds + j(x —5)g(s)ds + xz Cx
0 0 k=1

elde edilir ve boylece Lebesgue dominant yakinsaklik teoreminden,

X

Uy = f(x —5)f(s,y)ds + f(x —s)g(s)ds + Cx

0

y =
k=1
cikarilir. Burada, C = Y7~ C;, alinmistir. y" hesaplanarak y degeri, problem

(3.2.2)'nin ¢o6zimi olarak elde edilir.
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BOLUM 4

DENKLEM COZUMLERINDE KARSILASILAN SORUNLAR VE COZUMLERI

4.1 Regiiler Denklem Co6ziimlerindeki Sorunlar

4.1.1 Baz ikinci Mertebeden Denklemlerin Coziimiindeki Sorunlar ve Giderilmesi

Literatirde, ikinci mertebeden denklemlerin ¢6zimi icin farkli  yontemler
kullanilmistir. Bu yontemlerin bazilarinin uygulanmasinda farkh sorunlar ortaya cikar.
Mesela, seri yaklagimi ¢6ziime ¢ok yavas yaklasir veya hata ¢ok bliylk olur. Asagida

gorecegiz ki, bu hatalar aslinda iki sebepten ortaya ¢ikar:

1) Baslangic iterasyonunun iyi secilmemesi,

2) En uygun yontemin secilmemesi.

Aslinda, modern bilgisayar tekniklerinin hizla ilerledigini de dislinerek literattrdeki
yontemleri daha uygun hale getirmek mimkindir. Artik 20 yil onceki bilgisayar
teknikleriyle simdiki bilgisayar teknikleri ayni degildir. Ama, teori bu kadar
ilerlemediginden eski yontemlerin modifiye edilmesi zorunlulugu ortaya ¢ikmaktadir.
iterasyonun her adiminda karsimiza ¢ikan denklemleri 20 yil énceki kadar basit hale
getirmeye gerek yoktur. Clinkd daha zor denklemleri bilgisayar yardimiyla kolayca
¢Ozebiliriz.

Bunlari daha iyi anlatmak icin iki tir diferansiyel denkleme bakacagiz: Reaksiyon-

difiizyon denklemleri ve ¢cok-noktali sinir deger problemleri.
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4.1.2 Reaksiyon-Difiizyon Denklemi, Uygulamasi ve Sorunlarin Céziimii

Reaksiyon-diflizyon denklemi olarak, asagidaki cok basit goriinen, ama Taylor serisi

turtinden yaklagimlarin ¢ok yavas ¢alistigi bir problemi g6z 6niine alacagiz:

u' +u=0. (4.1.2.1)
Literatlirde en yaygin ve fiziksel bakimdan uygulanabilir sinir sartlar

u(0)=0, u() =0 (4.1.2.2)
seklindedir. Burada kolaylk icin [ = 1 alacagiz.

(4.1.2.1)-(4.1.2.2) probleminin ¢6ziimi igin literatiirde farkh yéntemler vardir. Wang, Si
ve Mo [3]'te HPM uygulayarak bu problemi ¢6zmeye calismistir. [4]'te Lesnic, Adomian
dekompozisyon yontemini uygulamis, [5]'te ise Mo, varyasyon iterasyon yontemini

uygulamistir.

Bu uygulamalarin hepsinde ortak bir sikinti vardir. Baslangi¢ iterasyonu ¢ok uygun

secilmemistir ve dolayisiyla seri ¢c6ziim, tam ¢6zlime ¢ok yavas yaklasir.

[3]'te n = 2 halinde baslangic iterasyonu,

uy = ax(l—x) = v, (4.1.2.3)
olarak alinmig ve HPM uygulanmistir. Bu baslangi¢ iterasyonu, sonug olarak ¢ok hatal

bir ¢6ziime getirmistir. Yaklasik ¢6ziim igin bulunan,

u=ax(l—x) +ax* — a* (ix6 — ix5 + ix") —(a— iaz)x (4.1.2.4)
30 10 12 60

sonucunun c¢ok hatali oldugu [6]'da belirtilmistir. Mesela, x = 0.9 olunca hata

40000’den fazla olur, bu da yaklasimin ne kadar hatali oldugunu agikga gosterir.

Simdi daha dizgin bir HPM yaklasimini anlatalim. Aslinda HPM standart sekilde

uygulanabilir:
A-p@ —v")+p" +u") =0 (4.1.2.5)

Dikkat edersek, p = 0 olunca u" — v} = 0 gibi basit bir denklem buluruz, p =1 ise

u" + u™ = 0 denklemini verir.
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(4.1.2.5)’in ¢c6zimin{

U= Uy + puy + piuy + - (4.1.2.6)
seklinde farz edersek, dogal olarak p = 1 icin denk gelen ¢6zliim, yani

U=1uy+u +uy+-- (4.1.2.7)
serisi problemimizin ¢6ziimi olacaktir.

Ama baslangi¢ iterasyonu daha mantikh sekilde segilirse yaklagim hizli ve az hatali
olabilir. Burada akla gelen ilk sey (4.1.2.1)-(4.1.2.2) probleminin, “uclara gore simetrik”

olmasidir. Bu simetrikligi gdz 6nine alarak baslangig iterasyonunu,
Vo = asin(mx) (4.1.2.8)

seklinde almak en uygun yaklasim gibi gérinmektedir, burada a sabittir ve biraz sonra

belirlenecektir. Once yukaridaki bilgileri, n =2 igin (4.1.2.1)-(4.1.2.2) problemine

uygulayalim.
ORNEK:
u'+u?2=0 u(0)=0 u(l)=0 (4.1.2.9)

problemini ¢dzelim [6].

u’'nun (4.1.2.6)'daki ifadesini (4.1.2.5)'te yerine yazarak ve v, = asin(mx) baslangi¢

iterasyonunu alarak, homotopi uygulayalim:
(1= p)((wo + puy +p*upy + )" — vg)
+p((ug + puqg + p%uy + )" + (ug + puy + puy +-+-)%) = 0. (4.1.2.10)

Parantezleri agtiktan sonra p’lerin ayni kuvvetlerinin katsayilarini esitleyerek
denklemler sistemi buluruz. Bunlarin birincisi p’nin sifirinci derecelerinin katsayilarinin

esitlenmesinden elde edilir:
uy = vy, uy(0) =0, uy(1) =0.

Bu denklemin ¢6zimi uy = vy = asin(mx) fonksiyonudur.

20



p’nin birinci derecelerinin katsayilarinin esitlenmesinden ise,

w" = —up" = (U0)?, 1 (0) = uy(1) = 0

bulunur. Yani,

uf’ = nfasin(mx) — a®sin®(mx). (4.1.2.11)

Bu denklemi ve sonraki adimdaki denklemleri ¢ozmek icin bilgisayar tekniklerini
kullanmak proseduriin etkisini ciddi derecede yikseltir. Mesela LaTeX programinin

yardimiyla (4.1.2.11) denklemini aninda ¢ozerek,

— 1 2.2 1 2 1 2 2 1 20002 1 2 :
U =——ax"+-a X —g—5acos nx+—2a sin“mx + G 4" —asinmx
4 4 8w 8w 8w

buluruz. Benzer sekilde p’nin ikinci derecelerinin katsayilarinin esitlenmesinden,

uzll = —2u0u1

, 1,, 1, a’cos’nx a’sin*mx  a® )
= —2(asin(nx)) | ——a“x" +—-a“x — + + — a sinmx

4 4 82 8m2 8m2

denklemini elde ederiz. Yine LaTeX programinin yardimiyla,

1 1
U, = —ﬁcﬁxz sin(mx) — ?a3xcos(nx) + ﬁa% sin(7rx)
1 a3 cos(mx) a’sin®(mx) 27
3. .2 : 3 o
- a3cos?(mx) sin(mx) + a3 sin(mx
2414 () sin (7x) 3 724 8 ()

N a’x? N a® cos’mx a’sin*mx a’x a’(m+ 4a)

2 472 472 2 473

buluruz. p’nin tglincl derecelerinin katsayilarinin esitlenmesinden asagidaki esitlik
elde edilir:

us” = —2uouy — (ug)?

Daha énce buldugumuz u, u; ve u, degerlerini bu ifadede yerine yazarak us'’ icin bir
denklem elde edilir. u3’tn bulunmasi igin bu denklemin ¢6zilmesi gerekir. Bilgisayar

yardimiyla ¢ozmek, en kisa siirede dogru yanita ulasmamizi saglar.
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Bu denklemi ¢bzersek,

1 1 1 1 3 81
Uz = ma‘*x5 — @a“x4 — Zazx2 — ﬁa‘*xe’ — ?a%osnx — Wa%innx
2 3 3 435 1
——a*sinmx — a*x® + a*x* — a*x? — — a®cos’nx
s C T o 64 256m" 87> "
451 25 1 1
———a*cos*nx + ———a* cos*nx + — a’sin’nx — adsindmx
2881° 184327° 8 241"
451 25 1 9
+ a0 a*sin’mx + T84322° a*sin*mx + oy a’cos*mxsinmx + = a*x*cos*mx
9 6 3 25
Ry a*x? sin*x + < a’xcosmx — o alxsinmx — 3072:° a*cos’mxsin’mx
i i i /i
25 9 3 9
+ 35,5 a*cosmxsinmx — i a*xcos®mx + 7 alx?sinmx + I a*xsin’mx
T T
25 4 . 1 2 2.2 4 2 4 2
1o a“xcosmxsinmx +Wa (180m“a“ + 4n*a” + 960n™ + 6525a°)x
9613 3 1

at*+—=ad*+-=a

2
+ 6144w 3 82

bulunur. Simdi u = ug + u; + u, + us alarak ve u” + u? = 0 denkleminde x = 0.5

koyarak a = 11.569 buluruz.

Cok ilgingtir ki, Adomian Dekompozisyon Metodu’nu (ADM) da uygularken ilk terimler
ayni olur. Bu incelemeleri, “Transaction on loT and Cloud Computing” (TICC) dergisine

kabul edilmis makalemizde yaptik.

Simdi her iki baslangi¢ iterasyonu ile bulunan ¢6ziimlerdeki mutlak hatalari

karsilastiralim.

Diger sayfadaki cizelgede, [3]'teki yaklagimla bizim yaklasimimizin karsilagtirmasi

verilmistir.
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Cizelge 4.1.2.1 iki farkli baslangig iterasyonu ile ¢dziimlerin karsilastiriimasi

X U uUy+u +u;+us | vo=asin(nx) alinarak | vy = ax(1 — x) alinarak
ADM ve HPM’de bulunan | bulunan [3]'teki mutlak
mutlak hata hata
0.0 0.0 2.5665x1072 0.0
0.1 3.2976 2.5942x1072 5.0045
0.2 6.4691 9.8435x1072 8.4127
0.3 9.2109 0.13682 3.1097
0.4 11.107 3.5474x107? 6.2372
0.5 11.788 5.4003x1072 10.76

Cizelgeden gorildigu gibi bizim yaklagimda hata [3]’teki hataya gore ¢ok kiguktur.

4.1.3 Cok-Noktali Problemlerin C6ziimiindeki Zorluklar ve AHM ile Giderilmesi

Simdi ¢ok-noktali problemlerle ilgilenecegiz. Literatliirde bazen bu problemlere lokal
olmayan problemler de denir. Son 20-25 yilda ¢ok-noktali problemlerin ¢dziminin
varhgi ve pozitifligi ile ilgili 6nemli arastirmalar yapilmistir. Cok-noktali ve sinir sartlari

homojen olmayan problem derken biz aslinda,

W+ g(O)fw) =0, 0<x<1 (4.1.3.1)
denklemine

W (0) =0, u(l) =™, Buly) + b (4.1.3.2)
veya

w(0) = XM, aqu(y) + a, w(1) =0 (4.1.3.3)

sinir sartlariyla bakacagiz. Burada g(x), f(u) surekli ve genellikle pozitif

fonksiyonlardir.
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x € [0,1], u € [0, ),

0<y1<y2<-¥m<],

m m
a,b,a, B =0,(i=12,..,m), OSZai<1, 0s2ﬁi<1.
i=1 i=1

(4.1.3.1)-(4.1.3.2) ve (4.1.3.1)-(4.1.3.3) gibi problemlerin ¢d6zim icin literatlirde birkag
onemli uygulama mevcuttur. Genelde bu tir problemlerin ¢6zimi{, c¢ok zor
hesaplamalar talep ettigi igin ve belli bilgisayar algoritmalarini kullanmak zor oldugu
icin yazarlarin cogu ayni tip ornekleri ¢cozmeye calismislar ve bazen bulunan yaklasik

¢o6zumler aslinda tam ¢dziime ¢ok da yakin olmamistir.

Burada amacimiz, bu tip zorluklarin ortadan kaldirilmasidir. Bunu iki yolla
gercgeklestirebiliriz. Birincisi baslangi¢ sartlarini daha uygun almak, ikincisi ve daha

onemlisi ise HPM’nin kendisini modifiye etmektir.

ORNEK:

u’" =ud+ 2x(Inx)u? — 4x3(Inx)? + 4x3Inx — x3 — S

denklemine,

u(0) =0, u(l) = 7u

7o)

sinir sartlarinda bakalim. Tam ¢ézim U4, = x — 2x Inx fonksiyonudur.

7()

Burada, Lu = u'' ve Nu = u3 + 2x(In x)u? olarak alinmalidir.

Problemin yaklasik ¢6zimunid bulmak igcin AHM uygulayalim. v igin,

2
Lvy = —4x3 (Inx)? + 4x3Inx — x3 —=
denklemini,
Ve (1
v7(0) =0, Vo(1) =—v (—)
0 (0) o =G v (=

sinir sartlarinda ¢cozmemiz gerek.
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Buradan,

19 . 1. 201
vy = x(—0.60290 + 2) + (Inx) <%x - 2x> —g¥ (Inx)? — (m)x = Uq

buluruz. u; igin AHM formiillerinden,

Lu; = N(uy) = u03 + 2x(In x)uy?, u;(0) =0, u (1) = %Eul (%),
e

problemini bilgisayar yardimiyla ¢ozerek,

u; = —2.9412 x 107°x*” (Inx)® + 1.8906 x 10~*x*” (Inx)° — 5.1865 x 10™*x*” (In x)*
+7.765 x 107*x (Inx)3 — 6.6898 x 10™*x*” (Inx)? + 3.1453 x 10™*x*” (Inx)
—6.3096 x 10-5x'7 — 1.0256 x 103%™ (In x)® + 5.794 x 10~ x*3 (In x)*
—0.013431x** (Inx)3 + 1.5968 x 1072 x** (Inx)? — 0.0097416x*3 (In x)
+2.4419 x 1073 %13 — 1.1111 x 1072x° (Inx)* + 6.2652 x 10~2x° (In x)*

—0.12895x° (Inx)? + 0.11778x° (Inx) — 4.0574 X 1072 x° + 0.27942x° (In x)?
—0.64186x° (Inx) + 0.39724x> — 0.61398x

buluruz.

AHM’nin sonraki adimindan u; igin,

Luy = N(uy + up) — N(uo)
= (uy + uo)® + 2x (Inx) (ug + up)? — uo® — 2x (In x) uy?

denklemini ¢ozerek

Uy = —1.2266 X 107%2x3 (Inx)* + 2.3055 x 107%2x13 (Inx)3
—2.3251 x 107 2x13 (Inx)? + 1.2189 X 1072 x*3 (In x)

—2.6393 x 1073x"® + 1.5523 x 107%x° (Inx)* — 0.088277x° (Inx)3
+0.18208x° (Inx)? — 0.1645 x° (Inx) + 5.5144 X 107%x° — 0.1228x> (In x)?
+0.37824x° (Inx) — 0.27026x> + 0.37271x

buluruz.

25



Eger HPM uygularsak, 1 ve u, ayni bulunur, ancak u, icin

Lu, = 3(up)?us + 4x (Inx) uou,

yazilir.

Boylece,

u; = —1.2944 x 10727 (Inx)3 + 1.0854 x 1072x*” (Inx)? — 5.058 x 1073x*” (In x)
+1.0148 x 1073 x7 — 2.849 x 10~*x*® (Inx)® + 5.5423 x 10-3x*? (Inx)®
—0.028102x*3 (Inx)* + 6.5775 x 1072x*3 (Inx)3 — 8.1185 x 1072x*3 (In x)?
+5.1761 X 107%x*3 (Inx) — 1.3545 X 107%x** + 1.5523 x 107%x° (In x)*
—0.10734 x° (Inx)3 + 0.2581x° (Inx)? — 0.26768x° (Inx) + 0.10271x°
—0.1228%° (In x)? + 0.45363 x° (In x) — 0.37162x° + 0.48334x

bulunur.

Simdi iki yontemin sonuglarini kiyaslayalim. Asagidaki gizelgede, iki yontemin mutlak

hata degerlerinin karsilastirmasi verilmistir.

Gizelge 4.1.3.1 Cok-nokta problemi igin mutlak hatalarin karsilagtiriimasi

X HPM AHM
[utam — (Uo + us + u2)| | [ugam — (Uo + ua + uz)|

0.0 0.0 0.0
0.1 2.6638x1072 1.5577x102
0.2 5.3102x1072 3.1047%x1072
0.3 7.8808x1072 4.6080%x1072
0.5 0.12341 7.2589%x1072
0.7 0.14969 9.0294x1072
0.9 0.15092 9.6649%x1072
1.0 0.14306 9.6120%x1072
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4.2 Singiiler Denklem Coéziimlerindeki Sorunlar
4.2.1 Emden-Fowler Tipli Denklemler

Emden-Fowler tipli denklemlerin analitik ¢6zimiiniin bulunmasiyla ilgili en fazla
uygulanan yontemleri siralarsak en basta Adomian dekompozisyon yontemi ve HPM
gelir. Biz bu bélimde, literaturdeki bazi uygulamalari analiz edecegiz ve bazi zorluklarin
baslangic iterasyonunu daha uygun secerek ¢oziilebilecegini gosterecegiz. Bizim tercih
ettigimiz yontemi, yani AHM’yi de uygulayarak daha hizli yakinsayan bir yontem

alabilecegimizi gostermeye c¢alisacagiz.

4.2.1.1 Denklemin Modeli

Literatlirdeki pek ¢ok problem Lane-Emden ve Emden-Fowler tipindeki denklemlerle

modellenir.

u" +%u’ +f(x,u)=0, 0<x<1 (4.2.1.1.1)
denklemine,

u(0) = A4, u'(0) =B

baslangic sartlariyla bakiyoruz. Burada A ve B sabit, f(x,u) ise reel-degerli stirekli bir
fonksiyondur. Yukaridaki denklemdeki f(x,u) yerine 6zel fonksiyonlar alinarak gesitli

problemler ¢ozilmustir. Ayni baslangic sartlariyla bakacagimiz Emden-Fowler tipindeki

denklemlerin bir diger genellemesi sag tarafa stirekli bir fonksiyon ekleyerek yazilir:

k
u” + ;u’ +fu)=g(x), 0<x<1 (4.2.1.1.2)

Bu denklemde f(x,u) = h(x)v(u) gibi ayrilabilirse paralel diizlem ylzeylerine dik, isi
dagilimi modellerine uygun bir problem alinir. g(x) = 0 ve k = 2 hali genel Emden-
Fowler denklemine uygundur. h(x) = 1 ve k = 2 olunca (4.2.1.1.2) denklemi meshur
Lane-Emden denklemini gosterir ve v(u) = u™ olunca kiresel gaz bulutlarinin isi
dagilimi modeline denk gelir. v(u) = (u?- €)3/? olunca beyaz-ciice yildizlarin (white-
dwarf stars) yercekimi potansiyeli modelini verir, v(u) = e* olunca izotermal gaz

kiireleri modeline denk gelir vs.
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Genel olarak Lane-Emden ve Emden-Fowler tipli denklemler, matematiksel fizigin ve
astrofizigin cok sayida dogal olaylarini modelleyerek bilimde ¢ok énemli bir yer tutar.
Bu tip denklemlerin ¢6ziimiinde ortaya ¢ikan en biylk sorun tirevin karsisindaki
katsayinin x = 0 olunca singiler olmasiyla ilgilidir. Aslinda yapilan arastirmalarin en

blyik amaci, bu singllerligi asmaktan ibarettir.

4.2.1.2 AHM ile HPM Uygulanmasi ve Karsilastirilmasi
ORNEK 1:
Daha once [7]'de HPM uygulanarak ¢6zimi bulunan nonlineer, homojen olmayan
Lane-Emden denklemine, verilen baslangic sartlariyla bakalim:
2
'l,l,” +;ul+u3 — 6+x6
u(0) =0, u'(0) =0. (4.2.1.2.1)
Tam ¢oziimiin u(x) = x2 oldugu kolayca anlasilabilir.

Bu problem icin HPM kullanilmistir, fakat tam ¢6ziime yavas yakinsandigi gortlmastr.
Biz HPM’nin [7]’de nasil uygulanip ¢6zildigine bakalim ve sonra AHM uygulayarak

tam ¢6ziime daha hizli ulasabilecegimizi gorelim.
Dikkat edilirse, burada simdiye kadar baktigimiz 6rneklerden farkli bir durum
gorilmektedir:

2
Lu=u"+ ;u’ ve Nu = —u? olarak alinmalidir.

Simdi, problem igin HPM uygulayalim [7].

II+2 [ " 2 I+ <II+2 I+ 3 6 6) 0
u —-u' —vy) ——v v —vo+u*—6—x°)=
X o~ Vo P\ Vo % o

denkleminde u = uo(x) + puy(x) + p*uy(x) + -+ yaziip p’nin ayni derecelerinin
katsayilari esitlenirse denklem sistemi elde edilir. Burada, baslangi¢ iterasyonunu

vo(x) = 0 olarak secelim.
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2 2

ug U= v — v =0, u(0) =0, up(0) =0
2 2

ui’+}u£+v6'+}v6+u8—x6—6=0, wu(0) =0,  u((0)=0
2 2

uy + ;u’z +3ugu; =0,  u(0)=0, uz(0)=0

2
ug +-us +3ufuy +3ueud =0, uz(0)=0,  u3(0) =0.
Bu sistemi ¢cozerek,

1
U() =0, w@=x"+2%  w() =0, uz;(x)=0

elde edilir. Boylece u(x) igin seri ¢6zimdi, ilk dort terimin yardimiyla

1
— 42 _ .8
ulx) =x +72x

olarak yazilir. Ancak, tam ¢6ziim u(x) = x? oldugundan tam ¢dziime 4 iterasyonda
yaklasilamamis ve hata, x =1 olunca % olmaktadir. Yani hata degeri, ¢cok da

kiicuimsenmeyecek kadar fazladir.

Simdi, biz AHM uygulayarak sonuglari gorelim. u, olarak (4.2.1.2.1) denkleminde Nu
ifadesini, yani nonlineer kismi yok sayarak ayni baslangic sartlarinda denklemi

¢Ozuyoruz. Bu,
Lug = uf +2ul = 6 + x°
Up =Uy +-Ug = X

denkleminin ayni baslangic¢ sartlarinda ¢ozimiini bulmak demektir. Buradan,

1
Uy = x% + —x8
0 72
bulunur.

AHM adimlarindan, u; icin benzer sekilde asagidaki ifade yazilr:

Lu1 = NuO

2 x8\°
uy +;u1 = —(uy)?=- (xz +ﬁ>
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Bu denklem LaTeX ile veya sag tarafi agip iki defa integralleyerek ¢ozilir ve

1 1 1 1

u1=——x8— 14 _ 20 _ 26

72 5040  725760° 262020096

= —1.3889 X 107%x® — 1.9841 x 10~* x** — 1.3779 x 107°x?° — 3.8165 x 10~°x?*¢

elde edilir.

Benzer sekilde AHM’nin sonraki adimindan u, igin,

2
u; +;u’2 —N(ug+u;) + N(uy) =0

2 X8 1 1 1 1 ’
”+_ ’+ +———x 8 _ __ .14 __ 20 __ 26
Ha Ty (x 72~ 72" T5040" T 725760" 262020096 )

x8\°
(x +72> =0
yazilir ve bilgisayar yardimiyla ¢ozerek
U, = 8.5787 x 1073%%80 4+ 1,.0848 x 10726x7% + 6.4806 x 1072*x58
+ 2.2724 X 10721x%2 4 4.8155 x 1071%x%¢ + 5.1442 x 107 17x>0
—1.2262 X 107 x* — 1.1068 x 10712x38 — 11,0100 x 107 10x32
+9.7048 X 107%x26 4+ 2.7951 X 107%x2% + 1.9841 x 10~ *x*
buluruz. Simdi u = uy + u; + u, ifadesinden u igin asagidaki ¢6ziim yazilabilir:
u ~ 8.5787 X 1073%%80 + 1.0848 x 10726x7* + 6.4806 x 1072*4x58
+2.2724 x 10721x52 + 4.8155 x 107*° x°¢ + 5.1442 x 107 7x>°
—1.2262 x 10715x** — 1.1068 x 107*? x38 — 1.0100 x 1071%x3?
+5.8883 X 107°x%° + 1.4172 x 107° x*° + x2.

Sonuclari daha iyi gormek icin diger sayfadaki cizelge ile HPM ve AHM’nin
karsilastirmasina bakalim. Not edelim ki, bizim yaklasimimizda daha az terim
kullanilmistir, yani biz 3-terimli yaklasima bakiyoruz, ama HPM yaklasiminda daha fazla

terime yani 4 terim yaklasimina bakilmistir.
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Gizelge 4.2.1.2.1 Homojen olmayan Lane-Emden denklemi igin karsilastirma

X HPM’deki mutlak hata | AHM’deki mutlak hata

0.1 1.3889x107"° 1.4172x10728
0.2 3.5556x1078 1.4861x107%°
0.4 9.1022x107® 1.5583x107™
0.5 5.4253x107° 1.3517x107"
0.7 8.0067x107 1.1314x10°°
0.9 5.9787x1073 1.7268x1077
1.0 1.3889x102 1.423x10°

ORNEK 2:

Yine [7]'de HPM uygulanarak ¢6zimi bulunan baska bir probleme bakalim. Bu
problem, nonlineer, homojen bir Lane-Emden tipli denklemin verilen baslangi¢ kosulu

ile cozimunin bulunmasidir.
2
u"! +;u’ +4(2e* + e%/?) =0,

u(0) =0, u'(0)=0.

Tam ¢ézim: u = —In(1 + x2).
Lu=u"+ %u’ ve Nu = —4(26” + eu/z) olarak alinacaktir.

Burada nonlineer kisimdaki fonksiyon, integrasyon bakimindan zor fonksiyondur, yani
mesela u’nun yerine x? yazarsak integrasyon imkansiz hale gelmektedir. Bu tiir
denklemlerde, genel olarak nonlineer kisimdaki fonksiyonun yerine onun Taylor
serisinin birka¢ terimini yazmak gerekmektedir. Biz burada [7]'deki gibi 4 terimlik
Taylor serisini kullanacagiz (bu kiyaslama imkani da verir). Yani,

u? U

U1 - a4
e +u+2+3!
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4(2e* +e“?) > 42+ 2u+ 2+2u3+1+u+u2+u3
eTerIE Y 278 "8

17 3+9 24+ 10u+12
~12u zu u

elde edilir. Baglangig iterasyonu olarak ilk akla gelen deger olan v, = 0 alalim ve AHM

uygulayarak ¢6zimi bulmaya ¢alisalim.

L(uo + pus + p*uz + -++) — Lvg + p{Lvo — Nuo — p[(N (uo + us) — N (uo)]
—p?[(N(uo + us + Uz) — N(uo + us)] — - — p"[(N (o + Uy + -+ + y,)

—N(uo + us+... +up_1)]—..—g(x)} =0

denkleminde p’nin ayni derecelerinin katsayilari esitlenerek agagidakiler elde edilir.
Lug = Lv,,

Ug =vo = 0.

Birinci derecelerin katsayilari igin,

17 , 9 |
LU1+LUO+EUO +§U0 +10u0+12=0

denklemi verilen baslangic sartlarinda bilgisayar yardimiyla ¢oziilerek,
2

U, = —2x

elde edilir. Ayni sekilde devam edilir.
17 ;9 5
LuZ +E(u1+uO) +§(u1+u0) + 10('“,1 +u0) +12-12=0
ifadesinde az 6nce bulunan u4 ve u, yazilirsa asagidaki sonug gikar:
17 9
Lu, + E(—sz)g' + E(—sz)2 +10(-2x*)+12-12=0

ve bu denklem ¢ozllirse u, elde edilir:

3 17
— 4 _ 26 8
Uy = X" o +108x.

Sonraki terimi bulmak i¢in devam ederiz.
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17 9
Lu3 +E(u2 +u1 + u0)3 +§(u2 +u1 +u0)2 + 10(“2 +u1 + uo) + 12

17 9
- (E(—sz)?’ + E(—2x2)2 +10(=2x2) + 12) =0

Buradan,
e = 83521 26 4913 2 521645 22 7165619
3 10611813888 65318400 1156788864 3360631680
B 343927 8 4 2075 16 _ 14417 ., gxlz— 529 10+Ex8
43436736 84672 222264 819 1890 42
5
.6
21%

bulunur.

Boylece, AHM uygulayarak yaklasik ¢oziim icin,
u=uy+u +u; +us

ifadesinde buldugumuz degerler yerine yazilr.

83521 4913 521645

_ X264 "% 24 T 22
10611813888 65318400 1156788864

u=

7165619 343927 2075 14417

20 18 16 14

t3360631680° 43436736 < 84672°  222264°

118 529 13 5 3 17
819° ~ 1890 Ta2F "X T*¥ 77 108t T

yazilir ve diizenlenirse,

83521 4913 521645 7165619

~ — 26 T N24 22 20
Y 710611813888 " ' 65318400 1156788864 ' 3360631680

B 343927 218 4 2075 £16 _ 14417 L1 g 12 529 10
43436736 84672 222264 819 1890
353 2
a8 _ .6 4 2
+ 756 X 3x + x 2x
bulunur.
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[7]'de HPM uygulanarak bulunan 4 terimlik ¢6zim ise,

U= uy+ ——36 4+ 2x?
XUyt us+u, +uz = 3x +x 2x

olarak bulunmustur.

Aslinda iki ¢6zimu seri sekli ile kiyaslamak, ¢ok dnemli ipucu verir: HPM uygulanirken
tam ¢ozimiin seri seklinin, en bastaki birkag¢ terimi vardir, ama bizim yaklasimimizda
seri ¢6zUm daha zengindir. Bu ¢6ziimlerin asagidaki gizelgede karsilastirmasi verilmistir.
Bu cizelge, aslinda AHM uygulamasinin tam ¢oziime yaklasimi ne kadar hizlandirdigini

ciddi sekilde gosterir.

Cizelge 4.2.1.2.2 Homojen Lane-Emden denklemi igin karsilastirma

X [7]'de HPM ile bulunan AHM ile bulunan
¢6zimdeki mutlak hata ¢6ziimdeki mutlak hata
0 0.0 0.0
0.1 49603 x 107° 3.1886 x 1071°
0.2 1.2404 x 107° 7.3098 x 1078
0.4 2.9066 x 107* 1.1744 x 107°
0.5 1.6296 x 1073 4.7386 x 107°
0.6 6.5346 x 1073 1.1538 x 107*
0.8 0.05577 1.3142 x 107*
1.0 0.28037 42156 x 1073
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BOLUM 5

YUKSEK MERTEBEDEN DENKLEMLERE UYGULAMALAR

5.1 Denklem Modeli

Bu bolimde, AHM'’yi yiksek mertebeden denklemlere uygulayip diger metotlarla
karsilastiracagiz. Esas amacimiz, AHM’nin yuksek mertebeden diferansiyel denklemler
icin de genel olarak daha etkili bir seri ¢6zimi verdigini gostermektir. Basta
soyledigimiz gibi artik modern bilgisayar programlari ve teknikleri o kadar hizl galisiyor
ki herhangi bir baslangic veya baslangi¢/sinir sartlariyla verilen bir problemi uygun

algoritma yazarak ¢6zmek miumkindur.

Baslangi¢c deger problemlerine daha kolay algoritmalar uygulanabildigi icin literatiirde
genel olarak bu tip problemlere daha fazla yer verilmistir. Biz, literatlirde daha az yer

verilen sinir deger problemlerine bakacagiz. Genel olarak bu tip problemler,

u™(x) = fw,u, ..., u™ D) + g(x) (5.1.1)
denklemi ve

u®(0) = ay,, ..., u*m(0) = ay,, u™ (D) =By, .., v =B, (5.1.2)
sinir sartlariyla verilir. Burada f ve g surekli fonksiyonlar, ay,, ..., @, B, -, By

sabitlerdirve m + i = n.
Biz bu tiir problemlerin ¢ézimiinde iki noktaya dikkat edecegiz:

1) Literaturdeki HPM uygulamalarindaki hatalar ve onlarin ortadan kaldiriimasi,

2) AHM uygulanmasinin avantajlari.
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Literatlirde uygulanan bazi HPM yaklasimlarindaki hatalar baslangig iterasyonunun ¢ok
da etkili olmamasina baglidir. Bizim her iki yaklasimda dikkat ettigimiz 6nemli nokta,

baslangig iterasyonunu asagidaki denklem ile veriyoruz:

Ky xkm

x
et @, T+ Apxlt 4+ Apxti+ L7 (g (). (5.1.3)
m

k!

Vg = akl
Burada,

()

dx”
en ylksek tlirev operatortdir ve tersinin varhgi (5.1.2) sartiyla temin edilmektedir.

Ay, -, Ay, sabitleriise,

d xka xkm
d 11 ( k1 k I + -+ (lkm k + Al1 ll + -+ Alixli> = ,811, (514)
x x=1
d ( x5 + ot X ;A 4 A l') B
1295 Ak 77 1, X : ;X = by
dxli 1 k ! ko 1 -

denklemler sisteminden bulunur.

5.2 Uygulamalar

Ornek 1:

[8]’de bakilan asagidaki problemin HPM ve AHM ile ¢6zimind bulalim.

u®(x) = u(x) + u”"(x) + e*(x — 3). (5.2.1)
Sinir sartlari:

u(0) =1, u'(0)=0, u(l) =0, u'(1) = —e.

Asagidaki bagintiyi saglayan bir homotopi kuralim [9],

u®(x) — v, (x) + p[ve™®(x) — u(x) —u"(x) —e*(x — 3)] = 0. (5.2.2)
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Baslangic iterasyonu olarak,
Vo =1+ Ax* + Asx® + L7 (e¥(x — 3)) (5.2.3)
alalim.
A, ve Aj, (5.1.4)'ten hesaplanabilir:
(1+ Azx* + A3x) |21 = 0,
i(1 + Ax% + A3x®) |y = —e
dx
ve boylece A, = e — 3, A; =2 — e elde edilir. v tekrar asagidaki gibi yazilir:
vo=1+(e—3)x*+ (2—e)x*+ L (e*(x — 3)). (5.2.4)
U = up(x) + pus(x) + p*uz(x) + -
ve (5.2.4) denklemi (5.2.2)'de yazilirsa,
ue™ + pus ™ + p2u, P+ =1 (%) + p[ve™® (x) — uo — puy — pPuUz — - — Uy’
—puy" —p*u," —...—e*(x — 3)] = 0.
p’nin ayni derecelerine gore bu ifade diizenlenirse, denklem sistemi elde edilir:
U™ (x) = 1@ (x) =0, u(0) =1, up'(0) =0, up(1) =e—3, u'(1) =2-e,
u; ™ + v () —up —u” —e*(x—3) =0,
u1(0) = u'(0) =ws(D) =us'(1) =0,
u,® —uy —uy" =0, u(0) = u,'(0) = ux(1) =u,’(1) =0,

u3(4') _ uz _ uzll — 0’ u3(0) — u3’(0) e u3(1) = u3’(1) = 0!

Bu denklemler sistemi ¢oziiliirse,
Uy =8+ (e —3)x?+ (2—e)x®+ 6x —7e* + 13x%e — 7x%e + xe* — 33x* + 20x>
= 6x — 7e* + 14x%e — 8x3%e + xe* — 36x% + 22x> + 8,

elde edilir. Bu deger, sonraki terimlerin bulunmasi igin kullanilacaktir. Diger

denklemlerin ¢o6ziim icin ayni sekilde devam edilir.
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Uy = L' (W™ (x) —ug — up” — e*(x — 3))
= —0.057x% +7.933 x 10 2x3 + 4.66 x 107 3x* — 2.0646 x 1072 x°
—5.4x1073x% —8.884 x 10™*x7 —9.92 x 107>x® —5.5115 x 107°x°
+5.01 x 1078x* +8.35 x 107x12 4+ 9.6354 x 107 19%13 + 0 (x1%),
u, = L 1wy +uy")
= 52 4+ 48x — 52e* + 4xe* + 22.001 x% + 6.667x3 + 1.4953x* + 0.27063 x°
+3.9x 1072x% + 4.365 x 1073x7 + 4.02 x 10™*x8 + 2.5 x 107°x°
+1.13 x 107°x° + 3.8 x 1078 x*
bulunur. Sadece 3-terim yaklasimini kullanarak,
U Uy + U+ Uy
u ~ 6x — 7e* + 14x%e — 8x3e + xe* — 36x% + 22x3 + 8 — 0.057x>
+7.933 X 1072 x> + 4.66 X 103x* — 2.0646 x 1072 x°> — 5.4 x 1073x®
—8.884 x 107*x7 —9.92 x 10™5x% — 5.5115 x 107 °x° + 5.01 x 10~ 8x!1
+8.35 x 107%x12 + 9.6354 x 107 1% 3 + 0(x'*) + 52 + 48x — 52¢*
+4xe* +22.001 x? + 6.667x3 + 1.4953x* + 0.27063 x> + 3.9 x 107%x®
+4.365 x 1073x7 + 4.02 x 10™*x® +4.365 x 1073x7 + 4.02 x 10~ *x8
+2.5x107°x° +1.13 x 107°x1% + 3.8 x 1078 x1*

yazilir.

Problemin tam ¢6zimi, u = e*(1 — x)’dir ve [0,1]'deki maksimum mutlak hata

1.5135x10~* olarak bulunur.
Simdi ayni 6rnege AHM'yi uygulamaya ¢alisalim. Yani asagidaki gibi homotopi kuralim,

L(uo + puy + p*uz + ---) — Lvg + p{Lve — Nuo — p[(N (1o + u1) — N ()]
_pz[(N(uo +us +uy) = N(uo +uq)] — - — pn[(N(uo + Uy + o+ uy)

—N(uo + us+... +up_1)]—..—g(x)} =0
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Burada L, yine 4. tiirev operatoriidiir, ama unutmamak gerekiyor ki L’nin sinir sartlari,
u(0) =0, u'(0)=0, u(1) =0, u'(1)=0

olmalidir. Non-lineer operatér ise, Nu =u+ u'" seklinde tanimlanir. p’nin ayni
derecelerinin katsayilari esitlenerek, ilk iki iterasyonun HPM’deki ile ayni oldugu

bulunur. Simdi u,’yi hesaplayalim.
Lu, = N(uo+ uys) — N(uop)
formuliinden bilgisayarin da yardimiyla,
u, = 1.6869 X 107 x17 + 1,9116 x 10713x16 + 6.1175 x 10~ 121>
+4.5879 x 107 11x1* — 2,9138 x 10~ Mx!3 — 8.3502 x 10 %x1?
—1.6227 X 107 7x11 - 2.1736 x 107°x1° — 1.9166 x 10~ 5x°
—9.3655 X 1075x% — 3.9713 x 10™*x7 — 3.0 X 10~ %x® + 0.004x°
—0.00475x* + 0.16667x31.2762 x 1073 + 0.5 x22.1052 x 1073
bulunur. 3-terimli seri ¢ozimlerindeki mutlak hatalari asagidaki ¢izelgede gorebiliriz:

Cizelge 5.2.1 Yiksek mertebeden denklem igin karsilastirma

x HPM’deki mutlak hata AHM’deki mutlak hata

0.1 1.0328x1077 7.1923x1078
0.2 8.2906x1077 5.6294x1077
0.3 2.8345x107® 1.972x107®

0.4 6.8935x107° 4.8034x107°°
0.5 1.4002x107® 9.417x107°
0.7 4.2966x107° 2.3948x107°
0.8 6.8516x107° 3.2895x107°
1.0 1.5315x10™* 4.9043x107°
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ORNEK 2:

[10] ve [11])'de ¢Ozliimi bulunan asagidaki probleme bakalim:
U (x) = e *u?
u@ =1 v'O) =140 =1 u@)=uv@@)=e. (5.2.5)
Asagidaki bagintiyi saglayan bir homotopi kuralim:

u®(x) — v, (x) + p[ve®P(x) —e*u?] =0 (5.2.6)
ve baslangic iterasyonu olarak,

vo =1+ x + 0.5x% + Ax® + Bx*

alalim. Onceki érnekteki gibi A ve B degerleri (5.1.4)'ten hesaplanabilir:

(1+x+0.5x* + Ax®> + Bx")|,-1 = ¢,
d 2 3 4
a(l + x + 0.5x* + Ax® + Bx*)|,=1 = €.

Buradan, A = 0.15485, B = 6.3436 x 1072 elde edilir ve boylece,

vo =1+ x + 0.5x% + 0.15485x> + 6.3436 x 107%x*

bulunur.

u = Up(x) + pus(x) + p*us(x) + -+ ve (5.2.6) denklemi kullanilirsa,

U™ + pus® + p2u,® + - — 1, (x)

+p[vo® (x) — e (uo + pus + p*uz + )1 =0

elde edilir. Buradaki p’nin ayni dereceleri esitlenirse asagidaki denklem sistemi elde
edilir:

ue® — 1P () =0,  ue(0) = 1,u"(0) = 1,u,""(0) = 1, ue(1) =up'(1) = e
U+, —e*u? =0, u(0) =u"(0) = uy""(0) = uy, (1) =u,'(1) =0

(5)

U, — 2e *upus = 0,

u3(5) _ e—xu12 — 0'
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Bu denklem sistemi ¢ozlilerek,
Up = Vo,
Uy = =L (0 (%) — e *uo?)
= —L'(—e™™(1+ x + 0.5x% + 0.15485x® + 6.3436 x 107%x*)?)
u; = 1.1817 X 107%x> — 2.1764 x 107? x* + 8.3333 x 1073x° + 1.3889 x 1073x°
+1.9841 x 10™*x7 + 2.1284 x 10™°x8 + 5.6353 x 10~ °x°
—2.7557 x 1077 x*® — 2.2534 x 1078x** — 8.9702 x 107 °x*?
+7.9662 X 107°x** — 5.3451 x 107°x™ + 0(x*®),
U, = 3.3672 X 107%x%> — 4.6109 X 107®x* + 3.517 x 107°x® — 2.8788 x 107®x°
+5.5116 X 107 7x1% + 4.5067 x 10~ 8x! + 1.7939 x 10~8x1?
—1.5976 x 1078 x** + 1.0713 x 10~%x™ + 0 (x*)
yazilir. 3-terim yaklasimi asagidaki gibidir:
u~ 1+x+0.5x%+0.16667x3 + 4.1667 X 107 2x* + 8.3333 x 107 3x>
+1.3889 x 1073x% + 1.9841 x 10~*x” + 2.4801 x 107>x® + 2.7565 x 107 x°
+2.7559 X 1077x® + 2.2533 x 1078x** + 0 (x"?).
Simdi ayni 6rnekte AHM'yi uygulamaya calisalim. Yani,

L(up + puq + pzuz + ) = Lvg + p{Lvey — Nuy — p[(N(uo + uy) — N(uo)]
—p?[(N(uo + us + Uz) — N(uo + us)] — - — p"[(N (o + ug + -+ + y,)

—N(uo + us+...+up_1)]—..—g(x)} =0

gibi homotopi kuralim.

Burada L, besinci tirev operatéridir, ama unutmamak gerekiyor ki L’nin sinir sartlari,
u(0) =0, u'(0)=0, u”"(0)=0, u(1)=0, u'(1) =0

olmalidir. Non-lineer operatér ise, Nu = e *u?® seklinde tanimlanir. p’nin ayni
derecelerinin katsayilari esitlenerek, ilk iki iterasyonun HPM’deki ile ayni oldugu

bulunur.
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Simdi u,’yi hesaplayalim.

Lu, = N(uo+ uq) — N(uop)

formilinden bilgisayarin da yardimiyla,

u, = 1.3884 x 10719x27 — 5.1643 x 107 19x26 + 1. 0665 x 10~ 18x2°
+8.6421 X 107*8x?* — 1.7907 X 107*%x?3 + 2.324 x 107 *5x?2
—2.6184 x 107 *x*! + 2.6296 x 107 *3x2° — 2.3318 x 107 *2x*°
+1.77 x 1071 x*® — 1.1232 x 1077 + 5.684 x 107 1%x*¢
—2.1401 x 107%x15 + 5.3805 x 10~ °x1* — 7.8516 x 10713
+1.1057 X 1078x** + 4.7587 x 1078x** + 5.5116 x 107 "x*°
—2.8788 x 107x” 4+ 3.517 x 107%x®
+4.1667 X 1072 (—1.1067 x 10™)x* + 0.16667x* x 2.0205 x 10~°

elde edilir.

Problemin tam ¢6zimi u = e* ve HPM ile ¢6zimin [0,1]'deki maksimum mutlak
hatasi (=tam ¢6zim-seri ¢c6zimi) 3.6372x107%, AHM ile ¢c6ziminin maksimum mutlak

hatasi ise 3. 1563x107° olarak bulunur.
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BOLUM 6

KISMi TUREVLIi DENKLEMLERE UYGULAMALAR
6.1 Literatiir Ozeti

Literatirde dalga-tipli denklemlerin seri ¢ozimiyle ilgili birka¢c makale vardir. Ama
bunlarin neredeyse hepsinde bir sorun vardir: Yazilan iterasyon adimlarinda bitdn sinir
sartlarini kontrol etmek mimkin degildir ve uygulanan yontemler aslinda yalniz
baslangi¢ sartlari olan problemler igin iyi ¢alismaktadir. Biz bu sorunu, yeni operator

(dalga operatorii) dahil ederek ¢ézmeye calisacagiz.

Once sorunu anlamak igin hangi tiir problemlere bakacagimizi anlatalim:

U — kO Uy = FU, Uy, U, Uye) + g, 8) (6.1.1)
denklemini

u(x,0) = @(x),u:(x,0) =9P(x),x =0 (6.1.2)
baslangic ve

u(0,t) = h(t) (6.1.3)

sinir sartlariyla ¢ozmeye calisacagiz. Burada f, g, k, {, ¢ bilinen fonksiyonlardir.

(6.1.1)-(6.1.2)-(6.1.3) problemi klasik ve kuantum mekaniginin bircok probleminin
modeli olabilir [12],[13]. Eger f, yalmz u’nun fonksiyonuysa ve k(x,t) = sabit ise
Klein-Gordon veya sine-Gordon tipinde denklemler elde ederiz. Bu tip denklemler ile
belli non-lineer fenomenler modellenebilir. Mesela, dalga-tipli denklemler, deprem
gerilimini gosterebilir [14]. Gegirgenligi ylksek kablolarda cereyan akimi toplanmasinda

[15] ve homojen olmayan elastik dalgalarda [16], benzer modeller kullanilabilir.
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Chowdhury ve Hashim [17], (6.1.2) baslangig¢ sartini saglayan Klein-Gordon veya sine-
Gordon tipli denklemlerin ¢6zimi icin HPM uygulamistir. Wazwaz [18], sine-Gordon
denkleminin ¢6zimi igin tanh yontemini uygulamistir. Kaya [19] ise sine-Gordon
denkleminin ¢6zimi icin modifiye edilmis dekompozisyon yontemi uygulamistir.
El-Sayed [20], Wazwaz ve Gorgius [21] dalga-tipli ve isi-tipli denklemlerin ¢dzimu igin

dekompozisyon yontemini uygulamislardir.

HPM aslinda Liao [22] ve He [23-26] tarafindan farkh denklemlere uygulanmis ve
sonralari birgok matematik¢i tarafindan kismi tirevli diferansiyel denklemlere

uygulanmistir [27-33].

6.2 Degisken Katsayili Dalga Tipli Non-Lineer Denklemlerin Goziimii icin HPM

Yapilan tim arastirmalarda ortak bir zorluk ortaya cikmistir. Clinkli, hepsinde esas
operatér olarak Lu = u; operatdrd kullanilmistir. Ama bu operator, iterasyon
prosediiriinde (6.1.2) ve (6.1.3) sartlarinin hepsini kontrol edememektedir [32].
[17,19-21,33]'deki uygulamalar, analitik ¢6zimu olan problemler igin gok etkilidir, yani
bu yontemlerle bulunan seri ¢oziimler analitik ¢c6ziime hizla yaklasabilmektedir. Ama,
eger beklenen ¢6ziim analitik degilse (yani sadece ikinci tlrevler siirekliyse) ve sinir ile

baslangi¢ sartlari ¢ok iyi uyum saglamiyorlarsa bu yontemlerin uygulanmasi zor olabilir.

Bunlari daha iyi anlamak icin dnce HPM'yi hatirlayalim. HPM’nin esas fikri, homotopi
parametresi denilen p parametresini dahil etmektir. p, 0 ile 1 arasinda degerler alir.
p =0 olunca, problem lineer (veya cok basit non-lineer) probleme denk gelir,
p = 1 degeri ise, problemin kendisine denk gelir. Parametrenin 0’dan 1’e degismesi
islemi, “deformasyonlara” (veya homotopiklere) denk gelir ve siireklilik mantiginin

yardimiyla esas problemi bir basit problemin ¢éziimuyle iliskilendirmis oluruz.

Uygulayacagimiz yontemde, literatiirdeki yontemlerin aksine, dalga operatériine esas

Onemi verecegiz. Dalga operatoriiniin en 6nemli 6zelligi,
Ut — CUyx = g(x; t)
u(x,0) = (x), u(x,0) =P(x), u(0,t) = h(t) (6.2.1)

probleminin tek ¢6zimu olmasidir.
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Buradan anlasihyor ki, Lu = uy — cu,, operatdriiniin tersi var ve her adimda sinir
sartlarinin timinu kontrol edebilir. Simdi gorultyor ki, mesela Lu = u;; operatord, bu
ozellige sahip degildir ve (6.2.1) deki sartlarin yalniz ikisini kontrol edebilir. Béylece, biz

(6.1.1) denkemini 6nce asagidaki gibi yaziyoruz:

Lu = —ClUyy + k(x, Uy + (U, Uy, Up, Uye) + g(x, 1), (6.2.2)
burada Lu = Uy — Clyy,

Asagidaki gibi homotopi kuralim:

Lu — Lvy + 'p[LvO + (c — k(x, t))uxx — (U, Uy, Up, Uye) — g(x, t)] = 0. (6.2.3)

Kolayca goruldigi gibi, p = 0 olunca, Lu — Lvy = 0 gibi lineer bir problem elde
edilir, p = 1 ise orijinal probleme denk gelir (yani p parametresi 0’dan 1’e kadar
degistikce, lineer problemden esas probleme geliriz). Simdi, (6.2.3) denkleminin
¢6zUimund,

u = uy + puy + piu, + - (6.2.4)

gibi farz ederek ve bu ifadeyi (6.2.3)’'de yerine yazip p’nin ayni kuvvetlerinin
karsisindaki katsayilari esitleyerek, denklemler sistemi elde edilir. Bu denklemleri
cozerek w,’ler ugy, uyq, ..., up_41’lerin yardimiyla yazilabilir. p =1 yazinca (6.2.4)’ten
problemin seri ¢6zim bulunur:

U=1uy+u +u,+-- (6.2.5)

Simdi yaklagimimizin ne kadar uygun ve neredeyse seri ¢6zim bulmak igin tek genel

yontem oldugunu gérmek i¢in 6rneklere bakalim.
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6.3 Uygulamalar

ORNEK 1:

Once sabit katsayili probleme bakalim:

Upp + Uy = —2Uy, x>0,6>0

u(x,0) = x3, u(x,0) = —3x%,u(0,t) =t3

probleminin ¢dziimiinin u = |x — t|3 oldugu, kontrol edildiginde goriilebilir. Bilinen
yontemlerle bu problemi ¢6zmeye c¢alismanin bir anlaminin olmadigini kolayca

gorebiliriz, clinkli bu yontemler analitik bir fonksiyon ¢oziimse faydalidir.

Teoriden bellidir ki, bu problem aslinda dalga tipli denklem degildir (dalga tipli
denklemler aslinda ¢ogu zaman pozitif bir c igin us — cuy, = f seklinde gosterilebilen

problemlere denir). Ama yine de bizim yaklasim faydalidir.

Aslinda “dalga-tipli” derken, sadece fiziksel olarak bir dalgaya denk gelen denklemi
disiinmuiyoruz. u;; ve uy, tlrevlerinin bulundugu ve en yuksek mertebeli tlrevlerin
oldugu denklemlerin hepsine burada “dalga-tipli” denklem diyoruz. Once denklemi

Upp = Uny = —2Upy — 2Uyg

seklinde yazalim ve L(u) = u; — Uy, diyelim. Asagidaki gibi homotopi kuralim:
Lu — Lvg + p(Lvgy + 2uy, + 2u,,)=0. (6.3.1)

Burada v, dalga denkleminin ya baslangi¢ sartlarina uygun ¢6zimi olarak ya da

vy = 0 olarak alinabilir. Simdi, v, = 0 alalim. u’nun yerine (6.2.4) deki ifadeyi yazarsak,

L p"u)—Lvo+p(Lvo+2< p"(u)xx>+2< p"(u)xt>=0

bulunur.
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p’nin ayni derecelerinin katsayilarini esitlersek u, i¢in asagidaki problemi elde ederiz:
Lugy = Lv,, ug(x,0) = x3, (uy)(x,0) = —3x2,u,(0,t) = t3.

Teoriden bu problemin ¢6ziminu kolayca yazabiliriz [34]:

x+t

Uy = %((x +t)3+ (x—1t)3) - %f ByHdy = (x —t)3, x>t ise

x—t

Up = %((x +6)3 4+ (x =) - %jf ByHdy + (t —x)° = (t —x)%, x <t ise.

Benzer sekilde,

Lul = _z(uo)xx - 2(uo)xt = g(x' t) =0

alinz ve yine teoriden

1 t px+t—s
U, = E,[ j g(y,s)dyds, x>t igin
0 Jx—t+s

1 [t=% [x+t=s 1 [t X+t—s
t = EJ f 9(y,s)dy ds + —j f g(y,s)dyds, x <t igin
0 t t—x Jx—t+s

—X—=S 2

formdillerinden u; = u, = +-- 0 bulunur. Yani tam ¢6zim birinci yaklasimda elde edildi.

ORNEK 2:

Simdi, non-lineer ve degisken katsayil bir baslangic-sinir deger problemine bakalim:
Upe — X2Uyy = x€t — (U)? + 22, x>0, t>0

u(x,0) =x, u(x,0) = x,u(0,t) = 0.

Bu problemin tam ¢éziimii u = xet fonksiyonudur.

L(u) = uy — Uy, ve vg = 0 alalim. HPM uygulamaya galisalim:

Lu—Lvg + p(Lvg + (1 — x®)uy, — xet + (u,)? — e?t) = 0. (6.3.2)
(6.2.4) formilini (6.3.2)'de yerine yazarak,

L(ug + puy + p®up + ) — Lvg + p(Lvg + (1 — x*) (Ug + puy + p?up + -+ )ax
—xet+((ug + puy + p?uy + ), )% —e?) =0

bulunur.
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p’nin ayni derecelerinin katsayilarini esitleyerek uy, uq, Uy, ... i¢in denklemler bulunur.
Luy = Lvy, ug(x,0) = x, (ug):(x,0) = x, uy(0,t) =0,
Luy + Lvg + (1 — %) (Ug) xx — x€° + (ug,)? — e** =0,
U (x,0) = (uq)¢(x,0) = uy(0,t) =0,
Luy + (1 = x*)(Up)xx + 2(Uo)x(Ur)x = 0,
uy(x,0) = (up):(x,0) = u,(0,t) =0,...

Bu denklemler (problemler) ¢oziilerek,

1 1 X+t
wp =GO+ =)+ [ ydy=xe+1) x> ise
x—t

1 1 x+t
W=+ = -4y ydy=x(c+1) , x<cise
t—x

bulunur. Benzer sekilde,
Lu; = —(1 = x*)(Ug)xx + xe* — (up,)* + €** = xe* — (t +1)* +e**

ve dolayisiyla

1 t px+t—s
U = E,[ j g(y,s)dyds, x>t igin
0 Jx—t+s

1 t—x px+t-s 1 t x+t—s
u, = Ef f g(y; S)dyds +—f f g(y' S)dyds, x <t 1(;1n
0 t t—x Jx—t+s

—-X=5 2

formiillerinde g(y,s) = yes — (s + 1)? + 25 almamiz gerekir [34]. Bu denklemleri

¢cOzerek,
1 1 1 1 1 1
=xel —x—tx—st—=t?—st3——=tt+-e* —=, x>t icin,
u, =xet —x —tx > > 3 B 4e 2 X icin
3 t X 1 e?t
Uy X 2x X 3x 3 +2x WeT: X
+xet+x2 xg+x4+62t x < t icin
2 3 127 s ¢
elde edilir.
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Tam ¢ozimle, iki-terimli yaklagik u = uy + u; ¢6zUmi arasindaki mutlak hatalar

gosteren gizelge, [0,1] X [0,1] kiimesinin bazi (x,t) noktalari igin asagida verilmistir:

Cizelge 6.3.1 Sabit katsayili dalga tipli denklem igin hata degerleri

t\x 0.1 0.2 0.4 0.5 0.6 0.8 0.9

0.1 9x107® | 9x107° | 9x107® | 9x10°® | 9x107° | 9x107® | 9x107°
0.2 1.4x10™* | 1.5x107* | 1.5x107% | 1.5x10™* | 1.5%x10™* | 1.5%x107* | 1.5x107*
0.4 2x107® | 2.7x107® | 2.9x107® | 2.9x107® | 2.9x107® | 2.9x1072 | 2.9x107®
0.5 4.7x1073 | 6.8x1073 | 7.6x1073 | 7.6x1073 | 7.6x1073 | 7.6x1073 | 7.6x1073
0.7 |1.7x107% | 2.6x107% | 3.3x107% | 3.4x107% | 3.4x107% | 3.4x107% | 3.4x1072
0.8 2.9x107% | 4.6x1072 | 6x1072 | 6.2x1072 | 6.3x107? | 6.3x107? | 6.3x1072
0.9 4.6x1072 | 7.5x1072 | 0.1020 | 0.10682 | 0.10888 | 0.10973 | 0.10974

Cizelgeden goruldugi gibi, 2-terimli bir yaklasim bile makul hatalar olusturmaktadir.

Daha yakin ¢oziime terimlerin sayisini cogaltmakla ulasmak mimkinddr.

ORNEK 3:

Simdi baska bir probleme bakalim

Upe — bl = u? — t2x* — 26223 — t2x2 = 2t%, x>0, t >0 (6.3.3)
u(x,0) =0, u.(x,0)=x+x?, u(0,t) = 0.

Bu problemin tam ¢dzimii u = xt + x2t.

L(u) = Uy — Uy, Ve vy = 0 alalim ve HPM uygulayalim:

Lu— Lvg + p(Lvg + Uy — tuy, — u? + t2x* + 26%2x3 + t2x%2 + 2t2) = 0 (6.3.4)

(6.2.4)'G (6.3.4)te yazarak ve p’lerin ayni derecelerinin katsayilarini esitleyerek,

denklemler bulunur.
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Lug = Lvy, ue(x,0) = 0, (ug):(x,0) = x + x2%, uy(0,t) =0,

Luy + Lvg + (1 — ) (Ug) e — ud + t2x* + 26%2x3 + t2x% 4+ 2t2 = 0,

Uy (x,0) = (uq)¢(x,0) = uy(0,t) =0,

Luy; + (1 — t)(Uq) g — 2upuq = 0, Uy (x,0) = (uy):(x,0) = u,(0,t) =0, ...
Bu denklemler (problemler) sirasiyla ¢ozllerek, u, igin asagidakiler yazihr:

+t
u =l ) (v +y3)d =1t(t2+3x2+3x) x >t icin
Y

1 x+t 1

uoz—f (v +yH)dy = =x(x*+ 3t +3t) , x <t igin.
2 )iy 3

U4 icin asagidaki denklem yazilir ve ¢6zima bulunur.

Luy = —(1 — ) (ug)xx + ug — t2x* — 2¢%x3 — t%x? — 2¢2

1 t px+t—s
U, = —j j g(y,s)dyds, x>t icin
0

2 x—t+s

1 t—x px+t—s 1 t X+t—s
= Ej f 9(y,s)dy ds + —j f g(y,s)dyds, x <t igin
0 t t—x Jx—t+s

—x-s 2
formillerinde
g, t) = —(1 — t)(Ug)yx + ud — t2x* — 2t2x3 — t2x% — 2t2
oldugunu varsayarak u, i bulmaya ¢alisalim:

x >t igin
1 1 2
gle,t)y=—-(1- t)§t6 + §t(t2 +3x%2 +3x) | —t%x* —2t%x3 — t%x% — 2t?

1 2 2
9 +3 x +3 x

ve dolayisiyla

—1ftfx+t_s( )dy d =Ly Zpegey 2oy 2
M) ), IS Tt gt Tgt AT
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Benzer sekilde x < t igin
1 2

gl t) =—(1—-1t)2x + <§x(x2 + 3t% + 3t)> —t2x* — 2t%x3 — t2x?% — 2t

= t*x? + 2t3x? —

1 3 1
§tzx4 —2t%x3 - 2t% + Etx4 + 2tx + §x6 — 2x,

1 t—x X+t—s 1 t X+t—s
u, = E,[ f g(y,s)dy ds + E,[ f g(y,s)dy ds
0 t t—x Jx—t+s

—x-s
= —%t7x+%t6x2 +%t6x—%t5x3 +235—63t4x4 —§t4 3 —gt%f’
+§t3x4 —%t3x —%tz 6 —3—65t2x5 +t2x% — t%x +%tx7
+Z—;tx6 +¥1:x3 —%xs —%Z)ﬂ —%x‘*

bulunur. Tam ¢6ziumle, iki-terimli, yaklasik u = uy + uy ¢6zimu arasindaki mutlak
hatalari gosteren ¢izelge, [0,1] X [0,1] kimesinin bazi (x,t) noktalari igin asagida

verilmistir.

Cizelge 6.3.2 Degisken katsayili dalga tipli denklem igin hata degerleri

t\x 0.1 0.2 0.4 0.5 0.6 0.8 0.9

0.1 |3.2x10™* | 3.3x107* | 3.3x10™* | 3.3x107* | 3.3x10™* | 3.3x10™* | 3.3x10™*
0.2 | 1.2x107 | 2.6x1073 | 2.6x1073 | 2.6x1073 | 2.6x1073 | 2.6x1073 | 2.6x1073
0.4 |3.3x107® | 6.6x1073 | 2.1x1072 | 2.1x1072 | 2.1x1072 | 2.1x1072 | 2.1x1072
0.5 |5.5x1073 | 8.7x1073 | 2.6x1072 | 4x107% | 4.1x1072 | 4x1072 | 4x107?
0.7 | 1.8x1072 | 2.2x1072 | 4.8x1073 | 8.9x1073 | 5.2x1072 | 0.10648 | 0.10507
0.8 |3.7x1072 | 4.4x1072 | 1.9x1073 | 2x1072 | 1.4x1072 | 0.19175 | 0.14981
0.9 | 0.07335 | 9x1072 | 1.5x1072 | 4.1x1072 | 8x1072 | 1.6x1072| 0.1997
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Daha fazla terim alarak, hatalari daha aza indirmek mimkindr.

Hatirlatahm ki, her zaman baslangi¢ sarti olarak v, = 0 almak gerekmez. Bazen
baslangi¢ sarti olarak, uygun dalga operatoriniin orijinal problemin sinir ve baslangig

sartlarina denk gelen ¢6zimu v, olarak alinabilir.
ORNEK 4:
Simdi degisken katsayil lineer bir probleme bakalim:

_6—(x—1t)
6
u(x,0) = x3, u.(x,0) = —3x2, u(0,t) = 0.

Uy +u, x>0,t>0

Bu problemin tam ¢dzim{i

_{(x—t)3, x>t ise
u= )
0, x <t ise

olarak bulunabilir. Denklemi, 6nce

—(x —t)?

Ut — Uxx = 6

Uyy T U

seklinde yazalim. Simdi, v, olarak u;s — u,, = 0 denkleminin orijinal problemin sinir

ve baslangi¢ sartlarina denk gelen ¢d6zimuna alalim:

1 1 X+t

up =5 ((x+ 07+ (x = 1)) = Ef ByHdy = (x —1)%, x>t ise
x—t

1 1 X+t
Uy == ((x+ )3 = (t—x)% —_f By*dy =0, x <t ise.

2 2)ix
U, igin,

(x —t)?

Lul T (uo)xx —Up

6

ve dolayisiyla

jjx+t s<y_ )26(y_s)_(y_s)3>dyd5=0, x >t i¢in

t+s

t—x x+t—s 1 t x+t—s
j J- Odyds+—f j 0dyds =0, x<ticin
t— 2 t—x

x—t+s
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Devam edersek u, = u; = --- = 0 ve dolayisiyla U4, = ug + u; olarak elde edilir.
Bu 6rnek, bizim uyguladigimiz teknigin ne kadar dnemli oldugunu acikca gosterir.
ORNEK 5:

Simdi degisken katsayili non-lineer bir probleme bakalim:

5
u —Mu —u? x>0t>0
tt — 6 XX ) )

u(x,0) = x3, u.(x,0) = —3x2,u(0,t) = t3.

Bu problemin tam ¢6zimd{i,

x—1t)3, x> tise .
= {( ) olarak bulunabilir.

l(t—x)3, x<tise
Denklemi,

(x—t)°

T + u?

Ut — Uxx =

seklinde yazallm ve Lu = uy; — Uy, alarak HPM’yi uygulayalim: Lu = 0'in ayni

sinir/baslangic sartlarinda ¢6zimd,

1 1 x+t
Uy = 5((x +6)3+(x—1t)3) - Ef ByHdy = (x —t)3, x>t ise,
x—t
1 1 x+t
up = ((x+0° = (t—x)* —Ef By?)dy + (¢ —x)* = (t=x)%, x <t ise
t—x

fonksiyonudur. HPM’den u, igin asagidaki ifadeler yazilabilir:

AN
L, = [% (1) + (uo)Z]
t Frx+t-s _ 5
:%f f (%6(y—s)—(y—s)6>dyds=0, x > tigin
0 t+s
t—x rx+t-s 5
-5 [ ((5 65—~ s —;v)ﬁ)d;vds

X+t=S [(g _ 15
f f <( Y) 6(s—y)—(s— y)6> dyds =0, x <tigin.
t—x t+s

Yine tam ¢6zlime ilk iterasyonda ulasabiliriz.
53



BOLUM 7

SONUC VE ONERILER

Modern bilgisayar tekniklerinin daha ileri seviyede olmasiyla, diferansiyel denklemlerin
¢6zumda igin kullanilan yontemleri gelistirme ihtiyacindan olusan bir yontem olarak
ortaya atilan yeni Alternatif Homotopi Metodu (AHM), farkli denklem tirlerine
uygulanarak teorik ve sayisal analizler yapilmistir. Analizler sonucunda, bu yeni
yontemin cogu ornekte daha az hata ve daha yiksek hizla seri ¢oziimiine ulastigi
ortaya cikarilmistir. Adi diferansiyel denklemlerin hesaplama bakimindan en zor
turlerinden olan bazi denklemlere, 6rnegin reaksiyon-difiizyon, ¢ok noktali sinir
problemleri vb. problemlere uygulanarak aslinda, bliylik potansiyeli olan yontem
oldugu da acikca gosterilmistir. Coziimlerin bulunmasini kolaylastirmak icin belli
bilgisayar teknikleri kullanilarak ¢6zim bulma sirecinin optimize edilebilecegi

gosterilmistir.

Son 10-15 yilda en ¢ok kullanilan ve literatiirde ¢ok fazla yer tutan yontemlerden biri
olan Homotopi Pertlirbasyon Metodu’nun en zayif taraflarindan biri olan nonlineer
fonksiyonun hesaplanmasinda yeni parametre dahil edilmesiyle ortaya cikan zorluklari

gidermek icin AHM’nin ¢cok 6nemli oldugu gosterilmistir.

Bu c¢alismada, literatiirde en fazla uygulanan yontemlerin daha uygun kullaniimasi
yoninde de sonuglara ulasiimistir. Reaksiyon-difiizyon denklemi 6rneginde baslangic
iterasyonunun iyi segilmesinin 6nemi, Lane-Emden tipi denklemlerde ise lineer

operatoriin uygun secilmesinin 6nemi analiz edilmistir.
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