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OZET

SINC-GALERKiIN YONTEMIYLE SINIR-DEGER PROBLEMLERININ
COZULMESI VE SINIR SARTLARININ iNCELENMESI

Selvi Altun

Matematik Miihendisligi Anabilim Dali

Yiksek Lisans Tezi
Tez Danismani: Yrd. Dog. Dr. Aydin Secer

iki sinir sarti ile verilen 2. mertebeden singiiler, Dirichlet-tip sinir deger problemlerini
nimerik olarak ¢ozmek icin pek cok kullanishh metod vardir. Bunlardan bir tanesi de
Sinc-Galerkin metodudur. Bu metod, Whittaker kardinal fonksiyonu kullanilarak
fonksiyonlara ve onlarin tiirevlerine yaklasmaya dayanir. Diferensiyel denklem matris
sistemlerini ¢6zmek igin gerekli olan hi¢bir nidmerik integral kullanmadan, ig
carpimlarin yaklasimlari yardimiyla cebirsel denklem sistemine indirgenir. Bu tezde,
boyle problemlerin niimerik ¢éziminde Sinc-Galerkin metodunun ¢ok etkili bir arag
oldugu gosterilmistir. Tezin sonunda da Sinc-Galerkin metodu, homojen ve homojen
olmayan sinir sartlariyla verilen érneklerle test edilmistir.

Anahtar Kelimeler: Sinc-Galerkin metodu; sinc fonksiyonu; Dirichlet-tip sinir deger
problemleri; homojen ve non-homojen sinir sartlari; Whittaker kardinal fonksiyonu.
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ABSTRACT

THE SINC-GALERKIN METHOD FOR SOLVING BOUNDARY VALUE
PROBLEMS AND TREATMENT OF THE BOUNDARY CONDITIONS

Selvi ALTUN

Department of Mathematical Engineering

MSc. Thesis

Adviser: Assist. Prof. Dr. Aydin SECER

There are few methods practicable to numerically solve second-order singular
Dirichlet-type boundary value problems with two-point boundary conditions. In this
thesis we indicate that the Sinc-Galerkin method is a very powerful tool in numerically
solving such problems. The method is based on approximating functions and their
derivatives by using the Whittaker cardinal function. The differential equation is
reduced to a system of algebraic equations via new accurate explicit approximations of
the inner products without any numerical integration which is needed to solve matrix
system. At the end of the thesis, the method was tested on examples with
homogeneous and non-homogeneous boundary conditions.

Keywords: Sinc-Galerkin method; sinc-basis functions; Dirichlet-type boundary value
problems;boundary conditions; Whittaker cardinal function.

YILDIZ TECHNICAL UNIVERSITY
GRADUATE SCHOOL OF NATURAL AND APPLIED SCIENCES



BOLUM 1

GIRIS

1.1 Literatiir Ozeti

Sinc metodlari Frank Stenger tarafindan 1976 yilinda 6ne slrlilmis ve 1979 yilinda
Sinc-Galerkin metodunun, 2. mertebeden adi diferansiyel denklemlere ve bazi lineer,
eliptik ve parabolik kismi diferansiyel denklemlere uygulanmasi incelenmistir [1], [2].
Sinc fonksiyonu ise ilk olarak Edmund Taylor Whittaker tarafindan 1915 yilinda, daha
sonra oglu John Macnaghten Whittaker tarafindan 1961 yilinda analiz edilmistir [3],
[4]. 1986 ve 1992 vyillarinda sinir-deger problemlerinin ¢6zimi icin sinc metodlarinin
kapsamli birer calismasi yapilmistir [5], [6]. 1987 yilinda Sinc-Galerkin yonteminin
parabolik , hiperbolik denklemlere ve singiiler eliptik denklemlerin bazi tlirlerine
uygulanmasi detayli bir sekilde incelenmistir [7], [8], [9]. 1989 yilinda ise simetrik Sinc-
Galerkin metodu bulunmustur [10]. Simetrik Sinc-Galerkin sistemleri igin iteratif
metodlar Nicomedes Alonso Il ve Kenneth L. Bowers tarafindan 2009 yilinda
¢ahsiimistir [11]. Sinc Galerkin metodu 2003 yilinda Sanoe Koonprasert tarafindan
zamana bagh sinir kosullari ile verilen kompleks degerli kismi diferansiyel denklemlerin
bir ailesi i¢in gelistirilmistir [12]. Sinc metodlarinin uygulamalari 1990 yilinda Kelly M.
Mcarthur, Kenneth L. Bowers ve John R. Lund, 1981 vyilinda ise Frank Stenger
tarafindan c¢alisiimis ve Frank Stenger bugiline kadar sinc nimerik hesaplama
yontemlerinden elde edilen bitin sonuglari 2000 vyilinda yaptigi calismasinda
Ozetlemistir [13-15]. 2004 yilinda Jennifer L. Mueller ve Thomas S. Shores tarafindan
karisik sinir kosullari ile verilen konveksiyon-diflizyon denkleminin yaklasik ¢6zim icin
yeni bir Sinc-Galerkin metodu gelistirilmistir [16]. 2003 yilinda M. El-Gamel, S.H. Behiry
ve H. Hashish tarafindan homojen ve non-homojen sinir sartlari ile verilen 4.

1



mertebeden non-lineer diferansiyel denkleminin yaklasik ¢6zimu igin Sinc-Galerkin
metodu kullaniimistir [17]. 1996 yilinda Nancy J. Lybeck ve Kenneth L. Bowers ise
homojen sinir kosullari ile verilen 2. mertebeden diferansiyel denklemin ¢dzimu igin

sinc metodlarini kullanmistir [18].

1.2 Tezin Amaci

Bu tezin amaci homojen ve homojen olmayan sinir sartlari ile verilen 2. mertebeden
singller, Dirichlet-tip sinir deger problemlerine Sinc-Galerkin metodunun uygulanmasi

ve elde edilen sonuglarin analitik ¢6ziimden elde edilen sonuglarla karsilastiriimasidir.

1.3  Orijinal Katki

Homojen olmayan sinir kosullarina sahip 2. mertebeden singiiler, Dirichlet-tip sinir
deger probleminin homojen olmayan sinir kosullari homojen hale getirilmis, daha
sonra Sinc-Galerkin yonteminin islem adimlari uygulanmis ve homojen olmayan sinir

kosullariicin Sinc-Galerkin algoritmasi gelistirilmistir.



BOLUM 2

ADIi DIFARENSIYEL DENKLEMLER

17. ylizyihn baslarinda difarensiyel ve integral kavramlarinin Leibnitz ve Newton
tarafindan ortaya atilmasiyla birlikte “diferansiyel denklemler” de matematigin belki de
glinimize kadar en c¢ok arastirilan bir dali olmustur. Halen de bu 6nemini

korumaktadir.

ilk kez 1676’da Leibnitz tarafindan kullanilan “diferansiyel denklem”, bagimli degiskeni
ve bir ya da daha fazla sayida bagimsiz degiskene gore tirevlerini iceren bir denklemi
ifade eder. Dogadaki olaylari aciklamak icin en etkin ve sistematik yol “diferansiyel
denklem” dilini kullanmaktir. Gercekten de, fizik, kimya, biyoloji, astronomi,
miihendislik, ekonomi ve diger pek cok uygulamali bilimler diferansiyel denklemlerin
onemli uygulama alanlaridir. Bunun disinda, siiphesiz plr matematigin kendi icinde

ozellikle de geometride diferansiyel denklemler dnemli bir rol oynar.

Diferansiyel denklemlerin boyle genis bir alanda uygulanabilir olmasinin nedeni ¢ok
agiktir. Bilindigi gibi bize y = f (x) gibi bir fonksiyon verildiginde, bunun dy/dx tarevi,
y nin x’e gore degisim hizi olarak yorumlanabilir.

Dogal olaylarda da, degiskenler ve bunlarin degisim hizlari birbirlerine olayi yoneten
bazi temel yasalarla bagldirlar. iste bu yasalar matematik sembollerle yazildiginda
sonug ¢ogu zaman bir diferansiyel denklemdir. Ornegin F =ma diye alisik oldugumuz
Newton’un 2. Yasasl gercekte bir diferansiyel denklemdir. Dizlem geometride, bir

dizlem egrinin Yy’ egimiile (x, y) koordinatlari arasindaki iliski bizi yine bir diferansiyel

denkleme gotirir [19].



2.1 Diferansiyel Denklemlerin Siniflandirilamasi

Tanim 2.1 Bagimli bir degiskeni ve bunun bir ya da daha ¢ok bagimsiz degiskene gore

turevlerini iceren bir denkleme diferansiyel denklem denir. [19]

Tanim 2.2 Bagimli degiskenin yalnizca bir bagimsiz degiskene gore tiirevlerini igeren

diferansiyel denkleme adi diferansiyel denklem denir. [19]

Tanim 2.3 Bagimli degiskenin bir ya da daha cok bagimsiz degiskene gore kismi

tirevlerini iceren diferansiyel denkleme kismi tiirevli diferansiyel denklem denir. [19]

Ornek 2.1
2
(;X¥+y:sinx (2.1)
2
%—FX(%) +siny =0 (1.1b) (2.2)
3
%+ox%+ﬂy:2e‘t (2.3)

2 2 2
o’u ou au_o

pve + Y + P (2.4)
o°u  du

Yukaridaki tanimlara goére, bu ornekteki ilk G¢ denklem adi diferansiyel, son ikisi de

kismi turevli diferansiyel denklemdir. (2.1) ve (2.2) denklemlerinde X bagimsiz, y de
bagiml degiskendir. (2.4) de X,y,z bagimsiz, u bagimli ve (2.5) de x,t bagimsiz, u

yine bagimh degiskendir. Fiziksel problemlerde bagimsiz degisken genellikle t dir ve

“on

zamani gosterir. Cogu zaman zamana gore tlrevi gostermek icin Us yerine isareti

kullanilir [19].



Tanim 2.4 Bir diferansiyel denklemde en yiksek tiirevin mertebesine diferansiyel
denklemin mertebesi denir. (2.1), 2. mertebe, (2.2), 1. mertebe, (2.3), 3. mertebe,

diger iki denklem de 2. mertebe diferansiyel denklemlerdir.

n. mertebeden en genel adi diferansiyel denklem

dy d’y d"y
F| x,y,—, =0 2.6
( Yo e (26

bigiminde yazilir [19].

Tanim 2.5 (2.6) denklemi bitin tlrevlerine gore bir polinom ise, en yliksek tiirevli
terimin kuvvetine denklemin derecesi denir.

F(X, Y, y'):O denklemi Yy’ tirevine gbére m. dereceden bir polinom olarak
yazilabiliyorsa, denklem 1. mertebeden ve m. dereceden bir diferansiyel denklemdir.
Bu tanima gore her denklemin derecesinden s6z edemeyiz.

(2.2) denklemi 2. dereceden ( Yy’ tiirevine gére 2. dereceden bir polinom) digerleri ise 1.

derecedendir.

Simdi diferansiyel denklemlerde ¢ok o6nemli bir kavram olan lineerlik tanimi
kullanilarak diferansiyel denklemler lineer ve lineer olmayan diferansiyel denklemler
adi altinda iki 6nemli sinifa ayrilacaktir [19]:

Tanim 2.6 Bagimli degiskeni y ve bagimsiz degiskeni X olan n. mertebeden lineer bir

diferansiyel denklem

n n-1
a, (x) ((]jlx?‘/ +a,(X) an){ +....+anl(x)%+an (x)y=b(x)

biciminde ifade edilir. Burada ao(x) 0zdes olarak sifir olmayan bir fonksiyondur.
Dikkat edilirse lineer bir diferansiyel denklemde bagimli y degiskeninin kendisi ve

turevleri birinci dereceden, ayrica Yy nin ve tirevlerinin ¢arpimi ve transandan

fonksiyonlari gozikmemektedir [19].

Tanim 2.7 Eger adi bir diferansiyel denklem lineer degilse bu denkleme lineer olmayan

adi diferansiyel denklem denir.



(2.1) ve (2.3) lineer, (2.2) ise lineer olmayan bir diferansiyel denklemdir [19].

2.2 Diferansiyel Denklemlerin Coziimii

Tanim 2.8 n. mertebeden

F(x,y,%,...,d yjzo (2.7)

diferansiyel denklemini diigtinelim.

o f (x) reel bir | araliginda tanimli ve her X €1 icin n. mertebeden tiiretilebilen reel
bir fonksiyon olsun. Eger F(x,f(x),...,f(”)(x)), vxel icin tanmh ve
F(X,f(x),..., f(")(x))=0 ise, f(x) fonksiyonuna diferansiyel denklemin agik
¢6zUmU denir. Yani, y ve tlrevleri yerine f(x) fonksiyonu ve bu fonksiyonun
turevleri konursa (2.7) diferansiyel denklemi | (zerinde bir 6zdeslik verir.

o Eger g(x, y):O biciminde bir baginti, belirli bir | araliginda (2.7) diferansiyel

denkleminin agik bir ¢cozimu olacak bicimde X degiskeni reel bir f fonksiyonu

tanimliyorsa bu bagintiya denklemin kapali ¢ozimi denir.

e Acik ve kapali coziimlere kisaca ¢6zim denir [19].

2.3 Yiiksek Mertebeden Lineer Denklemler

n. mertebeden lineer bir denklem bagimli y degiskenine ve Y/, y",...,y(") tirevlerine

gore lineer olan bir denklemdir. Boyle bir denklem

a, (x) y(”) +a,(x) y("’l) +ot+a,, (X)y'+a,(x)y=f(x) (2.8)

biciminde yazilabilir. Burada, aj(x) (j=012,..,n) ve f(x) fonksiyonlari reel

eksenin bir | =[a,b]c R araliginda strekli ve bu aralikta a,(x)=0 varsayiliyor. (2.8)

denklemi ve

V(%) =Yor Y (%) = Yaree V" (%) = Yoar %o €l



baslangic kosullarini saglayan baslangig-deger problemini distinelim. Tipki 1.
mertebeden lineer denklemlerde oldugu gibi, bu problemin | {zerinde tanimh bir tek

¢O6zimi vardir (yiksek mertebeden lineer denklemler icin varlik teklik).
Eger f(x)=0 ise, (2.8) denklemine homojendir denir. Ciinki, sag yani sifir olan bu

denklem y,V',y",...y"" degiskenlerine gére ayni dereceden homojen bir denklemdir

[19].

Operator Notasyonu:

d
Eger D= X tlrev operatoriinii tanimlarsak, (2.10) denkleminin sol yanini
X

L=aD"+aD"" +..+a _,D+a, (2.9)
operatorine Yy fonksiyonunu uygulayarak elde edebiliriz. O halde (2.8) denklemi kisaca
Ly = f (x) (2.10)

bicimini alir. Ayrica, D" = D(D”‘l) ve D"y = y(”) bagintilari gecerlidir. (2.8) denklemi

icin bilinen ¢6ziim yontemlerini gelistirmeden 6nce sunu belirtmeliyiz ki, bu denklemin
¢6zimiund genel olarak elementer, yani cebirsel ve transandan fonksiyonlarla ifade

etmek mimkin degildir. Ancak ¢ok 6zel bazi durumlarda ¢6ziim bulunabilir.

Simdi L operatoriine iliskin bazi o6zellikleri verelim. L operatori lineer bir

operatdrdur, yani C, ve C, sabitler olmak lzere

L(Clyl +C2Y2) =cly, +G,ly,

yazilabilir. Lineerlik 6zelligini kullanarak su basit sonuca hemen varabiliriz. Eger y, ve

Y, (2.10) denkleminin birbirinden farkli iki ¢c6ziimui ise

dir. Diger yandan, u=Y, —Y, dersek
Lu=L(y,—y,)=Ly,—Ly, =0 (2.11)
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yazilabilir. O halde, (2.10) un herhangi iki ¢6zimiinin farki homojen (sag yani 6zdes
olarak sifir olan) (2.11) denklemini saglar. Simdi Lu=0 homojen denkleminin genel
¢6zimind bulacagiz. L operatori lineer oldugundan, eger u, (2.11) denkleminin

herahangi bir ¢6zim{ ise
L(cu)=cL(u)=0

bagintisindan dolayr cu da bir ¢c6zim olur. Genel olarak, eger denklemin n tane 6zel
¢6zumi varsa, keyfi ¢,,C,,...,C, sabitleri igin

L(cu, +C,U, +...+C,u, ) =c,Lu, +¢,Lu, +...+¢,Lu, =0
lineerlik bagintisindan cu, +¢,uU, +...+C,u, fonksiyonunun da Lu=0 denkleminin bir
¢6z(imu oldugu ortaya cikar [19].
Tanim 2.9 F(y(”), y(”fl),..., v, x):O seklinde verilen bir diferansiyel denklemin

sabitleri x=a ve Xx=Db gibi iki noktada verilen sartlar ile belirleniyor ise bu probleme

sinir deger ya da iki nokta problemi adi verilir.
Ornegin y"=f(x,y,y’) diferansiyel denkleminin sabitlerini belirlemek igin y(a)=«
ve y(b)z,B gibi iki sart verildiginde bu bir sinir-deger problemidir. Sinir sartlari daha

genel olarak

ay(a)+a,y(a)=a
by(b)+b,y'(b)= 5

seklinde verilebilir [20].



BOLUM 3

HILBERT UZAYLARI

3.1 Vektor Uzaylan

Tanim 3.1 X bos olmayan bir kime ve K cismi R veya C olsun.
+IXxX > X, (Xy)>x+Y,
2 KxX =X, (a,x) > ax,

doénlisimleri ile toplama ve carpma islemlerini tanimlayalim. Her X,y,ze X ve

a,b e K icin asagidaki kosullar saglansin:

1. X+y=Yy+X;;

2. x+(y+2z)=(x+y)+z;

3. Her xe X igin X+0=X esitligini saglayan birtek 0 e X vardir;
4.Her xe X igin x+(—x)=0 esitliginin saglayan bir tek —x e X vardir;
5. Her xe X igin 1L.Xx=X;

6. a(Xx+y)=ax+ay;

7. (a+b)x=ax+bx;

8. (ab)x =a(bx)



Bu durumda X ‘e K lzerinde bir vektor uzayi (lineer uzay) ve elemenlarina da vektor
veya nokta adi verilir. K =R alinirsa X ’e bir reel vektor uzayive K =C alinirsa X ’e

bir kompleks vektor uzayi adi verilir.

0 sembolinin X uzayinin vektora igin oldugu gibi, sifir skaleri igin de kullaniimasi
genelde pek fazla yanilgiya neden olmaz. Ancak biraz daha aciklik getirmek istenirse,

sifir vektorli @ seklinde gosterilebilir[21].

Tanim 3.2 X bir vektor uzayi ve Y X'in bir bos olmayan alt kiimesi olsun. Y, X
vektor uzayindaki islemlere gore kendi basina bir vektor uzayi olusturuyorsa Y 'ye

X’in bir lineer alt uzayi denir [21].

Teorem 3.1 J#Y < X kiimesinin X ’in bir alt uzayi olmasi i¢in gerek ve yeter kosul

Y., Y, €Y ve Va,a, eK icin ay,+a,y, €Y olmasidir.
Ornegin, {9} ve X, X vektor uzayinin asikar alt uzaylaridir [21].

Tanim 3.3 X bir vektor uzayl olmak lzere XX,,...,X, € X verilsin. a,a,,...,a, €K

olmak tzere
ax +a,X, +.+ax
seklindeki bir toplama X, X,,..., X, nin bir lineer kombinasyonu denir.

=M c X

ise M’ den alinan her sonlu sayidaki vektoriin lineer kombinasyonlarinin kiimesine

M “nin gereni(Span) denir ve Span(M )ile gésterilir. Span(M ), X ’in bir alt uzayidir

ve bu alt uzaya M ’nin Urettigi alt uzay denir. M = ise Span(M)zé? olur [21].

Tamim 3.4 X bir vektor uzayi ve M ={x,X,,...,X,} = X olsun. a,,a,,...,a, € K olmak

uzere aX, +a,X, +...+a X, =0 esitligi, ancak ve ancak,

a=a=..=a,=0
olmasi halinde gergekleniyorsa X,X,,...,X, vektorlerine lineer bagimsiz, aksi halde

lineer bagimlidir denir.
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Tanimdan da anlasilacag gibi M :{><1,x2,...,xn} < X kimesinin lineer bagimli olmasi

halinde, M ’nin vektoérlerinin en az biri digerlerinin lineer bir kombinasyonu olarak

ifade edilebilir. Ornegin,
aX +aX, +..+ax, =0

esitligi, a, #0 olmak Uzere gercekleniyorsa M kiimesi lineer bagiml olup, X ’i bu

esitlikten faydalanarak bulabiliriz [21].
X, =bx +..+b % (bj=-a;/a, j,..n-1)
Tanim 3.5 X bir vektor uzayive M, X ’in bos olmayan bir alt kiimesi igin

1. M lineer bagimsizdir;

2. X =SpanM ise

M ‘ye X ’in bir tabani veya bazi denir. Eger M :{xl,xz,...,xn}, X ’in bir tabani ise her

X e X vektori
a,a,,...,a, €K
olmak tizere X=aXx +a,X, +...+a X  seklinde tek bir gésterime sahiptir. Clinka,
X=aX +a,X, +..+a,X, =bx +b,x, +..+b, X,
ise buradan
(a,—b)x +(a,—b,)x +..+(a,—b,)x, =6

elde edilir. X, X,,...,X, lineer bagimsiz oldugundan her k=1,2,....,n igin a —b, =0 ve

buradan da a_=b, bulunur.

Eger X vektor uzayinin bir sonlu tabani varsa X ‘e sonlu boyutlu bir vektor uzayi, aksi
halde sonsuz boyutlu bir vektér uzayi adi verilir. Sonlu boyutlu bir X vektor uzayinin

bir tabanindaki vektorlerinin sayisina X ‘in boyutu denir ve BoyX ile gosterilir [21].

Ornek 3.1 X =R" kiimesi
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X=(X0 %00 %) Y =(¥11 Y21 Y,) Ve benzeri seklinde yazilan, tim sirali reel sayi
n— lilerin kiimesi olsun. R ’nin bir cisim oldugu dikkate alindiginda X,yeR ve aeR

olmak tzere R" kiimesinin
X+Y = (X Y X + Yorom Xy + Yy ), AX=(8X,, 8%,..., 8, )

islemlerine gbre bir vektér uzayl oldugu agiktir. M ={e,e,,...e,} kimesindeki

vektorler e =(1,0,0,..,,0), e,=(010,..0), .., €,=(000,..1) olarak

tanimlandiginda M kimesi R" icin bir tabandir. Bu tabana R"’nin standart (kanonik)

tabani da denir [21].

3.2 Normlu Vektor Uzaylari

Vektor uzayi acik bir cebirsel amac olup, eger bu amacg Uzerinde analizle ugrasmak
isteniyorsa onun Uzerinde bir uzaklik 6l¢iim tarzinin insa edilmesi gerekir. Bu, norm

denilen kavramin tanimlanmasi yardimiyla yapilr.

Tanim 3.6 X bir K cismi lizerinde bir vektor uzayi olsun.
X >R, x> |x]

donlisimi VX, ye X ve VaeK igin

(N1) [X|=0<=x=6;

(N2) [lax]| = [af] x

(N3) [Ix+y| <[ x| +]yll (iicgen esitsizligi)

ozelliklerini sagliyorsa X (zerinde norm adini alir ve bu durumda (X,||||) ikilisine bir

normlu vektoér uzayr adi verilir. (N1)-(N3) ozelliklerine norm aksiyomlari denir. Bu
vektor uzayi Uzerinde birden fazla norm tanimlanabilir. K cismine bagh olarak, reel

normlu uzay ve kompleks normlu uzay ifadeleri de kullanilir [21].

3.3 Pre-Hilbert Uzaylari (i¢ Carpim Uzaylar)

Tanim 3.7 H kompleks bir vektor uzayi, X,y,Zze H aeC olsun.
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(yiHxH >C, (xy)—>(xy)
dontstimi asagidaki 6zellikleri saglasin.
1. (X, y>:m
2. (x+y,2)=(x2)+(y,z)
3. (ax,y)=a(x,y)

4. x 0 igin (x,x)>0

Bu kosullari saglayan H uzayina bir pre-Hilbert uzayr ( i¢ g¢arpim uzayi ), <>

donitsiimine de i¢ carpim denir [22].
Omek 3.2 C[01]={f/f:[01]>C surekli }  olsun. H=C[0,] alalim.

f,geC[0,1] igin

1
(f.g)=]f(t)g(tyt
0
¢arpim tanimi ile C[O,l] uzayi bir pre-Hilbert uzayidir [7].

Ornek 3.3 H=C" olsun. X=(X,%,,... X,), ¥ =(Y1, Y5 ¥, ) €C" igin

tanimiyla C" bir pre-Hilbert uzayidir [22].

Onerme 3.1 H bir pre-Hilbert uzayi, X,y,zeH ve aeC olsun. Su 6zellikler

dogrudur.

L (% y+2)=(Xy)+(x2)
2. (x,ay)=a(xy)
3. (x,0)=(0,x)=0
4. (x—y,2)=(x2)—(y,z)
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5. (x,y—2)=(X,y)—(x2)

6. Her ze H icin (x,z)=(y,z) ise x=y

7. <§akxk,Y>=an_;ak<Xk’y>

8. <x,§m:bkyk>=2bk<x, Vi)

m
k=1 k=1

(X ¥ )ahb [22].

k=1 i

9. <Zakxk,2bi yi> =
k=1 i=1

n m
=1

Tanim 3.8 Bir i¢ ¢arpim uzayindaki her Cauchy dizisi yakinsarsa i¢ ¢arpim uzayina bir

Hilbert uzayi adi verilir [22].
Ornek 3.4 H =C" bir Hilbert uzayidir[22].

Ornek 3.5 |, uzayi bir Hilbert uzayidir.

1, :{x:(xn)/nz_l:|xn|2 <oo}

X,y €l, igin

(% ¥)=2 %Y,

n=1

pre-Hilbert uzay aksiyomlarini saglar. x =(x, ) el, igin
1/2
2
[ s |
n=1
tanimiyla |, bir tam uzaydir [22].

3.4 Ortogonal ve Ortonormal Sistemler

Tanim 3.9 H bir i¢ ¢arpim uzayi ve X,yeH olsun. <X, y>:0 ise x vektord y

vektdrune ortogonal denirve X Ly gosterilir [22].
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Onerme 3.2 H bir i¢c carpim uzayl ve Z,%, %, X, €H olsun. Z, X,X,,...,X,
vektorlerinin herbirine ortogonal ise X, vektorlerinin lineer kombinasyonuna da

ortogonaldir [22].

n
ispat Her n icin z L X, ve x= Y a,X, olsun.
k=1

n

(z.x)=>a(z,%)=0

k=1
Tanim 3.10 H bir i¢ ¢arpim uzayi ve V, H iginde bir kiime olsun. Her X# Yy eV igin

x Ly ise V kiimesine ortogonal bir kiime denir. O halde bir (x,) dizisinin ortogonal

olmasi icin gerek ve yeter sart n=m igin <xn,xm> =0 olmasidir [22].
Teorem 3.1 H bir i¢ carpim uzayi ve X,y € H olsun. (x,y)=0 ise
[+ vl =47 + vl
Ispat
1% + y||2 =(X+Yy,X+Y)
=06 x)+ (0 Y) (Y ) +(y. y)
=[x + vl

Simdi X, X,,...,X, € H ve ortogonal bir kime olusturursa timevarim yontemi ile

2 n )
-3
i=

n
D%
i=1

elde edilir. Bunun bir sonucu olarak (X, ) bir i¢ carpim uzayinda ortogonal dizi ise (X, )

lineer bagimsizdir [22].

Tanim 3.11 H bir i¢ carpim uzayi ve V < H olsun. V ortogonal ve her XxeV igin

[X|=1 ise V ye ortonormal bir kime denir. O halde H iginde (x,) dizisinin
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ortonormal olmasi igin gerek ve yeter kosul her n igin |x[=1 ve her n=m igin

(X, X, ) =0 olmasidir [22].

n!“'m
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BOLUM 4

KONFORM DONUSUMLER

4.1 Analitik Fonksiyonlar
Tanim 4.1 Bir z, € C noktasinin & —komsuluguna
D(z,,€)={zeC:|z—2z,| <&}
olarak tanimlanan z, merkezli & yarigapli acik disk adi verilir.
D(,R)={zeC:|z|> R} u{wo}
kiimesine o« un R—komsulugu denir.
N, =D(zy,6)—{z,}
kiimesine z, in delinmis komsulugu denir [23].

Tanim 4.2 ScC kimesi verilsin. z, €S noktasinin uygun bir &—komsulugu S
kiimesinde kaliyorsa, z, noktasina S’nin bir i¢ noktasi denir. S kiimesinin her noktasi

bir i¢c nokta ise S’ye C’de aglk kiime denir [23].

Tanim 4.3 Bir z, € C noktasinin her delinmis komsulugu ile S kiimesinin arakesiti bog

degilse z, noktasina S ’nin yigilma noktasidir denir [23].
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Tanim 4.4 Bir z, € C noktasinin her delinmis komsulugunda S kiimesinde bulunan ve
bulunmayan en az bir nokta varsa z;, noktasina S kimesinin bir sinir noktasidir denir
[23].

Tanim 4.5 ScC kimesine ait herhangi z, ve z, gibi iki nokta bir poligon ile
birlestirilebiliyorsa S kiimesine baglantili kiime denir [23].

Tanim 4.6 Baglantili bir bolge icindeki p noktasini g noktasina birlestiren butin
cizgiler, surekli kaydirmalarla, bolgenin disina tasmadan (st Uste getirilebiliyorlarsa ve

bu 6zellik her (p,q) nokta gifti icin varsa, s6z konusu bélge basit baglantili bir bélgedir,
denir [23].

Tanim 4.7 Kompleks dizlemin baglantili ve acgik alt kiimelerine bélge denir [8].

4.2 Kompleks Fonksiyonun Tanimi

S « C olmak Uzere, her zeS 6gesine belirli bir we C 6gesi karsilik getiren bir f

kurali varsa, bu kurala S ’den C’ye bir kompleks fonksiyon (veya donusiim) denir ve

f:S>C
z—>w=f(z) veya w=f(z),zeS,
seklinde gosterilir. ze S igin w= f(z) bir kompleks sayi oldugundan, bunun
u=u(x,y)=Ref(z), v=v(xy)=Imf(z)

ile gosterilen gergel ve sanal kismi vardir. Bir kompleks fonksiyonun gercel ve sanal
kisimlari genel olarak iki degiskenli gercel fonksiyonlardir. Bu nedenle bir kompleks

fonksiyon igin
w=f(z)=u(xy)+iv(xy)

gosterimi kullanilacaktir [23].
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4.3 Kompleks Fonksiyonlarda Limit ve Siireklilik

Tanim 4.8 S — C olmak Uzere bir f:S — C kompleks fonksiyonu ve aeC verilsin.

Z,, S’nin bir yigilma noktasi olsun. Eger verilen her & >0 sayisiigin
0<|z-2,|< 5 oldugunda |f (z)-a|<e

olacak bigimde bir & >0 sayisi bulunabiliyorsa, f fonksiyonunun z, noktasinda limiti

vardir ve limiti a’dir denir. Bu durum,

limf(z)=ayada z—>zicin f(z)—>a

gOsterimi ile belirtilir [23].

Teorem4.1 lim f (z)=a ve limg(z)=b olsun. Budurumda

77, 757

a) lim[ f(z)+g(z)]=a+b

77,

b) lim[ f (z)g(z)]=ab

717,

¢) |im{ﬁ}=% (b0)

d) Eger h, f(z) noktalarinda tanimlive limh(w)=c ise lim h(f (z)):c dir [23].

w—a 77,

Teorem 4.2 f(z)=u(x,y)+iv(X,y) fonksiyonunun z, =X, +iy, noktasinda limitinin
olmasi igin gerek ve yeter kosul, u(x,y) ve v(x,y) fonksiyonlarinin her birinin (x,, ;)

noktasinda limitinin olmasidir. Bu durumda

limf(z)=_lim u(xy)+i lim v(xy)

-1y (x,)=>(%:Yo) (x,¥)=>(%0:Yo)
dir [23].

Tanim 4.9 Bir f fonksiyonu z, noktasinin bir komsulugunda tanimli olsun. Eger,

lim f (z)=f(z,)

774
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ise f fonksiyonu z;, noktasinda sireklidir denir. Eger bir f fonksiyonu bir S
kiimesinin tim noktalarinda strekli ise, f fonksiyonu S kiimesinde streklidir denir
[23].

Teorem 4.3 f(z)=u(x,y)+iv(x,y) fonksiyonunun z, =X, +iy, noktasinda stirekli
olabilmesi icin gerek ve yeter kosul, u(x,y) ve v(x,y) fonksiyonlarinin (x,,Y,)
noktasinda surekli olmasidir [23].

Teorem 4.4 f ve g fonksiyonlarinin tanim kiimeleri S ve z, €S de surekli olsunlar.
Budurumda f+g, f.g, f/g (g(zo);tO) fonksiyonlari da z, €S de streklidirler
[23].

Teorem 4.5 f :C — C sirekli fonksiyonu verilsin. A, C’de acik ise f’l(A) aciktir

[23].

4.4 Kompleks Fonksiyonlarda Diferansiyellenebilme

Tanim 4.10 w= f(z) fonksiyonu z;, noktasinin &—komsulugunda tanimli olsun.

im f(z,+h)—f(z,)
h—0 h

limiti var ve sonlu ise, bu limite f(z) nin z, daki tiirevi denir ve genelde f'(z,) veya

df (2)
dz

ile gosterilir. Bu durumda

7=7,

oy T (Ze+h)=1(2))
f'(z,)=lim :

h—0
yazilir.

f (z)fonksiyonunun  f'(z,) tirevi mevcut ise f(z) ye 2z, noktasinda

diferansiyellenebilir denir [23].

Teorem 4.6 f (z) fonksiyonu z, noktasinda diferansiyellenebilir ise, f (z) fonksiyonu

Z, da sureklidir [23].
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4.5 Cauchy-Riemann Denklemleri

f(z)=u(x,y)+iv(x,y) fonksiyonunun z, =X, +iy, noktasinda tiirevi mevcut olsun.

Bu durumda, h=h +ih, olmak tzere,

s o T (Ze+h)=1(2y)
f'(z)=lim :

h—0

seklinde yazalim. O halde

Re[ f'(z,)]=limRe

h—0

Im[f’(zo)]:Linglm
olur.

f(zo+h)=f(z,) U+, Y,+hy)=U(X,, Yo)+i[u(X+h,y, +h,)—u(x,,Y,)]
h B h +ih,

dir. Eger (h,h,) —(0,0) a x— ekseni Uizerinden yaklasirsa, yani h, =0 ise,

o ) A
MR CILA LA T
elde edilir. Bu son iki esitligin anlami;
F(20) =, (X9, o)+, (%, o) (4.1)

dir. Burada u, ve Vv, u(x,y) ve v(x,y) fonksiyonlarinin (x,,Y,) noktasindaki x e

gore kismi tlrevleridir.

Benzer sekilde (h,h,) —>(0,0) a y—ekseni tizerinden yaklagirsa, yani h =0 ise,

F/(2y) ==i[ Uy (X ¥o) +1V, (%5, Yo) | (4.2)

elde edilir. (4.1) ve (4.2) esitlikleri karsilastirilirsa,

Uy (Xo1 Yo ) =Vy (Xo1 Vo) Ve Uy (X0, ¥o) =V, (%, Yo)
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esitlikleri elde edilir. Bu birinci mertebeden kismi tiirevli denklemlere Cauchy-Riemann

denklemleri denir. Yani f(z) fonksiyonu 2z, noktasinin bir &—komsulugunda

diferansiyellenebilir ise, bu komsulukta;

Cauchy-Riemann denklemleri saglanir [23].

Teorem 4.7 f(z)=u(xy)+iv(x,y) fonksiyonu Zz,=x,+iy, noktasinin bir
& —komsulugunda tanimli ve bu komsulukta, u ve v fonksiyonlarinin x ve y ye gore

kismi tiirevleri var ve bu kismi tirevler (X,, Y, ) noktasinda,

seklindeki Cauchy-Riemann denklemlerini saglasinlar. O halde f(z) fonksiyonunun

(X, Y, ) noktasinda f'(z,) tirevi mevcuttur ve degeri

£'(2o) =, (X0, Yo ) +iVy (X, Yo )

dir [23].

4.6 Analitik Fonksiyonlar

Yukarida kompleks fonksiyonlar icin  “bir noktada tiirevlenebilir olmak” kavrami
tanimlanmis ve bazi temek 6zellikleri incelenmistir. Burada ise bir agik kiimenin tim

noktalarinda tiirevi olan fonksiyonlar incelenecektir.

Tanim 4.11 w= f(Z) fonksiyonu z, € C noktasinin bir &—komsulugunda tanimli

olsun. f(z) nin z, da analitik olmasi isin gerek ve yeter kosul f(z) nin z,

noktasinin & komsulugunda tiirevlenebilir olmasidir [23].

Tanim 4.12 D boélgesinde tanimli w= f(Z) fonksiyonu D boélgesinin her noktasinda

diferansiyellenebiliyorsa f(z) ye, D de analitik fonksiyon denir [23].

Teorem 4.8 w=f (z)=u(x,y)+iv(x,y) fonksiyonu bir z, € C noktasinda analitik

olmasi igin gerek ve yeter kosul, z;,noktasinin uygun bir &—komsulugunda, u ve v
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fonksiyonlarinin x ve y ye gore birinci mertebeden surekli kismi tirevlerinin mevcut

ve Cauchy-Riemann denklemlerinin saglanmasidir [23].

4.7 KOMPLEKS FONKSIYONLARIN iNTEGRALI

Bu bolimde kompleks fonksiyonlarin diferansiyellenebilir egriler lzerinde integrali

tanimlanacaktir.

4.7.1 Egrive Cevre

Tamim 4.13 y:[a,b] > C sirekli fonksiyonuna C—dizleminde bir egri denir. Bir
egrisi icin a<t<b olmak tzere y(t)eC oldugundan y(t)=x(t)+iy(t) vyazilabilir.
y:[a, b]—)(C surekli fonksiyonu verilsin. Eger y fonksiyonunun tirevi var ve sirekli

ise ¥ fonksiyonuna diferansiyellenebilir egri denir [24].
Tanm 4.14 y diferansiyellenebilir bir egri olmak uzere, te[a,b] igin
7' (t)=X(t)+iy'(t)=0 ise y egrisine diizgiin egri denir.

Bu durumda y egrisinin her noktasinda bir tegeti vardir. [a,b]arallémm sonlu sayida

noktasi disinda y egrisi diferansiyellenebiliyorsa ve bu s6z konusu noktalarda y nin
sagdan ve soldan tirevleri var ve bunlar ¥’ nun bu noktalardaki sag ve sol limitlerine

esit ise y egrisine pargali diferansiyellenebilir egri denir [24].

Tamim 4.15 Bir y egrisi sadece t, =t, icin y(t,)=y(t,) oluyorsa y egrisine basit egri
denir [24].

Tanim 4.16 y basit bir egrive y(a)=y(b) ise y egrisine basit kapali egri denir [24].
Tanim 4.17 Sonlu sayida parcali diferansiyellenebilir egrinin u¢ uca birlestiriimesiyle
olusan egriye cevre denir [24].

4.7.2 Kompleks Fonksiyonlarin integrali

Tanim 4.18 h:[a,b] > C fonksiyonu

h(t)=u(t)+iv(t)
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seklinde tanimlanmis ve u(t),v(t) reel fonksiyonlarinin [a,b] araliginda reel analizde

belirtilen anlamda integrallerivarsa h nin [a,b] araligindaki integrali

ih(t)dt = iu(t)dt+ij.v(t)dt

olarak tanimlanir [24].
Tanm 4.19 D, C’de bir ack kime f:D—>C, w=f(z) surekli ve
y(t)=x(t)+iy(t), a<t<b egrisi 7([a,b])c D 6zelliginde diferansiyellenebilir bir

egriolsun. y Uzerinde f fonksiyonunun integrali
[f=]f(z)dz
7 Y
seklinde gosterilir ve

[t=]t (z)dz:.T f(7(t))y (t)t

dir.
Eger y egrisi y,,%,,....7, parcal diferansiyellenebilir egrilerin u¢ uca eklenmesiyle

olusan cevre ise,
[f=[t(2)dz=) [ f(2)dz
[ [ i

olarak tanimlanir [24].

Teorem 4.9 f : D — C surekli fonksiyonu verilsin ve y egrisi D igindeki z, noktasini,
yine D icindeki z, noktasina birlestiren diferansiyellenebilir egri olsun. Eger D

bolgesinde F'= f olacak sekilde bir F: D — C analitik fonksiyonu varsa
_[f =F(z,)-F(z)
4

ve 6zel olarak z, =z, ise
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dir [24].

4.7.3 Cauchy integral Teoremi

Kompleks analizin en énemli teoremi Cauchy integral Teoremidir. Kompleks analizin

bircok 6nemli 6zelligi bu teoremin birer sonucu olarak elde edilir.

Teorem 4.10 f fonksiyonu basit baglantili bir D bolgesinde ve bu bélgenin y cevresi

Uzerinde analitik olsun. Bu durumda

[f(z)dz=0

4

dir [24].

4.7.4 Cauchy Tirev Formili

Teorem 4.11 f fonksiyonu basit kapali bir y egrisinin Uzerinde ve bu egrinin

sinirladig bolgede analitik olsun. z;, noktasi y ile sinirh bélge icinde bir nokta olmak

izere, f"(z,) turevivar ve degeri

seklindedir [24].

Teorem 4.12 (Paley-Wiener Teoremi) Kabul edelim ki f tam fonksiyon ve f e L? (R)

olsun. K ve 7 /h pozitif sabitler olmak Gzere her z € C igin
| (2)|<Kexp(z|z/h)
dir. O halde F(f)el®*(-x/h,z/h) ve

f(2)=5 T E(1)(x)exp(-ixz) ox

—zlh
olur [26].

25



4.8 KONFORM DONUSUMLER

4.8.1 Konform Dénisiimler

Reel degiskenli fonksiyonlarda tirevin bir geometrik anlami vardir. Yani y=f (x)
fonksiyonunun X, daki tiirevi, fonksiyonun grafiginin X, noktasindaki tegetinin egimini
verir.

Bilindigi gibi kompleks fonksiyon genelde kompleks diizlemin bir bolgesini bir bagka
diizlemin bir bolgesi lizerine resmeder. Resmedilen bolge ile resim bolgesi arasindaki
ilginin daha iyi belirlenebilmesi ve bu resmetme isleminden uygulamada

yararlanabilmek igin herhangi bir kompleks fonksiyon yerine konform dénlsim yapan

analitik fonksiyonlar g6z ontine alinir.

Konform doniisimlerin Dirichlet probleminin ¢6ziimiinde 6nemli uygulamalari vardir.
Bu uygulamalarda ana ilke soyle belirtilebilir: Problemi verilen bélge yerine bundan ¢ok
daha basit bir bolgede ¢ozmek ve sonucu ters donlisiim yardimiyla verilen ilk bolgeye
tasimaktir. Bunun icinde verilen bolgeyi s6z konusu basit bolgeye resmeden bire-bir
analitik fonksiyonu bulmak gerekir. Boyle bir analitik fonksiyonun varligi Riemann

Donlisim Teoremi ile gorilecektir.

4.8.2 Acilarin Korunmasi

f fonksiyonu bir z, noktasinda analitik ve f'(z,)#0 oldugu zaman w=f(z)

donlsuimi altinda, bu noktada kesisen egrilerin arasindaki aginin yoninin degisip

degismedigini inceleyelim. f fonksiyonu z, da analitik oldugu igin z, n

komsulugunda bulunan dizglin yayin gorintisi, w-—dizleminde dizgiin yaydir.

. Aw
Aw= f (z,+Az)—f(z,) olmak iizere f'(z,) :Allmo—A tiirevi vardir ve bu limit Az
x—0 AZ

nin sifira yaklagim yolundan bagimsizdir. f'(z,)#0 oldugundan f’(z,) sayisinin

argimaninin degerlerinden birine y, ve ‘f’(zo)‘ =R, diyelim. Boylece;

f'(z,)=Re" (4.3)

olur. Buradan
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AW

AZ

lim
Az—0

. AW
R, lim (arg A_j =y,
esitlikleri bulunur.

$imdi  C, z, noktasindan gegen diizgiin bir egri ve S’de bu egrinin w=f(z)
donlstimi altindaki gorintlisi olsun. Eger C boyunca yine pozitif bir yon alinirsa,

buna karsilik olarak f fonksiyonu S boyunca yine pozitif bir yon belirtir. z,+Az
noktasi C Uzerinde z, dan itibaren pozitif ydnde bir nokta oldugu zaman, Az — 0 iken
Az nin argimaninin limiti C nin z;, daki yonlenmis tegetinin o egim acisidir.
w, = f(z,) ve z,+Az nin goriintlisti de W, +AWw ise buradan Aw nin argimani S nin

w, daki yonlenmis tegetinin S egim agisina yaklasir.

Aw = AZ.A—W
AZ

oldugundan AW nin arglimaninin bir degeri
arg(Aw) =arg(Az)+arg (%)
z

dir. Buradan

Az —>0ise, f=a+y,

elde edilir. Demek ki bir C egrisinin z, daki yonlenmis tegeti, f nin z;, da analitik
olmasi ve f'(z)#0 bulunmasi kosuluyla, w=f(z) donisimii altinda

¥, :arg( f '(ZO)) acisi kadar dénduirilir.

Bir W:f(z) fonksiyonu 7, noktasinda surekli ise z, In yeterince kiguk bir
komgulugundaki tim noktalarin resimleri w, n belli bir komguluguna duser. Streklilik

baglantiliigr da korudugundan, w, noktasinin &—komsulugu da baglantili bir kiime

olur [25].
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Teorem 4.13 w= f(z) fonksiyonu bir z, noktasinda analitik ve f'(z,)=0 ise
w= f(z) dontsimi altinda z, n belli bir komsulugu, w, in belli bir komsulugunu
tam bir defa 6rter [25].

Teorem 4.14 f fonksiyonu analitik ve biitiin z € A noktalari igin f(z)=#0 ise f, A
daki acik kiimeleri acik kiimelere resmeder [25]

Teorem 4.15 w= f (z) fonksiyonu bir B bolgesinde bire-bir ve analitik ise B nin f

altindaki resmi f (B) yi bir defa 6rter ve f(B) bir bolgedir [25].

Teorem 4.16 w= f (z) fonksiyonu z, da analitik, f'(z,)=0 olsun. z, dan gegen bir

y duzgln egrisinin z, daki tegeti X —ekseniile @ agisi yapiyorsai y resim egrisinin de

w W, da tegetivardir ve bu tegetin u— ekseni ile yaptigi agi;

gp=0+arg(f'(z,))
dir [25].
Tanim 4.16 D, C de bir bélge olmak tzere f :D — C surekli dédnisiimii verilsin. Eger
bir z, € D noktasindan gegen ve aralarinda « agisi yapan herhangi iki dizgiin y, ve
7, egrilerinin f(y,) ve f(y,) resim egrileri de W, da aralarinda « ile ayni yonde ve
buyukltkte agi yapiyorlarsa f fonksiyonuna z, da bir konform dontstimdir denir.

Eger her z, €D noktasinda f konform ise f ye D de konform dénustimdur denir
[25].

Teorem 4.17 f bir z, noktasinda analitik ve f'(z,)=#0 ise f, z, da bir konform
donlisumddir [25].

Teorem 4.18

Eger f : A— B donisimi konform, bire-bir ve ortenise f™:B — A ters déniisimii

de konformdur.

Eger f :A— B ve g:B—>C doénlsumleri konform, bire-bir ve 6rtense, gof : A—C

olan bileske dénisimi de konform, bire-bir ve 6rtendir [25].
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Teorem 4.19 (Riemann Donlisiim Teoremi) D en az iki sinir noktasina sahip basit

baglantili bolge olsun. Bu durumda D bolgesini |W| <1 birim diski tGzerine donlstiren
bire-bir ve analitik w= f(z) fonksiyonu vardir. Eger dénisim D bélgesindeki z,

noktasini orijine donustirecek sekilde ve z, noktasi ile orijinde 6nceden verilen yonleri

koruyacak bicimde belirtilmis ise s6z konusu dénisim tektir [25].

29



BOLUM 5

SINC-GALERKIN YONTEMI

5.1 Reel Diizlemde Niimerik Metodlar

Cesitli muhendislik problemleri sinir deger/baslangic deger problemi seklinde
matematiksel olarak modellenebilir. Matematiksel modele ait yonetici denklemler
diferansiyel denklem, integral denklem ya da integro-difarensiyel denklem olabilir. Elde

edilen bu modelin ¢6zilmesinde kullanilacak ¢6ziim yontemleri
e Analitik ¢c6zim yontemleri
e Sayisal ¢c6zim yontemleri

olmak Uzere iki grupta toplanir. Analitik ¢6zim yontemleri, bilindigi tzere ele alinan
sinir deger/baslangic deger probleminin yonetici denkleminin, literatirdeki bilinen
teknikler yardimiyla ¢ozlilmesi ve sinir kosullari veya baslangic kosullarinin

saglatilmasindan da integral sabiti veya diger belirsiz sabitlerin belirlenmesi seklinde

yapilir.

Fakat glinimizde karmasik malzeme ozellikleri (malzeme 6zellikleri sabit degil,
fonksiyon o6rnegin, kompozit malzeme), karmasik ¢6zim bolgesi geometrisi ve
karmasik sinir kosullari nedeniyle analitik ¢c6ziim yollari ile ¢oziilebilecek problemlerin
sayisi ¢ok kisithdir. Ancak c¢ok basitlestirilmis hallerde analitik ¢6zlimler
bulunabilmektedir. Bu nedenle sayisal ¢6zim yéntemlerinin kullaniimasi kag¢inilmazdir.

Eger bir problemin analitik ¢6zim{ yapilabiliyorsa, analitik ¢6zim tercih edilmelidir.
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Sayisal ¢ozim yontemleri analitik ¢6zimU miimkin olmayan problemlerin ¢déziimiinde
basvurulur. Sayisal ¢o6ziim yontemlerinde amag, sayisal veriler yardimiyla, secilen
sayisal ¢ozim yontemine ait bilinen islem adimlari uygulanarak, o yéntemin teklif ettigi
¢O6z(iim uzayindan, ele alinan probleme uygun optimal ¢6ziim olabilecek fonksiyonun

belirlenmesidir.

5.1.1 interpolasyon ve Quadrature

Tanim 5.1 C kompleks sayilar kiimesini gostermek (izere her zeC igin, sinc

fonksiyonu asagidaki gibi tanimlanir:

sin(7z)
sinc(z)=y 7z ' 270 (5.1)
1 z=0

h > 0 igin sinc fonksiyonu su sekilde de tanimlanabilir:

: ( z—khj
SIin|
sinc(k,h)(z)={" _z-Kn  Z2kn (5.2)
h
1 z=kh

Tanim 5.2 f, R uzerinde taniml bir fonksiyon olsun. h>0 olmak tzere

c(f,n(x)=3 f(kh)sinC(X—hkhj

k=—0

seklinde tanimlanan seri kardinal fonksiyonu adi verilen f fonksiyonuna yakinsar.
Burada
sin(z(x—kh)/h
. x—kh ( ( ) )
sinc = z(x—kh)/h
1, x=kh

X # kh

seklindedir [6].
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Tanim 5.3 h pozitif bir sabit olsun. B(h) Paley-Wiener fonksiyonlari,

f tam

fonksiyonlarinin bir ailesidir éyle ki reel diizlemde f eL*(R) ve kompleks dizlemde

ise f susekilde tanimlanir:

| (2)| <Kexp(z|z/h)

Burada K >0 dir. B(h) Paley-Wiener sinif fonksiyonlarinin bazi 6zellikleri [1] ve [26]

da verilmistir. Asagida verilen teorem bu sinifi karakterize etmemizde bize yardimci

olacaktir [6].

Teorem 5.1 f € B(h) ise 0 zaman her zeC igin

Iof smc( jdt

Teorem 5.2 f € B(h) ise 0 zaman her zeC igin

:TII—‘

)= £ (kh smc(z_hkhj

k=—0

ve

:TII—‘

_[f smc(t |(h)dt

Sonug 5.1 Eger f eB(h) ve f e L'(IR) ise 0o zaman
[ f(t)dt=h3" f(kh)

Teorem 5.3 Eger f € B(h) ise o zaman her z e C igin

o0

f(z)=C(f,h)(z)= Y f(kh)S(k,h)(2)

k=—o0

Burada

S(k,h)(z)ssinc(z_hkhJ
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dir [6].

1.2 -~

I T T T T T T T 1

4 3 2 41 0 1 2 3 4

Sekil 5.1 Sinc bazlari (S(k,h)(x), k=-1,0,1ve h=7/4)

5.1.2 Yaklasik interpolasyon ve Quadrature

Tanim 5.4 d >0 olmak Gzere
D, ={zeC:z=x+iy, |y|<d} (5.9)

olsun.
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Sekil 5. 2 Genisligi 2d olan Dy sonsuz serit bolgesi, d >0

Bp(DS) ise Dg’de tanimh analitik fonksiyonlarin kiimesi olsun. O halde asagidaki

esitlikler saglanir.

inf(t+iy)dy‘=O(|t|a), t—>to0, 0<a<l (5.10)

—-d

ve

y—d~

NP(f,Dg)= lim {(D f(t+iy)’ dt]ﬂp +U\f (t—iy)|’ dt]l/p}<oo (5.11)

—0

p=1igin N(f,Dg)=N"(f,D;) ve B(D;)=B"(Ds) olsun [6].

Teorem 5.4 Eger f € B (D) (p=1 veya2)ve h>0 ise o zaman,

k=—o0

=2(x)
=S, (x)1(f,h)(x) (5.12)

Burada
S, (x):%ﬂ?/h) (5.13)
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ve

I(f,h)(x)zz F(xt—id") F(xt+id") }dt

sin(z(t—id")/h) sin(z(t+id")/h)

F(s,uiiv)zf(u—ily)
(u-siv)
Ayricaeger f eBP(Dy) (p=1yadaz2) ise ozaman

NP (f,Dy)
(zd)""sinh(7zd /)

[f-C(f.h)], < ” =0(e™") (5.14)

Teorem 5.5 f e B"(D;) (p=1yada2) ve a,f ve C pozitif sabitler olmak tzere

exp(—a|X|), Xe(-x,0
\f(x)\sc P(-alX). xe(-0) (5.15)
exp(—p|x), xe[0,00)
seklinde yazilr.
N {ZM +]H
B
ve
h=(zd/(aM))" <(22d)/(In2)
segilirse
[F =Cuun (f.0)], KM exp(~(rdaM ") (5.16)
bulunur. Burada K,, f,p ve d ye bagl bir sabittir [6].
Teorem 5.6 Eger f € B(D;) ve h>0 ise 0 zaman
[ f(x)x=n3 £ (kn)=n (5.17)
—o0 k=—c0

Burada
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nzj-g(x)dx
Cemmal f(t+idT)e™" f(t—id”)e ™"
2 2 sin(z(t+id")/h) sin(z(t-id")/h)

Bu integral su sekilde sinirlandirlabilir [6].

|77|< N(f’DS) e—ﬂ'd/h
~ 2sinh(zd/h)

5.2 T uzerinde Nimerik Metodlar

5.2.1 T Uzerinde interpolasyon

integraline
W (—oo, oo) - [a, b]

dontstiimi yardimiyla yaklasilirsa asagidaki esitlik elde edilir.

I :J.F(u)du =IOF(1//(X))://’(x)dx

:héF(W(kh))‘/(kh)m

Bu esitligi elde edebilmek icin (5.17) de verilen trapez kuralindan faydalaniimistir. Eger

f :(F Ol//).l//' fonksiyonuna Teorem 5.6 nin hipotezi uygulandiginda iyi sonuglar elde
edilecektir. Bu islemleri uygulayabilmek icin burada Tanim 6.4 den f e B(DS)

fonksiyonunun D bolgesinde analitik olmasi gerekmektedir [6].

Tanim 5.5 D, w=u+iv dizleminde a=b sinir noktalari ile verilmis bir bélge olsun.

z=¢(w) dénisimiiise @:D— Dg birebir, konform déniisiim olsun. Burada
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D, ={zeC:z=x+iy, |y|<d} (5.18)
ve ¢(a)=—, ¢(b)=o0 olur. Simdide w=y(z) yi ¢ dénisiminiin tersi olarak ele
alalim. Yani

I={weC:w=y(x),xeR}=y(R) (5.19)

olsun. Ayrica B(D), D bolgesinde analitik olan fonksiyonlarin ailesi olsun. O halde

0 <a<1 araliginda asagidaki esitlikler saglanir.

F(w)dw =O(|x" ], x — o0 (5.20)
J [F (w)wf=0(|x")

X+L

Burada L={iy:|y| <d} ve yise D bdlgesinde basit kapali cevredir.

(F,D)= lim HF ) dw] < o0 (5.21)

y—dD

Ayrica h >0 igin dtgum noktalarini su sekilde tanimlayalim [6].

—y(kh), k=0,+142,.. (5.22)

Sekil 5.3 D ve Dy bélgeleri arasindaki konform déntigtim

Teorem 5.7 FeB(D), h>0 ve ¢:D— Dg birebir ve konform bir dénisim olsun.

Eger y =¢ " ve W, =y (kh) ise 0 zaman her & eT =y (R) icin

(=T 3, F<Wk>sinc(&h—kh]

_sin(zp(&)/h) F (w)dw
a8 (G (@)sin (W) )




olur. Ayrica,

. N(F.D)
(P, <55 sinh (zd /h)

Sonug 5.2 F eB(D), h>0 ve ¢:D — D; birebir ve konform bir doniisim, y =¢~

W, = (kh) ve I' =y (RR) olsun. Ayrica &, 8 ve C pozitif sabitlerdir Gyle ki

F(&)] o Joelalbl). ¢
P exp(-Blp(£)). ger,
olur. Burada
I,={&el:¢(&)=xe(—x,0)}
I, ={&el:¢(&)=xe[0,)}
Eger
{5

eun (F)(&)= F($) ZN: F(Wk)SinC£¢(§£]_khJ

asagidaki gibi sinirlandirilir:

o ()L =0l ()
< KMl’Zexp(—(ﬂdaM)ﬂz)
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Burada K, F,d,¢ ve D ye bagl bir sabittir [6].

5.2.2 I Uzerinde Quadrature

Teorem 5.8 F € B(D), h>0 ve ¢: D — D; birebir ve konform bir dénisim, y =¢™

W, = (kh) ve I' =y (RR) olsun. O halde,

n(F)= 1 F($)ds- hki Fmg = %)erg)i str\:v();(zﬁv’v)z(v)v)dw (5.25)
Burada
(4, h)(w) Eexp{—iwh(w) sgn(lm(¢(w))) (5.26)
Ayrica
N(F.D)
()= 2ginn (e /1)
olur.

Teorem 5.9 F € B(D), h>0 ve ¢: D — Dy birebir ve konform bir dénisiim, y =¢™

W, = (kh) ve T =y (RR) olsun. Ayrica &, 8 ve C pozitif sabitlerdir Gyle ki

m‘q: {exp(awf)\), cer,

#E) |exp(-Blp(£)), er,
Burada
FaE{feF:¢(§):Xe(—oo,0)}
I, ={fel:¢(&)=xe[0,)}
Eger




ve

O halde

7 (F )EI (£)E =Ty (F.h.9)
asagidaki gibi sinirlandirilabilir:

. (F)| < Kexp(—(27daM )
Burada K, F,d,¢ ve D ye bagl bir sabittir [6].
5.2.3 T Uzerinde Tiirev

Teorem 5.10 ¢'F/geB(D), h>0, ¢:D— Dy birebir ve konform bir doniisiim,

y=¢" ve I=y(R) olsun. Ayrica K bir pozitif sabittir dyle ki her & eI igin

<Kh™ (m=0,12,..,n)

| qr {g(g)sm(w(g‘)/h)}
de™| 27i(g(w)-4(¢)

wedD

elde edilir. Her & €T igin

(gFro)e))- T 5 ) & {9(5)sin°(¢(§r)w_khﬂ

olsun. O halde her m=0,12,...,n i¢in

dé

KN ¢F /g, D)
h”‘smh(;zd/h)

d"
dg”
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Teorem 5.11 ¢'F/geB(D), h>0, ¢:D— Dy birebir ve konform bir doniisiim,

w=¢" ve I =y (R) olsun. Ayrica K, L bir pozitif sabittir dyle ki her & T igin

e { 27i(¢ ?V(V) #(¢ )))}

 Lagepsn( #5071

<Kh™

wedD

ve

<Lh™ (m=0,12,..,n)
dé

elde edilir. Son olarak «,f ve C pozitif sabitler olmak Uzere asagidaki esitligi

yazilabilir.
F(£) | o0(elb(&)). ¢<T.
9(¢) | |exp(-Blp(£))), ¢eT,
Burada
I, ={fel:$(&)=xe(-»,0)}
I, ={&el:¢(&)=xe[0,)}
olur. Eger
n=|f5m

segilirse ozaman her £ eI igin

S la@Ianorro)e))- - $ B g cpanc( 469
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olsun. O halde

<KM™ exp(~(zdaM)*)  (m=012,..,n)

o0

dm ,
H@[QEM,N (¢ F/g)]

elde edilir [6].

5.3 Sinc-Galerkin Yontemi

Lu(x)=-u"(x)+p(x)u’(x)+q(x)u(x)=f(x), a<x<b

u(a)=u(b)=0 527

seklinde verilen diferansiyel denklemini Hilbert uzayinda diistinelim ve ¢ézimiin u e H
oldugunu varsayalim. {y}  ise Hiloert uzayinda lineer bagimsiz bir kime ve
HN =span{ x4, X, Xn}  Olsun. ueH ¢oziimininiin lineer kombinasyonuyla

u, € Hy yaklasimini tanimlayalim.

uy (X)=> ¢ (X) (5.28)
k=1

Burada {Ck} katsayilari belirlenecektir. Bunun igin bir R, kalan fonksiyonu

tanimlayalim.

Ry (X)=(Luy — )(x) (5.29)
Daha sonra R, ’ e her biri kendisiyle ortogonal olacak sekilde X; € H" elemanlariyla
Hilbert uzayinda i¢ ¢arpim islemini uygulayalim. Yani,

(RN,ZJ.):O, 1<j<N (5.30)

Buradan ¢, katsayilarinin belirlenmesi igin agsagidaki islem uygulanir.

Y(Lzor)e=(f.z), 1<j<N (5.31)

k=1

Dikkat edilirse eger {;(k} (5.27) de verilen sinir sartlarini saglamazsa, yaklasik ¢c6ziimin

de sinir sartlarini saglamasi diistinilemez. Bu ylizden Galerkin metodunda secilen baz

fonksiyonlarinin (5.27) de verilen sinir sartlarini saglamasina dikkat edilmelidir.
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(5.27) deki problemin Galerkin metoduyla ¢6zimi Hilbert uzayi Gzerindeki i¢c carpima

ve {;(i}iw:l fonksiyonlar kiimesinin segimine baglidir. i¢c carpim asagidaki gibi tanimlanir:
b
(f,g)=J. f(x)g(x)w(x)dx (5.32)

Burada w agirlik fonksiyonudur. Bu durumda (5.31) denkleminin sol tarafindaki matris

elemanlari su sekilde yazilir:

(Lo 23) = [ L (%) 2, (x) ()

+a(x) 2 () 5 (x)w(x) dx

a

(5.31) denkleminin sag tarafindaki matris elemanlari ise;

(f.2) =] £ ()5 (x)w(x)dx

D ey T

seklinde yazilir.

Bu ylizden (5.31) de verilen ayrik sistemin kurulmasi integrallerin yaklasimina baghdir.

Sinc-Galerkin metodu i¢in bu integraller quadrature yardimiyla hesaplanabilir [6].

5.3.1 i¢ Carpim Yaklasimlari

(a,b)cR ve ¢ , (a,b) araliginda birebir ve konform bir déniisiim olsun. O halde

asagidaki esitlikleri verebiliriz.

7;(x)=S(i:h)=¢(x)

Esinc{w} , €. (5.33)

Yukaridaki esitliklerden vyararlanarak (5.30) da verilen kalan fonksiyonunun

ortogonalizasyonu su sekilde ifade edilir:
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(Lu,—f,5(j,h)g)=0 (5.34)
Burada,
0 ()= 3 uS(kh)ed(x), mM=M+N+1 (5.35)
k=M
Kalan fonksiyonunun bu ortogonalizasyonu
(Lu—f,S(j,h)op)=0 (5.36)

ic carpiminda (5.34) de verilen i¢ carpimdan daha iyi sonuglar verir.

Teorem 5.9 da verilen quadrature kurali her bir integrale yaklasmak igin kullanildiginda

(5.34) den elde edilen ayrik sistemle (5.36) dan elde edilen sistem ayni olur.

ic carpimlara quadrature kuralini dogrudan uygulamak yerine, Sinc-Galerkin metodu

asagidaki gibi uygulanir.

(puS1:0)-9) = PO (LS (1000 ()

b

=B, —ju(x)(p[S(j,h)o¢]W),(x)dx (5.37)
B, =(up[S(i.h)o¢]w)(x) (5.38)
Burada w agirlik fonksiyonunun sec¢imi B; in yok edilmesine baglidir.
uj(um(xj))zuj :u(xj), x, =¢(jh)
(w5 (i) g) = [0 (x)[S (J.h)e(x)Jw(x)
=B, +[u(x)([S(J.h)o4]w) (x)dx (5.39)
Burada,
B, =(U[S(J.n)ogJw)(x) ~W(S(.h)og]w))(x)] (5.40)
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(5.37) ve (5.39) da verilen integrallerin yaklasimi metodu Teorem 5.8 de verilen
quadrature kuraliyla baslar. Bu yaklasimlari hesaplamak igin asagidaki esitligin

verilmesi gerekir.

5,7 =0 L5 (jh)og(x)]

d¢p X=X,

Burada X, =¢ " (kh)=w(kh) dir. Agik olarak, bu nicelikler (p=0,1,2,...) asagidaki
teoremde verilecektir [6].

Teorem 5.12 ¢: D — D, basit baglantili, birebir ve konform bir dénlsiim olsun. O

halde,
0 . 1, i :k
5, E[S(J,h)o(;ﬁ(x)]X:Xk :{0' }ik (5.41)
d 0, j=k
5jk(l) Eh%[S(J,h)O¢(X):| _ — (_1)k?J | ji k (542)
k k_J
ve
_72-_2, J:k
(2) 2 d? . 3
6y =h d_¢2[s(l’h)°¢(x)}x=x = _2(_1)k—1 ok (5.43)
(k=3)°
ve

- zlh
Sinc(x—JhJ:l J’ oKt gt
h 2 2,

oldugunu hatirlatalim. Boylece asagida verilen genel ifadelere ulasiimis olur.

zlh

d [ (x—ijh\] h=", .
dXA{SInc( - ﬂ:;!t“ cos| t(x— jh)]dt, (5.44)

4n+1 . zlh
%{sin c(x_hjhﬂ __h I t*"Lsin [t(x— jh)]dt , (5.45)
T

0
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4n+2 [ H T zlh
a sinc(x_thJ __h I t*"*2 cos[ t(x— jh)]dt, (5.46)
T

dX4n+2 )
4n+3 [ S\ hiz

% sinc(x_hjhj :% [ t™*sin[t(x—jh) Jdt, (5.47)
L . 0

n=0 igin (5.44)-(5.47) ifadeleri bize (5.41)-(5.43) u verir [6].

Teorem 5.13 ¢: D — Dy basit baglantili, birebir ve konform bir donlsim olsun.

d,h >0 icin asagidaki ifadeler verilebilir:

sGhesw)| b _
‘S|n(7z¢(w)/h) . = 7d =Co(hd) (5.48)
oIS (im)es(w]
gl #d +htanh(zd /h)
_ < =C,(h,d) (5.49)
Sln(ﬂ¢(w)/h) 7d*tanh (7zd /h)
ve
LoIs(im-o]
‘d¢ s%c&hdyﬂ%scxhd) (5.50)

‘ sin(z¢(w)/h)

wedD

Ayrica p=0,12,... igin

C,(h,d)=0(h"?), h—0

Teorem 5.14 ¢: D — Dy basit baglantili, birebir ve konform bir dénlsumdiir.

#(a)=—0, @(b)=+w oldugunuvarsayalimve x, =¢*(kh) olsun.

a) v="f yada qu icin vwe B(D)olsun. O halde,

j(xj)

J(wls (1)) - 2

a
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b) BTl:(up[S(j,h)ogb]w)(x)‘z ve u(p[s(j,h)o¢]w)'eB(D) olmak tizere

BTl =0 olsun. O halde,

¢ @ @ u( pw)
_!(pu’[S(j,h)o¢]w)(x)dx+hkz_;o(upw)(xk)aj:] +h[ (p )](xj)‘

< %[Cl(h, d)N (upwg', D)+C, (h,d)N (u (pw) D)}e‘”‘”h (5.52)

b

ve

a

c) B, =(u'[S(j,h)o¢]W)(x)‘b —[u([s(j,h)oﬂw)’}(x)

a

u([S(j,h)ogﬂW)" €B(D) olmak iizere, B, =0 olsun. O halde,

_5 (2

J(0 s (i) o) S ux)| 22 (s

(1) 14 "
+ 5‘:\ (%WJF 2W'](Xk)}—h(\,\;lu}(xj)

< %[CO (h,d)N (uw",D)+C,(h,d)N (u[¢”w+ 2¢'w'],D)

+C, (N d)N(u(¢)’w,D) e ="

(5.53)

Teorem 5.15 ¢: D — Dy basit baglantili, birebir ve konform bir déniisim olsun.
#(a)=—0 ve @(b)=-+owoldugunu kabul edelim. Ayrica, x, =¢"(kh) olsun. a, B ve

K pozitif sabitler olmak lizere,

< exp(-ap(x)), xeT,
I )‘_K{exp(—ﬁkﬁ(x)‘), xel, (554

Burada f =upw, ug'w, u{%w+2w’} dir
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FaE{éeF:qﬁ(f):Xe(—oo,O)}

I, ={fel:¢(&)=xe[0,0)}

seklinde tanimlanmustir. Ayrica

ve

seklinde secilirse;

a)v=fyadav=qu icin vwe B(D) olsun. O halde,

E(VW[S(Lh)o«,zs])(x)dx_h(%(xj)

<L M2 exp(—(ndaM )”2) (5.55)
Burada L,; v,w ve d ye bagl bir sabittir.

b)u(p[S(j.h)¢]w) €B(D) ve B, =0 olsun. O halde,

; g Oy owy
.E[(pu’[S(j,h)o¢]w)(x)dx+th_;‘A(upw)(xk)é‘g +h{ (p )}(xj)

<L M"Y exp(—(ﬂdaM )1/2)

Burada L;; U, p,w,¢ ve d ye bagl bir sabittir.

c)u([S(j,h)o¢]W)” € B(D) ve B; =0 olsun. O halde,
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(2)

J(TS(m-aw)(9a—n 3 u {‘5 (Fw)(x)

@) 7 n "
A e oo |5 o

<L,M exp(—(ﬂdaM )1’2)

Burada L,; U,w,¢ ve dye bagl bir sabittir.

5.3.2 Ayrik Sistem Kurma ve Hata

Teorem 5.15 de elde edilen sonuglar (5.27) de verilen problem igin ifade edilen ayrik

Sinc-Galerkin sistemine olan bitin yaklasimlariigerir.

j=—-M,...,,0,...,N icin Galerkin denklemleri;

0=(Lu—f,S(j,h)-9)

(1,8 (.h) =)+ (pu, S (i,h)9)
+(au,S(i.h)og)~(.5(i.h)g)

Teorem 5.15 den i¢ carpimlarin yaklasimi asagidaki gibi parcalara ayrilabilir:

N @ 7w
> ux >F () (x)+% (%vwzw'}(xk)}
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+

N @ ul ow)
(Pu',[S(j,h)o¢])+{hZ(upw)(xk)g’; +h[ (Z, )J(Xj)}

k=M

+

(_f,[s(j,h)o¢])+h(%,”j(xj)

+

(o536 -1] 2|

1/2

S(LZM _|_L1M1/2+L0M—1/2+L0M—1/2)ef(7rdaM)

)1l2

<(L, + 1L, +2L, ) Me

)l/ 2

= CMe—(ﬁdaM

Hata terimi olan O(M exp(—(ﬁdaM )1/2)) silindiginde, u(x,) yerine u, yazildiginda

ve (—h) ile béliinduigtinde ayrik sinc sistemi su sekli alir:

) alx)wixg) T (x)w(x;) (5.56)

Bu sistem vektorlerle tanimlanarak daha uygun bir sekilde ifade edilebilir.

U= (U yy Uy greeesUgyeens Uy )

ve

F= (000 (oo () F (%)

olsun. Buradan mxm (m =M +N +1) boyutlu bir Toeplitz matris tanimlayalim.
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ve diogonal matris,

seklinde verilsin. 1) matrisi birim matristir. 1% ve 1 matrisleri de asagidaki gibi

ifade edilir.
o -1 i (D"
2 m-1
1 :
wo| 1 1 (5.57)
2 2
: 1
_ _”_2 2 _2 _2(_1)m—1'
3 2° (m—l)2
2 :
2 . 2
1 = - - - (5.58)
; 2
_2(_1)m71 _3 2 _”_2
(m-1)° 2 3

(5.27) de verilen
Lu(x)=—u"(x)+p(x)u’'(x)+a(x)u(x)=f(x), a<x<b
u(a)=u(b)=0

problemi icin (5.56) daki sistem su sekli alir:
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!

{—iz'(z)D(ﬁw)—l |<1>D(ﬂ+2w'+ ij—D W (Pw) Qw5 D(ﬂ,jf
h h ¢ ) 5

ilerde ortaya cikacak gelismelerden dolayi, katsayr matrisinin ikinci tiirevlere karsilik

gelen kismini ayirmak daha faydali olacaktir. Yani,

A(w)=—L @ _Ljop| & 2w 5 W (5.59)
o h ) oW (e)w

(5.27) nin yaklagik ¢ozim{inn,

U, (x)= ZN: uS(k,h)ep(x), m=M+N+1 (5.60)

o N . . e . . . . .
oldugunu varsayarsak {uk} nin belirlenmesi icin ayrik sinc-Galerkin sistemi

k=—M

{_izI(Z)D(¢’W)_lI(l)D(¢”W+2W'+PWj—D W' +(Pw) —Qw G=D(ﬂj?
h h ! ¢V ¢l

gibi olur [6].

Agirhk fonksiyonu,

w(x)= (5.61)

segilirse

"

" P ,_ — —
{—h—lz|(2)D(¢'W)—%|(l)D(¢\’N+2W'+PW)—D W'+ (Pw) —Qu U=D[ﬂjf

sistemi su sekli alir:

A(%}—EN”D(E,}D —E(EJ +i2 G=D[ 12}? (5.62)
)4 P ) () (#)

(5.59) dan,
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A(%}z—%I(ZHEI(QD ¢”2 +D _i'(l'j (5.63)
#) h h\(¢) (#)\ ¢

bulunur. Burada 4 +2[1j =— 4 dir.

(#)

1
Agirlik fonksiyonunun neden W:g secildigini gorebilmek i¢in (0,1) araliginda

problem (5.27) i disinelim. Kabul edelim ki bu problem x=0 ve x=1 de regiiler,

singliler noktalara sahip olsun. (5.62) deki tiirevleri elde edebilmek icin (5.38) ve (5.40)

deki sinir kosullarinin (BTJ_, j=1 2) ortadan kalkmasi gerekir. Eger ¢(X)= In[ X ]

(1-x)
secilerek bu sinir kosullarinin hesaplanmasinda kullanilirsa, o zaman problemin regiler,

singliler noktalara sahip olmasi durumunda her bir sinir kosulunun sifir oldugu

gorulecektir [6].

O halde «a,f ve k pozitif sabitler olmak Uzere problemin regiler, singller noktalara

sahip olmasi durumunda (5.54) deki esitsizligi su sekilde yazabiliriz:

Xt xe(0,1/2)
(1-x)"", xe[t/2,2)

\p(X)u(X)\SK{
Buradan

(5.64)

X%, xe(0,1/2)
’({(1

- x)ﬁ , xel1/21)
bulunur.

Yukarida anlatilanlari bir tabloda 6zetleyelim:

Diferansiyel Denklem:
Lu(x)=—-u"(x)+p(x)u’(x)+qg(x)u(x)=f(x), a<x<b

u(a)=u(b)=0
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1
W = — icin Sinc-Galerkin Sistemi:

Cizelge 5.1 (5.62) de verilen ayrik sistemin bilesenleri

a b ¢ ¢"2 l’ _i(ij
(#) / 4
Co e mar s aans
b—x b-a b-a (b_a)z
X
0 1 |n[mj 2x-1 X(l—X) ZX(l_X)
0 o In x -1 X 0
) _ o 2tanh?(x)
0 In(sinh(x)) sech”(x) tanh (x) cosh? (x)
—00 0 X 0 1 0
—0 Sinhfl(X) - X 12 (1+X2)l/2 - 21
(x2+l) o+l
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ORNEKLER:

Ornek 5.1 Asagidaki Dirichlet tip sinir deger problemini [0,1] araliginda ¢éziiniiz.

YO L = e
y(0)=0, y(1)=0
Analitik ¢6zimUm{iz asagidaki gibidir;
1834592 917296 , 458648 ;

y(x)= X+ X° + X
887331445 887331445 887331445
188072 14131 . 32 . 1
—~ + X° + X%+ ——x
34571355 29252685 278597 817

1 1 b4

Agirlik fonksiyonumuz wW(X) = ——, X)=In| — | secildiginde, ayrica d =—,

g y () 700 $(x) (l_xj cildig y 5
2 ekh

h:W ve szl — (N=8,16,32,100) alindiginda yaklasik ¢éziim asagidaki gibi
+e

olur:

Cizelge 5.2 N =100 icin Ornek 5.1 de verilen denklemin analitik ¢éziimii ile Sinc-
Galerkin ¢6zimiinden elde edilen nimerik sonuglarin karsilastirilmasi

X Analitik C6ziim Sinc-Galerkin Mutlak Hata
0.2 0.000450466988174113 0.000450466929764516 5.8409597E-11
0.4 0.000893654763766436 0.000893654689218907 7.4547529E-11
0.6 0.001096474957106920 0.001096474871619300 8.5487620E-11
0.8 0.000797109647979786 0.000797109574773798 7.3205988E-11
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N=8 N=16 N=32 N =100
cm-j 0001 0001 o001
o-n 0 o8 0 0008 0 0008
nus 00006 0 0006 0 0006
om 00004 0.0004 00004
ooz 00002 uuz{ 0002
’I'——i':'“i'i"i?“ﬁ——i 07T Tod 06 em 4 0T 0 ae e LY 2 Y I R
e St i . iy

Sekil 5. 4 Ornek 5.1 de verilen denklemin analitik ve yaklasik ¢cézimiiniin grafigi

ORNEK 5.2 Asagidaki Dirichlet Tip Sinir-deger problemini [0,1] araliginda ¢éziiniiz.

Analitik c6zimUmiz asagidaki gibidir:

(x)= 1 14In(x+1)x+14In(x+1)-14x+6x* —12x* IN2+ x* —2x* In 2+ 9x° —18x° In 2
Y )= Taa ~1+2In2

Burada ¢(X):|n(ﬁj, w(x)= ’;Lx) , d:%, h:% ve X =
alindiginda;

(N =8,16,32,100) icin yaklasik ¢oziim agagidaki gibi olur:
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Cizelge 5.3 N =100 icin Ornek 5.2 de verilen denklemin analitik ¢6ziimii ile Sinc-
Galerkin ¢6ziimunden elde edilen nimerik sonuglarin karsilastiriimasi

X Analitik C6ziim Sinc-Galerkin Mutlak Hata
0.2 0.00314134396980435 0.00314134378138869  1.88415721000000E-10
0.4 0.01128904694197050 0.01128904622846880  7.13501861405898E-10
0.6 0.02049668664764170 0.02049668582683820  8.20803253396388E-10
0.8 0.02205723725961330 0.02205723670616530  5.53448662985227E-10
N=8 N=16 N =32 N =100
e e i =

Sekil 5. 5 Ornek 5.2 de verilen denklemin analitik ve yaklasik ¢c6zimiiniin grafigi

ORNEK 5.3 Asagidaki Dirichlet Tip Sinir-deger problemini [-1,4] araliginda ¢dziiniiz.

Analitik ¢6zimim{iz asagidaki gibidir:

x%e* —x%e ' +15e* —6xe* +6xe " —7e* —8e™
(X): 2(e4_ef1)

X+1
Burada ¢(x)=In (Ej,

alindiginda;

(N =8,16,32,100) icin yaklasik ¢oziim agagidaki gibidir:
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Cizelge 5.4 N =100 icin Ornek 5.3 de verilen denklemin analitik ¢éziimii ile Sinc-

Galerkin ¢d6ziiminden elde edilen nimerik sonuglarin karsilastiriimasi

Analitik C6ziim

Sinc-Galerkin

Mutlak Hata

0.2

0.4

0.6

0.8

1.0

1.2

1.4

1.6

1.8

2.0

-0.768735600700030

-1.494977232326020

-2.178172723246240

-2.817647649506660

-3.412578267829700

-3.961958455904090

-4.464559333163800

-4.918879941496040

-5.323087006521950

-5.674941361858750

-5.971708083510550

-6.210046727765300

-6.385877267459800

-6.494216346163350

-6.528977278586750

-0.768735573640717

-1.494977256431750

-2.178172789883010

-2.817647724013040

-3.412578329155590

-3.961958531301040

-4.464559424139430

-4.918880051407700

-5.323087129044260

-5.674941494327020

-5.971708201060930

-6.210046817516560

-6.385877325019590

-6.494216361246050

-6.528977261410670

2.7059313E-8

2.4105730E-8

6.6636770E-8

7.4506380E-8

6.1325890E-8

7.5396950E-8

9.0975630E-8

1.0991166E-7

1.2252231E-7

1.3246827E-7

1.1755038E-7

8.9751260E-8

5.7559790E-8

1.5082700E-8

1.7176080E-8

58



N=% [N=16 N=32 [N=100
S Galerkon Approamatin S Caerkn Approamaton S Calerkon Approcmation S Gualerkon Appraamation
1 1 ; 34 1 1 ; 14 1 1 ; L) 4 1 ; 3 4

|i 11 1 1

21 2 2 2

y ’i ¥ y? y?

4 4 4 4

-51 5 5 5'

5 % % 51

Sekil 5. 6 Ornek 5.3 de verilen denklemin analitik ve yaklasik ¢céziimiiniin grafigi

[27].

5.3.3 Sinir Kosullarinin incelenmesi

Sinir sartlari homojen olan 2. mertebeden Dirichlet-tip sinir-deger problemleri bir
onceki bolliimde incelenmistir. Simdi ise sinir sartlari homojen olmayan sinir-deger

problemleri incelenecek ve sinir sartlari homojen hale getirilmeye calisilacaktir.

u"(x)+p(x)u’(x)+a(x)= f(x)

(5.65)

Dirichlet tip sinir deger problemini ele alalim. Yukarida verilen homojen olmayan sinir

kosullarini homojen hale getirebilmek icin;
v (X)=u(x)~A(x)
doénisumini kullanalim. Burada A fonksiyonu keyfi bir fonksiyondur.
u(a)=4,
oldugundan
w(a)=6,—A(a)
olur ve buradan
A(a)=6, ve y(a)=0

yazilabilir. Benzer sekilde;
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oldugundan
v (b)=0,~A(b)
olur ve buradan
A(b)=0, ve w(b)=0
yazilabilir.
A(a)=6, ve A(b)=0,

ise A(x) fonksiyonunu su sekilde yazilabilir:

A(x)=6,- a(f__b"f’) +(9°a:§(’}x

O halde,

u(x)=w(x)+A(x) dénisimi (5.65) denklemine uygulanirsa;

[ () +A()] + POy ()+ AT +a(x)[w ()+A()]= (%)
elde edilir. Buradan da
v () + A () + P ([ (x)+ A () J+a(x)[w (x)+ A(x)]= T (x)
bulunur. Son olarak
v (9)+ POV (X)+a () (x) = F (x)=A"(x)= P ()A (x)-q (X)A(x)  (5.66)

esitligi yazilabilir.

a(6,-o,) (90—0'0]
A(X)=6,— 5.67
()=, a—b Lawb ) (5.67)
oldugundan
6, —o,
A(x)="-->2L 5.68
(X)=""% (5.68)
ve
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A"(x)=0 (5.69)
olur. Diger yandan
f(x)-A"(x)- p(x)A'(x)—q(x)A(x):?(x) (5.70)

olsun. O halde (5.67)-(5.69) degerleri (5.70) denkleminde yerine konulursa;

F(x) = (x)- p(x){m}—q(x){@,—a(i’__bo-o)+(€°_O-OJX}

a-b a-b

elde edilmis olur.

O halde (5.66) denklemi (a,b) araliginda su sekilde ifade edilir:
v (x)+P(x)w’ (x)+a(x)w (x) = f(x)
w(a)=0, w(b)=0 xe(ab)

Sinir sartlarini homojen hale getirdigimiz icin bir 6nceki bolimde verilen homojen sinir
sartlara sahip Dirichlet-tip sinir deger problemindeki islem adimlari burada da

uygulanabilir.
ORNEKLER:

Ornek 5.4 Asagidaki Dirichlet tip sinir deger problemini [4,5] araliginda ¢6ziiniiz.

2

Wy(x)+% y(X)+xy(x)=-x

y(4)=3, y(5)=5

Céziim: Yukarida verilen diferansiyel denklemi /(x)=y(x)—(2x—5) donisimii

yardimiyla sinir sartlari homojen olan su denkleme déndstirilebilir:

w"(X)+y' (X)+ Xy (X)=4x—-2x" -2
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Bu durumda agirlik fonksiyonumuz w(x)= ! , ¢(X):In()(;4j segildiginde,
#'(x) 5-X
7 2 4+5"
ayricad==—, h=— ve X, =— N =2,25,50) alindiginda yaklasik c6zim
Y > " e N e | ) alindiginda yakiasik ¢

asagidaki gibi olur:

Cizelge 5.5 N =2 icin Ornek 5.4 de verilen denklemin analitik ¢c6ziimdi ile Sinc-Galerkin

¢6ziminden elde edilen nimerik sonuglarin karsilagtiriimasi

Analitik Coziim

Sinc-Galerkin

Hata

4.01

4.12

4.23

4.34

4.45

4.56

4.67

4.78

4.89

3.24837931263645

5.69317279439807

7.56811129823016

8.83380338208509

9.48045393820920

9.52755727923440

9.02214665820230

8.03566124181426

6.65957378702612

2.99249395178039

5.13591168607570

7.01926659012397

8.19665473414149

8.78072159805612

8.85287598996678

8.44739962991028

7.56921137053139

6.25522121869284

0.25588536085606

0.55726110832236

0.54884470810617

0.63714864794360

0.69973234015303

0.67468128926764

0.57474702829198

0.46644987128285

0.40435256833328
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Cizelge 5.6 N =25 icin Ornek 5.4 de verilen denklemin analitik ¢dziimii ile Sinc-

Galerkin ¢6ziimunden elde edilen nimerik sonuglarin karsilastirilmasi

X Analitik Coziim Sinc-Galerkin Hata
4.01 3.24837931263645 3.24761793093466 0.00076138170179
4.12 5.69317279439807 5.69216988485706 0.00100290954102
4.23 7.56811129823016 7.56693875054215 0.00117254768794
4.34 8.83380338208509 8.83253554362754 0.00126783845764
4.45 9.48045393820920 9.47916373593040 0.00129020227875
4.56 9.52755727923440 9.52631213094993 0.00124514828442
4.67 9.02214665820230 9.02100706400654 0.00113959419576
4.78 8.03566124181426 8.03467649580012 0.00098474601413
4.89 6.65957378702612 6.65878155013920 0.00079223688696
Cizelge 5.7 N =50 i¢in Ornek 5.4 de verilen denklemin analitik ¢6ziimii ile Sinc-
Galerkin ¢6zimiinden elde edilen niimerik sonuglarin karsilastiriimasi
X Analitik Cozim Sinc-Galerkin Hata
4.01 3.24837931263645 3.24836588619198 0.00001342644447
4.12 5.69317279439807 5.69315498988760 0.00001780451047
4.23 7.56811129823016 7.56809048695052 0.00002081127967
4.34 8.83380338208509 8.83378092572673 0.00002245635834
4.45 9.48045393820920 9.48043107036081 0.00002286784830
4.56 9.52755727923440 9.52753519639600 0.00002208283843
4.67 9.02214665820230 9.02212642954350 0.00002022865876
4.78 8.03566124181426 8.03564377234149 0.00001746947285
4.89 6.65957378702612 6.65955977184326 0.00001401518284
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Sekil 5. 7 Ornek 5.4 de verilen denklemin analitik ve yaklasik ¢c6zimiiniin grafigi

Ornek 5.5 Asagidaki Dirichlet tip sinir deger problemini [0,5] araliginda ¢6ziiniiz.

2

V()Y () +¥() =X

y(0)=1, y(5)=2

Coziim: Yukarida verilen diferansiyel denklemi w(x):y(x)—(1+%xj déniisimii

yardimiyla sinir sartlari homojen olan su denkleme dénisturilebilir:

l//"(X)—i—W'(X)—H//(X):gX—g

Bu durumda agirlik fonksiyonumuz w(x)=

, B(x)= In(%) segildiginde,

kh
_ e (N =5,10,50) alindiginda yaklasik ¢éziim

V4 2
ayrica d=—, h=—— ve X
' WL

asagidaki gibi olur:
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Cizelge 5.8 N =5 icin Ornek 5.5 de verilen denklemin analitik ¢6ziimii ile Sinc-Galerkin
¢6ziminden elde edilen nimerik sonuglarin karsilagtiriimasi

Analitik Cozim

Sinc-Galerkin

Hata

0.3

0.6

0.9

1.2

1.5

1.8

2.1

2.4

2.7

3.0

3.3

3.6

3.9

4.2

4.5

6.59231896061343

10.2501879214131

12.2158409277531

12.7993244322551

12.3369940324148

11.1587377159028

9.56419337472987

7.80746482700392

6.08931321355532

4.55548890955299

3.29974117454763

2.37006088966939

1.77683664775654

1.50179885217560

1.50685733503920

6.08232792026070

9.88445110694136

11.9618740272051

12.6016032565812

12.1999392286029

11.1078052109042

9.60779766309878

7.92393609995027

6.23505570301662

4.68485321279215

3.38673472601719

2.42197631426271

1.82862487460864

1.57922994529150

1.56730560626486

0.509991040352730

0.365736814471720

0.253966900548015

0.197721175673871

0.137054803811852

0.050932504998605

0.043604288368910

0.116471272946354

0.145742489461296

0.129364303239156

0.086993551469560

0.051915424593319

0.051788226852099

0.077431093115900

0.060448271225657
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Cizelge 5.9 N =50 icin Ornek 5.5 de verilen denklemin analitik ¢6ziimi ile Sinc-
Galerkin ¢d6ziimiunden elde edilen nimerik sonuglarin karsilastiriimasi

X Analitik Cozim Sinc-Galerkin Hata

0.3 6.59231896061343 6.59226283957753 0.000056121035895
0.6 10.2501879214131 10.2501402766472 0.000047644765672
0.9 12.2158409277531 12.2158033085776 0.000037619175512
1.2 12.7993244322551 12.7992970655294 0.000027366725870
1.5 12.3369940324148 12.3369763841789 0.000017648236048
1.8 11.1587377159028 11.1587286608208 0.000009055082016
21 9.56419337472987 9.56419140152648 0.000001973203339
24 7.80746482700392 7.80746821844359 0.000003391439603
2.7 6.08931321355532 6.08932037275128 0.000007159195989
3.0 4.55548890955299 4.55549827826052 0.000009368707520
3.3 3.29974117454763 3.29975150685076 0.000010332303106
3.6 2.37006088966939 2.37007108622379 0.000010196554390
3.9 1.77683664775654 1.77684599573350 0.000009347976920
4.2 1.50179885217560 1.50180680968876 0.000007957513172
4.5 1.50685733503920 1.50686365990981 0.000006324870558
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Sekil 5. 8 Ornek 5.5 de verilen denklemin analitik ve yaklasik ¢c6zimiiniin grafigi

Ornek 5.6 Asagidaki Dirichlet tip sinir deger problemini [-1,1] araliginda ¢dziiniiz.

2

dx?

y(x)

y

dy
dx

(-1)

(x)+y(x)=—xsinx

-1, y(1)

=1

Céziim: Yukarida verilen diferansiyel denklemi y(X)=y(x)—x déniisimi yardimiyla

sinir sartlari homojen olan su denkleme dénustirilebilir:

Bu durumda agirlik fonksiyonumuz W(x)=

T
ayrica d==, h
y 2

asagidaki gibi olur:

w" (X)+y' (X)+ Xy (x)=—xsinx—1

ve X

K =

(-0, (1)
1
#(x)
_ —1+e"
1+e"
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X+1
—X

j secildiginde,

(N =2,15,50 alindiginda yaklasik ¢6zim




Cizelge 5. 10 N =2 i¢in Ornek 5.6 da verilen denklemin analitik ¢6ziimdi ile Sinc-

Galerkin ¢6ziimunden elde edilen nimerik sonuglarin karsilastirilmasi

X Analitik Cozlim Sinc-Galerkin Hata
-0.99 - 0.97344012941099 -0.991203652102618 0.01776352269163
-0.88 -0.70312369034463 -0.769024777553948 0.06590108720932
-0.77 - 0.46872808024475 -0.521528051154086 0.05279997090934
-0.66 -0.26488637244198 -0.310530933828274 0.04564456138629
-0.55 -0.08691515899133 -0.130283814713859 0.04336865572253
-0.44 0.06921860413701 0.026199959697742 0.04301864443927
-0.33 0.20693190466689 0.163995102444321 0.04293680222257
-0.22 0.32906162719569 0.286614419991964 0.04244720720373
-0.11 0.43790249583669 0.396487787568738 0.04141470826795
0.00 0.53524720851379 0.495876895432002 0.03937021308178
0.11 0.62242883154160 0.584199539800486 0.03822929174112
0.22 0.70036539868978 0.663959270695003 0.03640612799478
0.33 0.76960654456062 0.735053508686995 0.03455303587363
0.44 0.83038189869467 0.797737668306150 0.03264423038853
0.55 0.88265087517125 0.852105476532149 0.03054539863910
0.66 0.92615341330065 0.898135028778437 0.02801838452222
0.77 0.96046115890746 0.935600020626140 0.02486113828132
0.88 0.98502852313650 0.962672383732711 0.02235613940379
0.99 0.99924301698668 0.986840517158898 0.01240249982778
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Cizelge 5.11 N =50 icin Ornek 5.6 da verilen denklemin analitik ¢dziimi ile Sinc-

Galerkin ¢6ziimunden elde edilen nimerik sonuglarin karsilastiriimasi

X Analitik Cozlim Sinc-Galerkin Hata
-0.99 - 0.97344012941099 -0.973442002825437 0.00000187341447
-0.88 -0.70312369034463 -0.703125466483632 0.00000177613900
-0.77 - 0.46872808024475 -0.468729765045202 0.00000168480044
-0.66 -0.26488637244198 -0.264887976152558 0.00000160371058
-0.55 -0.08691515899133 -0.086916690114092 0.00000153112275
-0.44 0.06921860413701 0.069217137333023 0.00000146680398
-0.33 0.20693190466689 0.206930494347565 0.00000141031933
-0.22 0.32906162719569 0.329060269258520 0.00000135793717
-0.11 0.43790249583669 0.437901183504930 0.00000131233176
0.00 0.53524720851379 0.535245909752640 0.00000129876115
0.11 0.62242883154160 0.622427592724409 0.00000123881719
0.22 0.70036539868978 0.700364187432612 0.00000121125717
0.33 0.76960654456062 0.769605359806471 0.00000118475414
0.44 0.83038189869467 0.830380739832614 0.00000115886205
0.55 0.88265087517125 0.882649740188311 0.00000113498294
0.66 0.92615341330065 0.926152298787679 0.00000111451297
0.77 0.96046115890746 0.960460065873027 0.00000109303443
0.88 0.98502852313650 0.985027452549284 0.00000107058721
0.99 0.99924301698668 0.999241969157796 0.00000104782890
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Sekil 5. 9 Ornek 5.6 da verilen denklemin analitik ve yaklasik cdzimuniin grafigi
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BOLUM 6

SONUC ve ONERILER

Sinc-Galerkin metodu 2. mertebeden singiiler, Dirichlet-tip sinir-deger problemlerine
uygulanmis ve analitik c¢ozimlerle karsilastirildiginda etkili sonuclar alindigi
gortlmustlir. Verilen 6rnekler incelendiginde hata oraninin, sinc grid noktalarinin (N)
sayisi attirildiginda daha da azaldigi gorilecektir. Ayrica 2. mertebeden singiiler,
Dirichlet-tip sinir-deger problemlerinin ¢6zimi icin etkili ve hizh bir sinc-Galerkin
algoritmasi gelistirilmistir. Bir dnceki bolimde verilen bitin hesaplamalar ve grafikler

Maple’da hazirlanmistir.

Maple kodlari EK-A ‘da verilmistir.
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EK-A

HOMOJEN OLMAYAN SINIR KOSULLARI iCiN SINC-GALERKIN
ALGORITMASI

restart;

with(linalg):

with (LinearAlgebra) :

Eq:=diff (y(x) ,x$2)+P(x) *diff (y(x) ,x$1)+Q(x) *y (x)=F(x) :
N:=50:

d:=Pi/2:

h:=2/sqrt (N) :

init a:=-1:
init b:=1:
Phi[0]:=-1:

theta[0]:=1:

P(x):=1:
Q(x) :=0:
F(x) :=-x*sin(x) :

Boundaries:=y(init_a)=Phi[0],y(init_b)=theta[0]:
exactSolution:=unapply (rhs (dsolve ({Eq,Boundaries})) ,x):

Lambda(x):=((Phi[O]—theta[O])/(init_a—init_b))*x+Phi[0]—
init _a*(Phi[0]-theta[0])/(init_a-init b):

LL:=unapply (Lambda (x) ,x) :
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FNew:=1lhs (subs (y (x) =0+Lambda (x) ,Eq) ) :
FNew:=F (x) -simplify (FNew) :

EgZeroBoundary:=1lhs (Eq) =FNew:

delta[0] :=unapply (piecewise (j=k,1,j<>k,0),]j,k):

delta[l] :=unapply (piecewise (j=k,0,j<>k, ((-1)* (k-3) )/ (k-
3)),3,k):

delta[2] :=unapply (piecewise (j=k, (-Pi*2) /3,j<>k,-2* (-1) * (k-
j)/ (k-3)*2),3,k):

xk:=unapply((init_a+init b*exp(k*h))/(l+exp (k*h))  k):
phi:=unapply(log((x-init a)/(init b-x)) ,x):
Dphi:=unapply (simplify (diff (phi (x) ,x)) ,x):
g:=unapply (1/Dphi (x) ,x) :

D2phi :=unapply (simplify (diff (phi (x) ,x$2)) ,x):
D3phi :=unapply (simplify (diff (phi (x) ,x$3)) ,x):
D4phi :=unapply (simplify (diff (phi (x) ,x$4)) ,x):
Dg:=unapply (simplify (diff (g(x) ,x$1)) ,x):
D2g:=unapply (simplify (diff (g(x) ,x$2)) ,x):
D3g:=unapply (simplify (diff (g(x) ,x$3)) ,x):
D4g:=unapply (simplify (diff (g(x) ,x$4)) ,x):

sys:=[]:

for p from -N to N do
sys:=[op (sys),
h* (

sum(y[j]1*( (1/h*2)*delta[2](p,]j)*( Dphi(xk(j))*g(xk(])) )
+

(1/h*1) *delta[l] (p,J) *(
(D2phi (xk (j) ) /Dphi (xk (j))) *g (xk (j) ) +2*Dg (xk (j))) +
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(1/h”0) *delta[0] (p,J) * ((D2g(xk (j)) /Dphi (xk(j))))
) ,j=-N. .N)

-sum(y[J]*(

(1/h*1) *delta[l] (p,j) * (subs (x=xk (j) ,P(x) *g(x)))+
(1/h~0) *delta[O0] (p,j) * (subs (x=xk (j) ,diff (P (x) *g(x) ,x)))
/Dphi (xk (J))

) ,j=-N..N)

+y [p] *subs (x=xk (p) , g (x) *Q(x) ) /Dphi (xk (p))
-subs (x=xk (p) ,g (x) *FNew (x) ) /Dphi (xk (p) )
)=0]:

od:

evalf (sys):
vars:=seq(y[i] ,i=-N..N):

A,b:=LinearAlgebra[GenerateMatrix] (evalf (sys), [vars]):

c:=linsolve(A,Db):

ApproximateSol:=unapply (sum(c[j+N+1l] *sin (Pi* (phi (x) -
j*h) /h) / (Pi* (phi (x) -j*h) /h) , j=-N..N) ,x) :

plot([exactSolution (x) ,ApproximateSol (x)+Lambda (x) ] ,x=init

a..init b, title = "Sinc-Galerkin
Approximation",labels=["x","y"], legend = ["Exact
Solution", "Sinc-Galerkin"], 1linestyle = [solid,
longdash]) :

Digits := 15:

Exact:=[] :Apprx:=[] :Err:=[]:
for s from init _a+.01 by .11 to init b-.01
do
Exact:=[op (Exact) ,evalf (exactSolution(s))]:
Apprx:=[op (Apprx) ,evalf (ApproximateSol (s)+LL(s))]:

Err:=[op (Err) ,evalf (abs (ApproximateSol (s)+LL(s) -
exactSolution(s)))]:

od:
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