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ONSOZ

Matematiksel modellerinin olusturulmasi uygulamali bilim dallarinda biiyiik bir dnem
tagimaktadir. Bu alanda yapilan ¢alismalar bilgisayar teknolojisinin gelismesi sonucunda
oldukga biiyiik bir ilerleme kaydetmistir. Yapilan arastirmalarda fonksiyonlarin yaklasik
degerlerini bulma ve interpolasyon yontemlerinin siklikla kullanildig1 goriilmektedir.
Rasyonel interpolasyon yontemleri polinom tipi interpolasyon yontemlerine gére daha iyi
sonug¢ vermektedir. Bu nedenle rasyonel interpolasyon yontemlerinin aragtirilmasi bilimsel
arastirmalar i¢in dikkate degerdir.

Bu ¢alismanin hazirlanmasinda her tiirlii yardimi benden esirgemeyen ¢ok degerli hocalarim,
Prof. Dr. Mustafa Bayram ve Dog. Dr. Fatih Tas¢1’ ya en icten dileklerimle tesekkiir ederim.

Aralik 2007

Bayram Ali IBRAHIMOGLU
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OZET

Bu tezde, lineer olmayan interpolasyon yontemlerinden rasyonel interpolasyon yontemleri
incelendi. Bu yontemler ile interpolasyon polinomlarinin elde edilmesi ve rasyonel
interpolasyon polinomlarinin hesaplanma yontemleri agiklandi ve bunlarla ilgili algoritmalar
verildi. Ayrica bu rasyonel interpolasyon yontemlerinden rasyonel Hermite interpolasyon
yontemi kullanilarak agik ve kapali formiiller elde edildi. Bu formiiller adi diferansiyel
denklemler i¢in baslangic deger problemine uygulanarak elde edilen yaklasik ¢oziimler tam

coziimler ile karsilastirildi.

Anahtar kelimeler: Rasyonel interpolasyon, Rasyonel Hermit interpolasyonu, Thiele'nin
devamli kesir genislemesi, Rasyonel interpolasyon polinomlarini hesaplama yontemleri,
Baslangi¢ deger problemi.
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ABSTRACT

In this thesis, we have considered rational interpolation techniques, which are techniques of
nonlinear type. With the help of these methods, interpolation polynomials are obtained
techniques for calculating the rational interpolating polynomials are explained and algorithms
related to these are given. Besides Hermite interpolation, which is one of the rational
interpolation methods is used to obtain explicit and implicit formulas.The formulas obtained
are applied to the initial value problem for ordinary differential equations. The approximate

and exact solutions are also compared.

Keywords: Rational interpolation, rational Hermit interpolation, Thiele's continued fraction

expansion, Methods to compute rational interpolants, Initial value problem.
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1. GIRIS

Interpolasyon kelimesi, elementer anlamda bir fonksiyonun tablo halinde verilmis
degerlerinden hareketle, bu fonksiyonun bu aralikta bilinmeyen degerlerini hesaplama
islemidir(Bayram M., 2002). Ayn1 deyim genis anlamda, verilen fonksiyonlara yaklasim
yapmak icin bir temel ydntemdir(Davis,1965). Interpolasyon yontemleri  rasyonel
interpolasyon, polinom tipi interpolasyonu, spline interpolasyonu ve trigonometrik

interpolasyon seklinde siniflandirilir(J. Stoer, R. Bulirsch).

Niimerik analizde ¢esitli niimerik problemlerin ¢odziimiinde fonksiyonlarin yaklasik
degerlerini bulma ve interpolasyon yontemlerinin siklikla kullanildigr goriilmektedir.
Kullanilan bu tekniklerden lineer olmayan ydntemlerin lineer yontemlerden daha iistiin
oldugu bilinmesine ragmen bu konuda az sayida kaynak ve ¢alisma vardir. Bu ¢alismada

lineer olmayan tekniklerden biri olan rasyonel interpolasyon yontemi ele alindi.

Rasyonel interpolasyon konusunda H. Padé 1901 yilinda rasyonel interpolasyon
polinomlarinin tablosunu olusturmustur. Padé bu calismasinda interpolasyon polinomlarinin
olusturulmasinda devamli kesirlerin kullanilabilecegini gostermistir. Thorvald Nicolai
THIELE 1906 yilinda devamli kesir temeline dayanan rasyonel interpolasyon polinomlarimin
hesaplanmasi i¢in kendi adini tastyan bir yontem gelistirmistir. Thiele ayn1 zamanda karsilikl
ters farklar1 (reciprocal differences) ilk tanimlayan kisidir. Thiele bu sayede bir fonksiyonun
Taylor acilimina benzer devamli kesir genisletmesinin elde edilmesini saglamistir (Brezinski,

1991).

Rasyonel interpolasyon ydntemi polinom tipi interpolasyon yontemine gore daha istiindiir.
Ciinki rasyonel fonksiyonlar polinomlarin orani oldugundan polinomlardan ¢ok daha zengin
bir fonksiyon sinifi olustururlar. Daha biiylik olan bu fonksiyonlar simnifi, daha dogru
yaklastirma olasiligini artirir. Ozellikle kutuplara (tekil noktalara) sahip olan foksiyonlara,

Ornegin tan(X), rasyonel interpolasyon teknigi ile yaklasilmasi polinom interpolasyon

teknigine gore daha iyi cevap verir, ¢linkii polinomlarin tekilligi yoktur(J. Stoer, R. Bulirsch) .

Rasyonel interpolasyon yoOntemleri kullanilarak lineer olamayan denklem sistemleri, adi
diferansiyel denklemler, kismi diferansiyel denklemler ve integral denklemler ¢oziilebilir. Bu
calismada rasyonel interpolasyon polinomlarin1 hesaplama yontemleri verilip, bu
interpolasyon  polinomlarinin  olusturdugu tablo yapist incelenerek interpolasyon
polinomlarinin hesaplayan algoritmalar verildi. Bir fonksiyonun devamli kesir seklinde seriye

acilmasini saglayan ve rasyonel yaklasim temeline dayandigi i¢in Taylor ag¢ilimindan daha iyi



sonug veren Thiele devamli kesir genislemesi verilerek, bu teknik baslangi¢ deger problemine
uygulandi. Bagka bir rasyonel interpolasyon yontemi olan ve diger rasyonel interpolasyon
yontemlerinden daha genel olan rasyonel Hermite interpolasyon yoOntemi verilerek
yakinsaklik durumu incelendi. Bu yontem kullanilarak elde edilen ag¢ik ¢ok adim ve kapali tek
adim formiiller ile devamli kesir genisletmesiyle elde edilen formiil adi diferansiyel
denklemler i¢in baglangi¢ deger problemine uygulandi. Elde edilen sonuglar tam ¢6ziim ile

karsilagtirildi.



2. TEMEL KAVRAMLAR

Bu boliimde, tezde kullanilan bazi temel kavramlar verilecektir.

2.1 Tanim: Eger f (X) fonksiyonunun X = X, da her mertebeden tiirevi varsa,

o £ " )
f(X)=Zﬂ(x—xo)”=f(><o)+f’(xo)(x—xo)+f ()%)(X_Xo)z"'"""f( (x°)(><—><o)"+---

o N 2! n!

serisine f (X) fonksiyonunun X = X, daki Taylor Serisi denir.

2.2 Tammm: X bir degisken ve C bir sabit olmak {izere

ian(x—c)n =a,+a (x—C)+a,(x—c) +---+a, (x—c) +---
n=0

serisine ¢ merkezli kuvvet serisi denir.

2.3 Tamm:c,,be R ve X ler de degiskenler olmak iizere,
C,X +CX, +---+C,X, =D

seklindeki bir ifadeye lineer denklem denir.

a;, b € R ve X bilinmeyenler olmak iizere

a, X, +a,X, +---+a,X =b,

In“*n
a, X, +a,X, +--+a, X, =h,

X +a,X +-+a, X, =b,

seklindeki bir ifadeye lineer denklem sistemi adi verilir.

2.1)

(2.2)

(2.3)

2.4 Tamim (Rasyonel interpolasyon Problemi): f , kompleks diizlemin bir alt kiimesi olan

G iizerinde tanimli bir fonksiyon ve {Xi}ieN’ G ’ye ait farkli noktalarin bir dizisi olsun. p

polinomunun tam derecesini Op ile gosterelim. f nin(m,n) mertebeden rasyonel

interpolasyon problemi,
p(¥) =2 ax
i=0

ve



a(x) = z b,x’
i=0
polinomlarini bulmaktan olusur. Burada p(X)/q(X) indirgenemez ve

f(xi)zap(xi) ) i=0,..,m+n (2.4)

f(x)a(x)-p(x)=0, i=0,...,m+n (2.5)
lineer denklem sistemini ele aliriz.

Bu (2.5) ifadesi m+n+1 tane denklemden olusan bir homojen denklem sistemidir. Burada,

p ve q’nun & ve b, Kkatsayilariin toplami m+n+2 dir(J. Stoer, R. Bulirsch). Bu

nedenle (2.5)’in her zaman en azindan bir tane asikar olmayan(nontrivial) ¢6ziimii vardir.

(2.5)’in farkli ¢6ziimlerini bulmak igin su teoremi verebiliriz.
2.1 Teorem:

p,, 0, ve P,, 0, polinomlarinin her ikisi de (2.5)’ i sagliyorsa, p,d, = p,q, olur.
Ispat:

p,d, — P,q, polinomu i¢in

(PG, — Py0 ) (%) =[(fa,— p,)a, —(fa,— p,)a, ](%)=0 i=0,..,m+n (2.6)

yazabiliriz.

d(p,9, - p,d,)<m+n oldugundan, yukaridaki (2.6) ifadesinin sag tarafindaki ifadenin
m+n dereceden biiyiik dereceli terimleri sifirlanir. (2.5)’in tiim ¢dzlimleri ayni zamanda
(2.4)’1 saglamayabilir. (2.5)’i saglayan p ve ( polinomlarimin p/q’yu indirgeyecek sekilde
olmas1 miimkiindiir. Bununla birlikte, 2.1 Teorem den dolayi, (2.5)’in tim ¢6ziimleri ayni
indirgenemez bi¢ime sahiptir. (2.5)’1 saglayan p ve ( i¢in p/(g’nun indirgenemeyen
formunu

_ Py
I’m’n(X)— qo( )



ile gosterecegiz. Burada ,(x), q,(%,)=1 olacak sekilde normalize edilmistir. r,  (x)’ e
f "nin (m, n) mertebeden rasyonel interpolasyon polinomu denir(Cuyt ve Wuytack , 1987).

Boylece 2.1 Teorem den asagidaki sonucu yazabiliriz.

2.1 Sonug:

m,ne N olmak iizere, f ’in (m,n) mertebeden tek bir rasyonel interpolasyonu vardir.
“Interpolant” terminolojisi kullanilmasina ragmen r (X), (2.4)’deki interpolasyon

m,n

kosullarini artik saglamiyor olabilir (Liibbe W. , 1983). Basit bir 6rnekle bunu gosterelim.

2.1 Ornek: x,=0,x, =1,x,=2 ve f(x,)=0,f(x)=3,f(X,)=3 olsun. m=n=1 olarak

alalim. Bu veriler tablo halinde asagidaki sekilde gosterilir.

Tablo 2.1 Ornek 2.1 'in degerleri

i XI f(Xi)
0 0 0
1 1 3
2 2 3

Bu tablodaki degerler

m=1igin, p(x)=> ax => ax =a,+ax
i=0 i=0

n 1
n=1icin, q(x)=> bx =>bx =b +bx'
i=0 i=0

formiillerinde kullanilirsa,

X, =0 icin  f(x)q(X))— P(X)) =0
f (0)(b, +bx))— (8, +a,x)) =0
0(b, +b,0)- (a, +8,0)=0
a,=0



x =1 icin  f(x)a(x)—p(x)=0
f(D(b, +bx)— (8, +a,x) =0
3(b0+b1)_ (a0+a1):0

X, =2 igin f(Xz)q(Xz)_ p(Xz) =0
f(2)(b, +b1X;)_ (a, +alxi) =0
3(b0+2b1)— (a,+2a,)=0

olur. Buradan,

lineer denklem sistemi elde edilir. Bu denklem sistemini ¢ozersek,
a,=0,a =3b
b, =1 i¢in
a,=0,a=3,b,=0
elde edilir. Bu ¢6ziimlerden birini
p(x)=a, +a,x=3X
ve
q(x) =b, +bx=x
dir.

2.1 Teorem den dolay1 denklem sisteminin tiim ¢oziimleri

r(x)=-"Po(x) =
0= ()=

indirgenemez formundaki rasyonel interpolasyon polinomunu verir.



fx)=2(x), i=0,.2
q

X, =0 igin f(x,)# 22 (x,)
Ay
0=3
X =1ici =5
=ligin f(x)=—(x)
d,
3=3
X, =0 ici _ P
, =0icin f(x,)=—(X,)

0

3=3.

Goriildugi gibi x, =0 igin 1, (X) , (2.4) deki interpolasyon kosullarini saglamamaktadir.Yani
f(x) e karsilik gelen interpolasyon polinomunun X, =0 noktasindaki degeri f(X)in bu

noktadaki degerinden farklidir.

2.1 Temel Ozellikler

2.1.1 Rasyonel interpolasyon Polinomlarmin Ozellikleri

Fn =Py /0, f nin (m,n) mertebeden bir rasyonel interpolasyon polinomu olsun. p, ve g,
(2.5) kosularin1  saglamiyorsa, p, ve Q,’1 kullanarak (2.5)’in bir ¢oziimii olan p ve (
polinomlarini olusturabiliriz. m’ ile p,’m tam derecesini, n' ile ¢, mn tam derecesini

gosterelim.

2.1.1.1 Teorem:

o ()=T2(x)

.
Qo
f nin (m,n) mertebeden bir rasyonel interpolasyon polinomu ise bu durumda

p(x)=p,(x) [T, (x-¥)

Ve

a(x)=a,(x) [Tr.(x-%)



(2.5)1 saglayacak sekilde 0<s<min(m-m'n-n') kosulunu saglayan bir S tamsayisi ve

{Xgs--Xp.n} in elemani olan S tane y,,..., Y, noktasi vardir.

Ispat:

P, (X) ve q, (X) (2.5)’in bir ¢éziimii olsun. Bu durumda

(f q])(xi): pl(Xi) 5 i=0,...,m+n
olur.

Buradan, eger ¢, (X )=0 ise p, (X )=0 olur. Buradan {y,,... Y}, q,(x)’in {X,..X,.,} ¢ ait

“'m+n

stfirlarinin kiimesi olarak yazilabilir. Boylece,

t0) =TT (x=%)

ifadesini olustururuz. Eger

r(x)=o(x
ma(¥) = ()

ise,

Py (x) =V (x) t(x) Py (%)

A, (%) =v(x) t(x) gy (x)

olacak sekilde bir v polinomu vardir. Sonug olarak
s=at3min(m—m', n—n').

X, € {Xgseees Xpun b \AVises V) igin g, (%) £ 0
oldugundan dolay1

X, € {Xgseees Xen } N4 V1o Y} igin (£ 0) (%)= Py (%)

olarak bulunur.

p(X)=p,(x)t(x) ve q(x)=0,(x)t(x) olarak aliirsa bu durumda p ve q da aym zamanda



(2.5) 1 saglar. Sonug olarak, (2.4)’deki rasyonel interpolasyon probleminin bir ¢6ziimii ancak

ve ancak p,(X) ve q,(x)’in (2.5) kosullarim sagladig zaman vardir.

2.1.2 Rasyonel interpolasyon Polinomlarinin Tablosu

f nin (m,n) mertebeden rasyonel interpolasyon polinomlar1 asagidaki sekilde bir tablo

olarak diizenlenebilir.

Tablo 2.2 (rasyonel interpolasyon polinomlarmin tablosu) nin

Tablo 2.2 Rasyonel interpolasyon polinomlarinin tablosu

o Tor Yoo
o Ny T
Lo Ny
Lo Gy

interpolasyon polinomlarini daha agik bir bigimde agagidaki sekilde yazabiliriz.

_ 9 _ & _ q,
o = 1= h, +b "2 = +hx+bX’
0 0 + IX 0 + 1X+ 2X
P& Tax oA Tax , a, +a,x
1,0 — L1 — 1,2 2
b, b, +b,x b, +b,x+b,x
_a,tax+ax Ca,tax+ax Ca,tax+ax
2,0 — 21— 22 2
b, b, +b,x b, +b,X+b,X
2 3 2 3 2 3
P& tax+axi+ax _ g tax+ax +ax _ g tax+ax +ax
30 b, M b, +,x b, +bx+b,x +bx

Bu tabloda, ilk siitunda f’nin interpolasyon polinomlarini ve ilk satirda % ’in interpolasyon

polinomlarmin tersleri bulunur. 2.1.1.1 Teorem i yardimiyla,

m,n

{Zgseeos Zyyomia

r.(z)="f(z),i=0,.,m +n+t olacak sekilde {x,

Xpin ) i¢inde, t>0 olmak iizere

} nin en az m'+n'+t+1 tane noktasi bulunur.

temsil ettigi rasyonel
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2.1.2.1 Teorem:

fn (X)=22(x)

Qo
Ve
@ (fa,-p)(x)=0 i=0,..m+n+t
M (fa—-p)(x)#=0 i=m+n+t+l..,m+n

olsun, bu durumda

() m<k<m+t ve n'</<n +t’yisaglayank ve / igin:

r, (x)=22(x).

4,
(d m<m+t ve n<n +t dir.
Ispat:

m<k<m+t ve n'</<n +t yisaglayank ve / igin, S:min(k—m',ﬁ—n') ve

1) =TTl (x=%)

olarak tanimlanir.

p(x)=p,(x)t(x) ve g(x)=0,(x)t(x) igin (a)dan
(fa-p)(x)=0 i=0,...m+n+t+s

bulunur.

k+/<m +n +t+s oldugundan dolay1

(fa-p)(x)=0 i=0,..k+/



11
oldugu i¢in

Py

r =
k¢
%

yazilir. p,/d,, P/g nun indirgenemez formu oldugundan dolay1, burada p ve
(fa—p)(x)=0 i=0,...m+n

esitligini  saglar. 2.1.1.1 Teorem e gore, m+n<m'+n'+t+s olacak sekilde
0<s< min(m -m',n—n ') 1 saglayan bir s tamsayist bulmak miimkiindiir. S nin {ist

sinirlarindan  m ve N nin {ist sinirlart olan m'+t ve n'+t ist sinirlar elde edilir. Bu da ispat1

tamamlar.

2.1.2.1 Teorem deki (b) kosulunun, yalnizca (a)’daki t tamsayisinin miimkiin olabildigince

biiylik olmasini saglamak i¢in gereklidir. Rasyonel interpolasyon polinomlar:1 tablosu

{Xys---Xpsn} interpolasyon noktalarindan

(fa—p)(x)=0

kosulunu saglayan X, noktalarinin interpolasyon kiimesinde son noktalar olacak sekilde

stiralandig1 zaman Tablo 2.2 de gosterilen blok yapist olusur. Segilen m ve n i¢in bdyle bir

indeksleme her zaman yapilabilir ve bu durumda r,, .’den olusan ve en ug kosesinde 1., .,

bulunan bir kare i¢indeki tiim rasyonel interpolasyon polinomlarini diisiiniirsek, bu karenin

koselerindeki interpolasyon polinomlarinin  p, /¢, ’a esit oldugunu goriiriiz. Bu durumu

daha iyi anlamak i¢in su 6rnege bakalim:

f(x)=1, f(x)=1, f(x,)=5/3, f(x)=5/2, f(x,)=17/5, f(x,)=13/5 ,x =i

i=0,...,5 olsun. Bu durumda,

; X:po(x):1+x2
12(x) Qo (X) 1+

olur ve ( fq,—p,)(%)#0 iken ( fq,—p,)(%)=0,i=0,...,4 olur. Buda 1, =r,,=r, =r,

oldugunu gosterir. Bu durumu Tablo 2.3 ‘teki gibi gosterebiliriz.
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Tablo 2.3 Rasyonel interpolasyon polinomlari tablosundaki kare yapisi

r0,0 r-0,1 r‘0,2 r0,3
fo o No T
r-2,0 r2,1 r2,2 r-2 3
r3 0 r3,1 r3 2

Eger interpolasyon noktalar1 2.1.2.1 Teorem’deki kosullar1 saglayacak sekilde
numaralandirilmazsa, rasyonel interpolasyon polinomlar1 tablosundaki iki elemanin, esit
elemanlt bir kareye sahip olmaksizin, esit olmalari miimkiindiir. 2.1.2.1 Teorem’deki
interpolasyon noktalarinin numaralandirmasindaki bir karisiklik, blok yapidaki bir bozuklugu

beraberinde getirir. Bu durumu su sekilde aciklariz.

X =i,i=0,...3 ve f(x,)=2, f(x)=3/2, f(x,)=4/5, f(x)=1/2 oldugunda

X
rl,O(X): rz,l(x):z—a

olarak buluruz, fakat

2 1
ho(X)= _EX_EXZ
A\~

2-5x/7
%W (=107

dir.Bu durum Tablo 2.4 ‘te gosterilmistir.



13

Tablo 2.4 Rasyonel interpolasyon polinomlari tablosundaki kare yapisinin bozulmasi

IFo,o rO,l fo2
r
1,0 I I
1,1 1,2
»
rz,o ,
rz,o

m+n'+t>k+l1

esitsizliklerini sagladiginda ve 2.1.2.1 Teorem °‘deki kosullar saglandiginda ¢6ziime sahiptir.

2.1.3 Normalite

Tablonun bir elemani tabloda yalmizca bir kez goriiniiyorsa, o 6geye normal adi verilir.
r (X) rasyonel interpolasyon polinomlari normalitesi i¢in gerekli kosul asagidaki teoremde

m,n

belirtilmistir.

2.1.3.1 Teorem:

Fon :&
B
normal ve (fg,—p,)(%)=0,i=0,..,m+n"ise bu durumda

(@ m=m'ven=n'

(®) (fg,—p,)(x)#0 i=m+n+lm+n+2

olur.
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Ispat:
(fdy—Po)(X)=0 ,i=0,...,m+n'

oldugundan dolay1 r,  =r,. . dir. Buradan r, . normalise m=m' ve n=n' olur.

n

Simdi ( fo, — Py ) (Xpsny ) =0 oldugunu kabul edelim. Boylece

IFm n = r-m-¢-1,n = rm,n+1
olur. Bu r  nin normalitesi ile ¢elisir.

(fdy = Py ) (Xponsr ) = O ise,

p(x) = (X_Xm+n+1) Po (X)

buradan,
(fa—p)(x)=0 , i=0,...m+n+2

esitligi saglamir. Boylece, 1. =1, ., ., olurkibu, yine r  ’in normalitesi ile gelisir.

2.1.3.1 Teorem deki (b) sonucuna gore
(fa,— Py )(X)#0 , esitsizligi i>m+n+1 igin
gecerli olmaz.

(a) ve (b) kosullarinin | (X) ’in normalitesini garanti etmeye yeterli olmadigini agiklayalim.

X =1,i=0,1,2,... ve f(x)=0, f(x)=1, f(x)=3, f(x)=4, f(x

i I):i, i:4,5,6,...
olsun. m=1 ve n=0 igin 2.1.3.1 Teorem deki (a) ve (b)yi saglayan r, (x)=Xx’i buluruz.
Ancak r, . normal degildir, ¢iinkii kK>3 ve 1>2 igin r =1, dir. Bununla birlikte, r,  ’in

> 'm,n

normalitesi i¢in yeterli bir kosul diizenlemek miimkiindiir.
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2.1.3.2 Teorem
I’m n = &
’ d,

m=m', n=n' ve {x} . dizisinden en fazla m+n+1 nokta igin ( fg, - p,)(%)=0

ise, r. normaldir.

Ispat:
I, in normal olmadigmni, diger bir ifadeyle k>m,I>n igin ve k+I>m+n ile birlikte

fn =T, oldugunu varsayalim. 2.1.1.1 Teorem e gore 0<s<min(k—m,I—n) kosullarim

saglayan bir S tamsayis1 vardir.

p(x)=p,(x) [T, (x-.)

Ve

a(x)=0,(x) [Tr.(x-%)

polinomlari
(fa—p)(x)=0 , i=0,... k+l

yi saglayacak sekilde s tane {y,,...,y,} noktas: bulunur. Béylece {X |, ’deki en az k+I+1-s
nokta i¢in (fg,—p,)(%)=0 olur. s, k-m ve I-n ile istten suurh oldugu igin,
k+1+1-s>m+n+1 sonucuna variriz. Buda {x, }ieN noktalarindan, en fazla m+n+1 nokta

i¢in ( fg, — p,)(X ) = 0’1n saglanmasi gergegi ile elisir.
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3. RASYONEL INTERPOLASYON POLINOMLARINI

HESAPLAMA YONTEMLERI

Bundan sonra, her rmﬂn(x) rasyonel interpolasyon polinomlarinin (2.4) interpolasyon
kosullarimi sagladigim kabul edecegiz. Ornegin bu min(m-m',n—-n')=0 oldugunda

saglanir.

3.1 interpolasyon Polinomlarinin Devamh Kesirler Halinde Gosterimi

3.1.1 Tanim: a, ve b, reel veya kompleks say1 (veya fonksiyon ) olmak iizere

b, + ala 3.1)
b, + 2a
b, + 3
b, ..
q
+
b, +
ifadesine devaml kesir denir.Bundan sonra devamli kesri
a a a
b, + l|+ 2|+ a3|+~--+ '|+--- (3.2)
b o b, b
veya
00 a
bO + z|_'|
i=1 ]
seklinde gosterecegiz. (3.3)
n ai |
C,=b+>.— , n=012,- (3.4)

ifadesine (3.3) devamli kesrinin n. yakinsagi denir(Cuyt ve Wuytack , 1987). Eger

limC, =C

X—0

limit degeri mevcut ve sonlu ise devamli kesir yakinsaktir denir. C ise devamli kesrin

degeridir.C | nin rasyonel ifadesi
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P, P.b,,a,b,..,a,b)

n

n_Q_n Qn(bO’al’bl""’an’bn)

(3.5)

seklindedir.

3.1.1 Teorem: Eger
P,=LPR =b,,Q,=0,Q,=1
ise,

Pn = bn Pn—l +a, Pn—z
s n>1 (3.6)

Qn = bn Qn—l +a, Qn—2

esitlikleri saglanir.

3.1.2 Teorem:

I’m n :&
Tq
Ve
IFm+k,n+(7 :&’ ( k’ EZ 0 )
a,
ise,

ov < max(k—l,é—l)
Ve
( P.q, - pqu)(x) = V(X) Bm+n+1 (X)

olacak sekilde bir v(x) polinomu vardir. Burada B, (X)= H:n(x —X;) dir.

Ispat:
Moo V€ I, rasyonel polinomlarinin her ikisinin de (2.4) i sagladigimi kabul edelim. Bu

durumda
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(f ql_pl)(xi)=0 , 1=0,..,m+n
(f d,—p,)(%)=0 , i=0,.,m+k+n+/

olur. Sonug olarak,
(P —p,0) (%) =[(f &, —p,)a J(x)-[(f &= p)a [(x)=0 . i=0,..,mn

olur ve (p,g,—p,q)(X)=V(X)B,,,. (X) olacak sekilde bir Vv(x) polinomu vardir.

o(p,0, — p,0,) < max(m+n+k,m+n+7) oldugundan ov<max(k—1,/~1) yazlr.

T = {rk,O’ Moo Tesnno rk+2,1""} , k=0

rasyonel interpolasyon polinomlar1 gz oniine alalim.

Tablo 3.1 Rasyonel interpolasyon polinomlarin tablosundaki basamak yapisi

I’k 0 r-k 1 r-k,2 r-k 3
I‘-k+1,0 r-k+1,1 r-k+],2 rk+],3
r-k+2,0 rk+2,1 I‘-k+2,2 r-k+2,3

rk+3,0 rk+3,1 k+3,2

Bu polinomlar iisteki tabloda gosterildigi gibi bir merdiven basamak yapisi olusturur. Bu

durumda d, (i>0) katsayilarini

dy+d, (X=X, )+ d (X=X ) (X=X,)

k+1(X_X0)"'(X_Xk)‘+ dk+2(x_xk+1) dk+3(X_Xk+2)‘ " (3.7)
1 | 1 | 1

d
"

devamli kesrin yakinsaklarinin T, *nin ardisik elemanlar olacak sekilde hesaplayabiliriz.
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3.1.3 Teorem: T, "daki her {i¢ ardisik eleman birbirinden farkliysa, d,,; #0 , i >1 saglayan,
N. yakmsagin T, nin (n + 1). elemanina esit oldugu (3.7) bi¢iminde bir devamhi kesir vardir.

Simdi d, (i > O) katsayilarint hesaplamak i¢in kullanilabilecek yontemleri agiklayalim.

3.2 Ters Farklar

G’de verilen bir f fonksiyonu igin ters farklar
@, [x]=f(x) ,G’deki her X igin

X =Xy
%[Xl]_%[xo]

o [ %0 %] = , G’deki her X,, X, i¢in

X = Xy

Dy [Xo,---, Xi_a» Xk]_ Dy [Xo:---, Xy_2» Xk—l]

Dr [Xos Xpaevos Xias Xy X | =

seklinde tanimlanir(Cuyt ve Wuytack, 1987).

@[ Xoo-s %] ya Xgs..., X, noktalarina gore f nin k. ters farki diyoruz. Ters farklar, son iki

noktanin siralamasindan bagimsiz olmasma ragmen, genellikle X;,...,X, noktalarinin

numaralandirilmasina baghdir.

K] x| x| 6.8
4 [ d | d

d, +

formunda bir devamli kesrin interpolasyonunu hesaplamak icin tablo 3.2 deki ters farklarin
bulunmasi gerekir.
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Tablo 3.2 Ters farklar tablosu

(/’o[xo]
(Do[x1] (01[X0ax1]
(00[)(2] (/’1[X0=X2] [X X X2]

D [Xs] ¢1[X03X3] ¢2[X0=X17X3]

¢0[Xn] ¢1[X0’ n] (DZ[X Xl’Xn] (on[XO,...,Xn]

3.2.1 Teorem:

(3.8) “deki devamh kesirde d; = ¢, [X,,...,%] ise C, (X ) tamml oldugundan (3.8) i¢in

n. yakimsag: olan C, ,

esitligini saglar.
ispat:

Ters farklarin tanimindan, n>1 igin:

f(x)=p[x]

X — X,
¢1[Xoax]

=P [X0]+

X—X,

:%[Xo]"' X—X,

§02 [X07 X17 X]

X=X, |+ X=X, | X=X, |
‘(01 1] ‘¢2[X0’X1 Xz] [0’ ’an’x]

%[X

oldugundan,
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d; =@ [X),.... x| ile birlikte C, istenen interpolasyon kosullarin saglar.

X=X, | X=X |

+ +...
‘(01 [X09X1] ‘¢2 [Xosxlsxz]

Py [Xo]"'
devamli kesrine Thiele interpolasyon devamli kesri denir. Bu teknigi daha iyi anlamak i¢in
asagidaki ornegi inceleyelim.

3.2.1 Ornek:

x=i,1=0,...,3 f(x)=1, f(x)=3, f(x,)=2ve f(x)=4

verilerini géz Oniine alalim. Ters farklar tanimindan

1
3 1/2
2 2 2/3

4 1 4 3/10

degerlerini elde ederiz. Buradan

. X|+ X_1|+ x—2|_5x2—5x—6_r(x)
/2 | 2/3 " ]3/10 4x-6

rasyonel fonksiyonu r(x )= f(x) , i=0, ..., 3 esitligini saglar.

Bir 6nceki 6rnekte hem ters farklarin hesaplanmasinda hem de r (Xi ) degerlerini bulmada bir
zorlukla karsilasmadik. Hesaplamadaki giicliiklerin varligin1 birka¢ 6rnek ile agiklayalim.
Simdi tekrar x, =0, X, =1, X, =2 olmak iizere f(x,)=0, f(x)=3=f(x,) verilerini ele

alalim. Bu durumda ters farklar tablosu soyle olur:
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0
3 1/3
3 2/3 3

Buradan

bulunur. Bu interpolasyon polinomu X=X, ic¢in tanimli degildir. Bundan dolay:

r(x,)=f(x,) interpolasyon kosulunun saglanmasi garanti edilemez.

322 Ornek: x =i, i=0,...,4 igin f(x)=1, f(x)=0, f(x,)=2, f(x)=-2 ve

f(x,)=5 verilerini dikkate alirsak, ¢,[X,,X,%] eleman tanimsiz olur. Bu elemanda say1

bolii sifir tanimsizligi olusur. Bu durumu daha agik olarak

Tablo 3.3 Ornek 3.2.2 'nin degerlerinin hesaplanmasi

i X; f(%)=a[%]
0 0| afx]=1
1 1 eax]=0 | afx.x]=-1

2 2 ¢O[X2]=2 (pl[XO,X2]=2 ¢1[X0,X1,X2]=

S IN|w|—

3 3 (00[X3]:—2 ¢)1[XO,X3]=—1 ¢1[x0,x1,x3]:

4 4 ¢0[X4]:5 ¢’1[X05X4]:1

X, — X 1-0
o [xx ] =K L0_
1[ ’ 1] ¢0[Xl]_¢0[xo] 0-1

X, — X
olxx] - 270 5
1[ ’ 2] (Po[xz]_@o[xo] 2-1

X; =X, _3-0

¢0[X3]_¢0[X0] S -2-1 -

D [X09X3]:

3
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X, =X, _4—0_1

¢0[X4]_¢0[X0] 5-1

b

?, [X09X4]:

0, [ X0, X %, | = %=X __2-1 1
S ¢1[X0’X2]_¢71[Xoaxl] 2-(-1) 3

(p[x xx]: X; =X _ 3-1 :g
T o X% - e [ % %] (D-(=D 0

seklinde yazabiliriz.

Bu, s6z konusu rasyonel interpolasyonun olmadig anlamina gelmez. Interpolasyon verilerinin
basit bir permiitasyonu, hesaplamaya devam edilebilmesini saglar. Bu veriler asagidaki

sekilde tekrar diizenlenirse, yani

X, =0, X, =2, X,=1, X; =3 ve X, =4 i¢in,

Tablo 3.4 Ornek 3.2.2 'nin degerlerinin tekrar diizenlenerek hesaplanmasi

| X f(x)=p[%]

ol o | @[x]=1
1] 2 (po[xl]=2 ¢1[X0,Xl]:2
2| 1 | g[x%]=0 | & [Xx%]=-1 %[Xo’xwxz]=%

¢0[X3]:_2 ¢1[X0’X3]:_1 ¢2[X09X19X3]:_§ %[XO’X]’XZ’X3]:_3

4 ¢O[X4]=5 ¢1[)(()’)(4]:1 ¢2[XO’X“X4]=_2 (/73[X0!X1’X2!X4]:_% ¢4[X0,X1,X2,X3,X4]:%

degerlerini elde ederiz. Buradan da

x| x=2| x-1 x-3] 23x*-85x+62
r(x)=1+—+ + + =
2 |1/3 | -3 [7/12 12x*—59x+62

rasyonel interpolasyon polinomunu elde ederiz. Bu ifade i=0, ..., 4 igin r(x )= f () olur.

Simdi karsilikli ters farklar1 verelim. Bu ters farklar bizi verilerin siralanmasina bagimli

olmaktan kurtarir.
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3.3 Karsilikh Ters Farklar
G’de verilen bir f fonksiyonunun karsilikli ters farklari

po[X]=f(x) , G’deki her x igin

X =%
pO[Xl]_pO [Xo]

pl[xo,xl]z ,  G’deki her X, X, i¢in

X=X
P [X0: Xz]_p1 [X09X1]

25 [ %> %, % | = +p,[%] + G’dekiher x,,X,X, igin

X — X

P [XO,---, X2 Xk]_pk—l [XO,---, X2 Xt

P [Xoses X ] = ]+pk2[x0,...,xk2]

seklinde tanimlanir. G’deki her X,...,X, 1i¢in, pk[xo,...,xk] ifadesine, f fonksiyonun
Xy5---» X, Noktalara karsilik gelen, K. karsilikli ters farki denir. Ters ve karsilikli ters farklar

arasinda yakin bir iliski vardir. Bu iliski agagidaki teoremdeki gibidir.
3.3.1 Teorem:

k>2 i¢in ve G’deki tiim X,,..., X, "lar igin
(po[xo]:po [XO]
D [XO’XI] =P [XO’XI]

B [Xo s X ] = P [Xoseees X | = i [ X evos X2 ]

olur.

Ispat :

Yukaridaki bagntilar, tanimlarin sonucudur.

Yukaridaki teorem agagidaki onemli 6zelligin ispat1 i¢in yardimcidir.
3.3.2 Teorem:

oy [XO,..., Xk] ifadesi, X,,...,X, noktalarinin indeks sirasina baglh degildir.
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Ispat:

(3.8) devamli kesrini goz oniinde bulundurulur ve (3.6) yineleme bagintisindan

{P‘:dipi—l*'(x_xi—l)Pi‘z i=1 K

Qi :diQi—] +(X_Xi—1)Qi—2 ’
yazilir. Buradan k. yakinsagi; k=2j, (jeZ") igin,

a, +aX+..+a;x’

by +0,X+...+b, X!
ve
k=2j—1igin

a, +aX+...+ax’

j-1
by +bX+...+b; X

seklinde elde ederiz.

Her iki durumda da pay ve paydadaki en yiiksek dereceli terimlerin katsayilarini, k. yakinsagi

icin yineleme bagintilar1 ve bir 6nceki teoremi kullanarak hesaplariz:

k ¢ift oldugu durumda

ve k tek iken

aj=1

by = o [Xer-n % ]

elde ederiz.
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o [Xo,..., Xk] rasyonel interpolasyon polinomundaki katsayilarin orani olarak goriindiigiinden

X5 % nin  indeks sirasindan bagimsizdir, ¢linkii rasyonel interpolasyon polinomunun

kendisi bu siralamadan bagimsizdir.

(3.8) formundaki interpolasyon devamli kesri, su sekilde de hesaplanabilir: Karsilikli ters

farklarn ~ bir  tablosu olusturulur.  dy=p,[%,], d, =p[%.%] ve =2 igin
d =p, [Xoa---a X ] ~Pia [Xo’---: Xi-z]
degerleri hesaplanir.

Simdiye kadar, sadece azalan basamak olan T,’da bulunan rasyonel interpolasyon
polinomlari olusturduk. T, , k > 0 daki bir rasyonel interpolasyon polinomunu bulmak i¢in su

yontem izlenir:

Co+C (X=X )+t C (X=X )ec( X=X ;)

Gt (X=%) ) (x=%,)| X_Xk+l|+x_xk+2| (3.9)

+ +...
| 1 | dk+2 | dk+3

bi¢iminde, yakinsaklar1 T, *nin elemanlar1 olan devamli kesir elde edilir.

Ik iki yakinsagi olan 1, ve K, ., f nin sirasiyla k ve k+1 dereceli polinom interpolasyon

polinomlari oldugu igin, Cy,...,C,,, ler f[X,],.... f [Xy,..., X, ] "in boliinmiis farklaridur.
Ornegin ..., yi hesaplamak igin (3.9)’ un (2l)inci yakinsagma ihtiyacimz vardr.

d

«; katsayilarin1 bulmak i¢in

yazariz, burada

P(X)=Cy+C (X=X, )+t C (X=X )ec( X=X ;)
q(X)=Cppy (X=X ) (X=X, )

dir. s yi tanimlamak i¢in sdyle devam ederiz:

rk+/,,!((xi):f(xi) i=0,....k+2/
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kosullar1 S nin

s(xi):& , i=k+1,...k+2¢

esitligini saglamasi gerektigini gosterir. Bu sebeple, s(X)

X_Xk+1| n X=Xci2

+...
| dk+2 | dk+3

1+

devamli kesrinin (2¢—1) inci yakinsagidir. Dolayisiyla ()

f-p
fonksiyonunun rasyonel interpolasyon polinomlar1 tablosunda azalan basamak olan T,’in
elemamdir. c,...,C,,, katsayilan bilindiginde q/(f—p) fonksiyonu kurulabilir ve bunun

ters veya karsilikli ters farklari hesaplanabilir. d,,,, i1>2 katsayilar1 bu ters farklardir.

Boylece , f fonksiyonu igin T, *daki bir elemanin hesaplanmasindan

f-p
icin T, ’daki bir elemanin bulunmasina indirgenmistir. Bu durum asagidaki tabloda daha acik

bir sekilde gosterilmistir.
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Tablo 3.5 T, ve T, daki azalan basamak yapis1

r0,0 r0,1 r-0,2 r-0,3
fo T | N2 N
r-2,0 r2,1 r2,2 r2,3

Mo PRI PP

r-k+1,0 r-k+1,1 r-k+l,2 l’k+l,3

rk+2,0 rk+2,1 rk+2,1 rk+2,3

rk+3,2

r-k+3,0 r-k+3,1

3.4 QD(Quotient Difference)-Algoritmasinin Bir Genellemesi

Simdi,
(k+1)
K Conr (X=X )oer (X=X =0 (X=X,y)
gk(x):co+Zci(x—xo)(x—xl)...(x—XH)+---+ o (X=%)- k)‘+ 1(k+1) -
i=1 | 1 ‘1 +0; (XO - Xk+1)
_el(k+1)(x_xk+2) ‘ _qgkﬂ)(x_x"”) ‘ —egk“)(x—xm) ‘+ (3.10)

+ + +
‘1 + e1(k+l) (Xo ~ X2 ) ‘1 + qgkﬂ) (Xo — X3 ) ‘1 + egkﬂ) (Xo - Xk+4)

devamli kesirleri goz oniine alalim. Bu durumda asagidaki teoremi yazabiliriz.
3.4.1 Teorem:

T, ’daki her ii¢ ardistk eleman birbirinden farkliysa, (3.10) formunda, i>1 i¢in ¢, #0,

.(k+])

qi(k+1) £0, e(k+1) £0, 1+ qi(k+1) (Xo ~Xyri ) 0 ve l+e

(Xo = X21) # 01 saglayan ve n.

yakinsaginin T, "nin (n + 1) inci elemanina esit oldugu bir devamli kesir vardir.
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Ispat:

T, *daki elemanlar i¢in

P Prcsi,
Keisj —

i=j,j+1vej=0,1,2, ...

K+, j

ve g, (x)’in yakinsaklari i¢in

n

C :% , n=0,1,2,... ve Q,=Q =1

n

yazariz. n. yakinsagi

il (n>0)
Q,
ifadesine esit olan devamli bir kesir elde edilir ve bu elde edilen kesire denklik doniistimii
uygulanirsa
PQ.. ~P.Q ‘
e PQ_ —-P
| +z IQI 1 i— IQI (3.11)
| i=1 |+1Q| 1 PI IQI
PQ.,-R.Q

olur.

p n+lf|n
S S s L P
Q3] qk{nu H

i¢in, 3.1.2 Teorem den, i>1 olmak iizere,a, # 0 ve b. # 0 olmak kosullariyla

+1QI

PQ.. - P ~
pQ,—p,Q (%)
P|+1Q| 1 Pl lQH—l _
PQ.-P.Q

elde ederiz. Boylece (3.11) deki devamli kesir
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Co+C, (X=X, ) et C (X=X ) (X=X, )+ C|k“ (X_XO)'I"(X_X" I3 |ai (x—bka)
i=1

olur. ., # ., oldugundan ¢, #0 olur.

Ayni zamanda, (3.11) i¢in

et

2 12

2

12

T

ifadeleri de dogrudur. Boylece

1:Qn(XO):ann—l(XO)_'_an(XO _Xk+n)Qn—2(X0):bn +an(X0 _Xk+n)

elde edilir.
i >1 igin
(k+1)

Ay, =—(;

a‘2' = —e.(kH)

yazilir ve (3.11)’nin (3.10) seklinde yazilabilecegi goriiliir.

(3.10y°daki g*" ve e*" Kkatsayilarmi hesaplamak i¢in asagidaki yineleme bagmntilari
kullanilabilir. Simdi, g, (x) devamli kesrinin ¢ift kismum ve g, (x) devamh kesrinin tek
kismini hesaplayalim. Bu  sekilde hesaplamalar, r, I, h.,,... yakinsaklar ile aym

interpolasyon polinomunu verir. Bdylece
k>1 igin

el) =0

0
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ve £>1 ve k>1 igin

Q) —al el 140 (% = Xa1) |
1+q/z (Xo_xk+2471)

k+1 qekH [1 + egk) (Xo ~ Xy )J
( |:1 + q/h+1 ( 0 Xk+2€—l )i| + eghﬂ ( qkarl )( 0 Xh+2€+l )

a =

yazilabilir (Claessens G, 1981).

Bu katsayilar genellikle agagidaki tabloda oldugu gibi siralanir.

Tablo 3.6 QD-algoritmasinin katsayilari

6!
q\"

el g!"
9" 0,

el” el” el
at” 0’

e}’ el” e’

Yine, iist indis tablodaki bir kdsegeni ve alt indis de bir siitunu belirtir.

3.5 Gragg Algoritmasimnin Bir Genellemesi

Bir oOnceki algoritma qd-algoritmasinin genellestirilmisidir ve algalan basamaklardaki
elemanlar1 hesaplamak i¢in kullanilir. Gragg algoritmasini da genelleyebiliriz ve ylikselen
basamaklardaki rasyonel interpolasyon polinomlarin1 bulabiliriz (Claessens G, 1976).

Burada, rasyonel interpolasyon polinomlar: tablosunun normal oldugunu kabul ediyoruz.
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k>1 i¢in
Sk :{rk,O’ eoro> Teorrs Teeaaoeeos Toxoro rO,k}
basamagini ve

K e (X=X ) (X=X £ s £ Q)
fk(x):cO+ZCi(x—x0)...(x—xi1)—|"( ) h])|_|xl—x‘_|ll_‘_|xjx‘_'"_|xix‘ (3.12)
k k k

i=1

seklindeki devamli kesirleri diisiinelim.
3.4.1 Teorem‘e benzer sekilde, S, ’nin ii¢ ardisik eleman: birbirinden farkli oldugu siirece,
f,'nin ardisgik yakinsaklari S, ’nin elemanlar1 olacak sekilde, fi(k) =0 ve Si(k) #0

katsayilarinin var oldugu ispatlanabilir.

S, ve S,,, komsu basamaklari arasindaki bagintidan yararlanarak, asagidaki yineleme

bagintilar1 yazilabilir:
k>1 igin

W, = (17 F)[X;,.. X ] igin

st U=0
£ =0
£ 2 G
1 Ck
MRS
k Wk
Ve

k>1 ve 1</<k-1 igin

Sgk) = Sgﬁl) + fa(kil) - f/,(k) _(Xk - Xk—l)

(3.13)



33

fg(k) ve sgk) katsayilar1 asagidaki tabloda goriindiigii gibidir.

Tablo 3.7 Gragg algoritmasinin katsayilari

fl(O) fz(])
S(()O) Sl(1)

f1(1) f2(2)
S(()l) sl(2)

f1(2) f2(3)
S(()2) 81(3)

Bu tabloda her bir yukar1 egimli kosegen, (3.12) deki devamli kesri olusturmak icin gerekli
katsayilar1 igerir.

3.6 Genellestirilmis € - Algoritmasi

Yine, iki komsu basamak olan S, ve S 1 goz oniine alalim. Bunlarmn her biri (3.12)

m-+n+1

seklindeki devamli bir kesir tarafindan temsil edilir. S, den olusan devamli kesrin ardisik

yakinsaklari (3.6) ‘daki yineleme bagintilar1 vasitasiyla elde edilebilir (Liibbe W. , 1983).

pm,n
Un

r =

m,n

oldugu g6z Oniine alinirsa,

_ (m+n)
pm—l,n+l - (X - Xm+n) pm—l,n - fn+1 pm,n

(3.14)
qm—l,n+1 = (X - Xm+n ) qm—l,n - fn(J:nlJrn)qm,n
ve
pm—l,n = pm,n - Sr(1m+n) pm,n—l
(3.15)

_ (m+n)
qm—l,n - qm,n - Sn qm,n—l

olur.
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Boylece, (3.14)’u kullanarak,

(m+n

)
_ pm—l,n+1 + fn+1 pm,n pm,n

(m+n -

B )
qm—l,n+l + fn+1 qm,n qm n

s

m-1,n m,n

_ pm—l,n+1qm,n - pm,nqm—l,n+1

O (Gt + £ ")

esitligini, (3.14) ve (3.15)’ 1 kullanarak

pm’n pm,n (X ~ X — fn(flm) ) - pm—l,n+1
qm,n qm,n (X ~ X — fn(zm) ) - qm—l,n+1

B pm—l,n+1qm,n - pm,nqm—l,n+1
qm,n |:qm,n (X — X — fn(ﬂm) ) - qm—l,n+1:|

elde ederiz.

Bu iki bagintiy1 birlestirerek,

qm,n
1 - (X %pn) ]
- - m-1,n+1
(rm—l,n - rm,n ) + ( r-m,n - r-m,n—l ) =
I’-m—l,n+l - rm,n
elde ederiz.
S,,.n.; uzerinde de benzer islemler ile,
O i
1 1 (X - Xm+n+1) q
- - m-1,n+1
(rm,n+1 - r-m n ) +(rm n_ I’-m+1,n ) = r r

m-1,n+1 ~ 'm,n

elde edilir. Son iki ifadeden,

(X ~ Xnn )_l (rm—l,n - r-m,n )71 + (X — Xinensl )_] (rm+1,n - rm,n )71

:(X — Xan )_l (rmﬂn_l —Tan )71 + (X ~ Xsns1 )_l (rm,n+l -

sonucuna variriz.

-1
o)
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Bu sonucu kullanarak asagidaki genellestirilmis € - algoritmasini olusturmak miimkiindiir.

=1 (%)

m,n

ile beraber

3.7 Stoer’in Yineleme Yontemi

Yineleme yontemleri, 6zellikle bir interpolasyon polinomunun kendisi yerine fonksiyon
degerine ihtiya¢ duyuldugunda kullanilmasi énemlidir. Rasyonel interpolasyon problemi i¢in
bir ka¢ yineleme algoritmasindan biri genellestirilmis e-algoritmasidir. Simdi Stoer

tarafindan tanimlanmis algoritmayi agiklayacagiz.

olmak tizere,

(fal—p)(x)=0 . i=j..j+m+n

5

olarak tamimlayalim, diger bir ifade ile (2.5)’deki X;’de baslayan interpolasyon problemi

J
m,

¢oziiliir ve bu problemdeki ar(nj% ve b 21 katsayilar1 sirastyla pr(n’;)n ve qr(n’;)n polinomlarindaki m

ve N dereceli katsayilarin1 gostersin. Asagidaki bagimtilar, ana kdsegen tizerindeki azalan

basamakta bulunan rasyonel interpolasyon polinomlarinin ardisik siralanmasini belirtir.
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{péi? ) pll pll }
) gl gl ql)
3.7.1 Teorem

prn () =(x=x; )a), P (%)= (x=x; +2n) a) prly (%),

dun (¥)=(x=x;)al, gl (x) = (x=x;.0) a0}l (x)

ve (3.16)
ﬁﬂn(x)z(x xj)b,gj) pr(]jn”)(x)—(x X; +2n+1) bl (%),

Ispat:

Burada yalnizca ilk bagintilar i¢in ispat yapacagiz, ¢linkii ikinci kisim tamamen birinci kisma
benzerdir. pnn ., ve pnJ+1 > den pr(]’g ’ye gecilmek istendiginde payin derecesi ylikseltilmez.

(3.16) nin sag tarafindaki n + 1 dereceli terimin katsayisi

seklindedir. i =], ..., ] + 2n i¢in X ’daki interpolasyon kosullarini kontrol etmek i¢in

interpolasyon noktalar1 kiimesini ii¢ altkiimeye ayiririz:
@ (falh—p) () ==(x =x;.20) a1 (fa = 0L ) (%) =0,

(1l - pli) (%) =0

oldugundan dolay1
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(b) (fq(”—p,ﬂfn))(xi)zo i=j+1,..,j+2n-1

n,n
olur.

© (1a0)- p0)(x; +20) = (x,+20-x,) &l (10— B0k (¢, =0.

) ,n—

Yine, bu bagmtilar diger algalan basamaklardaki rasyonel interpolasyon polinomlarinin

bulunmasi i¢in kolayca uyarlanabilirler.

{piﬁ o, P, }
a) g, gl

deki interpolasyon polinomlarini bulmak i¢in

ile baslanir, burada w,, % in bolliinmiis farklaridir.
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4. RASYONEL HERMITE iINTERPOLASYONU

4.1 Rasyonel Hermite interpolasyon Polinomlariin Tanim
Simdi s; €N, (i>0) olmak iizere birbirinden farkli {x},_ noktalarii géz éniine alalim. f

fonksiyonunun X, noktasindaki f() (x;) tirevlerinin verildigini kabul edelim. Burada

1=0,...,s,—1 dir. Simdi,

I<k<s;,

j
m+n+1=>"s +k
i=0

saglayan j, K, m ve n sabit tamsayilarimi ele alalim.

f i¢in (m, n) mertebeden rasyonel Hermite interpolasyon problemi,

Ve

4.1)

esitliklerini saglar. Bu interpolasyon probleminde, s, interpolasyon noktalart X, ile

cakismaktadir, bu ylizden s, interpolasyon kosullari, X ’de saglanmak zorundadir.

Dolayisiyla, bu tip bir interpolasyon problemi cogunlukla salinimli(osculatory) rasyonel

interpolasyon problemi olarak adlandirilir (Warner D. , 1974). Her i >0 igin S, =1 oldugu

durumda problem, (2.4) deki rasyonel interpolasyon problemi ile ayni olur.

(4.1) deki problemi ¢6zmek yerine,



39

(fa-p)"(x)=0 ¢
(fa-p)”(x..)=0 ¢

0,....5-1 ve i=0,..., ]
0,....k-1

(4.2)

lineer denklem sistemini ele alabiliriz. Bu problem m+n+1 denklem ve m+n+2
bilinmeyenden olusan homojen bir sistem oldugundan p(X) ve ((X) i¢in her zaman asikar

olmayan bir ¢oziimii vardir. Yine farkli ¢oztiimler ayn1 p, /¢, indirgenemez forma sahiptir ve

IS
A

r =

m,n

esitligine f ’in (M, n) mertebeden rasyonel Hermite interpolasyon polinomu denir. Burada g,
do (XO) =1 olacak sekilde normalize edilmistir. Rasyonel Hermite interpolasyon problemi, bir

Newton-Padé¢ yaklagim problemi seklinde yeniden formiilasyonu yapilabilir. Simdi,

f [yi,..., yj}
boliinmiis farkinda noktalarinin birlesimi ile birlikte,

y, =% £=0,.,5,-1

cijzf[yi,...,yj] i<j
B,(x)=1

olmak {iizere,

B, (x)=TT. (x-v..)
alirsak

f(x)zg ¢, B:(x)

esitligini buluruz. Bu seriye f'nin Newton Serisi denir.

Boylece, (4.2)’deki problem,
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(fa-p)(x)= D, d; B(x) (4.3)

i>m+n+1

olacak sekilde

Ve

polinomlarinin hesaplanmasi ile esdegerdir.
Problem (4.3) e f* nin (M, n) mertebeden Newton-Padé yaklagim problemi denir.

(4.3) i saglayan p ve ( ¢oziimlerini bulmak i¢in,
d=(fa-p)[ye-wy] , i=0,..,m+n

boliinmiis farklar: hesaplanmali ve sifira esitlenmelidir. Fonksiyonlarin ¢arpiminin tiirevi igin

kullanilan Leibniz kuralinin bir genellemesi olan asagidaki lemmay1 verebiliriz.

Lemma 4.1

(F @Yoo =2 F YooY ] ALV

(=0

olur (Thiele T. , 1909). Simdi lemma 4.1 i kullanarak, p ve q’daki a, ve b katsayilarinin

saglamak zorunda oldugu dogrusal denklem sistemi asagidaki sekilde yazilabilir.

Coobo =4,
C01b0 + Cllbl =4 (4.42)
Comby +Cb, +...+C.,.0, =2,
Comuly T+ Crpmb, =0

: (4.4b)
ComnPy +-o-+Coinby, =0

yazilir. (4.2) ve (4.3) problemleri 6zdes oldugundan, r, = rasyonel fonksiyonuna da f nin



41

(m, n) mertebeden Newton-Padé yaklagimi denir.

Rasyonel interpolasyon probleminin ispatindaki ayni1 yontemle asagidaki teorem

ispatlanabilir.
4.1.1 Teorem:

(4.1) deki rasyonel Hermite interpolasyon problemi ancak ve ancak I, =p,/q, rasyonel

Hermite interpolasyon polinomu (4.2) yi sagladigi durumda ¢oziime sahiptir.

4.1 Test Problem: f(X)=cot(x) fonksiyonunun [-0.5,0.5] araligindaki degerlerine karsilik
gelen asagidaki tablodaki noktalar1 kullanarak rasyonel Hermite interpolasyon polinomunu
bululalim. Buldugumuz rasyonel Hermite interpolasyon polinomunda araligin diger

noktalarini yazip fonksiyonun tam degerleri ile karsilastiralim.

X f(x) f'(x) (%)

-0.5 | -1.830487722

-0.2 | -4.933154876 | -25.33601703

0.1 | 9.966644423 | -100.3340010 1999.986623

W[ = || =

0.5 | 1.830487722

Coziim :Bu tablodaki degerleri

m 3
m=3icin, p()=> ax =Y ax =a, +ax+a,x +ax
i=0 i=0

n 3
n=3icin, q(x)=> bx' =>bx =b +bx+b,x* +b,X’
i=0

i=0

ve
()= F00) =25 = £ 60a0x) - px) =0 i=0,1,2,3
' acx)
rL(x)=f'x)= f'(x)a*(x) = (P'(%)—a'(X)p(x) =0 , =12

r3',,3(xi) = f ”(Xi) = f "(Xi )q3(xi)_(p”(xi )qz(xi ) -2 p'(xi)q,(xi )Q(Xi)
+2p(x)(q"(%)* = p(x)q"()a(x) =0 , i=2

formiillerinde kullanilirsak,
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-1.830487722+0.9152438610b, -0.4576219305b, +0.2288109652b, =a,-0.5a,+0.25a,-0.125a, ,
4.933154876+0.9866309752b,-0.1973261950b, +0.3946523901¢-1b, =a,-0.2a,+0.4e-1a,-0.8¢-2a, ,
9.966644423+0.9966644423b, +0.09966644423b,+0.009966644423b, =a,+0.1a,+0.01a,+0.001a, ,
1.830487722+0.9152438610b, +0.4576219305b, +0.2288109652b, =a,+0.5a,+0.25a,+0.125a, ,

—25.33601703(1—0.2b, +0.04b, —0.008b,)* = (a, —0.4a, +0.12a,)(1-0.2b, +0.04b, —0.008b,)

— (b, —0.4b, +0.12b,)(a, —0.2a, +0.04a, —0.008a,) ,
~100.3340010(1+0.15, +0.01b, +0.001b )? = (a, +0.2a, +0.03a, )1+0.1b, +0.1b, +0.001h,)

—(b, +0.2b, +0.03b,)(a, +0.1a, +0.01a, +0.001a,) ,
1999.986623(1+0.1b, +0.010, +0.001b,)’ =—0.002a,bb, +2a,b* +0.00006a,b,”

—0.014a,b, —0.6a,b, —0.6ab,
—0.12a,b, +0.06a,b, —0.002a,b,
+0.0012a,b,> —0.06a,0, +0.002ab,”

+0.002a,h” +0.000002a,b,> —2a,b,

—2ah +0.6a,b,b —0.000002a,b,b,

+0.06a,b,” —0.0006a,b,b, +0.0006a,b,b,

—0.00006a,0b, +2a, +0.6a, —0.0012a,b,
—0.002a,b,b,+0.016a,b,b, +0.06a,b,b,

yedi denklemden olusan lineer olmayan denklem sistemini elde ederiz. Bu denklem sistemini
Maple yardimiyla ¢ozersek a,,a,,a,,a,,0,,b,,b,,b, katsayilarini

a, =-155840117.9 b, =1

a, =-439625.9767 b, =-155840137.9

a, =62424550.98 b, =-439604.3015

a, =149137.9980 b, =10479171.84

elde ederiz (burada interpolasyon polinomunun X =0 noktasinda tanimli olmasi igin b, =1
alarak normalize ettik). Buradan da rasyonel Hermite interpolasyon polinomunu

. ()= 149137.9980x° +62424550.98x>-439625.9767x-155840117.9
>3 10479171.84x>-439604.3015x>-155840137.9x +1

seklinde elde ederiz. Elde ettigimiz rasyonel Hermite interpolasyon polinomunda araligin

diger noktalarin1 yazarak fonksiyonun bu noktalardaki degerleriyle karsilagtirarak grafigini
cizelim.
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Tablo 4.1 Test problemi 4.1 *deki f (x) ile interpolasyon fonksiyonlarinin degerleri

) . Newton )
Fonk51yonvun' interpolasyon | Thiele Rasyonel | Rasyonel Hermite

X Gergek Degeri r(X) interpolasyon Interpolasyon

f(x)=cot(x) 30 r ()
) (X)

-0.4 | -2.365222420 | -6.865212463 -2.435079214 -2.365220555

-0.3 | -3.232728144 | -7.499389186 -3.284385228 -3.232727399

-0.1 | -9.966644423 -.366646518 -9.981543712 -9.966643186

0.2 | 4.933154876 13.33315305 4.967217298 4.933154338

0.3 | 3.232728144 13.89938779 3.284519233 3.232725827

0.4 | 2.365222420 10.46521167 3.284519233 2.365218810

Tablo 4.2 Test problemi 4.1 *deki hatalarin karsilastiriimasi
Newton Interpolasyon _Thiele Rasyonel Rasyonel Hermite
X Hata Interpolasyon Hata Interpolasyon Hata

|00 —1,,(0) £ 00 -1, (%) | (0 —r(0)
-0.4 4.499990043 0.069856794 0.000001865
-0.3 4.266661042 0.051657084 0.000000745
-0.1 9.599997905 0.014899289 0.000001237
0.2 8.399998174 0.034062422 0.000000538
0.3 10.66665965 0.051791089 0.000002317
0.4 8.099989250 0.069899195 0.000003610
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Sekil 4.1 Test problemi 4.1’deki f (X) ile interpolasyon polinomlarinin grafikleri

4.2 Rasyonel Hermite interpolasyon Polinomlarinin Tablosu

I, interpolasyon polinomlarinin tablosu asagidaki sekilde yazilabilir.




45

Burada 6zetlenecek bazi sonuglar asagidaki 6zellige baghdir (Claessens G, 1976).
4.2.1 Teorem:
(4.4b) lineer sisteminin ranki n — t ise, ( normalizasyona bagl olarak ) (4.4) iin tek bir

¢oziimii olan P(x) ve q(x),

p<m-t
og<n-t

esitsizliklerini saglar ve {ist sinirlardan en az birine ulasilir. (4.4) i saglayan diger her p(X) ve

g(x) ¢Ozlimii,

P(x)=P(x) s(x)
a(x)=a(x) s(x)

seklinde yazilabilir. Burada 0s <t dir.
Ispat:

(4.4b) lineer sisteminin ranki n — t oldugu i¢in, homojen sistemin serbest parametrelerini

uygun bir bi¢imde segerek (4.4) in p,, ¢, ve p,, 4, ¢oziimleri:

op,<m
og, <n-t

Ve

op, <m-t
0g, <n

esitsizliklerini saglayacak sekilde olusturulabilir.
2.1 Teorem‘den

P4 = P4,

oldugu gosterilebilir.

o(p,a,)<m+n-2t

oldugu i¢in ya 0p, <m-—t, yada 0g, <n—t olmalidir. Dolayisiyla, op <m-t ve oq <n-t
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(4.4)’lin bir p, {0 ¢0zlimii vardir ve bu ¢éziim tektir.

Simdi, 0<i<t igin (fg—P)(x)= > d,B/(x) oldugundan dolay:

i>m+n+1

ve
A (x)=B;(x)T(x)
polinomlar1 da (m, n) mertebeden Newton-Padé yaklasim problemini de i¢ine alir.

Ayrica bu polinomlar ¢oziimlerin lineer bagimsiz bir kiimesidir ve bu yiizden ¢6ziim uzayini

gererler. Sonug olarak, (4.4)’ iin diger tiim p ve q ¢oziimleri, p ve  nin bir polinom katidir.

Simdi eger op<m—t ve o0 <n-—t esitsizliklerinin her ikisi de saglanirsa, t + 1 den fazla

lineer bagimsiz ¢oziim buluruz ve bu durumda ¢6ziim uzaymin boyutu t + 1 den daha biiyiik
olacaktir. Bu da (4.4b) sisteminin rankinin n — t’ den kiigiik oldugunu gosterir. Bu da bir

celiskidir.

Rasyonel Hermite interpolasyon polinomlar1 tablosundaki esit elemanlar1 igceren kiimeleri

tanimlamadan once, tablonun yapisinin, tablo se¢ildiginde, {Xi }

. Interpolasyon noktalarinin

index siralamasi sabit kaldigr durumda incelenebilecegine dikkat edelim.

Bir Onceki teoremde olusturulan P ve @ polinomlarinin bazi interpolasyon kosullar1 kayip

olmadikga, derecelerinin arttk ayni anda azaltilamayacagi o6zelliginden dolayr bunlari

minimal ¢oziim olarak adlandiracagiz. Bu, p/{ 'nun indirgenemez oldugu anlamina gelmez.
Bununla beraber
Pd = PY,
esitligi saglanir.Burada p,/q, =r, , dir.
4.2.2 Teorem:

ﬁ(x) ve G(X) , F’in (m, n) mertebeden Newton-Padé yaklasim probleminin minimal ¢6ziimii

ve (4.4b) lineer sisteminin ranki n — t olsun.
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(a) op=m-t-t ise, kose elemanlart I, ., [ ¢ iy, VE oy n Olan liggende bulunan

tlim rasyonel Hermite interpolasyon polinomlar1 ., e esittir.

(b) g =n-t-t, ise, kdse elemanlar: Mottty » Tmotnst V€ Toter ooty olan iiggende bulunan

tiim rasyonel Hermite interpolasyon polinomlari 1, ., e esittir.

© (fg-p)(¥)= 2> dB(x)

i>m+n-2t+t+1

ve d # 0 ise, kose elemanlar1 ., ... oy V€ I e Olan licgende bulunan
tl S ? S

m+n—2t+t; +1

tiim rasyonel Hermite interpolasyon polinomlar1 r, . e esittir (Claessens G, 1978).
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(M=-t=t,n+t+t

(m-t-t,n-t)
(m-t,n-1) (m-t,n+1)
(m,n)
(m+t,n—t)

(Mm-t,n=-t-t) (m-t,n—t)  (M-t,n+t)

/(m+t,n—t)

(m+t+t,n-t-t,)

(m-t,n-1)

(m+t,n—t)}

(m—-t,n+1) (m-t,n+t+t,)

(Mm+t+t,,n-1)

Sekil 4.2 Rasyonel Hermite interpolasyon polinomlar1 tablosundaki degisim
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4.3 Determinant Gosterimi

4.3.1 Teorem:

(4.4b)’deki denklem sisteminin ranki maksimal ise,

rm,n = 2_: ’
Fon(X) Fin(X) Fom (X)
CO,m+1 Cl,m+1 Cn,m+1
Po (X) =| Comi2 Cimz -+ Come
CO,m+n Cl,m+n Cn,m+n
B,(x) Bi(x) .. By(x)
CO,m+l Cl,m+1 Cn,m+l
qO (X) = CO,m+2 C1,m+2 e Cn,m+2
CO,m+n C1,m+n Cn,m+n

4.4 Devamh Kesir Gosterimi

Rasyonel Hermite interpolasyon polinomlar: tablosundaki
Tk - { rkao s rk+1,0 D rk+1’1 5 rk+2,1 5 }

basamaklarini diistiniirsek, yine ardisik yakinsaklar1 T, nin elemanlarina olan devamli kesirleri

olusturabiliriz. Bu devamli kesirler
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dk+] Bk+l (X)‘
| 1

+ |dk+2 (Xl_ yk+1) " |dk+3 (Xl_ Yii2 )‘ "

d, +d, B (x)+..+d, B (x)+

seklindedir.

dy,....d,,, katsayillar1 bolinmiis farklardir ve diger katsayilar yine genellestirilmis

qd-algoritmas1 ile elde edilebilir. Gragg algoritmasinin genellemesi ve genellestirilmis

e-algoritmasi da rasyonel Hermite interpolasyon polinomlarin1 bulmada gegerlidir.

4.5 Thiele’nin Devamh Kesir Genislemesi

3.2.1 Teorem‘den

f(X) =, [%]+ X% |+ X=X% |+...+ X=X |+ (4.5)
’ ’ ‘(/’1[)(0:)(1] ‘(DZ[XO,XI,Xz] ‘(/)i[XO,...,Xi]

yazabiliriz. Simdi limit durumunu ele alirsak;

X, — X, ,1>11¢in

#;00= lim g, x,,....x; |
i=0,...]

olur. Buradan (4.5)

X=X | X—X | X=X, |

f(X)=g,(x,)+ 14 4+ +... (4.6)

0( 0) ‘(/)I[XO] ‘(/)2[)(0] ‘(oi[xo]

seklinde yazilir. Bu x, civarinda f nin bir devamli kesir genislemesidir.Taylor serisi

genigletmesinin Newton un interpolasyon formiiliinden elde edilmesi gibi ayn1 yolla (4.5) den
(4.6) formiilii elde edilir.(4.6) formal oldugundan X in hangi degerleri i¢in sag taraf gercekten

f (x) ’e yakinsadig1 kontrol edilmelidir. Thiele yontemi kullanarak ¢, (X) i hesaplayabiliriz.
Boylece,
@,(X)=f(x)
. X=X 1

@(X) = xol,ixfllx(pl [X,,% ] =lim
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yazilir.

p;(X)= 1|1_rg P [XO,..., Xj]

i=0,...,]
olmak tizere

Xi _Xj—l

@;(X)= lim
S P [xo,..., X xj]—pj_1 [xo,..., X[ xH]

.....

olur.
Burada P [XO,..., X i—l] ifadesi X, ..., X i noktalarinin index siralanmasindan bagimsizdir.
Boylece,

dp; [XenX ] _ 0P [Xses X Y] |
dx oy .

olur. Sonug olarak

(4.7a)

dp ()Y
dx

(oj(x): J(

elde edilir.

dpj—l(x)
dx

ifadesini hesaplamak i¢in
P (X)= P, (X)+¢;(x) (4.7b)

bagintis1 kullanilir.
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4.5.1 Ornek:

Konunun daha iyi anlagilmasi i¢in X, =1 civarinda f(x)=e" in devaml kesir geniglemesini

olusturalim. Bunun i¢in (4.7) formiillerini kullanacagiz. Simdi (4.7a) ve (4.7b) yi kullanarak
Py (Xo) > P (Xo) %) (Xo) seees B (Xo) say1larini hesaplayalim.

?,(X) =Py (X) = F(X)=€" = g, (%) =e

1 _X __l
(Dl(x)—pl(x):f,(x):e = @ (X,) = o
dp. - !
7,00 J[—” al(x)j = p00=2 220
X dx
_2 [—d (ex)j_
dx
=-2¢"

Buradan ¢,(X,) =-2e olarak buluruz. p;(x) = p; ,(X)+¢;(X) oldugundan

pz(x) = po(x)+¢2(x)
=g —2¢”

X

=-e

olur. Simdi ¢,(X) hesaplayalim.

0003 2200

:3(d(_ex)J
dx

=-3e”"

olur. Buradan da (/)3(X0):—E olarak buluruz. Benzer sekilde ayni islemleri tekrarlarsak
€

asagidaki tabloyu elde ederiz.
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Tablo 4.3 €” 'in devamli kesir genislemesinin katsayilar

Po(X) =€ p(x)=¢e" ¢1(Xo):%
p(x)=e" P, (X)=-2e"  ,(x,)=-2e
,DZ(X) =—e" ¢3(X) =-3e" ¢3(X0) - _g

p3(x):_2e_x (04()():26X @,(%,) =2e

py(x)=¢" @5(X) =5€e"" (pS(XO):g

Boylece

x=1| x=1] x=1] x-=1] x-]|
+ + +
1 |2 |3 J2e |5

€ € €

=e+

+...

elde ederiz.

4.6 Rasyonel Hermit interpolasyon Polinomlarimin Yakinsakhig

Burada rasyonel Hermite interpolasyon polinomlar1 tablosundaki siitunlarin yakinsamasina

yonelik bazi sonuglar verilecektir. 4.6.1 Teoremi ilk siitunla {ro’o, Mo rz’o,...} ile ilgilidir, diger

bir ifadeyle bu teorem, interpolasyon polinomlari i¢in bir yakinsama teoremidir.

Kelebek egrisi, verilen {ZO,..., z j} kompleks noktalari i¢in

B(zo,...,zj,r):{z eC | ‘(z—zo)(z—z])...(z—zj)‘: r}

seklinde tanimlanir. Genelde, interpolasyonun  keyfi bir serisinin yakinsakligi, .

interpolasyon noktalarinin dizisinin tamamina bagli degildir ancak bir sonraki teoremde de

gorecegimiz gibi sadece bu dizinin asimtotik karakterine baghdir.

4.6.1 Teorem:

{y0 Y1 Yss } interpolasyon noktalari,

{zo,zl,...,zj,zo,zl,...,zj,zo,zl,...,zj,...}
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dizisine,

imy, .. =2 , 1=0,..,]

k—o0

anlaminda asimtotik olsun.

f(X) fonksiyonu, B(ZO,...,Z j,r) kelebek egrisinin i¢ kismi boyunca analitik ise, T, ,,
B(ZO,.. Z r)’nin icinde f fonksiyonuna yakinsar. Bu yakinsama, B(ZO,...,Zj,r)’nin i¢

b J’

kismindaki her kapali ve sinirli kiimede diizgiindiir.

Simdi, w,,...,w, kutuplarina sahip f meromorf fonksiyonunu diisiinelim. (m, n) mertebeden

rasyonel Hermite interpolasyon polinomu i¢in

_ Py
qm,n

r

m,n

ve (M, n) mertebeden Newton-Padé yaklagim probleminin minimal ¢6ziimii i¢in P, , (X) ve

Tin.n ( X) yazariz. Newton-Padé yaklagim probleminin minimal ¢dziimler tablosu normal olsun.

oQ,, =N dir (Claessens G., 1978). m =0, I, 2, ... ve i=1,...,n olmak lzere, Wi(m),

Oy, 10 sifirlart ve bir o pozitif sabiti i¢in

P, =‘(Wi—zo)(wi—zl)...(wi ~2,)|, 0<p <p,<..<p, <ar<r olsun.

4.6.2 Teorem: {y,,Y,,Y,,...; interpolasyon noktalari, {ZO,ZI,...,ZJ.,ZO,Zl,...,Zj,zo,zl,...,zj,...}

dizisine asimtotik, W,,...,w, katli kutup noktalar: olmak iizere, f fonksiyonu, B(ZO,..., z, r)

nin i¢cinde meromorf ve Newton-Pad¢ yaklasim problemlerinin minimal ¢éziimler tablosu

normal ise, W,,...,W, noktalarini igermeyen B(ZO,...,Z j,r) ‘nin i¢ kismindaki her kapali ve

sinirli altkiimede
Wi(m)ZWi +0(am) , i=l,..,n
olur ve buradan

lim r, (x)=f(x)

m—o0

esitliginin diizgiin oldugu sonucu ¢ikar (Claessens G, 1976).
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5. UYGULAMA

5.1 Baslangic Deger Problemi

%: f(x,y), xe[ab]

y(a) =Y

(5.1)

Birinci mertebeden adi diferansiyel denklemini gbz 6niine alalim.

(5.1) saysal olarak ¢oziildiigiinde, sonugta, y(X)’i X’in bir fonksiyonu olacak sekilde veren

agik bir formiil aramiyoruz, fakat, [a,b] arahgindaki birka¢ X, noktasinda y(x;) degerlerini

bulmakla ugrasacagiz.

[a, b] araligini alt araliklara bolersek,

6] =[x, %]

i=1
olur. Burada,
x.=a+ih , 1=0,..,k

ve
k>0 igin h:b_Ta

dir. Boylece, (5.1) in ¢oziimii olan y(X) in X, noktasindaki yerel yaklasimlarimi bularak
y(xm) icin Y, yaklasimlarim hesaplayabiliriz. Biz burada sadece lineer olmayan

yaklagimlarin kullanimina dayali yontemleri inceleyecegiz.

5.2 Rasyonel Interpolasyon Polinomlariin Kullanilmasi

Interpolasyon kosullar1 birkag noktayla verilmisse, Y,,,’i bulmak igin birkag X_, ve Yy, ,

(£=0,1,...) 1 hesaplamamiz gerekir. Boyle yontemlere ¢cok adimli yontemler denir.

I (X) , (M, n) mertebeden rasyonel Hermite interpolasyon polinomu olsun.

g+rDs+H=m+n+1
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olur.

Burada

£ (x,y) = d'f(xy) _ af(t“)(x,y)Jraf(t“)(x,y) (%)
’ dx ox oy ’

dir. Boylece y(X.,) in bir yaklagigin,

yi+1 = r| (Xi+1)
alarak bulabiliriz.
Bu bir lineer olmayan ¢ok basamakli agik yéntemdir. Ornegin j=1,m=2,n=1ves=1

alinir ve 4.3.1 Teorem’ 1 kullanilarak,

4 2h 4n’ (fi—f,)

1
L =—y. ——V +—(2f + f
y|+1 3y| 3y|—]+ 9( |+ |—l)+ 9 3(yi_yi_1)_h(fi+2fi_1)

(5.2)

iki basamakli formiiliinii elde ederiz. Burada f, = f (x.,y;) ve f_ = f(x_.y,,) dir.

Ayni zamanda Y, ’in kendisinin hesaplanmasi ic¢in bir Y, yaklasimi gerektiren kapali

yontemleri,

(%) = Vi

(X )=Y, » £=0,...]j

r(x.,)=F"%.y.,) (=-1,0,...,j ve t=1,...,8
alarak elde edebiliriz.

Burada (j+2)(s+1)-1=m+n+1 dir. Boylece,
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m=1=n, j=0 ve s=1 i¢in

f (Xi+1=yi+l) f (Xi’ yl)
Yia = Yi

Vi = ¥i +1° (5.3)

formiiliinii elde ederiz(Lambert J.D. ve Shaw B., 1966).

Cok adimli yontemler higbir zaman kendi kendilerine baslamaz. Ag¢ik ve kapali (j + 1)

basamakl1 yontemlerin ikisi de

j
Vi = 2.0 Yi s + 09 (Xipeees X Vi Yigo D)

=0

formundadir ve g nin Taylor serisi agilim1

y(xi+l)_§0!€y(xi_()—hg (Xi+1a-"’xi—j’ y(xi+1)"“’ y(Xi—i )’h) - O(th)

esitligini sagliyorsa, bu yontemlerin mertebesi p dir.

Buradan eger baglangic degerleri {igiincii mertebeden ise  (5.2) iiglincli mertebeden, ikinci

mertebeden ise, (5.3) ikinci mertebeden bir yontemdir.

5.3 Tahmin Edici-Diizeltici Yontemler

(5.1) deki baslangic deger probleminin ¢dziimii i¢in
y (x)=f(xy(x)) ., vxe[ab]
dir. Bu denklemin [Xi_ i» Xy J J,£ >0 , araliginda integralini alirsak,

X

y(XM)—y(XH):Lif f (XoY(X))dX

-]

elde ederiz. Simdi f , (x,f(x.y)) .(%., f(X..¥)), - noktalarndan gegen bir

interpolasyon fonksiyonu ile yer degistirilebilir ve integrali de kolayca alinabilir.

(=1 ise tahmin edici yontemler elde ederiz, iinkii bunlar agik yéntemdir. Yaniy(x,,) in
degerini bulmak icin bundan Onceki terimlere gereksinim vardir. ¢ = 0 ise diizeltici

yontemleri elde ederiz, ¢iinkii Yy, esitligin her iki tarafinda olustugu i¢in Yy, degerine Y, nin

bulunmasi i¢in ihtiyacimiz vardir. Bu kapali formiiller iteratif olarak y(xi)’ nin tahmini
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degerini giincellemek i¢in kullanilabilir.

f, interpolasyon polinomu ile yer degistirilirse, Adams-Bashforth (j =0 ve /= 1) ve Adams-
Moulton (j = 1 ve /= 0) yontemlerini elde ederiz. f, interpolasyon polinomu bir rasyonel
interpolasyon fonksiyonu ile yer degistirilirse tahmin edici yada diizeltici tipte lineer olmayan

formiiller elde ederiz.

Rasyonel interpolasyon polinomlarinin integralini almak zorunda oldugumuz igin, paydasi

diisiik dereceli olan rasyonel fonksiyonlar seceriz.

5.4 Sayisal Sonuclar

5.4.1 Test Problemi:
y =1+y?, x>0
y(0)=1

denklemlerinin ¢6ziimii i¢in kapali tek adim, a¢ik c¢ok-adim ve Thiele devamli kesir

geniglemesi yontemlerini kullanarak elde ettigimiz sonuglari karsilagtiralim.

Gergek ¢oziim, y =tg(X+7/4) dir. Adim boyunu h = 0.05 olarak alalim.

Simdi agik ¢cok- adim yontemini kullanarak yaklasik ¢oziimleri elde edelim. Bunun igin (5.2)

formiiliinii kullanacagiz.ilk olarak y, ve Yy, baslangi¢ degerlerini hesaplayalim. y, =1 dir.
y, degerini ise gergek ¢oziimden y, =tg(0.05+7/4)=1.110536 seklinde aliriz. Bu degerler

yardimiyla (5.2) den Yy, degerini

4 1 2(0.05
Y> :§y1 _gyo + ( 9 )(2(1+y12)+(1+y02))

, 4005y’ (a+y® -+ 3/02))2
9 3(¥,—¥)—(0.05)((A+y*)+2(1+Y?))

=1.223055519
olarak buluruz. Diger Yy, degerlerini benzer sekilde hesaplariz.

Simdi de kapali tek - adim yontemini kullanarak yaklasik ¢éziimleri elde edelim. Bunun igin

(5.3) formiilinde f (x;,y;)=1+y’ ifadesi yerine yazilirsa
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+ h2 (1 + y2i+] )(1 + yzi)
Yian = Yi

Yin =Yi

formiilii elde edilir. Burada olusan ikinci dereceden denklem c¢oziilerek y,,, degerlerini

bulabiliriz. §imdi y,,, degerlerini hesaplayalim. y, =1 olarak verildi. y, degerini ise

asagidaki gibi buluz.
2 (L y*DA+Y?)
Y=Yt h
Yi—Yo
2 2
=1+(0.05) w
y, -1

Burada olusan ikinci dereceden denklemi ¢ozersek Yy, degerini y,=1.105401931 olarak

buluruz. Benzer sekilde diger Y, degerlerini hesaplariz.

X,=0 da y nin devaml kesir genislemesini m=2, n=2 olacak sekilde olusturalim.
Bunun i¢in (3.19.) formiiliinii kullaniriz. Simdi (4.7a) ve (4.7b) yi kullanarak ¢,(X,), ¢,(X,),

?,(%,), @;(X,)» @,(X,) sayilarin1 hesaplayalim.

(DO(XO):yo:l
¢1(X): pl(x):L,: ! 2 :>§01(X0):l
y' 1+y 2
(0 = J[ p(’jl( )j (ﬂz(X)_z(dpl(X)j
1 -1
d( )
_9 1+
dx
_ 1+ y’
y

Buradan ¢, (X,) =-2 olarak buluruz .
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1 1
p(X)=Yy 9 (X) = 1+y2 (pl(xo):E

1 1+y?
pl(x)=1+y2 0, (X) =~ y (X)) =2
3y? 3
¢3(X):1+y2 (93()(0):5
(X)) =2

y=1+ + + X |+ X |
1 -2 3 2
2 2
(1+x—1x2)
U—x—ixﬂ

y ’ nin yaklasik fonksiyonunu elde ederiz. Boylece

(1% -2 x7)
i 1 5
=X —=X
(=% =2%7)

formiiliinden y; degerlerini

(1+(0.05) - ; (0.05)%)

y, = 1 =1.105355575
(1-(0.05) - (0.05)%)

a+m1m—;m1m5

y, = 1 =1.223048327
a—wim—gmimﬁ

(1+(0.75) —;(0.75)2)

Y= ; =25.00000000
(1—(0.75)—5(0.75)2)

seklinde hesaplariz. Benzer sekilde diger Yy, degerlerini de hesaplayarak Tablo 5.1°1 elde
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ederiz.

Tablo 5.1 Test problemi 5.1 *deki ¢oziimlerin karsilastirilmasi

Gercek Coziim m=2, n=2 m=2, n=1 m=n=1
! Xi Thiele devamh acik ¢ok-adim kapal tek-adim
tan(xG + 7)) |
kesir genislemesi
1 0.05 0.110536 E+01 1.105355575 1.105355591 1.105401931
2 0.10 0.122305 E+01 1.223048327 1.223055519 1.223152996
3 0.15 0.135609E+01 1.356083086 1.356062868 1.356265501
4 0.20 0.150850 E+01 1.508474577 1.508673726 1.508770952
5 0.25 0.168580 E+01 1.685714286 1.684839553 1.686197136
6 0.30 0.189577 E+01 1.895522388 1.904543763 1.896340145
7 0.35 0.214975 E+01 2.149110808 2.139006544 2.150568609
8 0.40 0.246496 E+01 2.463414635 2.366264759 2.466143909
9 0.45 0.286888 E+01 2.865284974 2.644953028 2.870617626
10 0.50 0.340822 E+01 3.400000001 2.979167614 3.410856601
11 0.55 0.416936 E+01 4.150357996 3.385364611 4.173585731
12 0.60 0.533186 E+01 5.285714286 3.888450155 5.339230513
13 0.65 0.734044 E+01 7.215139443 4.525410398 7.355346853
14 0.70 0.116814 E+02 11.24390244 5.352987003 11.72164718
15 0.75 0.282383 E+02 25.00000000 5.044978674 28.49025964

Tablo 5.1 de goriildiigii gibi kapali tek adim yontemi, agik ¢ok-adim ve Thiele devamli kesir
genigletmesi yonteminden daha iyi sonug vermistir. Bu durum asagidaki grafikte daha agik bir

sekilde goriilmektedir.
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f (a)
o5 ]
1 — (b)
: (©)
20
] —
15—:
1n—:
_n 01 o2 03 04 05 06 (%]

Sekil 5.1 Test problemi 5.1°deki ¢oziimlerin grafikleri grafikleri
(a) Gergek ¢oziim, (b) acik cok —adim,

(c) Thiele devamli kesir genislemesi, (d) kapali tek-adim
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6. TARTISMA VE SONUC

Bu c¢alismada sunulan problemlerde ger¢ek ¢ozlimlerle, interpolasyon ¢oziimii ile elde edilen
sayisal c¢Oziimler tablolar ve sekiller iizerinde karsilastirildi. Bu karsilastirma sonucunda
rasyonel Hermite interpolasyon tablosunun kosegen elemanlarindan birinin kullanilmasina

dayanan ¢6ziimlerin iyi sonug verdigi goriildii.
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