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OZET

Siyah-beyaz goriintli ya da basit goriintii,iki boyutlu 155k yogunluk fonksiyonu f(x, y) ile
ifade edilir.Burada x,y uzaysal koordinatlardir ve herhangi bir () noktasin f degeri
goriintlintin o noktadaki parlaklif ile orantihdir. f(x, y)’nin goriintiisii anlamma gelen dijital
gOriinti,goriintlideki bir noktay1 tammlayan indekslerden ibaret satir ve siitunlardan olugmus
bir matris olarak ifade edilebilir.Burada ki uygun matris elemam degeri o noktamn parlaklik
derecesini tamimlar.Islemlerde esas alinacak olan parlaklik derecesidir ve ayni resmi frekans
verilerinde tammlamak ta miimkiindiir. Fourier dOniigiimii goriintiiyi sinlis ve kosiniis
bilesenlerine ayirmakta kullamilan 6nemli bir gériintii isleme aracidir.Girdi goriintli uzaysal
verilerde oldugunda donilislimiin giktisy,goriintiintin Fourier ya da frekans verilerinde ki
ifadesidir.Aynk g6riintii verilerinde siireklinin tam tersi olarak Fourier déniislimiiniin ayrik
formu DFT vardir.FFT ise DFT’nin hesaplamada daha bagaril: versiyonudur,

Bu ¢ahiymada,B6lim2’de bir ve iki stirekli degiskenli durumda Fourier doniisiimleri
gosterilmistir. Boliim3’te bu kavramlar ayrik form i¢in tammlanmigtir. B6liim4’te 2-D Fourier
doniigimiiniin baza 6nemli Szellikleri gdsterilmistir. Boliim5°te Ayrik Fourier Ddniisiimii’nii
tamamlamak icin gereken hesaplamalarin sayisim indirmekte kullamlabilir bir FFT

algoritmasi gelistirilmigtir.

Anahtar kelimeler: Goriintii isleme,Fourier déniigiimii, Ayrik Fourier Déniistimii, Hizh
Fourier Doniigtimii , 6rnekleme.



ABSTRACT

The term monochrome image or simply image,refers to a two-dimensional light intensity
function f (x, y) ,where x and y denote spatial coordinates and the value of fat any point
(x,y) is proportional to the brightness(or gray level) of the image at that point. A digital image
is an image f(x,y) can be considered a matrix whose row and column indices identify a

point in the image and the corresponding matrix element value identifies the gray level at that
point. The elements of such a digital image array are called image elements,picture elements
or pixels. Only the brightness levels have been considered, but it is possible to represent the
same picture in the frequency domain. The Fourier Transform is an important image
processing tool which is used to decompose an image into its sine and cosine components.
The output of the transformation represents the image in the Fourier or frequency domain,
while the input image is the spatial domain equivalent.. For discrete image data, as opposed to
continuous functions, there is a discrete version of the Fourier transform called the DFT.
There is another more computationally efficient version of the DFT called the Fast Fourier
Transform (FFT).

The Fourier Transform is used in a wide range of applications, such as image analysis, image
filtering, image reconstruction and image compression.

In this study;section 2 introduces the Fourier transforms of one and two continuous
variables,section 3 then expresses these concepts in discrete form,section 4 develops and
illustrates several important properties of the 2-D Fourier transform,section 5 develops a fast
Fourier transform algorithm,which can be used to reduce the number of calculations to a
fraction of that required to implement the discrete Fourier transform by direct methods.

Keywords: Image processing,Fourier transforms,Discrete Fourier transforms,Fast Fourier
transforms,sampling
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1. GIRiS

Goriintd  isleme  yOntemlerine olan ilgi iki temel wuygulama alamindan
kaynaklanmaktadir;insanlarin yorumlamak zorunda kaldif1 resimsel bilgiler ve kendi kendine
algilama yapan makineler i¢in ekran bilgilerindeki gelisme.Gdriintii islemede ilk uygulama
bunlardan ilkiyle ilgiliydi.1920 baglarinda,Londra ile NewYork arasinda su alti kablolanyla
gazete resimleri dijital hale getirilerek g6deriliyordu.Goriintiiyli 15 farkli béliimlere kodlamak
1929 yilinda gergeklesti.35 yil sonra insansiz uzay roketlerinden gelen goriintiiler icin
bilgisayar tekniklerinin kullanilmasina baglandi.(Jet Propulsion labaratuari-California)

Islem ilk olarak goriintinin elde edilmesidir(Kamera).Ikinci islem,diger islemlerin bagari
oranim yiikselten on islemedir(istenen bdlgenin diger alandan izolasyonu).Ugflincii islem
ayirmadir(Girdi goriintiiniin bilesenlerine ayrilmasi).Goriintii isglemede anahtar rolii doniistim
teorileri listlenmigtir.Gorlintilyii islemede en genis uygulama alanina sahip olan teknik Fourier
doniitimudiir.



2. FOURIER DONUSUMU

Fourier doniistimii iki goriintii seklinde ifade edilebilecek gikti goriintiisiiniin kompleks say
degerlerinde olmasim saglar(reel ve imajinel ya da mutlak degeri ve faz geklinde).Goriintii
islemede genelde yalmzca Fourier doniigliminin biyliklik degeri(mutlak degeri)
goriintiilenir. Fourier goriintiisiinti frekans verilerinden yeniden uzaysal verilere doniistiirmek
istenirse,mutlak degerin ve fazin korundugundan emin olunmahdar.

Teorik olarak Fourier d6niisiimiinii incelemek istersek;

f(x).reel x’lerden olugan siirekli fonksiyon olsun. f(x)’in Fourier doniistimii S{f(x)}

seklinde gosterilir ve j =+/—1 olmak tizere;

()} = Fla) = _“j £6) expl- j2maclc @1

seklindedir. F(u)’nun verilmesiyle f(x) ters Fourier doniisiimiinden ¢ikarilabilir.

3HFW) = 1)
= ) I F(u) explj2moc fu

(2.2)

(2.1) ve (2.2) esitlikleri fourier doniigtim ciftidir. f° (x) stirekli ve integrallenebilir ve F(u)

nun integrallenebilir oldugu durum igin vardir.

Konu boyunca f (x) reel olarak kabul edilmigtir.Reel fonksiyonlarin fourier doniisiimii
genelde komplekstir.

F(u)=R(u)+ jI(u) (2.3)



)

R(u) ve I(u), F(u)’nun sirastyla reel ve imajinel bilesenleridir.(2.3)"iin exponansiyel formu;

Flu)=|Flafe® 2.4)

seklindedir.Burada;

|F @) =[R* () + 12 ()] 2.5)
- tan-1| 1@)

#(u)=tan [ R(u)] (2.6)

|F@)f; f(x)’in Fourier spektrumu, ¢(u) ise faz agist olarak adlandirilir.Spektrumun karesi
£(x)’in giig spektrumu olarak isimlendirilir.Bu deger spektral yogunluk olarakta geger.

P(u)= |F (ul2 =R*(u)+ I*(u) 2.7

Fourier doniisimiinde gegen degisken u;frekans degiskenidir.Bu isim exponansiyelin
tanimindan gelir.

expl- j27mux]= cos 2mux — jsin 2mex 2.8
flx) |}
t AX
A
0 X ° -3x-2x-yx® Yx 2x yx
(2) )

Sekil 2.1 f (x) fonksiyonu ve Fourier déniistimii



ORNEK: Sekil 2.1 (a)’daki fonksiyonu ele alalim. Fourier doniigiimii (2.1)’den;

F{f(x)}=F(u)=_Tf(x)exp[— jomakis

= IA exp[- J2muc e
0

=—j—_2—‘::; e'ﬂm]; =j~2—:u-[e“j2m —1]

kompleks fonksiyondur.Fourier spektrumu;

|F(u) = }—ﬂ%{lsin(ﬂuxme'j ”’“]

sin(7zx )

(mex)

Sekil 2.1(b), |F ()| "yu gostermektedir.

= Ax

Fourier doniigiimii iki degiskenli f (x, y) fonksiyonuna kolayca genisletilebilir.Eger f (x, y)

stirekli ve integrallenebilir, F’ (u, v) integrallenebilir ise Fourier déniisiim ¢ifti;

<0

Sy} = Fluv) = | ﬂj S y)expl- j2n(ux + vy)lindy 2.9)

S )} = G y) = T [ Pl v)explt j2er + v)ludy 2.10)

olur.Burada u ve v frekans degiskenleridir.

Bir boyutta oldugu gibi,Fourier spektrumu ,faz: ve gii¢ spektrumu sirasiyla;

|F(u,v)| =[R2 @, v) + PP, )] @.11)



#(u,v)=tan™ [-i%‘%] (2.12)
Plu,v)= IF (u, VY = R*(u,v)+ I*(u,v) (2.13)

ORNEK: Sekil 2.2(a) da gosterilen fonksiyonun Fourier déniigtimii;

Fluv)= | [16sy)exsl ontur sy
= A?exp[— J’ZM]deIexp[— j2nvyhy

[e_jz ]X[ e_ﬂ T
=4
— J2mu | | — j2av |,

S S,

- 2 ~ j2m
o]
Spektrum ise;

lF (u, vl = AXY !Sin(nux )"sin(;my )I

| (mox) | () |

seklinde olacaktir.



f(x, y)

A

Sekil 2.2 (a)2-D fonksiyonu;(b)Fourier spektrumu;(c)spektrumum yogunluk fonksiyonu
olarak goriintiilenmesi

Sekil 2.2(b) ;fonksiyonun 3 -D de spektrumunu g6sterir.Sekil 2.2(c) yogunluk
fonksiyonunun spektrumunu gosterir.Burada parlaklhik |F(u,v)’nin boyutlaryla
orantihdir.Sekil 2.3;2-D de diger bir drnektir.



Sekil 2.3 2-D fonksiyonlar ve Fourier spektrumlart



3. AYRIK FOURIER DONUSUMU

f(x) stirekil fonksiyonunu

dizisine ayngtirdifimz farzedelim.Burada Sekil 3.1°te gosterildigi gibi AX birim aralikh N
Ornek alinmigtir.Daha sonraki geligmelerde X ’in ayrik ya da siirekli degerde olmasi konunun
baglamma uygun olarak segilecektir X’ 1 aynk 0L2..,N -1 degerlerinde
tanimladifimizda asagidaki baginti gecerli olacaktir.

f(x) = flx, + xAx) 3.1

N bosluklu 6rneklerle yazilabilir.

Sekil 3.1 Stirekli fonksiybnun 6rneklenmesi

Yukarida ki tamimlamay1 hatirlayarak ornekli fonksiyonlarda uygulanan aynk Fourier
déniigiim ¢ifti, # = 0,1,2....., N -1 vex = 0,1,2....., N — 1 i¢in

Ni‘ff(x)exp[— Jj2mux[N] (3.2)

1
Flu) = —
) v

flx)= JgF(u)exp[ﬂm/N] (3.3)



Ayrik  Fourier doniiglimiindeki (3.2 esitligindeki) u =0]12....., N — 1degerleri;
0, Au,2Au,....N —1)Au degerlerindeki stirekli doniigimiin Srneklerine uygundur.Bagka bir
deyisle F(u); F(uAu) seklinde gosterilebilir. F(x)’nun &meklerinin frekens ekseninin
orjininden basladigs durum diginda,bu notasyon aynk f(x) icin kullamlanla benzerdir. Au ve
Ax terimleri arasinda asagida ifade edilen iligki vardur.

Au = —— (3.4)

seklinde tammlanar.

iki degiskenli durum igin aymk fourier dénifistim ¢ifti, #=012..,M -1 ve
y = 012,..., N — 1 igin asagndaki gibidir;

X
L
=

f(x, y)expl- j27 (/M + vy N)] 3.5)
x=012..,M-1vey=012,..,N —1 igin;

1N -
Fy)= 3 3. Fluyv)explj2mlus/M + vy/N) (3.6)
Goriintii kare dizide orneklenirse, M = N ve u,v = 0,1,2,....,N —1 i¢in;

Flu,v) = NEONZ:;f(x y)expl- j2r(ux + vy/N)] 3.7

Burada f (x, y) ,uzaysal verilerdeki gortntiidiir,exp. terim ise fouirer uzayindaki herbir
F(u,v) noktasma uygun ana fonksiyondur.Yukandaki esitlik;her F (u, v) noktasmm
degerinin,uzaysal goriintiiniin,uygun temel fonksiyon ile ¢arpilip,¢ikan sonuglarin toplanmas:
seklinde elde edilecegini ifade etmektedir. H

Ana fonksiyonlar artan frekansl sinus ve cosinus dalgalaridir.Ornegin F (0,0) ortalama
parlaklifa uygun goriintiiniin ayrik bilegenini ifade ederken, F' (N -1L,N - l);en yiiksek

frekans: gosterir.

Aym sekilde,Fourier goriintiisii tekrar uzaysal alana doniistiiriilebilir.
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N-1N-1

_]!V_ F(u, v)exp[j22(ux + vy/N)] (3.8)

=0

flx,y)=

<

yukaridaki iglemin sonucunu elde etmek igin Fourier doniiglimiiniin boliinebilirlik
ozelliginden(bknz. Bolim 4);

Flu,v) = NZ P(u, y) exp(~ j2mvy|N) (3.9)
Plu, ) = -;;”gf(x, y)exple jame/N) (3.10)

Bu formiillerin kullaniminda,ilk olarak uzaysal verilerdeki goriintiiden N bir-boyutlu Fourier
doniisiimii ile ara goriintii elde edilir.Bu ara goriintiiye,son goriintiiyfi elde etmek igin,tekrar N
bir- boyutlu Fourier doniiglimii uygulanir.Bu sekildeki iki-boyutlu Fourier doniistimii,2N bir-
boyutlu Fourier doniisiimiine doniistiiriilerek islemlerde azalma saglanmgtir.

Uygulamalarin ¢ogunda DC-degeri F(0,0) goriintiiniin merkezi olacak sekilde Fourier

goriintiistiniin yeri degistirilir.
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4, IKi BOYUTLU FOURIER DONUSUMUNUN BAZI OZELLIKLERI

Tamm 4.1 (pixel):Goriintli islemede ilk olarak ele alinacak goriintiiniin bilgisayar
programina adapte edilebilecek sekilde uygun bir formda saklanmasi gerekir.Bunu yapmanin
en kolay yolu goriintiiyii ayrik (genelde kiigiik) hiicrelere ayirmaktir.Bu hiicreler pixel olarak
adlandinlir.Genelde. goriintli  pixellerden olugmus dikdortgen bir 1zgara geklinde
pargalanir.Herbir pixel de kiigiik bir dikdértgendir.Bu islem gergeklestirildiginde her
pixel.kendi rengini temsil eden pixel degeri ile ifade edilir.Biitiin bir pixelin tek bir renkte
oldugu varsayilir,bdylece gbriintli pargalanmadan 6nceki herhangi bir renk varyasyonu
kaybolur.Bu ayrilma elemanlar1 gozle goriilemez.

Tamm 4.2 (Gri-seviyeli Goriintii): Yalnizca gri ile renklendirilmis goriintiidiir.Genelde gri
renkteki yogunluk 8-bit tamsay1 degerinde saklamir.(siyahtan beyaza miimkiin olan 256 g¢esit
g6lgeleme sayist).

Tanm 4.3 (Ikili Gériintii):Pixelleri yalmzca iki miimkiin yogunluk degerine sahip
goriintiilerdir.Siyah ve beyaz olarak goriintiilenirler.Sayisal olarak 0 siyah igin,1 yada 255
beyaz icin kullamlir.ikili goriintli genelde goriintiideki bir objeyi arka plandan ayirmak igin
kullamlir.Objenin rengi ‘6n plan rengi’ olarak adlandirilir ve genelde beyazdir.Kalan siyah

kisim ise arka plandir.

Tamm 4.4 (Pixel Degerleri): Goriintiiyii temsil eden pixellerin,parlaklik derecesini ve hangi
renk olmas: gerektigini gosteren degerler pixel degerleridir.ikili goriintiiniin avantaj1 pixel
degeri 6n ve arka plan igin 1- bittir.Gri seviyeli goriintii ig¢in pixel degeri ise ,pixelin
parlakligin1 temsil eden tek sayidir.En genel pixel formati 0 dan 255’e miimkiin olan degerler
bolgesini veren 8-bit tamsay: olarak bu degerin saklandifi yer olan byte goriintiidiir. 0
siyah,255 beyaz ve aradaki sayilar grinin farkli tonlan olarak alinr.

Renkli goriintiiler;kirmizi yesil ve mavi bilegsenlerine aynlir ve her pixel degeri ii¢ saymn
vektorii olarak ifade edilir.

Bir goriintiiniin dinamik alan,herbir pixel degeri kendisinin logaritmik degeri ile yer
degistirmesiyle sikigtinilabilirBu diisik yogunluk pixel degerlerinin yiikseltilmesinde
etkilidir.Dinamik kismin gériintillenmek i¢in fazla biiyiik oldugu uygulamalarda bu yontem
kullanigh olabilir.Fonksiyonun goriintiilenmesinde olusan zorlugu gideren yontem;
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D(u,v) = clogll +|F(u,v)] ‘ (4.1)

ifadesinin F(u,v) yerine yazitmasidir,Logarigtik donisiim olarak adlandinilir.Logaritma
fonksiyonu istenen sikigtirmay: saglamaktadir.c sabitimaksimum c¢ikti degeri 255 (8-bit
formati saglayacak sekilde)olacak sekilde segilir.Bunun anlami R girdi goriintiideki en biiyiik
deger oldugunda,¢ degeri asagidaki gibidir.

255

7 Toell + [R)

Dinamik alan stkistirmasinin en genel uygulamasi,Fourier doniigiimiiniin goériintéilenmesidir.

Yiiksek pixel degerlerinde bilgi kayiplanina neden olan diisiik pixel degetlerini yiikseltmek
istedigimizde,logaritmik d6niigiim uygun olacaktir.Ornegin fotograftaki adam;

Sekil 4.1 Ornek goriintii

parlak bir arka planda goriintiilenmistir.Yiiziindeki gri seviyeli goriintii kiigik pixel
degerlerinde bolgelerden olugsun diye ﬁlm materyalinin dinamik alam ¢ok kiigiiktiir.Daha
biiyik degerler sikistirnlirkeh,logaritmik déniisiim bunlar1 daha genis alana yayar.Sonug
agagida goriildiigii gibidir.

7.6 5

Sekil 4.2 Ornek gériintiiniin Logaritmik doniigtimii
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Diger yandan asagidaki gériintiiye doniistimiin uygulanmasi;

Sekil 4.3 Omek goriintii

pek uygun degildirclinkii detaylarin ¢ogu yliksek pixel degerleri igermektedir.Uygulama
sonucu;

Sekil 4.4 Omek goriintiiniin Logaritmik doniistimii

bir¢ok bilginin yok oldugu goriiliir.

4.1 Béliinebilme
(3.6) ve (3.7) esitliklerinden olugan ayrik Fourier doniistimii b6liinmiis formda ifade edilebilir.
u,v=0,1...,N —1 i¢in;

Fluv) =~ S.expl- j2mar/NIY. /(. Y)exol- 2y /N] 2

x=0 y=0

x,y=0,,...,N —1 i¢gin;

169) =+ S exlj2mar/ NI, Flov)explizmy/N] @3)

u=0 v=0

Aynilabilirlik 6zelliinin en temel avantaji F(u,v) ya da f (x, y)’nin 1-D Fourier doniiglimii
yada ters doniislimiinden iki adimda birbirini izleyen uygulamalarla elde edilebilmesidir.Bu
avantaj (4.2) esitliginin asagidaki formda yazilmasiyla gosterilir.
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Fluv) = S Flx, v)expl- j2mex/N] @4)
burada;
)= N & 3t ok o] | 43)

Herbir x degeri igin,(4.5)’teki parantez i¢i ifade ; frekans degerleri v = 0,l,....,N —1 olan
bir 1-D donigiimiidir. Bu yiizden 2-D fonksiyonu olanF(x,v) ; f(x,y)’nin her satirn
boyunca doniisim almp,cikan sonu¢ N ile carpilarak elde edilebilir.Istenen sonug
F(u,v),(4.4)te gosterildigi gibi F(x,v)’nin her situnu botunca doniigiim alarak elde
edilir.Bu iglemler Sekil 4.5 de 6zetlenmigtir.

o) W-1) 5 oo W-1) gy W "1)= v

Satir donGgomleri Situn
fls,5) N—il:;;—rp:a Flx, v) dontgtmleri Flu,v)
(v -1) (v -1) (v -1)

Sekil 4.5 1-D dénistimler serisi olarak 2-D Fourier dSniigiimiiniin hesaplanmasi

Aymni sonug f(x, y)’nin siitunlar boyunca birinci doniigiim daha sonra gikan sonucun satirlari
boyunca doniisiim uygulanarak elde edilebilir. (Ballard,1982)

4.2 Periyodik olma ve Conjugate simetri
Ayrik Fourier déniisiimii ve ters doniistimii periyodiktir ve periyodu N dir
F(u,v)zF(u+N,v)=F(u,v+N)=F(u+N,v+N) (4.6)

Bu ozelligin gegerlilisi (¥ + N) ve (v+ N)nin (3.6) da yerlestirilmesiyle
ispatlanabilir.(4.6) esitlifi # ve v’nin sonsuz bircok degeri iginF (u, v)’nin kendini
tekrarladifim1  gosterse de,yalmzcaN degerleri igin herhangi bir periyot f (x, y)nin
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F(u,v)’den elde edilmesini saglarBaska bir deyisle, F(u, v)’yi frekans verilerinde
tammlamak i¢in doniigiimiin yalmzca bir periyodu gereklidir.Benzer yorum uzaysal verilerde
f(x, y) igin de gegerlidir.

£ (x, ¥) reel ise Fourier doniigiimii Conjugate simetri sergiler;
F(u,v) = F'(- uv) @7
|F(, v} = |F(- u—v) 4.8

F'(u,v) ;F(u, v)'nin kompleks Conjugate’idir.Daha ncede bahsedildigi gibi bizim
ilgilenecegimiz kisim Fourier doniiglimiiniin mutlak degerinin gériintiilenmesidir. Doniigiim
mutlak degerinin goriintiisii {izerinde (4.6) ve (4.8) esitliklerini test etmek igin,6nce bir
degiskenli durumu ele alahim.

F(u) = F(u + N) ve
|F@) = |F(- 4)

Periyodik olma &zelliginden, F(uz)’nun N boyunda periyoda sahip oldugunu ve simetri
ozelliginden de Sekil 4.6(a) ‘da gosterildigi gibi doniigiimiin mutlak degerinin merkezinin
orjinde oldugunu biliyoruz. Sekil 4.6(a) ve daha onceki yorumlar ,(N/2) + 1 den N - 1’¢
kadar olan d6nilisim degerlerinin mutlak degerlerinin,orjinin sol tarafinda yan periyot igindeki
degerlerin yansimasi oldugunu gostermektedir.Ciinkii aynk Fourier doniigiimii u degeri i¢in
[0, N - 1] aralifinda formiile edilmisti, formiilasyon sonucu bu araliktaki iki arka arkaya yar1
periot sonucunu verir.Bir tam periyodu goriintlilemek icin gereken tek sey Sekil 4.6(b)’de
gosterildigi gibi doniiglimiin orjinini# = N/2 noktasina tasimaktir.Daha dncede belirtildigi
gibi doniistimi almadan dnce sadece f(x)’i ( 1) ile garpanz. (Chapman,1991) ’
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Sekil 4.6 Fourier donfigtimiiniin periyodik olam &zelligi (a)[0,N-1] aralifinda arka arkaya yar1
periyottaki Fourier spektrumu;(b) Aym aralikta kaydirlmig spektrumun tam periyodu

' Déniliglimiin orjini frekans noktas: olan (N/2, N /2)’ye taginmamasi halinde sonuglarin
yorumlanmasinin ¢ok daba zor olmasi haricinde aym yorum 2-D Fourier doniigtimiiniin
mutlak degeri i¢in de yapilabilir.

4.3 Reotasyon
Eger kutupsal koordinatlan

x=rcosf@ y=rsin@ u=wcosg v =wsing

olarak ifade edersek, f(x,y) ve F(u,v) swasiyla f(r,0) ve F (w, #) olur.Siirekli ya da
ayrik Fourier doniistim ¢iftindeki dogrudan yer degistirme

fr,60 +6,) o Fw,¢ +6,) (4.9)

seklinde gerceklesir.Bagka bir deyigle f(x, y), 6, agistyla dondirildiginde F(u, v)’de aym
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agiyla doner.Benzer sekilde F (u, v) dondiiriildiigiinde f (x, y) de aym agiyla doner.

4.4 Dagihm ve Scaling
Siirekli ve ayrik doniigiim ¢iftinin tanimindan;

3 ) + £, 00 = 36 )+ 346 ) (4.10)
ve genel olarak;
3{,6. 5) - £,6 0 = S 2} Sl V) @.11)

Diger bir deyigle Fourier doniiglimii ve ters doniiglimii toplama {izerine dagilma &zelligine
sahiptir ama ¢arpmada dagilma 6zelligi yoktur.

a ve b skalerleri igin ;

af (x, y) < aF(u, v) 4.12)

flax, by) & — Fala, v/p) @.13)

4.5 Ortalama Deger
2-D ayrk fonksiyonlarin ortalama degerleriyle ilgili en genig kullamma sahip tamimlama
asafidaki ifadedir;

- 1 N-1 N-1
P y) = w7 2 2 f&y) (4.14)
x=0 y=0
u = v = 0 (3.6) esitliginde yerine yazilirsa;
1 N-1N-1
FO0) = — f(x.y) (4.15)
x=0 y=0

olur.Bu yiizden f(x, y) ile f (x, ) nin Fourier doniistimt arasinda agagndaki iliski vardir;

7. 9) = + F00) 4.16)
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4.6 Konvolusyon

Konvolusyon,bircok genel gdriintii isleme operatérleri iginde temel tegkil eden matematiksel
bir islemdir.Konvolusyon aym boyutlarda {igiincii bir dizi olusturmak igin,genelde farkli
Olglilerde ama aym boyutlarda iki say1 dizisini ‘birlikte c¢arpmay)’ saglayan bir
yontemdir.Goriintii islemede,girdi pixel degerlerinin basit linecer kombinasyonlan olan ¢ikti
pixellerini elde etmeye yarayan islemlerin gereklestirilmesi durumunda kullamlir.

Bir goriintii islemede,girdi dizilerinden bir tanesi normal olarak yalmzca siyah-beyaz goriintii
olacaktir.Ikinci dizi kernel olgrak bilinen genelde daha kiigiik ve iki boyutlu dizidir.Asagida ki
sekil,drnek bir goriintiiyli ve konvolusyonu goriintiilemek i¢in kullanacagimiz kerneli gosterir.

Iia|Tuz|Xus| Tue| Lus| Dus| Luz| Lus| Ino
Yo1|Xz2|X2s| Lo | Nas| X26| 127 | Nas| Ias
Is1|Xsz|Is3| X3e| D35 I3s| 37| N3s| Xas
Yot|Yaz|Nas| Naa| Las| Das| Ja7| Lag| Duo
Isi|Isz|Isa| Kse|Xss|Xse| Is7| Iss| Iso

No1|Noz|Xo3| Xoa| Xos| Xes| Xo7| Nos| oo

K [Ki2K 13
K21 [K22(K 23

Sekil 4.7 Kiigiik 5rnek goriintii(sol) ve konvolusyonu gériintiilemek igin kullamlan
kernel(sag). Kareler igindeki ifadeler bulundugu kareyi temsil etmektedir.

Konvolusyon kerneli goriintli boyunca kaydirmayr salar,genelde sol fist koseden
baglanir,kernel goriintiinlin simrlari igine tamamen uydugu biitiin pozisyonlar i¢in hareket
ettirilir. Herbir kernel pozisyonu bir ¢ikti pixelini karsilar.Bu degerkerneldeki hiicrelerin
herbirindeki degerin,bu degere karsilik gelen goriintii degeriyle catpilip,sonugta elde edilen

sayilarin toplanmasiyla hesaplamr.
Bdylece bu 6rnekte alt sagdaki pixelin ¢ikt1 goriintiisiinde ki degeri;

057 = 157Kll + ISSKIZ + IS9K13 + I67K21 + I68K22 + ‘[69K23
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Eger goriintii M satir ve N siituna sahipse.kernel de m satir ve 7 siitundan oluguyorsa,gikti olan
goriinti M-m+1 satir ve N-n+1 siitundan olusur.i;l den M-m+I’e , j;1 den N-n+l’e
calistinldiginda konvolusyonu asg.sekilde yazilabilir.

06,)=316+k-1,7+1-1KI)

k=1 I=1

Bu ylizden konvolusyonun birgok uygulamas: daha biiyiik gériintii ¢iktisim saglar ¢linkii bu
uygulama sadece goriintii simrlarina tamamen uydugu yerlerde hareket edebilen kernel
kisitlamasim ortadan kaldirmaktadir. Buna kargihk bu uygulamalar ,yalmzca kernelin sol {ist
kosesi goriintiiniin iginde olacak gekilde kerneli biitiin pozisyonlar igin kaydirir.Bu yaklagimin
bir avantaji ¢ikt: olarak elde edilen goriintii,girdiyle aym Sl¢iidedir.Ne yazik ki,goriint{in{in alt
ve saf kenarlaninin ¢ikti pixel degerlerini hesaplamak igin kernelin goriintliniin sonuna
dayandiga durumlarda girdi pixel degerleri buna uygun hale getirilmelidir.Genelde sifir pixel
degerleri gergek goriintiiniin disindaki bdlgeler i¢in segilir,fakat bu iglem,bolgeye ait
goriintiiniin ¢1ktisinda bozulmalara neden olabilir.Bu yiizden egr bdyle bir duruma yol agacak
konvolusyon uygulamasi kullaniliyorsa,bu bdlgenin goriintiiden gikartilmasi iyi olacaktir.Sag
taraftan n-/ pixelin ve alttan da m-/ pixelin gikartilmas1 goriintiiyli diizeltecektir. (Prentice,
1989)

Konvolusyon ozellikle uzaysal filtreleme ve parca ayiklamada kullamilir.

Teorik olarak incelemek istersek,6ncelikle bir boyutlu fonksiyonlar igin;

f(x) ve g(x) fonksiyonlarinin konvolusyonu f(x) * g(x) seklinde gosterilir;

£6) * ) = _“j flak(x - a)der @17

burada a keyfi sabittir. Konvolusyon integralinin mekanigini gorsel hale getirmek kolay
degildir bu yiizden (4.17) esitliginin kullammim grafik olarak sunan bir 6rnekle tammlamaya
baglayacagiz.

Ornek:ilk orekte sirasiyla Sekil 4.4(a) ve (b)’de gosterilen f (x) ve g(x) fonksiyonlarinin
konvoluyonlan ispat edilmektedir.integrasyondan once g(x — @) olusturulmahdir.Bu da
Sekil 4.4 (c) ve (d)’de gosterilen iki adim gerektirir.Bu islem g(a) ’y1 g(— a) olacak sekilde
orjin atrafindan katlamak(folding),sonra da fonksiyonun x ile yerini degistirmekten
ibarettir.Sonra her x degeri i¢in f(a),uygun olang(x — a) ile carpilir ve sonug — o dan
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w’a integre edilir. f(a) ve g(x — ¢)’mn  carpm sonuglan Sekil 4.4 (e)’deki taralh
kisimdr.Bu sekil 0 < x < ligin gegerlidir. [0, x] arahps disindaki & degerleri igin
garpimn sonucu 0 dir. Sekil 4.4 (¢)’deki karalanms kisimda gosterilen f(x) * g(x) = x/2
dir. [1,2] aralginda ki x igin, Sekil 44 (f) de gosterilen f(x)* g(x) = (1 - x/2)
dir.Boylece [0,2] disindaki x degerleri igin

fl(@) g(x — a) degeri sifir olur.Sonug olarak ;

x2 0<x<1
fx)*glx)=4q1-x2 1<sx<2
0 diger

elde edilir. $ekil 4.4 (g) de sonug gosterilmektedir.

Bu boliimde daha sonra kullamilacak olan ve £(x)’in konvolusyonu ile impuls fonksiyonu
olan & (x - xo)’l gerektiren ,(4.17) esitliginin farkh bir uygulamasi agagidaki sekildedir;

wj f&)ol - x e = f(x,) (4.18)

~

Jd (x - xo) fonksiyonu, x, civarinda sonsuz komgsuluga sahip ve bu komsulugun disindaki

her yerde sifir olarak gosterilirse;
[ - x,)ix = ja(x — x, )dx =1 (4.19)

Bir ¢ok uygulamada 6(x - xo)’in x = x,’da sabitlendigini ve impulsun giiciiniin
x = x,>da  f(x)’in degerini belilemekle elde edildigini soyleyebiliriz. f(x) = 4
oldugunda A6(x - xo);x = x,’da bulunan A4 ’nin gii¢ impulsudur.Pratikte impuls x,’da a
uzunlufunda (impulsun gilicline esit yiikseklikte) bir okla gésterilir. Sekil 12
Aé‘(x - xo)"nmg('isterimjdir.
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M=) gla)
1
12
1 o & ) e L
(a) ]
&(- a) glx - a)
]
1 12
B - 5 - &
© @

D0<x<1

1) * glx)

12

Y
%

(0

Sekil 4.8 Konvolusyonun grafiksel gdsterimi.Tarali bolgeler sonucun sifir olmadid: yerleri
gOsterir.
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Sekil 4.9 46(x — x,)’in grafiksel gosterimi

Ornek:(4.17)’nin kullanimuna ikinci 6rnek, Sekil 4.6(a) da gosterilen f(x)’in Sekil 4.10(b)
de gosterilen g(x) = 6(x + T) + S(x)+8(x-T ) ile konvolusyonunu igerir. g(x)’i, f(x)
boyunca kaydirmak,daha sonrada (4.17) ve (4.18) denklemlerini uygulamak Sekil

4.10(c)deki sonucu verecektir. Bu durumda konvolusyon yalmzca f (x)’in her bir impuls

noktasinda kopyalanmasidir.

Frekans alaninda konvolusyonun onemi, f(x)* g(x) ve F(x)G(z)’nun Fourier dniisiim
¢ifti olusturmasi gercegine uzanmaktadir.Baska bir deyisle, f (x), F (u) Fourier doniisiimiine
sahip ve g(x) te G(u) Fourier dontisiimiine sahip ise, f(x) * g(x) te Fourier doniisiimiine
sahiptir ve F(u)G(u) dur. Bu sonug;

f(x) * g(x) & F)Gw) (4.20)

F(u)G(u)’nun ters Fourier doniigiimiinii alarak x alamnda konvolusyonun elde

edilebilecegini gostermektedir.Buradan ¢ikan temel sonug,frekans alanindaki konvolusyon x
alanindaki ¢arpmay1 azaltmaktadir.

f(x)glx) © Fu)* Gu) (4.21)
Bu iki sonug¢ Konvolusyon Teoremi olarak adlandirilir.

f(x) ve g(x)’in strekli olmasi yerine, smasiyla {f(0), £(1), F(2)..... f(4 — 1)} ve
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{2(0), g(1}; g(2)......, g(B — 1)} olmak tizere 4 ve B boyutlarinda &meklenmis dizilere
aynldigim varsayalim. B6lim(3.3)’te belirtildigi gibi ayrik Fourier doniigiimii ve ters Fourier
d6niistimii periyodik fonksiyonlardir. Konvolusyon teoreminin formiilasyonu ayrik fonksiyon
olan f(x) ve g(x) fonksiyonlarim herhangi M periotlu periyodik fonksiyon olarak kabul
etmeyi gerektiren periyodik olma ozelligini tagir. BSylece konvolusyonun sonucu da ayni
periotta periyodik olur.Problem M degerinin se¢imidir. (Anuta , 1969)

@

gla)

flx)* glx)

§
A

Sekil 4.10 Impuls fonksiyonu igeren konvolusyon
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M>2A4A+B-1

Sartim saplayacak sekilde segilmediginde gosterilebilir ki, Konvolusyon’un periyodu
cakisacaktir(ist liste gelecektir),bu WRAPAROUND hatast olarak adlandimilir.Eger
M = A+ B -1 ise periyotlar komgudur. M > 4 + B — 1 ise periotlar aynlacaktir,
aynilmanmin derecessi M ile 4 + B — 1 arasindaki fark kadar olacaktir.Ciinkii kabul edilen
periot degeri A ya da B’den daha biiyiik olmal ,6rneklenmis dizinin uzunlugu da arttinlmg
olmalidir,bylece her iki uzunluk ta M dir.Genigletilmis dizilerin 6rnek formlarina sifirlan

ekleyerek;
_[fx) 0<x<4-1
fe(x)"{o A<x<M-1
3 glx) 0<x<B-1
ge(x)"{o B<x< M-I

Bu genisletmeye bagh olarak , fe(x) ve g, (x)’in aynik konvolusyonu x = 0,1,2,..., M -1
icin asagdaki sekilde ifade edilir;

76)* 2.5) = 57 & £k (s = m) (422)

Konvolusyon fonksiyonu ayriktir, x = 0,1,2,...., M — 1 degerleri ile M uzunluklu periyodik
dizi fe(x) * g_(x)’e igin bir tam periot tammlar.

Ayrik konvolusyonun mekanigi temelde siirekli konvolusyonla aymdir.Aralarindaki fark
omekler arasindaki ayrilmaya uygun olarak aynk bilesenlerin olmas1 ve integral yerine
toplamamn  gelmesidir, Wraparound hatasindan  kagmmak i¢in  f.(x) ve g, (x)i
kullandigimizda (4.20) ve (4.21) bagntilart da ayrik form igin de gegerlidir.Ayrik degisken
x ve u ;02...., M- —1 degerleriiginden-segilir.-- -~~~

Ornek:Sekil 4.11 daha once ele alinan siirekli ve aynk konvolusy;m; graﬁksél. olarak
gostermektedir.Diagramlarda f (x) ve g(x) fonksiyonlar ayrik durum igin[0,1] araliginda 4
omeklive M = A+ B -1 = 24 — 1 periotlu olarak alinmigtir.

Burada konvolusyon fonksiyonunun periyotik olduguna veM = 24 —1 oldugundan

periotlarin komsu olduguna dikkat ediniz. M > 24 — 1 almak bu periotlar arasinda daha
biiyiik araliklar saglardi. Bu yiizden M 6rneklerinin tamamen bir periot tammladigina dikkat
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ediniz.
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Sekil 4.11 Siirekli ve ayrik konvolusyon arasinda kargilagtirma
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Iki boyutlu konvolusyon (4.17) esitligine benzer formdadir. f (x, y) ve g(x. y) igin;

fxy)* gxy) = T_j fla B)lx — @, y — Bliadp (423)

iki boyutlu konvolusyon denklemidir,agagidaki iligki ile ifade edilir,
fx, y)» glx, ) & Flu,v)G(u, v) (4.24)

f (x, y)g(x, y) < F (u, v) * G(u, v) (4.25)

(4.23)’un grafiksel ifadesi (4.17)’ten daha zordir.Sekil 4.12 ,2-D konvolusyon igin gerekli
olan katlama,yer degistirme ve ¢carpmay1 gistermigtir.

2-D ayrk konvolusyon f (x, y) ve g(x, y)’nin sirasiyla 4 x B VE C x D boyutlarinda
ayrik diziler olarak alinmasiyla form ile edilir.1-D de oldugu gibi diziler x ve y

eksenlerinde sirasiyla periyotlart M ve N olmak {izere periyodik kabul edilmelidirler.
Individual periyotta Wraparound hatasindan kaginmak i¢in,periyot agagidaki sekilde segilir.

M>24+C-1 (4.26)
N>B+D-1 4.27)

Periyodik diziler f (x. y) ve g(x. y) fonksiyonlarinin genisletilmesiyle olusturulur.

fl,y) 0<x<4-1 ve 0<y<B-1
L) =4
<x < yada B <y < N -1
g(x,y) 0<x=<C-1 ve. 0<y<D-1
ge(x’y)= 0 C<
<x<M-1 yada D<y<N-1

fe(x, y) ve ge(x, y)’nin konvolusyonu x = 0,1,2,.... M —1ve y = 0,12,..., N — 1 i¢in;

f.(x9)* gx ¥) = —ké—v—ﬂi]vz (m,n)g,(x —m, y - n) (4.28)

ile tammlanir.Bu esitlikteki M x N dizisi,2-D aynk konvolusyonun bir periyodudur.Eger
M ve N ,(4.26) ve (4.27) esitliklerine uygun olarak segilirse bu dizi diger komsu periyotlar
-arasinda 6zgiir olmay: garantiler.1-D de siirekli konvolusyon teoreminde oldugu gibi (4.24)
ve (4.25) bagimtillann  aynk durum i¢in # = 0,1,2,... M -1 ve v =012,...N -1
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alinarak uygulanabilir.Bﬁﬁin hesaplamalar genigletilmig fe(x, y) ve g, (x, y) fonksiyonlari

gerektirir.
fle. B) gla, B)
B
A
a (a) 0‘/ ()
gx —a,y—B) fla.Bex —a.y — B)
A i
B
B B
X X
74 7/
/————y————/ P ——
a a Volume = f(x, y) g(x, y)
(c) (d)

Sekil 4.12 iki boyutlu konvolusyon igin gerekli olan folding(katlama),yer degistirme ve
carpma iglemleri
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Ornekleme teoremi agiklanirken Konvolusyon teoreminin teorik giicli ispatlahacaktir. Pratikte
freckans alaminda aynk  konvolusyonun hesaplanmasi,(4.28)esitlifinin = dogrudan
kullimimasindan daha etkilidir. f,(x, ) ve g,(r,y)nin Fourier déniisimiiniin
hesaplanmasi Boliim 5’te gosterilecek hizh Fourier ddniigiimii (FFT) ile olacaktir. (Anuta ,
1969)

4.7 Ornekleme(sampling)

Bilgisayar iglemlerine uygun olarak goriintli fonksiyonu f (x, y) uzaysal ve genislik olarak
dijitize edilmelidir.Uzaysal koordinatlardaki (x,)) dijitizasyon goriintli Ornekleme ve
genisliklerde yapilan dijitizasyon gri-seviyeli hale getirme olarak adlandirilir.

Stirekli f(x, y) gorintiisiniin,agagida gosterilen esit aralikli drneklerin N x M formunda
olusturdugu dizisiye yaklagtigim diiglinelim;

7(0,0) flx,y) .. fo, M -1) 7
£(1,0) fx,y) ... @, M -1)

flx, y) ~ . (4.29)

LV - 1,0) flx,y) ... fiN - 1., M -1)]

yukanda ki (4.29) ifadesinde sag taraf dijital gOrlintiiyli gOsterir.Dizinin herbir
elemam;goriintii elemani,resim elmani,pixel ya da pel olarak adlandirilir.Goriintii ve pixel
terimleri bundan sonra dijital griintii ve elemanlar: olarak anilacaktir.

Burada problem,segilen drnekleme degerlerinden stirekli goriintii tekrar elde edilebilecek
sekilde 6rnekleme sartlarinin olugturulmasidir.incelemeye 1-D durumu i¢in baglanacaktir.

Bir boyutlu fonksiyonlar

Sekil 4.13 de gosterilen, — o dan o’a genisletilmis fonksiyonu ele alahm. f(x)’in fourier
doniigtimiiniin [— W, W] arahfs digindaki u« degerlerinde varolmadigimi  kabul
edelim.Doniigiim Sekil 4.13(b) deki gibi olacaktir. # *nin herhangi sonlu degeri i¢in bu
ozelligi saglayan fonksiyonlara bant limitli fonksiyon denir.

f (x) in 6rneklenmis versiyonunu elde etmek i¢in,fonksiyonu érneklenmis fonksiyon s(x) ile
arpmak gerekmektedir. s(x);Sekil 4.13(c) de gorilldigi gibi Ax arabkh impulslardan
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olusmaktadir. Konvolusyon teoreminden x verilerindeki carpim frekens alamndaki
konvolusyona egittir. Sekil 4.13(f) teki fourier doniigimii s(x) /(x)’in sonucundan elde
edilmigtir.Doniisiim periyodu I/Ax olmak iizere periyodiktir ve F(x)’nun kendini tekran tst
tiste gelebilir.Ormegin ilk periyotta #ist Giste gelen bblgenin merkezi u = 1/2Ax olur.
(u = 1/2Ax degeri W den az oldugunda)Bu problemden kaginmak igin Ax 6rnekleme
araifim 1/2Ax > W olacak sekilde ya da;

Ar < L (4.30)

2W
olacak sekilde segeriz

Ax teki azalmanin sonucu Sekil 4.13(g) ve (h) de goriilmektedir.Kesin etki ise {ist iste
gelmenin olmamas:1 i¢in périyotlann bolinmesidir.Bu islemin 6nemi Sekil 4.13(k) da
goriildiigii gibi F(u) nun tam izolasyonunu miimkiin kilmak igin ,Sekil 4.13(h) nin
doniistimiiniin agagidaki fonksiyonla ¢arpimudir.

ujp = .
' 0 diger

Ters doniisiim sonrasinda orijinal siirekli fonksiyon f (x) elde edilir. Bant limitli fonksiyonun

arahklan (4.30) sartim saglayan Orneklerinden tamamen geri elde edilmesi Whittaker-

Shannon drnekleme teoremi olarak bilinir.

Bant limitli fonksiyonun biitiin frekans verilerindeki bilgileri |- W, W] arahgindadir.Eger
(4.30) saglanmiyorsa,bu araliktaki doniisim komsu periyotlarin katilimiyla bozulur.Bu

durum aliasing olarak adlandirillir.Bu 6rneklenmis fonksiyonun yeniden elde edilmesini

engeller.
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Sekil 4.13 Sampling(6rnekleme)’nin grafiksel gosterimi
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Onceki sonuglar , x verilerinde limitsiz zamanh fonksiyonlara uygulanabilir.Bunun anlami
sonsuz Orneklenmis araliktir,bu yiizden uygulama durumunda fonksiyon bir sonlu bdlge
tizerinde 6reklenir. Sekil 4.14(a)-(f) te grafiksel olarak gosterilen bu durum, aliasing den
kaginmak icin Ornekler arasindaki araliklarin 6rnekleme teoremini sagliyor kabul edilmesi
haricinde Sekil 4.13 ile aynidir.Sonlu 6rnekleme aralii [0, X] ; Sekil 4.14(e)’de gosterilen
ornekleme sonucu ile,agagida verilen fonksiyonun carpmm ile matematiksel olarak
gOsterilebilir.

0<x< X

1
h(x) = {0 diger (4.32)

Bu fonksiyon genelde pencere olarak adlandirilir ve Fourier doniiglimiiyle sirasiyla Sekil
4.14(g) ve(h) de gosterilmektedir.Carpmanin sonucu Sekil 4.14(i) ve(j) de goriilmektedir.En
son frekans alamindaki sonug S(u) * F(u)’nun H(u) ile konvolusyonundan elde edilir.(
H(x) burada h(;c)’in Fourier doniigtimiidiir.)Cnkii H(x) sonsuza genigletilmis frekans
bilésenleri icerir,bu fonksiyonlarin konvolusyonu &rneklenmis ve h(x)ile sonlu bolgeye
limitlenmis fonksiyonun frekens alamindaki ifadesinde Sekil 4.14(j) de goriildtigii gibi hasara
yol acar.Bdylece 6rekler arasindaki aralik 6rnekleme teoremini saghyor bile olsa,yalmzca x
verilerinin sonlu bdolgesinde drneklenmis fonksiyonu yeniden tamamen elde etmek genelde
imkansizdir.Bu sartlar altinda orijinal Fourier doniisiimii yalmzca f(x) bant limitli ve
periyodu X omak fizere periyodik oldugunda korunabilirBu durumda H(xz)’nun sebep
oldugu bozulma ortadan kalkar,dmekleme teoremi saglamrsa f(x) yeniden elde edilebilir.
Yeniden elde edilen fonksiyon hala — o dan oo’a genigletilmig olup h(x)’in sifir oldugu
bolge diginda da sifir degildir.Bu tammlamalar bizi sonlu zamanh f(x) fonksiyonunun higbir
zaman bant limitli olamayacagi sonucuna gttiirlir.Ya da tersi sOylenirse,bant limitli bir
fonksiyon x verilerinde — 0 dan o’a genisletilmelidir.Bu 6nemli bir uygulama sonucudur
¢linki dijital fonksiyonlarin uygulamasinda ana limitasyon olarak kabul edilir.

1-D fonksiyonlarim gegmeden dnce ,ayrik Fourier doniiglimiiniin periyodik olmas: i¢in,6nceki
sonuglardan bulunacak alternatif bir sebep daha vardir.Su ana kadar frekans alanindaki biitiin
sonuglar siirekli yapidaydi.Ayrik Fourier d6niigiimiinii elde etmek i¢in sadece siirekli
doniigiimii Au aralikh impulslar ile 6rneklemek gerekir. Sekil 4.15; Sekil 4.14(i) ve(j) ye
bagh olarak bu durumu gostermektedir. Sekil 4.15 (a) ve (b) , Sekil 4.14 deki iglemler
dizisinin sonucu olarak kabul edilir. (Anuta , 1969)
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Sekil 4.14 Sonlu 6rneklemenin grafiksel gosterimi
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Oncelikle dikkat edilmesi gereken,6rnekleme;ilgili fonksiyonun impuls kiimesi ile
garpiimasidir.Bu durumda F(x) nun S(x) ile carpum Sekil 4.15 (f) deki sonucu verir. x
verilerindeki esdeger islem konvolusyondur ve Sekil 4.15 (e)de gosterilmigtir.Bu fonksiyon
periyodu 1/Au olmak tizere periyodiktir.Eger f(x) ve F(u) N ornekli almrsa ve Srekler
arasindaki bosluklar her alanda(x verilerinde,frekans verilerinde...) bir periyot N esit
bosluklu 6meklerden olusacak sekilde segilirse, x verilerinde NAx = X ve frekans
verilerinde NAu = 1/Ax olacaktir.Sonraki esitlik 6meklenmis fonksiyonun Fourier
doniistimiiniin periyodiklik dzeeligine baghdir,periyot 1/Ax tir.Buradan

Au = 4.33)

1
NAx
(3.4) esitligiyle aym sonug ¢ikmaktadir. Bu kogulu saglayan bosluun segimil/Au periyotlu
Sekil 4.15-(e) deki fonksiyonu verecektir.(4.33)’den gikan 1/Au = NAx = X ;Sekil 4.15
(a)’daki Srnekleme araliginin tiimiinii ifade etmektedir.

flx) ' Flu)

-
Mt 2 4

(a)_.Jm" ) Y~
s(x) Su)
i
“Yhu Vou g e
0 Ay
slx) * flx) Sha)Fee)
Di-w- N—...i
Mﬂmx - u
f
T o

Sekil 4.15 Ayrik Fourier doniisiimiinin grafiksel gosterimi
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iki boyutlu fonksiyonlar

Onceki omekleme kavramlari,notasyonda yapilacak birkag degisiklikten sonra 2-D
fonksiyonlara dogrudan uygulanabilir. yapilacak birka¢ degisiklikten sonra 2-D fonksiyonlara
dogrudan uygulanabilir.Bu fonksiyonlar i¢in Smekleme siireci 2-D impuls fonksiyonud(x, y)
ile matematikel olarak ifade edilebilir.

[ 176966 = 5005 = bty = flovs ) (434)
Bir 2-D &rneklenmis fonksiyonu, x dogrultusunda Ax,y dogrultusunda ise Ay araliklarina
bsliinmils impulslardan olusur.

sfx, y)

T/‘T { ] )

\

L
ARV v v
vVl

Y SV EYE v
e ) "

Sekil 4.16 2-D sampling fonksiyonu

Bir f (x, y) fonksiyonu ig¢in, x ve y siirekli,6rneklenmis fonksiyon s(x, y) f (x, y) nin
dizenlenmesiyle elde edilirAym islem frekans alaninda S(u, v) ve F(u, v)’nin
konvolusyonudur. S(u, v);uvevdogrultulannda sirastyla 1/Ax ve 1/Ay araliklanyla ayrilmig
impulslardan olugur. f(x,y) bant limitli fonksiyon ise(yani sonlu bir R bolgesi diginda
Fourier doniigimii olmuyorsa) S(u, v) ve F(u, v)’nin konvolusyonu Sekil 4.17 deki gibi
olacaktir.Fonksiyon iki boyutta periyodik olarak goriiliiyor.

2W, ve2W, swasiyla uvevdogrultularinda R bolgesini icine alan en kii¢iik dikdértgenin
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genislikleri olsun.Boylece $ekil 4.17 den eger ve 1/Ay > 2W, (aliasing olmadan) olursa,
S(u, v) * F (u, v) ile asagidaki fonksiyonun (;arpilma81yla periyotlardan biri yeniden elde
edilebilir;

1 (u, ‘v), dortgenin
Glu,v) = icinde o (4.35)
0 baska  yerde

Glu, VIS, v) * Flu, v)]’nin ters fourier dontistimd, f(x, y)’yi verir.

Sekil 4.17 2-D Orneklemede frekans verilerinin gosterimi,bant limitli fonksiyonlar
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Yukanida ki tammlamalar 2-D ornekleme teoremi igin yol goOsterecektir.Bant limitli
fonksiyon f(x.y),asagidaki sartlan saglayacak araliklarla Grneklendiginde tamamen yeniden
elde edilebilir;

Ax < 4.36a
2 (4.362)

Ay < — (4.36b)
W

f(x.y);2-D pencere fonksiyonu A(x, y) kullanilarak uzaysal olarak limitlendiginde
orneklenmis fonksiyonun doniisimi, H(w,v) ile S(u, v) * F(u, v)nin konvolusyonu
tarafindan bozulmaya ugrar.Dijital goriintiinin uzaysal limitlenmesinden dolayr olan bu
bozulma,6reklérinden f (x.y) ’nin tamamen elde edilmesini engeller. 1-D de oldugu gibi
(periyodik fonksiyonlarin diginda) bu sartlan saglayan goriintiiler pratikte ¢cok az gergeklesir.

N x N lik bir goriintii i¢cin Orneklerin bolinmesiyle ilgili asagidaki iligkiler,uzaysal ve
frekans verilerinde, bir tam 2-D periyodunu N x N esit arahkli degerlerle tamamen

Ortiilmesini garantiler.

1

Ay = — (4.37a)
NAx

Ay = 1 (4.37b)
NAy

Bahsedilen Fourier 6zellikleri ve doniigiimle ilgili agagida 6rnekler verilmistir;

Asagidaki goriintiiye Fourier doniigiimiinii uygulayalim;

20 __es  ee

Sekil 4.18 Fourier doniisimii uygulanacak drnek goriintii

Sekil 4.18’deki kompleks sonugtan hesaplanan mutlak deger(biiyiikliik) ;
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Sekil 4.19 Ornek goriintiintin Fourier d6niigiimii

seklinde gortilmektedir.DC-degerinin,goriintliniin en genis bileseni oldugunu gorebiliriz.
Fourier katsayillarimin(Fourier goriintiisiindeki yogunluk degerleri) dinamik bolgesi ekranda
gosterilebilmek icin fazla genigtir.Bu yiizden diger biitlin degerler siyah olarak goriintir.Eger
Logaritmik doniisiim uygulamrsa agagidaki goriintii elde edilir;

Sekil 4.20 Fourier doniisiimii alinan goriintiiniin Logaritmik doniigiimii

Bu sonug bize,g6riintiiniin, frekenslarin biitlin bilesenlerini icerdigini gosterir.Buradan diigiik
frekanslarin  yiikseklere oranla daha fazla goriinti bilgisi igerdigi sonucunu
¢ikarabiliriz.Donligim goriintiisti bize Fourier goriintiisiinde iki baskin yén oldugunu
gostermektedir.Bunlar merkezden yatay ve dikey sekilde gecer.Bunlar orijinal goriintiiniin
arka planindaki diizenli desenlerden kaynaklanmaktadir.

Aym gbriintiiniin Fourier doniistimiiniin faz1 agagidaki sekilde gosterilmistir;

Sekil 4.21 Omek goriintliniin Fourier doniigiimiiniin faz goriintiisi

Herbir noktamin degeri,uygun frekansin fazim belirler.Mutlak deger goriintiisiinde oldugu
gibi,orijinal goriintlideki desenlere uygun yatay ve dikey ¢izgiler tamimlayabiliriz.Faz
gOriintlisii,uzaysal verilerdeki goriintiinlin yapisiyla ilgili yeni bilgiler vermeyecektir.Bu
yiizden bundan sonraki Ornekte yalmzca Fourier doniigiimiiniin mutlak degeri

goriintiilenecektir.
Faz goriintlistinii gegerken,yukaridaki mutlak deger goriintiisine faza ihmal ederek ters
Fourier déniistimiinii uygularsak;



Sekil 4.22 Faz ihmal edilerek Ornek goriintiintin Fourier doniiglimiine ters doniisiimiin
uygulanmasi

elde ederiz.Bu goriintii orijinal griintii ile aym frekanslan igermesine ragmen,se¢ilemeyecek
kadar bozulmustur.Bu bize uzaysal verilerde dogru gériintiiniin yeniden elde edilmesinde faz
bilgisinin ¢ok 6nemli oldugunu gdsterir.

Bazi basit goriintilerle doniigiimiin yapisim daha iyi anlamak icin &rnekler
verilecektir.Uzaysal verilerdeki periyodik desenlerin Fourier doniisiimii etkilerini incelemek
i¢in asagidaki yapay goriintiiyi ele alalim.

Sekil 4.23 Ornek yapay goriintii

goriintii 2 pixel genigliginde genisliginde cizgilerden olusmaktadir. Fourier doniigiimii;

Sekil 4.24 Ornek goriintiiniin Fourier dénilsimi

seklindedir.Dikkatlice bakilirsa 3 ana deger igerdigini gorebiliriz;DC degeri ve, Fourier
gorlintlisiiniin merkezinden simetrik olmasindan dolayiorijinal goriintiideki ¢izgilerin
frekensina karsilik gelen iki nokta.iki nokta merkezde yatay ¢izgi fizerindedir,bunun sebebi
uzaysal verilerde yogunluk en ¢ok yatay olarak ilerledifimizde degisir. (Andrews , 1977)

Noktalann merkeze olan uzakhig su sekilde agiklanabilir; maksimum frekans uzayda bir pixel
genisliginde ¢izgiler olarak ifade edilebilir;

1
1 pixel

S (4.38)
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buradan iki pixel genigligindeki gizgiler;

sl S
S, = 2 pixel T2 (4.39)

olarak ifade edilir.BSylece noktalarin merkez ile kenar ortasinda oldugu sonucu ¢ikar.

Asagidaki goriintiiye Fourier uygulandiginda;

Sekil 4.25 Ornek goriintii

Asagidaki sonug elde edilir;

Sekil 4.26 Omek goriintiiniin Fourier doniistimii

Fourier doniistimiiniin mutlak degerini gsteren goriintiide,DC degeri ve gizgilerin frekansina

uygun iki noktay: tekrar gormekteyiz.Logaritmik doniigiimii alindiginda;

Sekil 4.27Fourier doniistimiiniin Logaritmik dSniisiimii

goriintli birgok kiiglik frekans igermektedir.Bunun sebebi yalmzca kogegen kare pixellerle
gOruntiiye yaklagir,buradan goriintliyli olusturmak i¢in ilave frekanslara ihtiyag duyuldugu
sonucu ¢ikar.Logaritmik scaling orijinal goriintiideki tekil frekanslarin etkisini sdylemeyi
zorlagtinir.En Onemli frekanslan bulmak igin resmi threshold(siyah-beyaz hale getirme)

ederiz.
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Sekil 4.28 Treshold edilmis gdriinti

Mutlak degeri,maksimumun en azindan %5’i olan biitiin frekanslann gosterir.DC-degerinin
%S5 inden kiigiik olan biitiin frekanslar yok olmustur. (Ballard,1982)

Uzaysal verilerdeki goriintiiniin geometrik yapis: ile ilgili bilgi elde etmek i¢in agagrdaki
goriintliye Fourier doniigimiinii uygulayalim.Yazimn satirlarimin dogrultusu dnceden ifade
edildiginde ,yaz1 ¢dziimleme goriintii isleme tekniklerinin kullamlmasiyla kolaylagilir.Burada
yazinin ilgili diizenlemelerini bulmak i¢in nasil Fourier doniisliminin kullanildig
gosterilmigtir ve hatalarin diizeltilmesi i¢in dondiirme ozelligi uygulanabilir.

Sekil 4.29 Ornek goriintii

Bu teknik ingilizce bir yazimin ikili goriintiisii izerinde gosterilmistir. Fourier déniiglimiiniin
mutlak degerinin logaritmasi ;

Sekil 4.30 Ornek goriintiintin Fourier donfigiimiin{in mutlak degerinin Logaritmas1

olur.Ve
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Sekil 4.31 Treshold edilmis goriintii

Fourier goriintiisiiniin siyah-beyaza indirgenmis mutlak degeridir.Dikey ¢izgide uzanan ana

degerleri gorebilirizBu bize girdi goriintiideki yazimin satirlanmin  yatay oldugunu

gosterir. Aym: sekide ilerledigimizde , 45° ’lik dondiirmeyle;

rﬁ.‘-. 5 ‘
A;‘&? k";.’*'

R
\‘% ;
\%3*%« \\}\;

Y
Sekil 4.32 Ornek gériintiiniin 45° °lik dondiiriilmiis hali

olur.Buradan;

Sekil 4.33 45° ’lik dondiirtilmiis 6rnek goriintiiniin Fourier doniistimiiniin mutlak degerinin

Logaritmasi

elde edilir. Fourier uzayinda;
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Sekil 4.34 45° ’lik dondiirtilmiig 6rnek goriintiiniin Treshold edilmis hali
seklindedir. Fourier verilerindeki en yiiksek degerdeki noktalarin ¢izgisinin,girdi
goriintiistiniin dondiiriilmesine uygun olarak déndiigiinii gorebiliriz.Logaritmik goriintiideki
ikinci ¢izgi(ana dogrultuya dik olan) donmiis resimdeki siyah koselerden baglamaktadar.

Maksimum noktalar arka plandan ayirmig olmamiza ragmen,yazimin diizensiz goriintiisiinden
elde edilen Fourier goriintiisinde birgok pirtiz vardir.Eger yazidan igi dolu bloklar
¢ikarabilseydik,arka plan degerlerini azaltip,maksimum noktalarin gériintiisiinii daha belirgin
yapabilirdik. [Chang, 1989]
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5. HIZLI FOURIER DONUSUMU (The Fast Fourier Transform)

(3.2) esitliginin gerektirdigi kompleks carpma ve toplama sayis1 NZile orantihdir. ¥ nun N
tane degerinin herbiri igin toplamamn biiytimesi f(x) ile exp[- j2mux/N] in N adet
kompleks garpimim ve sonuca N — 1 adet eklemeyi gerektirir. exp[- j2zux/N|’in terimleri
daha sonraki uygulamalar igin hesaplanarak saklanabilir.Bu sebepten dolayr terimlerin
icindeki # nun x ile ¢arpimi uygulamanin dogrudan bir pargasi olarak kabul edilmez.

(3.2) esitliginin uygun ayngtirmas: toplama ve garpmalarin sayisi N log) ile orantili olarak
yapilabilir. Aynstirma prosediicG Mizl: Fourier doniigiimi (FFT) olarak adlandinhr.Bu
orandaki azalma Tablo 5.1 de goriildiigii gibi hesaplamada harcanan ¢abada dikkate deger bir
azaltma saglayacaktir FFT ozellikle N in daha biiyiik oldugu durumlarda Fourier
d6niiglimiiniin  dogrudan uygulamas: iizerinde Onemli sekilde hesaplamada avantaj
saglar.Ornegin 8192 noktah bir dizi i¢in FFT 5 saniyede hesaplama yaparken,aym teknik
sartlar altinda (3,2) esitlii ile Fourier doniislimti aym dizi i¢in 600 kez daha fazla (50
dakika)zaman alir.

Bir sonraki konuda FFT algoritmas1 1-D de gelistirilecektir. (Andrews , 1977)

5.1 FFT Algoritmasi
Bu bolimde FFT Algoritmas: ardil ikiye katlama ySntemi kullamlarak yapilacaktir.Uygun

olarak (3.2) esitligini ag. sekilde yazacagiz.

z

-1

Flu) = fwy (5.1)

™

L
N §

0

[

W, = expl- j2x/N] (52)



Cizelge 5.1 N degiskenleri igin N log) 'e karst N? nin karsilagtinimas

44

log?
N? N log; gves/a 12’;3
p

N (dogrudan FFT) (FFT) avantaji
2 4 2 2.00
4 16 8 2.00
8 64 24 2.67
16 256 64 4.00
32 1,024 160 6.40
64 4,096 384 10.67
128 16,384 896 18.29
256 65,536 2,048 32.00
512 262,144 4,608 56.89
1024 1,048,576 10,24 102.40
2048 4,194,304 22,628 186.18
4096 16,777,216 49,152 341.33
8192 67,108,864 106,496 630.15

n pozitif tamsay1 olmak lizere N asagidaki formda kabul edilit.

N=2"

Buradan N ifadesi M de pozitif tamsay1 olmak iizere as.gekli alir.

N =2M

(5.4)’1 (5.1) de yerine yazarsak as. sonucu elde ederiz.

Flu) = Z f&W

x=0

[ 2 fQeWE) + —

(5.2) den , W=

FO) = 3| 5 s + 4

x=0

x=0

Zf(zx + 1Wu(2x+l)

Z f@x + )WwEws, }

|

= W,; ,bu ylizden (5.5) as.formda ifade edilebilir.

(5.3)

(5.4)

(5.5)

(5.6)
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= 0,1,2,..., M — 1 i¢in ag.tamimlama ile;

S

fexw; .7

0

1
Fop) = I

ve tekraru = 0,1.2,.., M — 1 igin;

Ful) = - S rlx 1wz (5-8)
(5.6) y1 indirgersek;
F@) = 2 [F @) + FulaW] 9

Aym zamanda W™ = W) ve WM = - i¢in,(5.7) ve (5.9) bize as. esitligi verir.
1 .
Flu + M) = 2 [F ) - Fo ] (5.10)

(5.7)-(5.10) esitlikleri tizerinde dikkatli bir inceleme,bu ifadelerden baz ilging ozellikler
¢ikrmamizi saglayacaktir.(5.9) ve (5.10) da belirtildigi gibi N -nokta doniiglimii orjinal
ifadeyi iki kisma ayirarak ta hesaplanabilir. (u)’nun ilk yanisinin hesabi (5.7) ve (5.8)’de
verilen iki (N/2)-nokta degerlendirmesini gerektirir. F, (u) ve F,, (u) sonucu gikan degerler
u = 012,.., (N/2 - 1) icin F (u)’yu elde etmek lizere (5.9) da yerlestirilir.Diger yan
yalnizca (5.10) dan,ek doniisiim degerlendirmeleri olmadan hesaplanir.

Bu prosediiriin islemsel anlamim incelemek igin,sirastyla kompleks ¢arpma ve toplama

sayislarim temsil edecek m(r) ve a(n) ifadelerini alalim.Bundan dnce n pozitif tamsay:
olmak fiizere,drneklerin sayis1 2" dir. Oncelikle n = 1 alalm.Iki nokta donistimii F(0)"1
daha sonrada (5.10)’u takiben F(1)'i gerektirir. F(0) "1 elde etmek igin F,(0) ve F, (0)’in
hesaplanmas1 gerekirBu durumda M =1 ve (5.7),(5.8) esitlikleri bir-nokta
doniigimleridir.Clinkii bir tek noktamn Fourier doniigiimii kendisinin &rnegidir.BSylece
F, (0) ve F_(0)’1 elde etmek igin garpma yada toplama gerekli degildir. F,_(0)’m W, ile
bir garpimi ve bir toplama (5.9)’dan F(0)’1 verir.Boylece F(1) fazladan bir toplama
(s1karma toplama ile aym kabul edilir)ile (5.10)’un sonucu olarak elde edilir. F,, (O)Wzo ’In

onceden hesaplanmmg olmasi durumunda, iki-nokta doniisiimiiniin toplamr islem sayist
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m(l) = 1 adet ¢arpma, a(l) = 2 adet toplamadir.

n igin bir sonraki deger 2 olsun.Yukandaki gelismelere uygun olarak dort-nokta doniistimii
iki parcaya boliinebilir. F(x)’nun ilk yansi iki igin hesaplama (iki-nokta
dontistimii),gerektiri( M = 2 igin (5.7)ve (5.8) de oldugu gibi).iki nokta dontistima m(1)
adet carpma ve a(l) adet toplama gerektirir,bu yiizden bu iki denklemin hesaplanmas
toplamda 2m(1) carpma ve 2a(l) toplama gerektirir. F(0) ve F(1)’i (5.9) dan elde etmek
icin iki fazla toplama ve carpma gerekmektedir.Cinkii u = {0,1} icin F, (w7}, degeri
onceden hesaplandifn igin,fazladan iki toplamaF(2) ve F(3)’t verir.Toplam alnirsa;
m(2) = 2m(1) + 2 vea(2) = 2a(1) + 4 olur.

n;3 e esit oldugunda ,iki dort-nokta dontsimi F, (x) ve F, (#)’nun hesaplanmasinda
isleme katilir.Bu islemler 2m(2) garpma ve 2a(2)toplama gerektirir.Dort fazla garpma ve

sekiz fazla toplama ile donfisiim tamamlamr.Toplam ahmrsa;m(3) = 2m(2) + 4 ve

a(3) = 2a(2) + 8 olur.

n’nin herhangi pozitif tamsay: degerleri igin hesaplamalara devam edilirse, FFTyi

tamamlamak i¢in gereken toplama ve g¢arpmalarin sayist igin tekrarlanan ifadelerle

karsilagilir:
m(n) = 2m(n - 1) + 2" n 21 (5.11)
a(n) = 2a(n — 1) + 2" nx1 (5.12)

burada m(O) =0 ve a(O) = 0 dirglinkti tek noktanin doniigiimii ¢arpma ya da toplama
gerektirmez.

(5.7)-(5.10) denklemlerinin uygulamas: bir arcil ikiye katlama FFT algoritmasi olugturur.Bu
isim ,iki adet bir-nokta doniigiimiinden bir adet iki-nokta doniisiimii,iki adet iki-nokta
doniistimiinden bir adet dort-nokta déniistimii hesaplanmasindan gelmektedir.Bdylece devam
edilirse,herhangi N igin 2 nin kuvvetine esit olacak sayida d6niigiim gerekecektir.
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5.2 Islemlerin sayisi

Kompleks ¢arpma ve toplama islem sayis1 tlimevarim ile FFT algoritmasimin sirastyla agagida
ki uygulamalarim gerektirir.

m(n) = %2" log, 2"

% Nlog, N (5.13)

=—1-Nn n21
2

a(n) = 2" log, 2"
= Nlog, N (5.19

=Nn n21

Tumevarim ile ispat etmek igin (5.13) ve (5.14) esitliklerinin » = 1 i¢in dogru oldugu
gosterilir;

m(l) = .;.(2)(1) =1 ve all) = @)1) = 2

Sonra ifadenin » i¢in dogru oldufu kabul edilerek ,» + 1 igin dogrulugu ispatlanir.
(5.11)den;

m(n'+ 1) = 2m(n) + 2"

n igin gegerli oldugu kabul edilerek m(r), (5.13) te yerine konulursa;

m(n + 1) = 2(—;- Nn) +2"

= 2(1 2"n) + 2"
2

2"(n + 1)

%(Z”HXn + 1)

boylece (5.13) esitlii » ’nin biitiin pozitif tamsay: degerleri igin gegerli olur.  (5.12)’den;

a(n + 1) = 2a(n) + 2"
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a(n) ’i (5.14) te yerine yazilirsa ispat tamamlanmig olur.

a(n + 1) = 2Nn + 2"
= 2( nn)+ zn+l
= 2"(n + 1)

5.3 Ters FFT

Ayrik ileri donifistimli saglayan herhangi bir algorjitma aynr zamanda girdilerde ¢ok kiigiik
degisikliklerle tersini hesaplamak igin uygulanabilir.bunu gostermek igin (2.2) ve (2.3)
esitliklerine donelim.Tekrar edersek;

Flu) = 'Etr'NZo f(x)expl- j2mux/N] (5.15)

fx)= NZ—I F(u)explj2muc/N] (5.16)

u=0

(5.16)’mn kompleks konjugate ni alarak her iki tarafi N ile bdlersek;
1 . 1 N-1 .
<7 (x) = ~ > F*(u) expl- j2mux/N] (5.17)
u=0

Bu sonucun (5.15) ile kargilagtirnlmasi (5.17) de esitligin sag tarafimin ileri Fourier doniigimii
formunda oldugunu gosterir.ileri Fourier doniigiimiinii hesaplamak {izere tasarlanan
algoritmada F*(u) yu yerlestirmek , f*(x)/N miktarm verir.Kompleks konjugate in alinmas:
ve Nile boliinmesi f(x)in tersini verir.

2-D kare dizi i¢in (2.10)’un kompleks konjugate i alinirsa,

N-1

Z

fxy) = -}1\7 F‘(u, v)expl- j2z(ux + vy/N)) (5.18)

=
¢
O

elde edilir.Bu ifade (2.9) un 2-D ileri doniigiimiiniin formundadir.Bu yiizden ileri donlislimii
hesaplamak igin hazirlanan bir algoritmada F*(, v) *nin yerlegtirilmesi, f*(x, »)’yi verir.Bu
ifadenin Kompleks konjugate inin ahnmas1 f(x.y)’yi verecektir. f(x) yada f (x.y) reel
oldugunda Kompleks konjugate alinmas1 gereksizdir,¢linki reel
fonksiyonlarda f(x) = f*(x) ve f(x, ¥) = f(x, y)dir.
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1-D dontigiimden ardil gegisle 2-D doniigiimiin hesaplanmas: ,ters alimrken dnceki teknigin
kullan1imas: durumunda sik goriilen hatalarin kaynafidir. Bagka bir deyisle 2-D ters igin, 1-D
algoritmas1 kullamildiginda ,herbir satir ve siitunda ilerledikten sonra Kompleks konjugate
hesaplanmaz.

5.4 Uygulama

FFT algoritmasimin bilgisayar uygulamas:t Bo6lim 4.1 de agitk bir gekilde
gelistirilmigtir.Burada en 8nemli nokta (5.7) ve (5.8) in ardil uygulamas: igin gereken gekilde
girdi bilgilerinin dizenlehmesidir.Diizenleme prosediirii basit bir ornekle agiklanabilir.
{£(0), f()......, £(7)} sekiz-nokta fonksiyonunun FFT sini hesaplamak i¢in ardil ikiye
katlama algoritmas1 kullamldi: digiiniiliirse,(5.7) esitligi ;¢ift elemanlar igin kullanibirken
{70}, 72), 7@), F6)} 5.8) esitligi; tek elemantar igin killamtir {£Q1); £B3), F(5), F(7)}
Her dort-nokta doniiglimii,(5.7) ve (5.8)’in kullamlmasim gerektiren iki adet iki-nokta
déniigtimii olarak hesaplanir.ilk kismin FFT sinin hesaplanmasi igin ,tek kisim {1(0), £(4)} ve
¢ift kisim {f'(2), (6)} olmak tizere iki kisma ayrilmas: gerekir.Benzer gekilde ikinci kisimda
6.7 igin {£(1) FG} ve (5.8) igin{f(3), f(7)} olmak tizere ikiye ayrilir.Daha fazla
diizenlemeye gerek yoktur ¢iinkii herbir parca bir ¢ift bir de tek olmak iizere iki elemandan
olugmaktadir.Bu sonuglarin birlestirilmesi girdi dizisinin
{£0) £@). 7@}, 1(6), f@) £6), fB), f(7)} formunda ifade edilmesini gercktirir. Ardil
ikiye katlama algoritmasi bu dizi tizerinde Sekil 22 de gb6sterildigi gibi calisir.Hesaplamanin
ilk asamasi {£(0)} 7@)} , {r(2), 76} , {r(1). F6)} ve {f(3) f(7)} ¥i kapsayan dort iki-
nokta doniiglimleridir.Bir sonraki agamada bu sonuglar iki dért-nokta dondigtimleri igin
kullamlir,son agamada ise bu iki sonug istenen doniigiim igin kullambir. © -
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O @4 - fQ@) f(6) iy 5 f3) D

Two-point
transforms

Four-point
transforms

Eight-point transform

Sekil 5.1 Girdi dizisinin diizenlenmesi ve ardil ikiye katlama metodunda kullanilisi

Ne yazik kigirdi dizisinin yeniden diizenlenmesi i¢in genel prosediir bit-ters dénme
yontemini izler. x, f(x)te herhengi bir gecerli deger olarak tammlandiginda ,yeniden
diizenlenecek dizideki uygun eleman x’in ikili(binary) tammlanmas: ve bitlerin ters
gevrilmesi ile elde edilirOmegin N = 2° oldugunda ,ilk dizideki yedinci eleman
f (6),yeniden diizenlenen dizide dordiinci eleman olurginkid 6 = 110, ;bitler ters
cevrildiginde 011, = 3 olur.lkili numarada bu soldan saga bir ters gevirmedir . Tablo 5.2;
N = 8icin olan prosediirii gostermektedir.Eger yeniden diizenlenen dizi FFT’nin
hesaplanmasinda kullamlirsa ,Fourier doniigiimiiniin elemanlar1 dogru sirada olacaktir. Tersini

s6ylemek gerekirse eger dizi ilk haliyle kullamlirsa ,sonug ters donmiis bitte olur.Aym
yorumlar ters doniigiimiin hesaplanmas: igin de gegerlidir.
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Cizelge 5.2 Bit-ters gevirme rnegi ve FFT algoritmasindaki girdiler i¢in dizinin yeniden

diizenlenmesi
Yeniden
Ters Dénmiis Bitteki | Dilzenlenmig

Orijinal Dizilig Orijinal Dizi Dizilig . D

0 0 0 1) 0 0 0 )
0 0 1 @) 1 0 0 @)
0 1 0 f@) 0 1 0 @)
o 1 1| fB |1 1 ol f6
1 0 0 @) 0 0 1 1)
1 0 1 76) 1 0 1 f6)
1 1 0 £(6) 0 1 1 )
1 1 1 () 1 1 1 ()
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6. SONUCLAR

Fourier doniigiimii yardimm il resimlerin geligtirilmesi,kullamlan resim isleme sistemlerinde
bagar ile kullanilan bir sistemdir.Resim verilerindeki yiizde 10 un altinda olan kayiplarda ¢ok
iyi sonuglar vermektedir.Goriintiiniin elde edilmesinde kullamilan tekniklerden kaynaklanan
bozulmalan kolayca yok etmesinin yaninda,goriintiiniin karakteristik dzelliklerini tamamen
korumaktadir.

Sistemin zayif noktas1 yan yariya bozulmaya ugramis resimlerde FFT nin yeterince bagarili
olamamasidir,bunun sebebi de sistemin elde ettigi girdiler iizerinde yaptigh iyilestirme ,girig
verisinin kalitesiyle dogru orantihidar.



33

KAYNAKLAR

Andrews, H.C.,ve Hunt, BR. [1977].Digital Image Restoration,Prentice-Hall,Englewood
Cliffs, N.J.

Anuta, P.F . [1969]. “Digital Registration of Multispectral Video Imagery. ” Soc. Photo-
Optical Instrum. Engs. ,vol. 7 , pp. 168-175.

A. Jain Fundamentals of Digital Image Processing, Prentice-Hall, 1989, pp 15 - 20.
A. Marion An Introduction to Image Processing, Chapman and Hall, 1991, Chap. 9.
B. Homn Robot Vision, MIT Press, 1986, Chaps 6, 7.

Chang, S.K.[1989].Principles of Pictorial information Systems Design, Prentice-Hall,
Englewood Cliffs, N.J.

D. Ballard and C. Brown Computer Vision, Prentice-Hall, 1982, pp 24 - 30.

R. Gonzales, R. Woods Digital Image Processing, Addison-Weéley Publishing Company,
1992, pp 81 - 125.



55

EKLER

FFT Hesaplamada Uygulama

#include
#include
#include
#include

#define FFTSIZE 1024
#define PPP 4
#define LGPPP 2
#define LGFFTSIZE 10
#define PPPSQ 512

main ()
/* 2d fft cannot exceed 1lkxlk */
{
plural float rin[PPPSQ], iin[PPPSQ}, rwork[PPPSQ], iwork[PPPSQ],
rout [PPPSQ],
iout [PPPSQ], rtwiddles[LGFFTSIZE], itwiddles[LGFFTSIZE];
register plural float zero, one;
register int i;
struct timeval beg, end;
double stime, etime, eltime;

gettimeofday (&beg, 0);

0.0;
1.0

1

Zero
one =

.
r

for(i = 0; i < PPPSQ; i++)
{

rin[i] = zero:
iin[i] = zero;
}
if(iproc == 0) rin[3] = one;

mpipl cfft2df (rin, iin, rout, iout, rwork, iwork, 10};

gettimeofday(&end, 0);

stime = beg.tv_sec + 0.000001*beg.tv usec;
etime = end.tv_sec + 0.000001*end.tv usec;
eltime = (etime - stime);

printf ("Elapsed time = %f\n",eltime);

}

mpipl cfft2df (rinput, iinput, routput, ioutput, rwork, iwork, lgfftsize)
plural float *rinput, *iinput, *ioutput, *routput, *rwork, *iwork;
int lgfftsize;

{
register int lgxppp,xppp, lgyppp, ypPpp,i, step;
plural float rtwiddles[10]};
plural float itwiddles[10];
register int temp;

initialize_twiddles(rtwiddles, itwiddles, lgfftsize);
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step = 1;

Xppp = (1 << lgfftsize) / nxproc;

yppP = (1 << lgfftsize) / nyproc;
lgxppp = 0;

for (i = 1; i < xppp; i <<= 1) lgxppp+t;
lgyppp = 0:

for (i = 1; 1 < yppp: i <<= 1) lgyppp++;
temp = (;

for (i = 0; i < yppp; i += 1)

{
mpipl cfftldrowf (rinput + temp, iinput + temp, routput + temp,
ioutput + temp, rwork, iwork, lgxppp, lgfftsize,
step, rtwiddles, itwiddles);
temp += xXppp’s
}

for (i = 0; 1 < xppps 1 += 1)
{
mpipl cfftldcolf (routput + i, ioutput + i, routput + i, ioutput + i,

rwork, iwork, 1gyppp, lgfftsize, xppp, rtwiddles, itwiddles);
}

}

mpipl cfftldcolf(rinput, iinput, routput, ioutput, rwork, iwork, lgppp,
- lgfftsize, step, rtwid, itwid)
plural float *rinput, *iinput, *routput, *ioutput, *rwork, *iwork,
rtwid{10], itwid([10];
int lgppp, step, lgfftsize;

{
register int stage, 1i;

stage = 0;

compute fftcol stage(rinput, iinput, routput, ioutput, lgppp,
lgfftsize, step, stage, rtwid, itwid);

for(stage = 1; stage < lgfftsize; stage++)
{
compute fftcol stage(routput, ioutput, routput, ioutput, lgppp,
lgfftsize, step, stage, rtwid, itwid);

col bit reverse permute (routput,ioutput,rwork, iwork, 1gppp,lgfftsize,step);
}

col bit reverse permute (routput, ioutput, rwork, iwork, lgppp, lgfftsize,
step)

plural float *routput, *ioutput, *rwork, *iwork;

int lgppp, lgfftsize, step;

{
register plural int jxproc, jyproc, group, groupadd, groupdif;
register plural float rswap, iswap;
register plural int groupind, groupnum, index, rindex, destpe, destmem;
register int bit, pppml, zerooff, ppp:
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pPpPP = 1 << 1lgppp;

pppml = ppp - 1;

group = nyproc >> lgppp;
jxproc = ixproc;

jyproc = iyproc;

groupind = jyprocé&(group-1);

groupnum = jyproc/group;
groupadd = jyproc * ppp:;

for(zerooff = 0; zerocoff < ppp; zerooff++)

{
groupdif = (groupnum + zerooff) & pppml;

rswap = *(routput + step*groupdif);
iswap = *(ioutput + step*groupdif);
index = groupadd + groupdif;

rindex = 0;

for (bit = 0; bit < lgfftsize; bit++)

{
rindex <<= 1;
rindex += index & 1;
index >>= 1;

}

destpe = (rindex >> lgppp) *nxproc + jxproc;
destmem = rindex & pppml;

router [destpe] . rswap = rswap;

router [destpe] . iswap = iswap;

router [destpe] .destmem = destmem;

*{rwork + step*destmem) = rswap;

*(iwork + step*destmem) = iswap;

}
bit = ppp*step:;

for (zerooff = 0; zerooff < bit; zerooff+= step)

{
* (routput + zerooff) = *(rwork + zerooff);
*{ioutput + zerooff) = *(iwork + zerooff);

}

mpipl cfftldrowf(rinput, iinput, routput, ioutput, rwork, iwork, lgppp,
lgfftsize, step, rtwid, itwid)
plural float *rinput, *iinput, *routput, *ioutput, *rwork, *iwork,
rtwid[10],
itwid[10];
int lgppp, step, lgfftsize;

{

register int stage, i;
stage = 0;

compute_fftrow stage(rinput, iinput, routput, ioutput, lgppp, lgfftsize,
step, stage, rtwid, itwid);

for(stage = 1; stage < 1lgfftsize; stage++)
{
compute fftrow stage(routput, ioutput, routput, ioutput, lgppp,
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lgfftsize, step, stage, rtwid, itwid);

row_bit_reverse_permute (routput, ioutput, rwork, iwork, 1gppp, lgfftsize, step);

}

row_bit_reverse permute(routput, ioutput, rwork, iwork, lgppp, lgfftsize,
step)

plural float *routput, *ioutput, *rwork, *iwork;

int lgppp, lgfftsize, step;

{
register plural int jyproc, jxproc, group, groupadd, groupdif;
register plural float rswap, iswap;
register plural int groupind, groupnum, index, rindex, destpe, destmem;
register int bit, pppml, zerooff, ppp:

PpPP = 1 << 1g9ppp;
pppml = ppp - 1;

group = nxproc >> lgppp;
jyproc = iyproc * nxproc;
jxproc = ixproc;

groupind = jxproc&(group-1);
groupnum = jxproc/group;
groupadd jxproc * ppp;

for (zerooff = 0; zerooff < ppp; zerocoff++)
{

groupdif = (groupnum + zerooff) & pppml;
rswap = *{(routput + step*groupdif);
iswap = *({ioutput + step*groupdif);
index = groupadd + groupdif;

rindex = 0;

for(bit = 0; bit < lgfftsize; bit++)
{

rindex = 1;

rindex index & 1;

index >>= 1;

A
+ A
[

}

destpe = (rindex >> lgppp) + jyproc;
destmem = rindex & pppml;
router[destpe] . rswap = rswap;
router[destpe] . iswap = iswap;
router[destpe] .destmem = destmem;
*{rwork + step*destmem) = rswap;

* {iwork + step*destmem) = iswap;

}
bit = ppp*step;

for(zerooff = 0; zerooff < bit; zerooff += step)
{

* (rwork + zerooff);

* (iwork + zerooff):

*(routput + zerooff)
*(ioutput + zerooff)

i
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compute fftrow stage(rinput, iinput, routput, ijioutput, lgppp, lgfftsize,
step, stage, rtwid, itwid)

plural float *rinput, *iinput, *routput, *idutput, rtwid[1l0]l, itwid[10};

int lgppp, lgfftsize, step, stage;

{
register plural float tempr, tempi, temprx, tempix, tempro, tempio;
register plural float tempx;
register plural unsigned int jhcommd;
register plural int tb, subindex, index, jxproc;
register plural float zero, one;
register int i, subl, hcommd, layer, ppp, base layer, off layer,
commd, sub2;
unsigned int comtstl, comtst2;

zero = 0.0;

one = 1.0;

ppPpP = 1 << 1lgppp;

jxproc = ixproc*ppp;

commd = 1 << (lgfftsize - stage - 1);

comtstl = (1 << (lgfftsize - stage)) - 1;
. comtst2 = commd - 1;
hcommd = commd/ppp;

jhcommd = ixproc$% (hcommd << 1) < hcommd;

if (hcommd > O0)
{
subl = 0;
for{layer
{

0; layer < ppp:; layer++)

I

* (rinput + subl);
*{iinput + subl);

temprx
tempix

!

xnetWlhcommd] . tempx = temprx;
xnetE[hcommd] . tempr = temprx;
if (Jhcommd) tempr = tempx;

xnetWlhcommd] . tempx = tempix;
xnetE{hcommd] . tempi = tempix;
if (jhcommd) tempi = tempx;

tempro = temprx;
tempio = tempix;

if (!Jhcommd)
{

I

tempro -tempro;
tempio = -tempio;
}

tempro += tempr;
tempio += tempi;

index = jxproc + layer;
tb = index & comtstl;
subindex = index & comtst2;

!

tempr one;
tempi = zero;

if(tb != subindex)
{
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subindex <<= gtage:;

for(i = 0; i < lgfftsize; i++)
{
if((subindex >> i) & 1)
{
tempx = tempr;
tempr = tempr * rtwid[i] - tempi * itwid[i];
tempi tempi * rtwid[i] + tempx * itwid[i]:

}

if(!jhcommd)
{

n

tempx tempro;
tempro tempr*tempx -~ tempio*tempi;
tempio = tempr*tempio + tempi*tempx;

il

}

*(routput + subl) = tempro;
*{ioutput + subl) = tempio;
subl += step;

}

else
{
for(base_layer = 0; base_layer < ppp; base_ layer += 2*commd)
i
for(off layer = 0; off layer < commd; off layer++)
{
subl = base layer + off layer;
sub2 = subl + commd;
subl *= step;
sub2 *= step;

]

*(routput + subl)
*(ioutput + subl)

*{rinput + subl) + *{rinput + sub2);
*(iinput + subl) + *(iinput + sub2);

I

tempix
temprx

*(iinput + subl) - *(iinput + sub2);
*(rinput + subl) - *(rinput + sub2);

I

layer = base_layer + off layer + commd;
index = jxproc + layer:;

tb = index & comtstl;

subindex = index & comtst2;

one;
Zero;

tempr
tempi

I

if(tb != subindex)
{

subindex <<= stage;

for(i = 0; i < lgfftsize; it++)
{
if((subindex >> i) & 1)
{
tempx = tempr;
tempr tempr * rtwid[i] -~ tempi * itwid[i];
tempi = tempi * rtwid[i] + tempx * itwid[i]l;
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}

tempr * temprx - tempi * tempix;
tempi * temprx + tempr * tempix;

I

* (routput + sub2 )
* (ioutput + sub2 )

}

compute fftcol stage(rinput, iinput, routput, ioutput, lgppp, lgfftsize,
’ step, stage, rtwid, itwid)

plural float *rinput, *iinput, *routput, *ioutput, rtwid[10], itwid[10]:;

int lgppp, lgfftsize, step, stage;

{
register plural float tempr, tempi, temprx, tempix, tempro, tempio;
register plural float tempx;
register plural unsigned int jhcommd;
register plural int tb, subindex, index, ,jyproc;
register plural float zero, one;
register int i, subl, hcommd, layer, ppp, base layer, off layer,
commd, sub2;
unsigned int comtstl, comtst2;

ppp = 1 << lgppp;

zZero = 0.0;

one = 1.0;

jyproc = iyproc*ppp;

commd = 1 << (lgfftsize - stage - 1);

comtstl = {1 << (lgfftsize - stage)) - 1; ¢
comtst?2 = commd - 1;

hcommd = commd/ppp;

jhcommd = iyproc%{hcommd << 1) < hcommd;

if (hcommd > 0)
{
subl = 0;
for(layer = 0; layer < ppp; layer++)
{
temprx = *(rinput + subl);
tempix = *(iinput + subl);

!

xnetN[{hcommd] . tempx = temprx;
xnetS{hcommd] .tempr = temprx;
if (jhcommd) tempr = tempx;

xnetN[hcommd] . tempx = tempix;
xnetS[hcommd] . tempi tempix;
if (jhcommd) tempi = tempx;

tempro = temprx;
tempio tempix;

]

if (!jhcommd)

{
tempro = —tempro;
tempio = -tempio;
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tempro += tempr;
tempio += tempi;

index = jyproc + layer;
tb = index & comtstl;
subindex = index & comtst2;

tempr

oney

templ = zero;

if(tb != subindex)

{

}

subindex <<= stage;

for(i = 0; i < lgfftsize; it++)
{

if{(subindex >> i) & 1)

{

il

tempx tempr;
tempr tempr * rtwid[i] -~ tempi * itwidl[i];
tempi = tempi * rtwid[i] + tempx * itwid{[i];

if{!jhcommd)

{

}

tempx tempro;
tempro = tempr*tempx - tempio*tempi;
tempio = tempr*tempio + tempi*tempx;

subl += step;

else

{

for(base_layer = 0; base layer < ppp; base layer += 2*commd)

{

for(off_layer = 0; off_ layer < commd; off layer++)

{

subl = base_layer + off layer;
sub2 = subl + commd;

subl *= step;
sub2 *= step;
*(routput + subl)
*(ioutput + subl)

i

*{rinput + subl)
*{iinput + subl)

+

*{rinput + sub2);
*(iinput + sub2);

+

i

tempio *{iinput + subl) - *(iinput + sub2);
tempro = *(rinput + subl) - *(rinput sub2) ;

-+

layer base layer + off layer + commd;
index = jyproc + layer;

tb = index & comtstl;

subindex = index & comtst2;

tempr
tempi

one;
Zero;

if(tb != subindex)
{
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subindex <<= stage;

for(i = 0; i < lgfftsize; i++)
{
if ((subindex >> i) & 1)
{
tempx = tempr;
tempr = tempr * rtwid[i] - tempi * itwid[i];
tempi = tempi * rtwid[i] + tempx * itwid[i]:;

}

tempr * temprx - tempi * tempio;
tempi * temprx + tempr * tempio;

i

* (routput + sub2 )
*(ioutput + sub2 )

]

}

initialize_twiddles(rtwiddles, itwiddles, lgfftsize)
plural float rtwiddles[10], itwiddles[10];
int lgfftsize;

{
register int i, j;
register float two;
float mipi, rbase, ibase, base;

mipi = 3.14159265358979323;

two = 2.0;

base = 1.0/ ((float) (1 << (lgfftsize - 1)));
3 = 0;

base *= mipi;

rbase = cos{(base);

ibase = sin(base);

rtwiddles[0] = rbase;

itwiddles[0] = ibase;

for(i = 1; i < 1lgfftsize; i++)

{
rtwiddles[i] = rtwiddles[j]*rtwiddles([j]l-itwiddles[j]l*itwiddles[]j};
itwiddles[i] two * itwiddles[j] * rtwiddles[ij]:;
3 += 1;

I

It
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