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ONSOZ
Genel Denge Kuramu iizerine bir yiiksek lisans ¢aligmasi, disiplin digindan gelen bir

matematik miihendisi olmam nedeniyle benim agimdan, pek ¢ok yénden ilgi gekici oldu.

Oncelikle, modelin varsayimlara dayanan aksiyomatik yapisiyla ve kullandign topolojik
uzaylara dayanan matematiksel teknikleri ile matematige benzerligi yabancilik ¢ekmememi
sagladi. Ote yandan literatiir iizerine yaptigim okumalar, Genel Denge Kurami’min bir
anlamda giiniimiiziin hakim iktisat okulu, neoklasik iktisadin temel dayanaklarindan birini
olsusturmasi nedeniyle, neoklasik ilktisad1 daha yakindan tanimama da yardimci oldu.

Matematik miihendisligi egitimim sirasinda matematigin, akiglanlar dinamiginden, kuantum
fizigine genelde fizik biliminin kullandi1 miikemmel bir alet kutusu oldugunu, i¢ tutarlilif
tam ve modellelemlere imkan veren aksiyomatik yapisiyla miikemmel bir problem ¢&ziicli
oldugunu gormiis, ancak doga bilimleri tarihi ve bilim felsefesine olan ilgim nedeniyle
yaptigim okumalar sonucunda matematigin bir bilim olmadig1 sonucuna varmistim. Neoklasik
iktisadin, genel denge modelinin matematife benzeyen aksiyomatik yapisi iizerinden ulastig
bilimsellik mertebesini bu yiizden elestirel bir gozle degerlendiriyorum. Disiplin disindan
yetismis olmamn bir avantajim da kullanarak genel denge modelinin sosyal disiplinlerdeki
kimi ideolojik nitelikli yargilarin bilimsel olarak sunulmasimin bir 6rmegi olarak
degerlendiriyorum. Yine bu ¢alismanin énemli bir boliimiinii olugturan zaman ve belirsizlik
kavramlarimin genel olarak iktisatta ve Genel Denge Kurami’ndaki yerini incelerken de énce
doga bilimlerinde Newton fiziginden, gérelilik teorisi, kuantum fizigi ve kaos teorisine
yasanan gelismeler, bunlarin bilim felsefecileri araciligiyla pozitivizmden, elestirel akilciliga
bilimsel yonteme etkilerine ve buradan da iktisat 6zelinde sosyal disiplinleri nasil etkildegine
kabaca deginmeye ¢aligtim.

Calismada yer yer istatistik ve ekonometri kavramlarina, dinamik optimizasyoﬁ tekniklerine,
oyun teorisine deginmem gerektiginde, iki disiplin arasindaki iligki benim igin ilgi ¢ekici
oldu.

Tez damsmanim Prof Dr. Ercan Eren’e ¢aligma boyunca verdifi akademik destegin ve her
adimda isimi kolaylagtiric1 yardimlann yaminda, yaptifimiz konusmalarla bir yaniyla iktisat
disiplinini daha yakindan tanimama yardim ettii i¢in ve belki de daha 6nemlisi bir
akademisyenin diinyaya bakiginin nasil olmasi gerektigi ile ilgili ipuglari verdigi igin gok



ii

tesekkiir ediyorum. Saym Eren’in geng bir akademisyen adayr igin ufuk agici yaklagimi

sayesinde bu ¢aligma benim igin pek ¢ok yénden 6gretici bir siire¢ oldu.

Tez konumun segiminde diistincelerine bagvurdugum ve gerek genel denge literatriirii gerekse
neoklasik iktisat {izerine derin bilgisi ve ¢aligmalariyla ve bunun yaninda kaynak destegiyle
bana yardimci olan Prof Dr. Necip Cakir’a ve galigma boyunca katkida bulunan Dr. Murat
Donduran’a tegekkiir ediyorum.

Her zaman verdigi, manevi destegin de Gtesinde, bu ¢alismanmin pek ¢ok asamasinda bana

biiyiik yardimda bulunan esim, Aysegiil Atacan Ogiit’e de tesekkiir ediyorum.



GENEL DENGE KURAMI

Kaan irfan OGUT
iktisat, Yiiksek Lisans Tezi

Walras tarafindan ortaya atilan ve Arrow ve Debreu tarafindan geligtirilerek bugiinkii
formuna kavusturulan Genel Denge Kurami, Pareto optimum kavramiyla birlikte 20.
yiizy1l hakim iktisat goriisii olan neoklasik iktisadin temelini, bir anlamda sert
¢ekirdegini olusturmaktadir. 20. yiizy1l iktisadinin sosyal se¢imden, makro ekonomiye
her alaminda, bir genel dengeye ulagma diisiincesi hakim rol oynamig, gegerli
paradigma olarak goriilmiigtiir.

Iktisat disiplininin, kokenleri Adam Smith’e kadar gétiiriilebilecek olan matematik
kullanarak fizik bilimine benzeme, bir anlamda bilimsellesme ¢abalan iginde,
topolojik uzaylara dayanan matematik tekniklerini kullanarak, iist diizey bir
soyutlamaya ulasan genel denge teorisi 6nemli bir rol oynamaktadir. Genel Denge
Kurami, 20. yiizy1l matematiginin 6nemli gelismelerinden biri olan ve denge
durumlan {izerine yogunlagan oyun teorisi ile de yakindan iligkilidir.

Bir tam rekabet piyasasinda dengenin varliginin ispatlanmasi ve bu dengenin Pareto
optimum oldugunun matematiksel olarak gésterilmesi modelin en 6nemli boyutudur.
Ulagilan dengenin tekligi ve kararli olusu da {izerinde durulan noktalardandir.

Baglangigta olduk¢a kisitlayici varsayimlara dayanarak ve sadece bir tam rekabet
piyasas! i¢in formalize edilen genel denge teorisi zamanla, Pareto optimuma engel
olarak goriilen eksik piyasalar, kamu mallar1 ve digsalliklar ile yine baslangigta
modele dahil olmayan para kavrammin da dahil edilmesiyle ger¢ek diinyaya biraz
daha yaklagsmaktadir.

Iktisat diinyasin 6nemli tartisma konulari olan zaman ve belirsizlik kavramlar,
Debreu (1959) ile birlikte Genel Denge Kurami’nda da yerlerini almuglardir. Ancak
genel denge gergevesinde belirsizlik kavramu, belirsizlik-risk farklilii gézetilmeden
gelecekteki olasi durumlarin gergeklesme beklentileri ile simirhi kalmugtir. Diger
durumlarda oldugu gibi zaman ve belirsizligin dahil oldugu genel denge analizlerinde
de rasyonel beklentiler, arbitraj olmamasi gibi varsayimlara dayanilarak genel
dengenin varlifn ve etkinligi gosterilmeye galisilmigtir. Zaman boyutu ile birlikte
genel denge modeli finansal piyasalar: da analiz alanina dahil etmigtir.

Genel denge kurami aksiyomatik yapisi ile ve dayandig varsayimlarin sinanabilirlik
ozelliginin kisith olmasi nedeniyle, daha ¢ok, bagtan kararlagtirilmig bir sonuca
ulasma ySntemi gibi gériinmektedir. Teori bir tam rekabet piyasasinda, eksik rekabet,
kamu mallan, zaman nedeniyle ortaya ¢ikan belirsizlikler var olsa bile genel bir
dengeye ulagilabilecegini iddia etmekte bu dengenin varligim ve hatta kararliligim
matematiksel olarak ispatlamakta ancak bu dengeye nasil ulagilacad ile ilgili pek bir
sey s6ylememektedir.

Anahtar Kelimeler: Genel denge, sabit nokta, zaman ve belirsizlik, tam rekabet,
finansal piyasalarda denge
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GENERAL EQUILIBRIUM THEORY

Kaan irfan OGUT
Economics, M.S. Thesis

The general equilibrium theory, which was originally instituted by Walras and
developed to current valid form by Arrow and Debreu makes the hard core of the
neo-classical economics with the Pareto optimum concept. The 20" century
economics has a tendency for searching for equilibrium in all it’s fields including
social choice and macroeconomics and this has been seen as the valid paradigm.

Starting from Adam Smith, economists have been trying transform the economics into
a scientific form similar to physics by using mathematics. The general equilibrium
theory which has reached to a superior abstraction level by using mathematical
techniques depending on topological spaces, plays an important role in these works.
The general equilibrium theory is closely related with the equilibrium situation
focused game theory, which is one of the most important developments of the 20™
century mathematics.

The most important dimension of this model is proving the existence of a Pareto
optimum equilibrium in a full competitive market using mathematical methods. The
uniqueness and stability of this equilibrium are some of the important points to be
noted on this theory.

At the beginning, the equilibrium theory was formed for the perfect competitive
market only, depending on quite limiting assumptions. But in time; the. imperfect
competition, public goods and externalities which were being seen a barrier for
reaching the Pareto optimum, and money concept which was out of the model at the
beginning were included making the theory closer to the real world.

The time and uncertainty concepts which have been the most seriously argued topics
inside the economics society are included to the general equilibrium theory by Debreu
(1959). However, the uncertainty concept within the general equilibrium has been
limited with the expectation for the realization of possible future situations without
considering the risk differentiation for uncertainty. At the time and uncertainty
considered general equilibrium analyses, the existence and effectiveness of the
general equilibrium is proved depending on the assumption of rational expectations
and non-arbitrary conditions. With the time factor included, general equilibrium
model has also added the financial markets to it’s area of analysis.

The general equilibrium theory can be seen much of a method of reaching a pre-
determined conclusion because of it’s axiomatic structure and limited testability of
initial assumptions. The theory claims that a general equilibrium can be reached in a
full competitive market despite the existence of imperfect competition, public goods
and uncertainties depending on time factor in this market and mathematically proves
the existence and stability of this equilibrium but it says very little about how to reach
this equilibrium.

Keywords: General equilibrium, fixed point, time and uncertainty, perfect
competition, financial market equilibrium.



1. GIRIS

Genel Denge Kurami, neoklasik iktisat okulunun, temel dayanaklarindan birisi, kimi
iktisatgilara gore sert ¢ekirdegidir. Walras’in ortaya koydugu ekonomide genel bir dengeye
ulagilabilecegi diisiincesi Arrow ve Debreu tarafindan, literatriirde yaygin olarak kabul géren
sekliyle modellenip, béyle bir dengenin var oldugu matematiksel olarak ispat edilmistir.
Arrow ve Debreu ile baglayan ve giintimiize kadar gelen siirede genel denge yaklagimu iktisat
literatiiriinde Gnemli bir yer tutmustur. Bir mikro analiz geklinde baglayan Genel Denge
Kuram daha sonra, makro ekonomiden, sosyal se¢ime, kamu ekonomisine kadar pek gok
alanda 6nemli bir yere sahip olmustur. Neoklasik yaklasima sahip iktisatgilar, iktisadin her
alaninda denge kavramim ve genel denge analizini kullanma ¢abasinda olmuglardir. Bununla
birlikte, Keynes ile baglayan dengesizlik analizleri, Avusturya ve Kamu Tercihi Okul’larinin
kurama kars elestirel yaklagimlar1 da s6z konusudur.

Calismanin amaci genel denge literatliriinii matematiksel yapasi ile birlikte ele alarak 6zelikle
de zaman ve belirsizlik kavramlarimin analize dahil olmas1 durumunda modeli incelemek ve
ulastif1s sonuglarn ortaya koymaktir. Bunun yaminda genel denge modeli iizerine yapilacak
metodolojik tartigmalar yoluyla 20. yiizyilin hakim okulu neoklasik iktisatla ilgili bir bakig
agis1 gelistirmek de amaglanmaktadar.

Iki ana béliimden olusan ¢ahgmamn birinci béliimiinde, genel denge modelinin kisa bir
tarihgesi ele alindiktan sonra Arrow-Debreu’nun yaklagimi ile bir tam rekabet piyasasinda
genel dengenin varligmin, topolojik uzaylara dayanan matematiksel tekniklerle ispat1 yapilmis
ve bu dengenin Pareto optimum oldufu gosterilmis, yine Pareto optimallik kavramindan
hareketle oylama mekanizmalan aracihifiyla toplumsal bir dengeye ulasilip ulagilamayacagi
sorusu ve Arrow’un olanaksizlik teoremi ele alinmugtir. Bir tam rekabet ekonomisinde
dengenin varlig1 gosterildikten sonra, bu ispatin yapilmasinda kullamlan topolojik uzaylar ve
sabit nokta teoremleri ile ilgili bilgi verilmig. Topolojinin hangi 6zelliklerinden dolayr bu
analizde hakim rol oynadif1 tizerinde durulmustur. 20. yiizyil matematigi ve iktisadinin
O6nemli bir alam olan ve yine denge noktalan ile ilgilenen oyun teorisinin de benzer
matematiksel ispat metotlann kullandif1 belirtilmigtir. Dengenin varhgindan sonra, tekligi ve
kararlilif ile ilgili yontem ve metotlar ele alnmugtir. Ikinci béliimiin sonunda, Pareto anlamda
etkinsizlik yaratacaklann igin model diginda birakilan, eksik rekabet, kamu mallar1 ve
digsalliklar, gergek diinyaya daha yaklagmaya ¢alisgan modele nasil dahil edildikleri ve bu
dahil edilme isleminden sonra da rekabet¢i bir ekonomide dengeye nasil ulagildigi
incelenmigtir. Yine aym baslik altinda modele sonradan katilan para kavrami da ele almigtir.



Calismanin iiglincii béliimii ashinda yine modele bir anlamda sonradan dahil edilen zaman ve
belirsizlik kavramlari ile birlikte genel denge modelinin yeniden incelenmesine
dayanmaktadir. Ancak gerek belirsizlik kavraminin énce doga bilimlerinde ve bilim felsefesi
aracilifnyla sosyal disiplinlerdeki énemli bir tartisma konusu olmasi, gerekse zaman ve
belirsizlik kavramlan ile birlikte kullamilan y6ntemlerdeki bazi farklhiliklar ve bu yeni
durumda, finansal piyasalarin da analize dahil olmalar nedeniyle; kogullu mal piyasalarindan,
ardisik ekonomiler ve aktif piyasalarina, menkul deger piyasalarindan, eksik piyasalara ve
belirsizligin i¢sel olma durumlarina kadar genis bir alam kapsadif i¢in “Zaman ve Belirsizlik
Altinda Genel Denge” kendi basina ¢alismanin bir boliimii olarak ele alinmigtir. Bu farkl
modeller 151851nda 6nce zaman boyutlu bir denge analizi ardindan da finansal piyasalarda

denge ele alinmagtir.



2. GENEL DENGE KURAMI:

Genel Denge Kurami’nin gelisimi, bir anlamda neoklasik iktisadin gelisim siirecini de
yansitmaktadir. Bununla birlikte neoklasik iktisat okulu disinda, klasik iktisada dayanan,
genel denge yaklagimlar1 da vardir. Caligmada, neoklasik akim iginde yer alan Arrow-Debreu
modeli temel alinacaktir. Kuramin tarihgesi ile, hem farkli akimlarin genel denge diistincesine

yaklagimi, hem de neoklasik okul i¢inde kuramin gelisim siireci, kisaca ele alinacaktir.

2.1 Genel Denge Kuraminin Tarihgesi

A. Marshall''n, kismi denge analizinde ceteris paribus varsayimi altinda ekonominin diger
alanlarinda ne oldugundan bagimsiz olar ak ekonominin belli bir kesiminde alinan kararlar ve
belli bir piyasadaki denge kosullari incelenirken, piyasalarin birbirlerine olan bagimhlif
drnegin biitiin piyasalardaki mallarin ikame ve tamamlayici olarak birbirlerine bagh oldugu ya
da mal ve {iretim faktorleri piyasalan arasindaki karsiliklh bagimhilik iliskisi goz ardi
edilmisgtir.

L. Walras ile baglayan genel denge analizinde ise, ekonomideki bu karsilikhi bagimlilik
iligkileri igerisinde, iktisadi birimlerin bagimsiz olarak gergeklestirdikleri etkinliklerinin
ekonomideki tiim piyasalarin dengede olduklani bir durumun gergeklesmesini saglayip
saglamayacag: sorusu ele ahnmistir. Bu modelde séz konusu olan ekonomideki tiim mal ve
faktorleri igin miktar ve fiyat degerlerinin eszamanh olarak belirlenmesidir. Burada neoklasik
iktisadin rasyonel birey kavramu devreye girmektedir. Ekonomideki bireyler ya da ajanlar,
faydalarini ya da karlarim1 maksimize etmeye galigtiklarina gére, ulagilacak denge noktasinda
fiyat vektorli Gyle belirlenmelidir ki, tiiketici biitge kisiti altinda fayda maksimizasyonuna,
tiretici maliyet kisit1 altinda maksimum kara ulagsin ve ekonomideki tiim talepler yine o
ekonomideki liretim ve baglangi¢ kaynaklar ile karsilanabilsin.

Aslinda Walras bir anlamda Adam Smith'in gériinmeyen elin fiyat oldugu, ya da dengeleyici
etken olarak arz ve talep arasindan bir denge kurdugu yolundaki goriigiinii matematiksel bir
yapiya doniistiirme yolunda kapsamli bir girisimin 6nciiliigiinii yapmis olmaktadir. (Casti,
2000, 56) Ote yandan Walras’m genel denge kavramim Fizyokrasi okulunun kurucusu
F.Quesnay’dan aldig1 da diigiintilebilir. Quesnay’in ekonomiyi ¢embersel bir akim gemasi
olarak tasvir ederek, zenginligin kaynag olusturan artik {iriiniin ii¢ toplumsal sinif arasinda



dolasimmm inceledigi eseri Tableau Economique genel denge modellérinin baslangici
sayilabilmektedir. (Aydogus, 1999, 3)

Ancak Walras'm ag¢tifi yolun hemen hemen yarim yiizyil boyunca kullamlmadifi, bu
dénemde marjinalist ekolden gelen neoklasik iktisatgilarin Marshall'!n bir maln belli bir
piyasadaki talep fonksiyonuna dayanan kismi denge yaklasimim benimsedikleri sdylenebilir.
(Guerrien, 1999, 16)

Ingilizce yazan iktisatgilar 1920°li yillarda Walras’dan haberdar degillerdi. Genel Denge
Kurami’nin basit bir bi¢imini G.Cassel’in Sosyal Ekonomi Teori’sinden o6grendiler.
Walrasgil Denge Teorisi ancak 1930’lu yillardan itibaren J. Hicks, T. Schultz, H. Hotelling
ve O.Lange’nin ¢aligmalariyla soyut ama gergek diinyayr tasvire yoénelik, bazi ilavelerle
uygulanabilir iktisatta bir analiz olarak ele alinirken K.Arrow ve G. Debreu’nun 1954’deki
makaleleriyle iktisadin mihenk tag1 olarak kabul edilmeye baslanmustir. (Yay, 2001) Arrow-
Debreu modeli bir anlamda bilimsellik iddiasinda olan, biitiin kuramsal neoklasik analizlerin
hareket noktasim olusturur bir konuma gelmistir.(Guerrien, 1999, 52) Cassel’in bu
caligmasinin Arrow-Debreu-McKenzie modeline onciiliik ettigi de s6ylenebilmektedir.
(Costa, 1998, 40)

Walras'dan Cassel'e uzanan bu siiregte bir matematik¢i olan A. Wald 1936'da genel dengenin
varlifim kanitlamig ancak bunun iktisatgilar iizerinde bir etkisi olmamistir. Wald’m
caligmasinda belirli bir fiyat vektorii mevcutken bireylerin optimizasyon amaciyla giristikleri

arz ve talep davramslari, fiyat vektoriiniin olugsmasina imkan vermektedir.

Genel denge ile ilgili bir diger 6énemli ¢aligma 20. yiizyilin en biiyiik matematikgilerinden biri
olarak kabul edilen J. Von Neumann'in 1938'de yaymlanan ve ashinda 1932 yilinda
Princeton'da verdigi bir konferansa dayanan "Bir Ekonomik Denklemler Sistemi ve Brouwer
Sabit Nokta Teoreminin bir Genellemesi" baglikli makalesidir. Von Neumann teorisi ile biitiin
mallar i¢in en az masrafla liretim yapacak olan ayni zamanda, iiretimin de olanakli en biiylik
hizla biiyiiyebilecegi tekniklerin var oldufunu ortaya koymustur. Sabit nokta teoremini
kullanarak Genel Denge Kurami’nin statik nitelifini dinamik nitelige donistiirmiistiir. Von
Neumann'in ¢aligmas:1 daha sonra gelen Y. Balasko, S. Smale ve bagkalarmin ekonomik
siireglerin dinamizmi, 6zellikle de ekonomin dongiisel ve kaotik davramiglara kayabilecegi

cesitli yollar konusundaki ¢aligmalarinin dnciistidiir. (Casti, 2000, 56)

Von Neumann'm modeli ancak 1960'larda P. Sraffa ile birlikte yeniden degerlendirilmeye

baglanmugtir. Sraffa ve Von Neumann modellerinin ortak noktalart mallarin mallarla



tiretilmesi kavramina yer vermeleri ve talep, fayda es marjinallik ilkesi gibi neoklasik teorinin

bazi temel unsurlarina yer verilmemesidir.

Walras, Sraffa ve von Neumann modellerinin her iigii de genel denge modelidir. Sraffa belli
bir iiretim teknolojisine sahip bir ekonomide bdliisiimden ve firetimin teknik kogullarindan
hareket ederek iicret veya kar oranini, fiyatlar1 ve bunlara bagli olan makro biitlinciil
degiskenleri, yani kesimlerdeki ve ekonominin biitiiniindeki iiretim araglarinin ve ¢iktinin
degerlerini hesaplamakta ve bunlarn arasindaki iligkileri klasik yéntemle incelemektedir. Von
Neumann veri bir iiretim teknolojisine sahip bir ekonominin uzun dénemde siirekli olarak

dengede biiyliylip biiyliyemeyecegini ve bu denge durumunun 6zelliklerini incelemektedir.

Sraffa ve Walras modelleri duragan bir ekonominin genel denge modelleri oldugu halde VN
modeli dinamik genel denge ile ugragmaktadir. Von Neumann, modelini Sraffa’dan farkh bir
sekilde sadece denge durumunun 6zelliklerinin incelenmesi ile simirlamakta, boliigiimdeki
degismelerin fiyatlar, iiretim araglarimin ve ¢iktinin degeri iizerindeki etkileriyle teknik segimi
konusunda doguracag: sonuclari ve dinamik bir modelde ortaya g¢ikan boliisiim biiylime
iligkisini incelememektedir. Zaman unsuru modele tarihsel olarak degil mantiksal olarak
girmekte degisme analizi ise modelde yer almamaktadir. (Akyiiz,1980, 347 )

Sraffa'nin ¢alismas: bir anlamda marjinal deger ve béliigiim kuraminin elestirisi igin bir kap:
agmaktadir. Sraffa "Mallarin Mallarla Uretimi" isimli kitabinda "yazma yollamalar" baslig
altinda galigmasimn eski klasik iktisatgilarin kuramlariyla olan baglantilarina dikkat cekmekte
Quesnay, D. Ricardo, A. Smith ve K. Marx gibi iktisat¢ilardan séz ederken Walras ve
neoklasiklere hi¢ deginmemektedir. (Sraffa, 1981, 88-90) Bu ¢aligmamin kapsarm diginda
kalmakla birlikte bir klasik genel denge analizinin de var oldugunu belirtilmelidir.
D.Simpson, klasik genel denge analizini Smith, Ricardo ve Marx'tan, W. Leontief ve Von
Neumann'a uzanan bir gelenek i¢inde ve W.S. Jevons, Walras, V Pareto ve Marshall'n
i¢inde bulunduklan neoklasik okuldan kesin olarak farkli olan 6zellikleri ile ayrildigm
belirtmektedir. (Simpson, 1975, 123) Bununla birlikte genel anlamda Genel Denge
Kuram’nin énciliifiintin Walras ve Pareto’ya ait oldugu, teorinin matematiksel yeniden
dogusunun Wald, ve Von Neumann ile 1920'erde baglayan siiregte gergeklestigi, 1930'larda
Lange, Hicks, ve P.A. Samuelson’un yazdiklariyla ortodoks ekonominin ana akimi haline
geldigi ve sonunda Arrow, Debreu ve Hahn’in ¢aligmalariyla savag sonrasi formiilasyonuna
kavustugu sdylenebilmektedir. (Blaug, 1997, 168)

Yukarida séz edilen 6ncli galigmalar 1954 yilinda Arrow ve Debreu'nun birlikte yazdiklari,
"Rekabetgi Bir Ekonomide Dengenin Varligi" baglikli makale ve Debreu'nun 1959 yilinda



yazdigi "Deger Teorisi" isimli kitabiyla bugilin gegerli olan Genel Denge Kurami’na
déniigtiiriilmiistiir. Arrow ve Debreu, Wald'in sistemini degistirip sabit fakt6r bilesim oranlari
ve tercih yapilan yerine, daha esnek olanlarim ikame etmis ve Nash dengesi olarak bilinen,
denge kavramina uygun big¢imde » bireyli bir toplumda ve herkesin difer bireylerin
tepkilerini dikkate aldify bir oyunda dengenin nasil saglanacafmu aragtirmiglardir. E.R.
Weintraub’a gére genel denge analizinin Arrow ve F. Hahn tarafindan yeniden ele alinmasi
bu konuya oyun teorisi agisindan bakilmasim saglamustir. (Savag, 1999, 863 ve 868) Genel
dengenin varhgmn ispatimn ele alinacag: boliimde Genel Denge ile Nash Dengesi'nin her

ikisinin de sabit nokta teoremine dayandig1 gésterilecektir.

Biitlin dikkatini rekabetgi endiistrilerin dengesine veren Marshall’in fiyat teorisinin sadece
tam rekabet ve monopol piyasalarmin varhgim goézoniine alirken diger piyasalan
incelememesi ve artan getiri kavramm ile tam rekabet piyasalarim bagdagtirma g¢abasi
modelinin yetersizlikleri olarak algilanmis ve elegtirilmigtir. 1930’larda Sraffa, J. Robinson
ve ozellikle de E.H. Chamberlin’in ¢aligmalari ile monopolistik rekabet teorisi rekabetgi ve
monopol piyasalar1 arasindaki geliskiye miidahale eden en etkin gahisma olmustur. 1940
yilinda Monopolistik Rekabet ve Genel Denge Teorisi isimli kitabi yazan R. Triffin;
monopolitstik rekabet teorisinin Marshall’mn kismi denge yaklagim ile Walras’n genel denge
yaklagimlarin1 uyumlu hale getirecek bir koprii gérevi gorebilecegini dne siirmiistiir. Nitekim
Costa kitabinda, kismi denge yaklagimindan genel denge yaklagmmna baglikli béliimiinde
Marshall’dan Chamberlin’e ve Chamberlin’den Walras’a bu siireci ele almaktadir. (Costa,
1998, 40-46)

Sraffa, Robinson ve Chanberlin’in ¢aligmalar1 tam rekabet kavrammmn kapitalist ekonomide
gergek piyasa sartlarim yansitmadigim ortaya koymus olsa da Walras ve Pareto’yu izleyen
Hicks de sistemini tam rekabet varsayim iizerine kurmug bir anlamda genel dengenin
dinamik analizini yapmugstir. (Kazgan, 1993, 132) Monopol teorisi ve monopson zaten
A.Cournot tarafindan ele alindigindan, Walras'n amaci; rekabet¢i ticaret siirecini
agiklamaktir. Walras kitabinda monopol unsurlarin1 minimize etmis, rekabetgi ticaretin analizi
i¢in sahasim smirlandirmigtir. (Morishima, 1997, 27)

Bu ¢alismada Arrow-Debreu tarafindan temelleri atilan Genel Denge Kurami kullanilmigtir.
Ancak bununla birlikte Genel Denge Kurami’nin ¢ikig noktas1 Walras oldugu igin, Walras'in
modelinden de s6z edilmistir.

M. Blaug, Walras’m talep ve arz fonksiyonlarim alt alta yazip bu eszamanli denklemler
kiimesi i¢in bir ¢ozlimiin oldugunu degisken ve denklem sayilarinin esitlifine dayanarak



ispatladifim bunun g¢oklu piyasa dengelerinin belirlenmesinin statik bir resmi oldugunu
soylemektedir. (Blaug, 1997, 188) Blaug denklem sayilar1 ve bilinmeyenler arasindaki

2 + 2 =0 '
esitligin genel dengenin ¢6ziimii igin yeterli olmadigini, x oy iki bilinmeyenli iki

x*-y?=2

denklem sisteminin ekonomik olarak anlamli olan reel sayilar bélgesinde ¢6ziimii olmadif
omegi ile gostermektedir.' Blaug bu 6megin aym1 zamanda tek bir genel denge ¢6ziimiiniin
sifir ve hatta negatif fiyatlar1 da igerebilecegini, bunun ise serbest mal anlamina gelecegini

belirtmektedir. (Blaug, 1996, 552-553)

Walras-Cassel genel denge modeli ve Wald’in bu modelin ¢6ziimiiniin varlig1 ve bu ¢6ziimiin
tekligi hakkindaki galigmasiyla ilgili diger bir 6nemli kaynak da Dorfman, Samuelson ve
Solow tarafindan yazilan Lineer Programlama ve Ekonomik Analizdir. Séz edilen kaynakta
Von Neumann’in dengeli biiylime modeli de ele almmugtir. (Dorfman, Samuelson,
Solow,1959, 346-389) Lancaster, rekabet¢i ekonominin, orijinal Walras¢i lineer iiretim
modeline dayanan basitlestirilmis bir modeli olarak tammladifi Walras-Wald modelinin
R.Dorfman, Samuelson ve R. Solow tarafindan ¢ahgilan modele 6zdes oldugunu
belirtmektedir. (Lancaster, 1968, 145)

Bir bagka alanda Leontief, Walras’mm soyut genel denge modelini bir dizi varsayimla
basitlestirip formel bir girdi ¢ikti modeline doniigtiirerek, ekonomik yapiyr olusturan iiretim
ve tiikketim birimleri arasmdaki karsilikh bagimhligi ¢ok sektérlii ve sayisal bir yapida ele
almistir. Leontief’in modeli de bir genel denge modeli 6rnegi olarak diigiiniilebilmektedir.
(Aydogus, 1999, 3)

Walras modelindeki onemli bir kavram ratonnement ya da miizayedeci olarak
adlandinlabilecek kavramdir. Walras sisteminde yanhs fiyatlarda degisim yapilmaz Dengeye
yonelme siireci, talep ya da arz fazlasimn fiilen ortaya gikmasi, bir silire bu yanlis fiyat
diizeyinde ahgveris yapihip fiyatin degisme egilimine girmesi degildir. Dengesizlik yalmzca
kavramsal diizeydedir. Dengeye yonelmeyi saglayan mezat varsayimi ve varsayimsal bir
tellalin varh@idir. Yani modelde dengenin bozulmas: ve bir siireg iginde dengeye yeniden
ulagilmasi s6z konusu degildir.

Walras tatonnement siireci iginde, dengesizlik fiyatlarinda tliretim faktérlerinin arz ve

taleplerinin belirlenmesi konusunda yeni bir kurgusal bilet mekanizmasi getirmektedir.

! Blaug ve diger bazi ekonomistler Walras'm bilinmeyenlerle denklem sayilarinin esitligine dayanan ¢6ziimiin
varligi kamtm elestirirken, genelde birinci dereceden olmayan denklemleri Srnek gostermektedirler. Oysa



Piyasada denge saZlanamadig siirece iiretim faktorleri alig satis1 yapilmamakta, bunun yerine
bir gegici alm ve satig sdzlesmesi niteligindeki biletler el degistirmektedir. Ancak bu
sozlesme dengesizlik fiyatinda taraflari bir alig veris yapmaya zorlamamaktadir. Faktér
degisimi de mal deBisimi gibi denge fiyatlarni belirlendikten sonra yapilmaktadir. Biletler
tizerindeki fiyatlar denge fiyatlarina uyuyorsa biletler gegerlik kazamr ve degisim yapilir aksi
takdirde biletlerin baglayiciifz yoktur.

Burada F. Edgeworth’un yeniden anlagma mekanizmasina benzer bir durum vardir.
Edgeworth’da bu mekanizma iginde bireyler birbirleri ile pazarlik etmekte ve fiyat yapici
olarak ortaya ¢ikmaktadir. Walras’mn tatonnement siirecinde ise bireyler arasinda bir pazarlik
s6z konusu degildir. Sistem bireyler arasindaki pazarhia gerek kalmadan denge fiyatlarim
belirlemekte bireyler fiyat alici durumunda olmaktadir. Denge fiyatlarni denge dis1 fiyatlardan
hi¢ bir alig veris yapilmadan ortaya g¢ikmaktadir. Denge durumunun belirlenmesi piyasadaki
alic1 ve saticilarin aktif bir degisim c¢abasmna girmelerini gerektirmemektedir. Hem tiikketim
mallar1 hem de iiretim faktérleri, ancak genel denge fiyatlar1 belirlendikten sonra almip
satildiklan ve faktér piyasasinin tiiketim mallan piyasasindan daha 6nce dengeye gelmesi séz
konusu olmadif icin sistemin tutarli bir gekilde iglemesi iiretimin zaman almamasim
gerektirmektedir. Denge durumuna ulasildiktan sonra iiretim faktérleri aninda tiiketim
mallarina doniistiiriilebilmektedir. Biitlin tiretim ve tiiketim kararlani denge fiyatlarinda
alinmakta ve uygulanmakta oldugundan bu kararlarin dayandif1 talep ve arz kosullar
hakkindaki bilgi tam dogru ve kesindir. Piyasa sistemi gorevini en iyi sekilde yapmakta
fiyatlar bir yandan iiretim ve tiiketim kararlarinin dayandigi dogru gostergeler olurken diger
yandan da veri kaynaklarin optimal dagilimim saglamaktadir. Ancak biitiin bunlarin sistemin
isleme mekanizmas1 konusunda yapilmis varsayimlara dayandigi da agiktir. (Akyiiz, 1980,
134-135)

Ancak Walras’in tatonnement siireci ile ilgili de farkli yorumlar vardir. Walker’e gore siirec,
liretim ve degisim olmak iizere iki anlamda galigir; birincisinde dengesizligi igeren iiretim
modeli, ikincisinde denge fiyatlar seti modeli vardir. Uretim modeli dinamiktir, reel piyasalan
kapsar, ikincisi ise soyut bir akil yﬁrﬁtmeciir ve belki de Walras’in amagladifindan farkli
olarak, bu siire¢ degigim modeli iizerine soyut ve eszamanl (zamansiz) olarak gelistirilmigtir.
(Eren, 1989, 40-44)

denklem sayist ile bilinmeyen sayismun egitliine dayali ¢oziim matematikte sadece lineer sistemler icin
kutlanilir. Bununla birlikte Wa



Iktisat diinyasinda tatonnement siirecine getirilen nemli elestiri ashnda bdyle bir siirecin
planlama mekanizmas: i¢in daha uygun oldugudur. Nitekim Lange'nin Piyasa Sosyalizmi
modeli benzer bir analizi igermekte olusu buna 6rnek olarak gosterilmektedir. Bu sakincalar
nedeniyle tatonnement siirecine yer vermeyen denge disi degisime olanak veren
(nontatonnement) modeller de geligtirilmigtir. Arrow, L. Hurwicz, L.W. McKenzie, M.
Morishima, H. Nikaido ve H. Uzawa gibi iktisatgilar tarafindan tatonnement siirecinin
dengeye yonelmenin tek yolu olup olmadig tartisilmistir. Tatonnement siireci kabaca ikame
edilebilirlik gibi bazi kisitlamalar altinda kararli olabilmektedir. Genellikle kararli ya da
tatonnement siirecinden daha kararhi bagka bir fiyat intibak sorusu gergevesinde c¢egitli
nontatonnement ya da takas siireglerinin kararlilifn Hahn, Negishi ve Uzawa tarafindan
incelenmis ve genellikle non-tatonnement siireglerin daha kararli oldugu sonucuna
ulagilmigtir. (Parasiz, 1999, 21-25)

Tatonnement varsayiminin gevsetilmesi halinde bir anlamda denge diginda alis verise izin
verilmig olur. Fiyatlarin bir siire i¢in sabit oldugunu bir mal piyasasinda arzin bu fiyatlarda
talebi agtigim diigiintilecek olursa, daha 6nce deginilmis olan deneme yamlma modelinden
farkli olarak karar birimleri yine de aligverise devam etmek istiyorlarsa, bu aligverisler gok
degisik sekiller alabilecektir. Omegin pazar yetersizligi olarak baggésteren kitlik fireticiler
arasinda, taymnlama semalan ile paylastinlabilmektedir. Walrasc1 denge disinda aligverigler
s6z konusu olunca bu semalar kagimlmaz olabilmektedir. B. Guerrien’e gore taymlama
semalar bireylerin maksimizasyona yonelik rasyonel davramslarindan gikarilamayacag igin
neoklasik kuramcilar ig¢in sorun yaratan bir alandir. Giigliiklerin bir pfyasadan digerine
aktarilmas1 seklinde etkilerin varhfindan s6z edilebilmektedir. Bu aktarma etkileri
dogurabilecekleri kiimiilatif siiregler ve kisir dongliler nedeniyle 6nemlidir. Bu siireglerin
sabit birer noktaya, yeni dengelere sahip olup olmadiklar1 6nemli bir sorudur. (Guerrien,
1999, 85-86)

Genel Denge Analizi, iktisatta matematik kullanimimin ilk 6rneklerinden biri olarak
J.Kornai’nin ifadesiyle entellektiicl deneyin en giizel Orneklerinden biri olarak somut
diinyayr kucaklamaktan ¢ok i¢sel tutariliga agirlik veren bir analizdir. Ancak Eren (1989)’e
gore bu durum belki de Walras’in istedigi bir gelisme degildir. Ciinkii Walras’da piir iktisadin
sosyal reformlar igin bir ara¢ oldugu ve énemli olanin sosyal reformlar oldugu goriigti vardur.

Matematiksel soyutlamalarin ispat giicii, bir anlamda modeli gergek hayattan uzaklastirmigtir.
Ozel miilkiyete dayali bir ekonomiyi agiklamaya gahisan bir modelin bu agir1 merkeziyetgi
niteligi sorgulanmugtir. Ustelik modelin geginmeye yetecek varhiklar iizerine yaptig1 varsayim
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bu merkezi niteligi daha da giiglendirmektedir. T.C. Koopmans bu modelin pek seyrek
sckilde miibadelede bulunan, kiigiik ¢iftgilerden olusan bir ekonomiyi tasvir ettigini
sOylemektedir. (Guerrien, 1999, 53)

Genel dengenin varlifim garantileyen topolojik uzaylarda tanimli sabit nokta teoremi Genel
Denge Kurami’nin, ispatinda kullamldig gibi denge kavramimin gegtigi bagka alanlarda da
kullamlmistir. Etkisi 20. ylizyilin ilk yansinda da hissedilen marjinalist yaklagim, iktisadi bir
anlamda bir optimizasyon teorisine doniistiirmiis, rasyonel bireylerin tam rekabet¢i bir
ortamda, biitge kisit1 altinda faydalarim ya da maliyet kisit1 altinda karlarimi maksimize

etmeleri ekonominin temel isleyisi haline gelmisgtir.

Ancak 6zellikle de eksik rekabet piyasalarinda, bu tiir maksimizasyon iglemleri anlamim
yitirmektedir. Bunun baglica nedeni, bu piyasalardaki maksimizasyon arayiglarinda ajanlarin
diger ajanlarin kararlannm da dikkate almak zorunda kalmalandir. Yani ¢ok iireticinin
bulundugu ve bunlann aldiklan kararlarin birbirlerini etkilemedigi bir tam rekabetci piyasa
¢ogu zaman ger¢eklesmemektedir. Bu nedenle iktisatta en iyi ¢6ziim yerine denge kavrami
agirlik kazanmaya baglarken, klasik optimizasyon tekniklerinin yerini de oyun teorisi almaya
baglamistir. Oyun teorisi 6ncelikle ekonomide karsilikli olarak biitiin taraflarin bagka bir
stratejiyi oynamak istemeyecekleri bir denge noktasinin bulunup bulunmamas: ile

ilgilenmektedir.

Oyuncularin diger oyuncularin strateji se¢iminden etkilenmeden her kosulda segecekleri bir
hakim stratejileri varsa oyunun sonucu bu hakim stratejilerin kesigimi olacaktir. Oyuncularin
potansiyel stratejileri arasinda hakim (dominant) bir strateji yoksa karma stratejiler séz
konusudur. Karma stratejilerin s6z konusu olmasi durumunda dengenin varhg, J. Nash
tarafindan 1950°de ispatlanmigtir. Nash teoremini su sekilde ifade edilebilir; # oyunculu ve
normal formdaki G = {Sl,...,S,,;ul,...,u,, }bir oyunda » ve S, sonlu olmak iizere, her i i¢in

karma stratejilerin de dahil olabilecegi en az bir Nash dengesi vardir. Nash dengesinin
varhgimin kanmiti da aynen genel dengenin varhgimn kamiti gibi sabit nokta teoremini
igermektedir. (Gibbons, 1992, 45) Nash, oyuncularin tercihlerinin siirekli benzer icbiikey
fayda fonksiyonlan ile gosterilebildiBi ve strateji kiimelerinin simpleks oldugu oyunlar igin
dengenin varhifim ispatlamigtir. (Border, 1999, 89) Bu iki kavramin, benzer i¢biikey fayda
fonksiyonlarirun ve simpleks kiimelerin 6nemi ¢alijmamn ilerleyen bdliimlerinde
gosterilmigtir. Genel olarak Nash teoremi igbirligi icermeyen oyunlar igindir. Isbirliginin séz
konusu olabildigi oyunlarin {izerinde uzlagilmis kesin ¢6ziim y6ntemleri olmamakla birlikte
oyunun ¢ekirdegi, Shapley degeri gibi yontemler gelistirilmigtir. (Casti, 2000, 56)
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Ancak oyun teorisinin, genel denge ile baslayan iktisadin formallesme siirecinin giiniimiizde
ulaghifi son asama oldugu ve neredeyse iktisadin en popiiler teknigi durumuna geldigi
yolunda yorumlar da vardir. iktisatgilar 1930'lu yillarda ortaya gikan eksik rekabet devrimi
sorunsalinin (tam rekabet ve tekel piyasalar arasinda kalan rekabetgi piyasalarm analizi) tam
rckabet sartlanm varsayan Genel Denge Kuram i¢inde ele alinamamasi engelini,
maksimizasyon pesinde kosan rasyonel oyuncularin davramiglanimin saglam matematiksel
kurallarmi bulmayi amaglayan oyun teorisi ile agabilmiglerdir. 1970'l ylllarda rekabetgi
dengenin stratejik temellerini (tek seferlik) igbirlikgi oyunlar gergevesinde ele alan oyun
teorisi, 1980'li yillarda, asimetrik bilgi, dinamik stratejik etkilesim ve bilgi iktisadim igeren
igbirlik¢i olmayan, yinelenen oyunlar gelistirebilmigtir. (Yay, 2001)

Genel denge ile oyun teorisi arasinda kurulabilecek bir iligki, 1948 yilinda RAND tarafindan
Arrow’a verilmis bir projedir. Arrow’dan bireyler bazinda formiile edilen oyun kuraminin,
birgok bireyin toplamindan olusan milletlere uygulanabileceginin gostermesi istenmigtir.
Arrow her denemede bagarisizliga ugramas: fizerine imkansizlik teoremini ortaya atmistir.
Arrow diktatorliik harig her tiirlii yapida bireylerin segimlerinin toplamindan tek bir sosyal
segime ulagilamayacagim gostermistir. S. Nasar’a (2002) gére Arrow rekabet dengesinin
varhgim ispatladify kuramimi biraz da Nash’e borgludur. M. Shubik (1991) ise ekonomi
analizinde oyun teorisinin 6nemli bir uygulama alammi genel denge modeli oldugunu ve oyun
teorisi ¢oziimlerinin ekonomi problemlerine uygulanmasinin oncelikle ¢ekirdek ¢6ziimii
ikinci olarak da diger isbirlik¢i ¢oziimler lizerinde yapildigim sdylemektedir. T. Negishi,
Walras-Marshall modelini igbirligi olmayan piyasalar i¢in bir oyun olarak tanimlarken,
Jevons-Edgeworth modelini isbirliinin miimkiin oldugu piyasalar igin bir oyun olarak
tanimlamaktadir. Sonsuz sayida karar alicilarin oldugu, biiyiikk ekonomilerde bu iki model
aym sonuglan vermektedir. (Negishi, 1994-b, 203)

20. yiizy1l makroiktisadim etkileyen 6nemli bir diisiince de Genel Denge Kurami’nin
varsayimlarina dayali bir makroiktisat teorisi gelistirmek olmugstur. Neoklasik Sentez ve
Makroiktisatin Mikro Temelleri tartigmalar1 bu projeyi gergeklestirmeye doniik iki denemedir.
Bu g¢aligmalarin onciiliigtinii Hicks’in yaptigi sOylenebilir. Hicks bir anlamda bireysel
optimizasyon modellerini makroekonomik modelle biitiinlestirmigtir. Uzun dénem dengesi
tizerine odaklanmig neoklasik sentez 1970’lerdeki stagflasyon krizine ¢6ziim iiretemedigi igin
hakim niteligini kaybetmistir. Konjonktiirel dalgalanma s6z konusu oldugunda fiyatlarin arz
ve talebi dengeye getirememesinin bir agiklamasi olmalidir, (Yay, 2001) Neoklasik sentez
olarak adlandirilan akimi1 Weintraub, modern para teorisi ile Walrasg1 genel denge ya da deger
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teorisinin evliligi olarak nitelendirmektedir. (Weintraub, 1974, 52) Para kavramima Walrasci
genel denge modelleri gergevesinde yaklagilmasi D. Patinkin ile baglamis ve bu gelenek
makro teorinin mikro temelleri olarak da isimlendirilmistir.(Akat, 1980, 300) Hicks,
Samuelson ve E. Klein’in ¢aligmalan ile kurulan Neoklasik Sentez, Keynes’in makro
teorilerinin neoklasik mikro analiz ile uyumlagtinlmasiyla ortaya ¢ikmugtir.(Alada, 2000,
121) Hansen, genel dengenin neoklasik sisteminden bir makro ekonomik sistem tiiretilmesi
cabasina girmistir. Mallar, isgiicii ve para igin talep ve arz fonksiyonlar1 olusturarak bunlarin
ayn ayr birbirlerine esitliginden denge durumunu tammlamstir. Isgiicii ve para piyasalarmda
arz talep esitlii degismezken toplam mal i¢in talep tiiketim ve yatirm igin taleplerin bir
kombinasyonu olarak tanimlanmigtir. (Simpson, 1975, 74-75)

G. Mankiw'in, makroiktisattaki son gelismeleri ele aldifi makalesinde Walrasg1 denge
kavramimin makroiktisadi oldukg¢a etkilemis oldugu acik¢a goriilmektedir. Standart
makroiktisatta beklentilerin degerlendirilis bigiminin yetersizligi yolundaki elestiriler iizerine
6zel iktisadi karar birimlerinin 6ngériilerinin modele dahil edilmesi gerekliligi iizerinde
durulmustur. Mankiw, yeni klasik devrimin amacinn "bireyler daima optimize ederler" ve
"piyasalar daima dengeye gelirler" seklindeki klasik aksiyomlarn koruyarak makroiktisadi
yeniden inga etmek oldufunu, bu sekilde bir¢ok makroiktisat¢1 iktisadi dalgalanmalar
Walrasgil paradigma i¢inde agiklamaya ¢alisirken diger bazilarnin ise Keynesyen iktisadin
Walrasgil olmayan varsayimlarini dogrulamaya ¢aligtiklarimi s6ylemektedir. (Mankiw, 2000)

Walrasgil genel denge gergevesinde mikro—makro tutarsizhigini, ya da goniilsiiz igsizlik
olgusunun siirekliliginin agiklanamayisim yani bir anlamda tatonnement siirecini
sorgulayanlar R, Clower ve A. Leijonhufvud olmustur. Clower’a gére emek piyasasindaki
arz fazlasi ve bu arz fazlasinin bagka piyasaya arz fazlasi olarak yansitacak bir mekanizmanin
olmamasi1 Walras kanunu ile ¢elismektedir. (Yay, 2001) Clover ve Leijonhufvud’un Keynes’i,
Walrasci genel denge i¢inde incelemeleriyle dengesizlik analize dahil edilmis olmugtur. Bu
cabalar genel olarak “Walrasc: genel dengesizlik analizi” olarak adlandinlmaktadir. Walrasci
genel dengesizlik analizinde haber alma ve esglidiim sorunu 6nemli bir yer iggal etmektedir.
Bunun anlami Walras modelindeki miizayedecinin analizde yer almamasidir. Miizayedecinin
bulunmamasiyla birlikte esglidiimiin ger¢eklestirilmesi agisindan haber almanin énemi ortaya
cikmaktadir. Ancak haber alma siireci eksik ve maliyetlidir ve haber alma farkliliklan
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Leijonhufvud; Walras’in diinyasindan Keynes’in diinyasina gegebilmek i¢in deneme yanmilma
mekanizmasindan (tatonnement) vazge¢menin yeterli oldugunu sSylemigtir. Miizayedecinin
kaldinlmasi karar vermenin merkezi olmadifx bir sistemde ekonomik faaliyetleri kontrol
edebilmek i¢in toplanmasi gereken bilginin zaman alacag: ve iktisadi maliyetler igerecegi
anlamina gelmektedir. Bu nedenle bagka higbir klasik varsayimdan vazgegilmesine gerek
yoktur. Miizayedecinin yoklugu diginda sistem 6nceki gibi mevcuttur. (Leijonhufvud, 2000)
Clower ve Leijonhufvud, gelecege iliskin temel belirsizligi vurgulamiglardir. Gelecek
kavram, para tutmak ile mal almak arasindaki tercihleri modele sokarak Keynesci tiirde
igsizlik durumunda denge durumunu giindeme getirmislerdir. Kesin ve eksiksiz bilgi
varsaymmina dayanan ve bu nedenle fiyat degisikliklerinin piyasa birimlerine her zaman dogru
sinyaller verdigini savunan neoklasik modelde béyle bir denge miimkiin degildir. Fiyat
degisikliklerinin belirleyici oldugu bu siireg sayesinde, kaynaklar optimal bigimde dagilir ve
tam istihdam ortaya ¢ikarmustir.(Koutsoyiannis, 1997, 571) Leijonhufvud, énemli kitab1 “On
Keynesian Economics and the Economics of Keynes” ile Keynes’in “General Theory”
kitabimin ana mesajinin miktar ayarlamasinin, fiyat ayarlamasindan g¢ok daha keskin bir
sekilde yerini aldigim ve piyasanin dengesizlik durumunda bulunmasinin ekonominin normal
hali oldugunu vurgulamstir. (Cuddington vd, 1984, 2)

1950’lerde slibjektif yargilarin analiz disi tutulmasiyla birlikte refah i];tisadmda Pareto
optimumu kavrami 6n plana ¢ikmis ve refah iktisadimin temel teoremlerinin genel denge
modeline eklenmesiyle formallesme siireci devam etmistir. Genel Denge Kurami ve Yeni
Refah iktisadi, tam rekabet sartlan {izerine oturur. Neoklasik iktisat bu ii¢ analiz biitiiniiniin,
Adam Smith’in g&riinmez elinin bir yeniden sergilenmesi oldugunu ifade eder. Oysa T. Yay’a
gore bu teze iki boyutta su elestirileri getirmek miimkiindiir. Birincisi bu tez yanhstir; ¢iinkii
genel dengedeki rekabet kavrami, Smith’in rekabet kavramindan tamamen farklidir. Genel
denge modelinin tam rekabet sartlan altinda ne rekabete yer vardir ne de girigsimci ve drnegin
kalite, servis rekabeti gibi fiyat dis1 kavramlara yer vardir. Oysa Smith’in kafasindaki rekabet
stireg anlaminda bir rekabettir ve mallarin homojen oldugu, islem maliyetlerinin olmadig,
tam bilgiye sahip liretici ve tiiketicilerin diinyasinda degil, mallarin farkls, islem maliyetlerinin
kagimlmaz, iiretici ve tiketicilerin eksik bilgiye sahip oldugu bir diinyaya kargilik
gelmektedir. Ikincisi; bu tez neoklasik iktisadin formellestirilmesinin bir diger Srnegidir,
tireticileri fiyat-alic1 olarak tanimlayan tam rekabet kavrami, gercek yasamda olmayan ve
higbir zaman olmayacak bir durumu ifade eder ve dahasi iktisat ﬁgreﬁcileﬁni iktisada
yabancilagtirma, somut yasamla baglant1 kuramama iglevi goriir.(Yay, 2001)
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Neoklasik ekonomi 1870'lerdeki marjinal devrimden beri fizife gipta etmektedir. Bu yiizden
19. yiizyilin enerji kavram iizerinde yiikselen fizifine benzemeye ¢ahgmaktadir Pareto gibi
baz1 ikinci nesil marjinalistler yazilarinda bu fizige referans vermelerine ragmen Walras'in
kahramanlari, Joule ve Helmoltz yerine Newton ve Laplace'dir Modem zamanlara
gelindiginde Genel Denge Kurami’nin asil amaci bilimlesmek degil tam bir matematiksel
tutarhhig1 yakalamak olmugtur. Bu dénemde Genel denge kuramcilan fizik yerine matematige
gipta etmeye baglamiglardir. Fizik, asla dengenin varligi, tekligi ve kararhihig ile ilgili piir
matematiksel bir ispat1 saglayamayacaktir. (Blaug, 1997, 168-169)

Teorinin g6ze garpici dzelliklerinden biri de yiiksek kisitlayic 6zellife sahip varsayimlara
dayaniyor olusudur. Calisma boyunca goriilecegi gibi baglangigta tam rekabet¢i, benzer
baslangi¢ donamimlarmin sahip karar alicilarm bulundugu, tiiketim tercihlerinin ve iiretim
olanaklan1 kiimelerinin digbiikeylik gibi kimi &zelliklere sahip bulunmas: tizerine kurulmug
model zamanla bu kisitlayici varsayimlarin bazilarindan kurtularak 6rnegin eksik piyasalarda
dengeyi de incelemistir. Bununla birlikte modelde bastan kabul edilen varsayimlarm 6nemli
bir rolii olmustur. ktisatta ve genelde sosyal bilimlerde teoriler kurulurken varsayimlar
matematikte oldugu gibi 6nemli bir yer tutmaktadir. Genelde bir varsayimm, igsel olarak
tutarl oldugu ve verilerle giiriitiilemedigi stirece ampirik agidan dogru olup olmamas: fazla
bir 6nem tagimamaktadir. Iktisat yontem bilimcileri arasinda metodolojik goriislerin
inandiricihgim degerlendirmek i¢in Popperci yanlhslamacihigi kullanan T.W. Hutchison,
J.Klant, Blaug gibi iktisat¢ilar L.V. Mises’in sinanamamakla beraber onsel bigimde dogru
olarak kabul edilen iktisadin aksiyomlan ile ilgili yamlmazci iddiasina elestirel gozle
bakmaktadir. Hatta her ii¢ yazar da ¢aligmalarinda Misesci sistemenin bir bilim olarak
nitelendirilemeyecegini belirtir. Bu bakis agisiyla miikkemmel &ngorii varsaymminmn deneysel
iceriklerini bosalttig1 denge teorileri de eksik goriilmektedir. Ote yandan Popperci yanliglama
kriterinin iktisat alaminda kullanilabilirlidi tartismalidir. Blaug I. Lakatos’un yaklagiminin
T.Kuhn ve Pooper’inkilerden daha iistiin oldugunu savunur. (Caldwell, 1996, 197) Lakatos’un
yaklagiminin iktisatta kabul gérmesiyle genel denge modelinin metodolojik olarak da kabul
edilebilirligi artmgtir.

Weintraub, Genel Denge Kurami’ndaki deneysel bogluklara karsi uygun bir savunmayi
teorinin Lakatoscu anlamda neoklasik iktisadin sert ¢ekirdegi oldugunu iddia ederek
saglamigtir. Tanima gore sert gekirdek deneysel degildir. Weintraub Lakatos"un modelinin bu

6zelligini kullanmgtir. Bir diger deyisle Genel Denge Kurami’nin deneysel anlami koruyucu
kusak i¢inde degerlendirilmistir.(Blaug, 1997, 169) Arastirma metotlarim pozitif ve negatif
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olarak ikiye aywran Lakatos negatif problem ¢bzme teknigi olarak tanimladifi modelinde
biitlin aragtirma programlanmn sert gekirdekleri ile tanimlanabilecegini, programin negatif
problem ¢dzme tekniginin bizim bu kati ¢ekirdege ciiriitme yontemiyle (moddus tollens)
yaklasmamizi engelledigini, bunun yerine ilgili ¢ekirdegin etrafindaki bir koruyucu kusaga
(protective belt) seklini veren yardimei hipotezleri dile getirmek ve yaraticiligimiza kullanarak
bunlan ¢liriitme yontemiyle yeniden ele almamiz gerektigini s6ylemektedir. Lakatos'a gére,
testlerin yiikiinii tasimak zorunda olan, diizenlenen ve hatta tamamiyla degistirilen ve béylece
takviye edilen ¢ekirdegi savunmakla yiikiimlii bulunan sey bu koruyucu yardimci hipotezler
kusagidir. Bir anlamda koruyucu kugaktaki ¢iiriitmelerin yanhighig1 sert gekirdege iletmesine
izin verilmemektedir. Ancak Lakatos ozellikle programin yeni olgularin sezilmesini
durdurmas1 durumunda sert ¢ekirdegin terk edilmesi gerektigini de belirtir ki bu da onu
dogrulamaci konvansiyonalizmden ayirir. (Lakatos, 1992, 162-165) Bu anlamda Lakatos
bilimsel aragtirma programumin bir pargasi olarak tamimladifi sert ¢ekirdegin igine,
pozitivizmin tamamen disladifi metafizik teste agik olmayan deger yargilarim katmaktadir
(Yay, 2000, 17)

Genel Denge Kurami’nin 6zellikle de iktisattaki matematiksel formallestirmenin bir anlamda
kaynag olarak mikro ekonomiden makro ekonomiye, 20. yiizyil iktisadim1 hemen her alanda
hem yaklaggm hem kullamilan yontemler agisindan ¢ok ciddi anlamda etkiledigi
goriilmektedir.
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2.2 Rekabetci Bir Ekonomide Genel Denge

Arrow ve Debreu’nun amaglari Walras’tan 6nemli bir farklilik gostermektedir. Walras’in
amaci, piyasalarin fiyat ayarlamalar1 ile otomatik olarak talep fazlaliklarim nasil
temizleyecegini, kisaca dengeye nasil varilacagim gostermek olmasina karsin Arrow-Debreu
modelinde amaglanan tiim piyasalann esanh olarak temizleyebilen fiyat ve miktar kiimesinin
varliginin matematiksel olarak kanitlanmasidir. (Yay, 2001)

Walras kaynakl1 genel denge modeli tizerinde Arrow ve Debreu'nun galigmalarina dayanan bu
boliimde, tam rekabet¢i bir ekonomide dengeyi saglayan ve tiiketicilerin faydasi ile

tireticilerin karin1 maksimize eden bir fiyat vekt6riiniin varlif1 ele alinmigtir.

2.2.1 Tiiketici Kiimesi ve Miibadele Ekonomisi

Ele alinan ekonominin » tane iiretim biriminden, m tane tiiketim biriminden ve servis
hizmetleri ve emegi de igermek iizere £ tane farkli maldan olustugu diigiiniilsiin Bunlarin
indisleri de sirasiyla j,i,2 olsun. Ekonomideki sonlu sayida mal kiimesi (ya da tek boyutlu
bir vektdr olarak gésterilebileceginden), mal vekt6rii A= [h,,hz,...,h,,] seklinde de
gosterilebilmektedir. Bu durumda bu ekonomideki etkinlikleri kapsayan k& boyutlu mal uzayi

da R* ile gosterilmektedir. Mal uzaymin her noktas1 bir mal sepetine (commodity bundle)
denk gelmektedir. (Klein, 1973, 153)

i inci tiketici igin girdiler pozitif sayilarla ve {irettigi ¢iktilar negatif sayilarla

gosterilmektedir. Bu tiiketicinin tiiketim plam da x, € R® ile belirlenmektedir. Yine aym

tikketicinin biitlin olanakl tiiketim planlarimi  kapsayan tiiketim kiimesi de X, ile

gosterilmektedir. Buna bagh olarak her tiiketicinin tiiketimleri toplamim x = Zx, toplam
i=1

tiiketim ya da toplam talep olarak ve yine tiim ekonomi igin olanakli olan toplam tiiketim

kiimesi X = ZX , olarak tammlanmaktadir, (Debreu, 1959, 51-52) Fiyat sistemi ise negatif

i=]
olmayan bir nokta olarak p = (p,,...p,) € R* tanimlanmaktadir. Ancak mutlak fiyatlar yerine
bagil fiyatlar kullamlabileceginden normallestirilmis bir fiyat sistemi kullanilmaktadir. Bu

k
durum )’ p, =1 ile tammlanmaktadir. (Klein, 1973, 154)

n=1
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Kullamlacak notasyonun 6zetlenmesinden sonra tiiketim kiimesinin 6zellikleri ele alinabilir.

Tiiketim kiimesi kapalidir. Bu ifadenin en basit tanim tiiketim kiimesinin kendi simr
noktalarim da igerecegidir. Ancak topolojik anlamda kapali bir kiime, biitiinleyeni yani
X°'nin agik bir kiime olmasiyla (Lipschutz, 1965, 48) ya da kendisine ait biitiin limit
(y1g1lma) noktalarimt igermesiyle (Kolmogorov-Fomin, 1970, 49) tamimlanmaktadir. Bu
ozelligin ekonomik anlamda yorumu x gibi olanakl bir tiiketime yénelen tiim tiiketim
noktalarinin da uygun ve olanakl: olmasidir. (Cakir, 1993, 15). Debreu bu varsaymmi X

i¢in, i'inci tiiketici i¢in olanakh olmak lizere x] tiiketimlerin sonlu bir dizisi ise bu
dizinin limit noktas1 olan x; noktasi da (x7 — x') i'inci tiiketici i¢in olanakhdir seklinde
yazmistir. (Debreu, 1959, 52) Topolojide sonlu sayida kapali kiimenin birlesimi de kapali
kiime oldugundan (Klein, 1973, 56) bu varsayim X, 'den X kiimesine genisletilebilir.

Tiiketim kiimesi alttan simrhdir. Bu varsayim tiiketicini hem girdi olarak kullanacagi mal
ve hizmetlere yapacag harcamalar, hem de ¢ikt1 olarak iiretecegi mallar i¢in bir alt sinirin
varhgim ifade etmektedir. (Bulutay, 1979, 15) Debreu bir 6nceki varsayimda oldugu gibi
bu 6zelligi dnce X, 'de tammlamig sonra X kiimesine genisletmistir.

X, baghdir (connected). Debreu bu varsayimin sezgisel olarak X, 'nin tek par¢a oldugu
seklinde agiklanabilecegini ifade etmektedir. (Debreu, 1959, 51-52) Bir kiime, ayrik, bos
olmayan iki agik altkiimenin birlesimi ya da kesismeyen ve bos olmayan iki kapal
altkiimenin birlesimi seklinde yazilamiyorsa baghdir. (connected set). Ayrica bagh
kiimelerin birlesimi de baghdir. (Nikaido, 1968, 14,15)

X, disbiikeydir. Tiiketim kiimesinin digbiikey olmasinin en énemli sonucu tiiketime konu

olan mallarin béliinebilir olmalaridir. Bu iddia digbiikeyligin tammindan elde edilebilir.
x,yeX ve 0<A<1 olmak iizere, Ax+(1-A)ye X ise Xkiimesi digbiikkeydir.
Ax+(1—-A)y ifadesinin x ve y noktalar1 arasindaki dogru pargasini tammlamasindan
hareketle, digbiikeylik 6zelligi bir kiimeye ait olan iki noktay: birlestiren dogru par¢asinin
da tiimiiyle o kiimeye ait olmasi seklinde 6zetlenebilmektedir. (Chiang,1994, 348-350).
Bu noktada bir 6nceki varsayimla baglant1 kurarak digbiikey kiimelerin bagh olduklan da
belirtilebilmektedir. Herhangi iki noktas: bir egri ile birlestirilebilen kiimelerin bagh kiime
olma o&zellifinin &6zel bir durumu olarak digbiikey kiimelerin bagh olduklan
sdylenebilmektedir. Nikaido'nun tammlamasiyla digbiikeylik, bagh olmaya gére gok daha
spesifik bir yapisal 6zelliktir. (Nikaido, 1968, 20) Debreu da digbiikeyligin, bagh kiime
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olma Ozelligini isaret ettifini belirterek ve her X, disbiikey ise X de digbiikeydir
yorumunu yapmaktadir. (Debreu, 1959, 53) Disbiikey kiimelerin birlesimlerinin digbiikey
olma 6zelligi bulunmamakla birlikte iki digbiikey kiimenin toplammm da digbiikeydir.!

(Ersel, 1980, 178) X = ZX , olarak tamimlandigina gére X digbiikeydir.

i=1

e Her tiiketicinin, tliketim kiimesi, kapali, digbiikkey ve alttan simirhidir. Bunun yaninda
x;,x} € X, iki tiiketim sepeti iken birinin digerine tercih edildigini gosteren x> x>

ifadesinin anlam, #x; +(1-£)x? > x? olmasidir. (Varian, 1992, 344)

Tiiketim kiimesi ile ilgili bu dért varsayimdan sonra, tiiketici tercihlerinin 6zelliklerini ele
almak gerekecektir. Tiiketicinin zevkleri, tercih iligkileriyle ifade edilir. Debreu i'inci
tiiketiciye ait tilketim planinda verilen iki tiiketimin (mal sepeti) x,,x’ € X, ancak ve ancak

asagidaki li¢ alternatiften birini saglayacagimi s6ylemektedir.
e Tiiketici, x,"i x'ye tercih eder (x] > x7)

e Tiiketici x; ile x} arasinda kayitsizdir. (x] ~ x7)

e Tiiketici, x7'yi x| 'ye tercih eder (x? > x;)

Bu ikili iligkiler, tamhik, yansima ve gegislilik 6zelliklerine sahiptir. Tamlik 6zelligi yukarda
ifade edildigi gibi herhangi iki mal sepetinin kiyaslanabilecegini ifade etmektedir. Yansima
Ozelligi bir mal sepetinin en az kendisi kadar iyi oldugu anlamina gelirken, gegislilik 6zelligi
bir anlamda tiiketici davramglarim belirlemektedir. Bunun anlamu, tiiketici x, ’nin en az x?
kadar iyi oldugunu ve x’’nin de en az x; kadar iyi oldugunu diisiiniiyorsa, x,’in en az x’
kadar iyi oldugunu diisiinmektedir. (Varian, 1993, 34-35) Tercih iligkilerinin gegigli olmasi
tiiketicinin rasyonel olduguna isaret etmektedir.

Bu tercih iligkisine matematiksel olarak bakildifinda bir tercih 6nsiralamasinin varhigindan
sz edilebilir. Bdylece soyut matematikteki siralama bagintisinin 6zelliklerinin biraz farkla da
olsa tercih iligkisine tagindif1 goriilmektedir. Bir baintimin yansima, ters simetri, ve gecisme
ozellikleri olan bagnti, siralama bagmntisidir. Bir siralama bagintisinda her iki elemam
karsilagtirmak olanakli oldugunda tam siralama s6z konusudur. (Callialp, 1995, 30-31)

! iki digbiikey kiimenin toplamlarimin da digbiikey oldugunun ispat1 tamimdan hareketle kolayca elde edilebilir.
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(x; =x?) ve (x> =x) kiimeleri kapal ise tercih iligkisi stireklidir. Bu kiime digbiikey ise
bu kiime {izerinde tanimlanan tercih 6nsiralamas: gii¢lii digbiikeydir ve azalan marjinal ikame
haddini ifade etmektedir. Bu varsaymm kose ¢oziimlerini dislayarak, ¢esitli mal gruplarinin
kangimindan olugan sepetlerin tek tip mal gesidine tercih edilmesini saglamaktadir. (Cakar,
1993,17) Tercihlerin digbiikeyligi  x;,x?,x; € X,olmak iizere, x] >x] ve x7>x ise

0 < A <1 olmak iizere, Ax; + (1—-A)x? >~ x; seklinde gosterilebilmektedir. (Varian, 1992, 96)

Simpson tarafindan yapilan smiflandirmayr dikkate alarak tercihlerle ilgili varsayimlari
asagidaki sekilde maddelenebilir;

e Tamhk: iki malin herhangi iki bilesimi alindiginda tiiketici ya birini digerine tercih eder

ya da ikisi arasinda kayitsiz kalir.

e Doyumsuzluk: Herhangi bir mal bilesimi alinirsa ona tercih edilen bagka bir mal bilegimi
vardir.

o ikame: x! ve x? gibi iki mal bilesiminde bir @ mali miktan aym iken S malindan
x?'de, x,'den daha fazla varsa ve tiiketici x’'yi x)'e tercih ediyorsa, @ malindan x''e

ilave ederek x;, ile x? arasmda kayitsiz kalmasi saglanabilir.

o Digbiikeylik: Bir maldan tliketilen miktar arttik¢a, fayda diizeyi sabit iken, diger mallarla
ikame haddi diiser. (Simpson, 1975, 1-2)

Bir X, kiimesi tizerinde tanimli tercih tam Onsiralamasmda x~y ve x#y olmasi
durumunda Ax+(1-A)y> y saglamyorsa buna kesinlikle digbiikey denir. Bunun anlami,
tikketicinin farksiz oldugu x ve y gibi iki noktay: birlestiren bir dogru iizerindeki (bu iki nokta
hari¢) her noktada tiiketici x ve y noktalarina gére daha iist diizeyde bir :tercih durumuna
sahiptir. Dikkat edilirse bu 6zellige sahip farksizlik egrileri engok rastlanilan gekle sahip

olurlar. x > y olmasi1 Ax+(1-A)y > y sonucunu yaratiyorsa bu durumda tercih 6nsiralamasi
digbiikeydir denir. Digerinden farklh olarak, bu durumda farksizlik egrileri dogru
pargalarindan olusmus olabilmektedir. x>y olmasi Ax+(1-4) y>y sonucunu yaratiyorsa

siralamamn zayif digbiikey oldugu yorumu yapilabilmektedir. (Bulutay, 1979, 40-41)

Yukarida ifade edilen doyumsuzluk varsaymmi bir anlamda ¢ofun her zaman aza tercih
edildigini géstermektedir. Iki mal sepetinden biri bilesimini olusturan mallarin miktarlarin
ayn iken en az bir maldan daha fazla igeriyorsa bu mal sepeti digerine tercih edilmektedir.
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Debreu bu durumu i'inci tiiketici i¢in doyum saglayacak bir tliketim bulunmamasi seklinde
ifade etmektedir. (Debreu, 1959, 55)

Cogun aza tercih edilmesi aym zamanda tercih iligkisinin monotonlugunu da gdstermektedir.
x2yise x> y dir. (Varian, 1992, 96)

Tiiketicinin fayda fonksiyonu ile tercih Onsiralamasi arasindaki iligki s6yle kurulabilir:
x; >=x] olmasi ancak ,(x})>u,(x}) olmasi durumunda miimkiindiir. Fayda fonksiyonu
monoton artan bir fonksiyondur. Yani x; > x? ise u,(x}) >u,(x?) dir ve bu da yukarda ifade

edildigi gibi x] > x? olmasim saglamaktadr.

Fayda fonksiyonu ile ilgili olarak belirtilmesi gereken bir bagka &zellik kesinlikle benzer
igbtikey olmasidir. Bu noktada ii¢ boyutlu bir uzay diisiinelim; fayda fonksiyonu iki farkhi

mal miktarina bagili olarak u,(x',x*) olarak digbiikey bir kiime fizerinde tamimlanmis olsun.
Herhangi bir a reel sayisma bagh olarak tammlanan P, ={(x,,x,): f(x,,x,)>a} bu
disbiikey kiimenin bir altkiimesi olsun ve fayda fonksiyonu igin iist diizey kiimesi olarak

isimlendirilsin (upper level set).
Bir S ¢ R" disbiikey kiimesi iizerinde tamml u,(x',x?) fonksiyonu, eger iist diizey kiimesi

P = {(xl,xz)e S:f (xl,xz)z a} her a sayis1 igin digbiikey ise, benzer igbiikeydir.
(Sydsaeter, Hammond, 1995, 642-644)

Tikketicinin yapacagi harcamalarin, servetini agmamast gerekliligi px; <w, olarak

gosterilebilmektedir. Tiiketicinin servetinin iki bileseni vardir. Bunlar baglangig

donanimlarmin 7’ satigindan elde edilebilecek gelir ve tiiketicilerin aym zamanda tiretici

kesimi de olugturmasindan hareketle firmalarda sahip olduklar kar paylandir. @? i ‘inci hane

halkiiin (veya tiiketicinin) j’inci firmadan elde ettidi kar paymm ifade etmek ve

a? > 0 olmak iizere Za"' =1 yazilabilmektedir. Bunun anlami her firma i¢in kar paylarimn
ieH

tiimiiniin tliketicilere ait olmasi olarak yorumlanabilmektedir.

Burada servet kavramimi ya da servet yerine gelir kavramini kullanarak, i ‘inci hane halkinin

geliri,

w,=M'(p)=pr'+ ) aln/(p) dir.

JjeF
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Fiyata gore birinci dereceden homojen olan bu fonksiyon, hane halkinin gelirinin baglangig
donammlarimin satisi ve ireticilerin karlanindan sagladifn kar paylart olmak iizere iki

kaynaktan geldigini ifade etmektedir. M’ (p) fonksiyonu, # boyutlu reel uzayda sifirdan farkh
her fiyat vektorii i¢in siirekli, reel degerli, negatif olmayan ve iyi tanimlidur. (Starr, 1997, 96-
97)

Servet ya da gelir ile belirledigimiz kisiti biitgeye aktarmak i¢in Debreu’nun fiyat-servet
ikilisi kavramim kullamlarak, Debreu fiyat-servet ikilileri kiimesini

(p,w)= {x,. e X, | px; < w,.} seklinde tamimlamugtir.

Yine Debreu p#0 olmak iizere bir servet goklu diizlemini {a eR'|pa= w,.} seklinde
tanimlamaktadir. (Debreu, 1959, 62)

Coklu diizlem (hyperplane) matematiksel olarak p,x € R" ve @ € R olmak iizere

D(p,x) = {x eER"|p'x=a,p# O,,} ile gosterilmektedir.

Buna, R" i¢inde tanimlanms bir ¢oklu diizlem denir. Burada D(p, x) bir digbiikey kiime ve
p vektorii coklu diizlemin normalidir. (Ersel, 1980, 179) D(p,x) hem bir digbiikey kiime
hem de g¢oklu diizlem iizerindeki her nokta bir simirlama noktas: oldugundan ve D(p,x)
kiimesi smirlama noktalarinin tiimiinii birden igerdifinden kapali bir digbiikey kiimedir.
(Chiang, 1984, 666-667)

Bu goklu diizlem tamimlamasinda R” = R? alimirsa, goklu diizlem,
D(p,x) = {(xl,x2 )| DXt DoX, = a} olur.

Bu da iki boyutlu bir diizlemde bir dogru belirtir ve p vektorii de bu dogruya diktir. (normal
olma gart) Iki farkhh mal oldugunda biitge dogrusunun bu sekilde tanimlandifimi zaten
bilinmektedir. Fiyatlarin negatif degerler almayacaklarim1 gézéniinde bulundurulursa bu
dogrunun olmas1 gerektigi gibi negatif egimli oldugu goriilmektedir. R?’deki bu durumun
R"’e genisletilmesiyle » farkli malin bulundugu bir ekonomi igin biitge denklemi elde
edilmis olur. i'inci tliketicinin biit¢e ¢oklu diizlemi:

B,(p,x)={r e Rl|p'x, =w,, pe R! | dir.

Biitge ¢oklu diizlemi mal uzaym ii¢ ayr b6lgeye ayirmaktadir.



22

Biitge kisit1 gelirle harcamalarin esit oldugu noktalardan olugmaktadir. Bir ¢oklu diizlem olan
biitge ksit1 mal uzayin, bu goklu diizlem ile ifade edilen dogrunun altinda ve iizerinde kalan
alanlarla, iki kapahh yar1 uzaya béler kayitsizlik egrilerinin ifade ettigi mal sepetlerinin
olusturdugu kiime tiiketici dengesi gergevesinde tiimiiyle biitge kisitinin iizerinde yer ahr ve
bu kiimenin bir ug¢ noktasinda, ki bu denge noktasidir. Coklu diizlem bu kiimeye destek
vermektedir. (Cakur, 1993, )

Aymnc: goklu diizlem teoremi olarak bilinen teoreme gére; K ve C R"’de ayrik, bos
olmayan, digbiikey kiimeler olsun ve C kapal,, K ise kompakt olsun. Bu durumda K ve C,
bir ¢okyiizlii diizlem tarafindan kesin olarak ayrilirlar. (Border, 1999, 11) Bu tanimi su sekilde
de yapmak miimkiin olabilmektedir. S bir D(p,x) ¢oklu diizlemi tarafindan belirlenen iki

acik yan uzaydan birisinin alt kiimesi ise D(p,x), S ’nin ayiric1 g¢oklu diizlemidir. (Ersel,
1980, 181)

Coklu diizlemlerin iizerinde bu kadar durulmasinin nedeni, ¢oklu diizlemlerden hareketle
simplekslere oradan da ekstremum noktalarinin bulunmasina gidilecegi i¢indir. Genel denge,
tanimi geregi aym zamanda fayda ve kar alanlarinda en iyiye ulagmay: igerdigine gore bu

siirecin ele alinmasi gerekmektedir.

Bu noktada lineer programlama ve oyun teorsinde 6nemli bir rol oynayan Minkowski teoremi
(bir dizi tammlamalar ve teoremlerle birlikte) ele alinacaktir. S, R"’de bir alt kiime iken,
¢oklu diizlemin belirledigi kapali yan uzaylardan birinin tamamen iginde yer aliyorsa, bu
¢oklu diizleme simrlandiric1 (bounding) ¢oklu diizlem denir. Bu alt kiime ile ¢oklu diizlemin

ortak noktalan varsa, bunlar ancak kiimenin sinirlan iizerinde olabilirler.

Yukanda tammlandig gibi S, R"’de, kapali ve digbiikey bir alt kiime olmak iizere, ¢oklu
diizlemin, belirledigi agik yan uzaymn tamamen iginde kaliyorsa bu ¢oklu diizleme, S i¢in
aymci (separating) ¢okludiizlem denir. S en az bir noktas: ¢oklu diizlemin iizerinde olmak
lizere tamamiyla, ¢oklu diizlemin belirlediZi kapali yan uzayin iginde kaliyorsa bu goklu
diizleme destekleyici (supporting) ¢oklu diizlem denir. Ayirict ve destekleyici goklu
diizlemleri simirlandiric1 ¢oklu diizlemin iki gesididir.

Teorem 2.1: S, R"’nin kapal ve digbiikey bir alt kiimesi ve z, R"’de bir nokta olsun. Bu
durumda ya ze §’dir ya da 6yle bir goklu diizlem vardir ki z € D(p,x)’dir ve S g¢oklu

diizlemin belirledigi agik yan uzaylardan birinin igindedir.
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Teorem 2.2: z, kapali, digbiikkey § < R", kiimesinin bir simir noktasi olsun, S ’nin z
noktasindan gegen bir destekleyici goklu diizlemi vardir.

Teorem 2.3: (Minkowski Teoremi) § c R", kapali, digbiikey bir kiime ve z e R" olsun. z
ya S alt kiimesinin bir i¢ noktasidir, ya da § i¢in z noktasindan gegen destekleyici bir goklu
diizlem vardrr. (Klein, 1973, 324-327)

Rekabetgi bir ekonomide denge noktasimin ayni zamanda Pareto optimallik kosulunu
saglamas1 geregi bu denge noktasimin aym zamanda bir en iyi ¢Oziim olmasim

gerektirmektedir. Bu noktadan hareket edilirse, ug¢ noktalarin aragtirilmasi gerekmektedir.

Dogrusal programlama ve digbiikey kiimeler 6zelinde diisiiniilecek olursa, amag fonksiyonu ki
dogrusal bir fonksiyondur ve degisken sayisina gére, bir dogru, bir diizlem ya da bir ¢oklu
diizlemdir. Bunlarin her biri digbiikey kiimelerdir. Bunlarin kesigiminden .olusacak olabilir
(feasible) bélge kiimesi F de digbiikey bir kiimedir.

Optimum duruma ulagildigi zaman optimum ¢oklu diizlem F kiimesinin higbir i¢sel noktasini
igeremez, ¢linkii igerirse, daha iyi bir duruma erismek igin ¢oklu diizlemi normali
dogrultusunda hareket ettirmek miimkiin olabilir. Dolayisiyla HNF kiimesinde F
kiimesinin yalmzca simr noktalan goriilebilmektedir. F kiimesi destekleyici ¢oklu diizlemin
ancak bir tarafinda yer alabilecegi igin yalnizca simr noktalar1 bu ¢oklu diizlemlerin iizerinde
kalabilir. Her bir destekleyici diizlem F kiimesinin en az bir ug¢ noktasim igermektedir. Yine
¢oklu diizlemlerle ilgili bilgilere gére F kiimesinin bir sinir noktasinda en az bir tane goklu
diizlem vardir. Dogrusal programlamanin iizerine kuruldugu teoremin ifadesi sudur; Asagidan
simirlanmig bir kapal digbiikey kiime igin, her destekleyici ¢oklu diizleminde en az bir tane ug
nokta vardir. Ya da benzer bir tanimlamayla kapali digbiikey kiime yukaridan veya asagidan,
ya da hem yukandan hem agafidan simrlanmis ise bu kiimenin her bir destekleyici goklu
diizlemi bir u¢ nokta icerecektir. (Lancaster, 1968, 267)

Dogrusal programlama da bir optimum ¢6ziime ulagildiginda zaman amag ¢oklu diizlemi ki
bu es kar ya da es maliyeti temsil eder, bir destekleyici ¢oklu diizlemi ifade eder. Yukandaki
ifadelerden olabilir bélgenin her sinir noktasinin optimum ¢dziim i¢in olasi bir aday oldugu
sdylenebilmektedir. Coklu diizlemin {izerinde ug¢ noktasi olmayan sinir noktalar: yer alsa bile
bunlar u¢ noktadan daha iyi degillerdir ve yok sayilabilirler. Buradan hareketle Dantzig, »
degiskenli bir dogrusal programlama sorusunu ¢ozmek i¢in simpleks yéntemini gelistirmistir.
Bu yoéntem olabilir bdlgenin bir u¢ noktasindan, optimum g¢6ziime ulagincaya kadar, bir
bagkasina ilerlenebilen sistemli bir siireg saglar. Se¢im alanim yalnizca ug¢ noktalarin iizerinde
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yogunlastirabiliyor olmak dogrusal programlamanin klasik optimizasyondan &nemli bir
farkidir. (Chiang, 1994, 668-670)

Ug nokta tammim farkl: bir yoldan da yapilabilir.

Tamim 2.1: Hicbir y,ze€ S i¢cin A e ]O,l[ olmak tizere x noktast x =Ay+(1—-A)z seklinde
yazilamiyorsa, digblikey S kiimesinin bir ug¢ noktasidir. Digbiikey bir kiime sonlu ya da
sonsuz sayida u¢ noktaya sahip olabilir. (Klein, 329 ve Nikaido, 39) Bu su sekilde de
yorumlanabilir. Bir kiimenin u¢ noktasi s6z konusu kiimeye ait herhangi iki noktay
birlestiren dogru pagas: tizerinde yer almayan nokta olarak tanimlanmaktadir.

Teorem 2.4: S c R" kiimesi, kapal, digbiikey ve alttan siirh olsun, destekleyici bir goklu

diizlem x° noktasmnda teget ise, bir ug noktay: igermektedir.
Bu teorem denge noktasinin en iyileme 6zelligi s6z konusu oldugunda kullamlacaktir.

Coklu diizlemlerle yani ekonomideki anlamiyla biitge kisiti ile ilgili agiklamalardan
yararlanarak, elde edilebilir bir tiiketim kiimesi tanimlamak miimkiin olabilir. (Cakir, 1993,
19)

T(p,w;)= {x|p.x, Sw,x, 2 0} yada
T,(p.w)={x,|x, € X,, px, <w,} .

Bulutay elde edilebilir tiiketimler kiimesini, biitge kiimesi olarak tanimlayarak tiiketicinin
gelirinin yetersiz ve fiyatlarin yiiksek olmasi durumunda bu kiimenin bos olabilecegini
belirtmektedir. (Bulutay, 1979, 32)

Debreu'nun tammladig fiyat-servet giftine yeniden déniiliirse, (p, w) € R**™ olmak iizere
(p,w)= {xi € X,Ip.x, < w,} dir.

Bu ikililerinin olusturduklan kiimeyi K, sembolii ile g&sterilsin.

K, ={p.w) e R |T(p,,w,) =0} yada

K = {(p,w)lx,. €X, : px SW,} dir.

Bu durumda her i igin noktadan klimeye 7, : K, — X, bir esleme yapilabilmektedir. Bunun
anlami1 7; elde edilebilir tiiketim kiimesinin (biitge kiimesinin), K, fiyat-servet ikilileri
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kiimesinden X, tiiketim kiimesine bir karsilama oldugudur. Dikkat edilirse 7, biitiin fiyat
servet ikililerinin X, olanakll tiiketimler kiimesinin birer alt kiimesi olduklarim
gostermektedir. (Klein, 1973, 157)

Biitge kiimesinin siireklilii de dengenin varhiim ispat etme yolunda Snemli bir adimdir.
Biitge kiimesi, fiyat servet ¢iftlerinin olusturduklan kiimeden, olanakl: tiiketimler kiimesine
bir karsilama olarak tamimlandigmna gore bu kargilamanin siirekliligi incelenmelidir. Siireklilik
kavraminin iktisadi anlamda yorumu, fiyat-servet ciftlerindeki kiigiik oynamalar karsisinda
tiiketicinin ani ve sert, eski davramglarindan kopuk tepki géstermemesi anlamina gelmektedir.
(Bulutay, 1979, 32)

Biitge kiimesi ile ilgili olarak daha 6nce yapilan tanimlamalar hatirlanirsa fiyat vektoriiniin
biitge diizlemine (ya da ele aldigimiz iki boyutlu uzaydaki biitge dogrusuna) normallik kosulu
geregi dik oldugu gosterilmisti. Bunun bir anlamn da fiyat vektoriiniin egiminin artmasi
durumunda biitge dorusunun altinda kalan alanin kiigiilmesidir. Fiyat vektorii yatay eksene
tam dik konuma gelecek olursa, biitge kiimesinin alanindan s6z edilemeyecektir. Bunu bir
slireksizlik durumu olarak tammlamak miimkiindiir. Fiyat vektoriiniin eksenlere dikligi
mallardan birinin fiyatinin sifir olmasi anlamina gelir ki bu da iktisatta serbest mal olarak
tammlanmaktadir. Baglangi¢ kosullarinda sadece bu mala sahip olan kigi (ya da aile) diger
mal ya da mallardan satin alabilme olanagim yitirmektedir. Aym gekilde fiyat1 0 olan maldan
elde etmenin bir maliyeti olmadifindan bir anlamda yatay eksenden ¢ok uzaklara sigrayacak
bu da siireksizlik anlamina gelecektir.

Bu durumu g6z ardi etmenin yolu yeni bir varsayimda bulunmaktir. (p°,w°) € K, siirekliligi
ispat etmenin en kolay yolu w; # minp.X, oldugu varsayimim yapmaktir. (Klein, 1973, 157)
Siireksizligin nedeni i tiiketicisinin servetinin kendi tiiketim kiimesinin minimum degerine
esit olmasi olarak belirlendiginden bu varsayim ile stireklilik bir alamda garantilenmis
olmaktadir.

Daha dnce analiz edilmis olan destekleyici ¢oklu diizlem yani iktisadi anlamda biitge kisit1
mal uzaym iki kapali yar1 uzaya boldiigiine gore, kayitsizlik egrilerinin ifade ettigi mal
sepetlerinin olusturdufu kiime tiiketici dengesi gergevesinde ele alindifinda bu kiimenin
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kapal1 yar1 uzaylann 4 ve B olarak diistliniilirse AN B = {x'} olur. Fayda maksimizasyonu

bu tek nokta fizerinde gergeklesir. Ciinkii bu nokta veri fiyat-servet ikilisi ile tercih
Onsiralamsiyla tiiketicinin segebilecefi en biiyiik kiime elemammna karsilik gelir.  (Cakir,
1993, 20)

Bu noktada, once dolayli fayda fonksiyonunu sonra da istem kargilamasi tanimlanmalidir.
Tiiketicinin veri olan bir fiyat-servet ikilisinde, tercih 6nsiralamasina gore biitge kiimesi

icindeki en iyi se¢imi yapmaya caligtigindan hareketle bir fayda fonksiyonu tanimlanabilir.
v; : K, & R olmak lizere  v,(p,w) =maxu,(x,) =maxu,(7;(p,w)) dir. (Klein, 1973, 158)

Dolayh fayda yaklasiminda fayda mal miktarlan yerine fiyat-servet ikilileri cinsiden
tanimlamaktadir. Bunun nedeni talep karsilamalarinin bu ikililer cinsinden en yiiksek doyumu
vermesi ve bunun da fayda ile fiyat-servet ikilileri arasinda dolayl bir iligki oldugu anlamina
gelmesidir, Biitge kiimesinin en biiylik elemam bulundugunda talep kafsllmul fayday
maksimize etmektedir. (Cakur, 1993, 21)

i 'inci tiiketici igin talep karsilamasi, yine noktadan kiimeye bir esleme olarak (point to set
mapping) D, :K, - X, olmak iizere, iki farklh gekilde ifade edilebilmektedir

D,(p,w) = {xi |x1 eT,(p,w),x, = maX,ﬁi} veya
D,(p,w) ={x,|x, T, (p,w), max u,(x,)} dir. (Klein, 1973, 158)

Talep kargilamasinda segilecek nokta biitge kiimesinin bir anlamda en biiyilk elemam
olmaktadir. Tlk ifade de tercih Snsiralamasma uygun olarak biitge kiimesinin ki bunun aym
zamanda olanakl tiiketimler kiimesi anlamina geldigi belirtilmigti, en biiyiikk noktasi
segilmeye ¢alisthirken, ikinci ifade de fayda maksimize edilmektedir.

Bir en biiyilk noktamin varlifim Weiestrass Teoremi garanti etmektedir. Weierstrass
teoremine gore; eger olanaklar kiimesi X kompakt ise (ki bunu n boyutlu bir 6klit uzaymmn
kapali ve simirh bir alt kiimesi olarak diigiiniilebilir) ve bos degilse ve amag fonksiyonu F(x)

bu X kiimesi tizerinde siirekli ise F(x) fonksiyonunun X kiimesinin simirinda ya da bir i¢
noktasinda maksimumu vardir. Reel sayilarin her kompakt kiimesi en kiigiik bir iist simrna
sahiptir. Bu yiizden eger F', F(x) in en kiigiik tist st ise 6yle bir x* vardir ki x" € X
olmak fizere, F(x') = F" kosulunu saglamaktadir. F(x) < F(x")olduk¢a her x" € X ler igin
x* global bir maksimumdur. (Intriligator, 1971, 13)
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Burada vurgulanmasi gereken bir nokta fonksiyon terimi yerine kargilama ifadesinin
kullamilmasidir. Bunun nedeni tercih fonksiyonlarinin digbiikeyligi ifadesinden gelmektedir.
Eger bu digbtikeylik iligkisinin gii¢lii oldugu gosterilebilirse talep kargilamasi yerine talep
fonksiyonu ifadesi kullamlabilir ancak zayif digbiikeylik iligkisinin gergeklesme olasilif
kargilama (correspondence) kavraminin kullamilmasim gerektirmektedir. (Bulutay, 1979, 32)

Bireysel tiiketici i¢in burada s6z konusu olan talep kargilamasi fonksiyonu fiyatlara gére

sifirimc1 dereceden homojen bir fonksiyondur.
A > 0 olmak tizere, D,(A.p) = D,(p) dir.

Buna dayanarak toplam ya da dernesik talep kargilamalarinin da aym sekilde sifirinci
dereceden homojendir. (Quirk ve Saposnik, 1968, 81-82)

Talep karsilamalann ya da fonksiyonlarimin sifirnci dereceden homojen olmasi fiyat
vektoriiniin negatif olmayan skaler bir say1 ile garpilmasi durumunda, yani tiim mallarin
fiyatlarinin aym oranda artmasi1 durumunda tiiketicilerin talep ettikleri mal miktarlarinin
degismediBini gostermektedir. A.S. Akat bu noktadan hareketle, modelde fiyatlar genel
seviyesinin degil, sadece nisbi fiyatlarin s6z konusu oldugunu, ailelerin para aldanmacasina
yakalanmadiklarnm, yani hem nakdi gelirlerinin hem de mal fiyatlarinin ayn1 oranda arttig bir
durumda kendilerini daha zengin ya da daha fakir hissetmedikleri anlamina geldigini ifade
etmektedir. (Akat, 1980, 115)

Sifirinc1 dereceden homojenlik kavrami mutlak fiyatlarin normallegtirilmesine de izin verir.

A= olarak alindifinda homojenlik kosulu geregi D,(A.p) = D,(p) gegerli olacaktir.

n

Zpi

i=]

(Quirk ve Saposnik, 1968, 83)

Burada her ne kadar talep karsilamalarinin homojenlik durumunu sadece fiyatlar tizerinden
incelendiyse de Debreu'ya doniildiigiinde aym iliskinin fiyat-servet ikilileri i¢in de gegerli
oldugu goriilmektedir. Debreu, biitge kiimesi (elde edilebilir tiiketimler), talep kargilamasi ve
dolayl fayda fonksiyonlarmin her iigliniin de fiyat-servet ikilisi igin sifirinc1 dereceden
homojen olduklarim gosterir. (Debreu, 1959, 66-67) Debreunun notasyonu kullanarak bu
iligkiler ifade edilebilir.

D,(p,w) =§,(tp,tw) = &(p, W)

v, (tp,tw) = v(p,w) dir
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Bu durumun iktisadi hayata ait varsayimlarla tutarlilig1 rasyonel ve tam bilgiye sahip bireyler
igin agiktr,

Dolayl1 talep fonksiyonun da talep karsilamasi gibi sifirinci dereceden homojen olmasi
dolayh fayda fonksiyonunun faydayr maksimize edecegini gostermektedir. Weiestrass teoremi
uyarinca fayda fonksiyonu belirli ve bos olmayan T(p,w,;) kiimesi iizerinde siirekli bir

maksimumu ve bir minimumu var olmaktadir.

Talep karsilamasi daha 6nce tanimlanan 7 'inci tiiketicinin gelirine bagh olarak da yazilabilir.

D,(p,w)=D,(p,(pr' + > a'n’(p))) (Klein, 1973, 159)
jeF

Akat; tiretimin yapilamayacag kadar kisa ve ancak miibadelenin s6z konusu oldugu Walras'in
miibadele modelinde, mal stoklarinin disaridan verildigini ailelerin bu stoklarin satisindan
elde ettikleri gelir ile fayda fonksiyonlarma gére tiiketmek iizere mal satin aldiklarim, fayda
fonksiyonlarmin tamlik, doyumsuzluk, ikame, gegislilik gibi nitelikleri dikkate alinarak, kisit
altinda maksimizasyon yontemi ile tiiketici dengesine ulagilacafim belirtmektedir. (Akat,
1980, 124)

2.2.2 Uretim Kiimesi

Her ireticinin bir girdi, ¢ikti kombinasyonuna bagli olarak belirlenmis iiretim planlarina
sahip olduklann kabul edilmektedir. Ekonomideki tiim mallar bu iiretim planlarinin girdisi
olabilirler.

Tiim iireticilerin firetim olanaklarinin toplam1 Y = Z Y, dir.
Jj=1

Bir anlamda tiretim kiimesinin siirlarim teknolojik bilgi diizeyi belirlemektedir.

Rekabetgi genel denge analizinde iiretim kiimelerinin birbirlerinden bagimsiz olduklan yani
digsal ekonomilerin olmadi§1 kabul edilmektedir.

Uretim kiimesinin varsaymmlan agagida maddelenmektedir. (Tiiketici kiimesi varsayimlan ele
alinirken yapilan bazi ortak kavramlarin burada detayina girilmemisgtir.)

® j'inci iireticinin diretim kiimesi Y, kapalidir.
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OecY, . Bu varsaymm liretim yapmamanin miimkiin oldugunu ifade eder. Orjin {iretim

kiimesine dahildir. Debreu bir firetici i¢in miimkiin olan bu {iretmeme durumunun
genisleterek tiim tiretim kiimesine de uygulanabilecegini belirtmektedir. (Debreu, 1959,
40)

Y, nQ= { } Bu varsayim girdisiz liretim yapilamayacagin ifade eder.

Y, 5-Q. Serbestge yok edebime olarak adlandirilan bu varsayim, higbir giktimn

olmadify yalmzca girdilerin s6z konusu oldugu bir iiretimin miimkiin olduunu yani
yalmzca girdilerden olusan negatif kadranin tiretim kiimesinin iginde oldugunu ya da
benzer bir anlatimla, bir iiretim olanakli oldufunda bu iiretimden daha fazla ¢ikti
yaratamayan ve daha az girdi kullanamayan bir iiretim de olanaklidir. (Bulutay, 1979, 56)
Biitlin bir kadram igermesi tiim mallan girdiler olarak kullanabilen bir iiretim planmn
miimkiin oldufunu ifade eden bu varsayim serbestge yok edebilmenin olabilirligini
gostermektedir. Baslangigta yapilan tamimlamalar geregi eksi kadran yalmzca girdilerden
olusur. Bu varsayimin dnemi, eksi fiyat olasilifini ortadan kaldirmasindadir. (Cakir, 1993,
23)

Y n(-Y)= {9} Bu varsayim her ekonomik iiretim siirecinin tersine gevrilemez

karakterini ifade etmektedir. (Klein, 1973, 154). Bu ifadenin ekonomik anlami iiretimin
zaman almasi ya da baz tiretim faktérlerinin (iggiicii) gibi yeniden iiretilemezlik nitelik
tasimalarma baglanabilir. Ancak genel dengenin zaten zamansiz bir analiz oldugu
unutulmamalidir. (Bulutay, 1979, 56)

y; ve y) tretimleri j'inci iiretici i¢in olanakh iiretimler ise bunlarm toplami da

olanakhidir. y} + yf. c Y, . Bu toplanabilirlik 6zelligi olarak tanimlanabilir. ¥ herhangi bir
pozitif tam say1 olmak iizere ky; de liretim kiimesine de dahildir.. Buradan iiretim
kiimesinin 6lgege gore azalmama durumu anlagiimaktadir. (Debreu, 1959, 41)

Uretim kiimesi digbiikey olmas: yine énemli bir varsayimdir. y} ve y? j'inci iiretici igin
olanakh iiretimler ise 0<¢<1 olmak f{izere bunlarin aZirhkli ortalamas: olan
ty;+(1-1)y; olanakh bir iretimdir. Disbiikeylik varsaymm ile Oe¥, varsaymu
birlestirilerek, y; olanakli bir iiretimken, £y, de olanakli bir iiretimdir sonucuna ulagilr.

Debreu'ya gére bunun bir diger anlamu da 6lgege gére artmayan getirilerin varlig
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durumunun hakim olmasidir. (Debreu, 1959, 41) Dikkat edilirse bu varsayim {iretimin
boliinebilecegi, 6lgegin kiigiiltiilebilecegi anlamina gelmektedir.

Toplanabilirlik ve boliinebilirlik bir arada ise liretim kiimesi 6lgege gore sabit getiri 6zelligine
sahip digbiikey bir koni olur. Bu 6zelliklere sahip bir digbiikey koni de 0 tepelidir. (verteksli)

Y, iiretim kiimesinin sinirlart u¢ noktalardan olugur. Bu varsaymmi kapalilk varsayimi ile
birlikte ele alinirsa, denge noktalarmim digbiikey kiimenin digbiikey birlesimleri seklidenki ug

noktalarin da elde edilmesini saglar. Diger varsayimlardan da hareketle Y iiretim kiimesinin

digbiikey ve kompakt oldugu ifade edilebilir.

Uretim kiimesinin ya da farkli bir tammlama ile firetim teknolojisinin digbiikey olusu, artan
marjinal maliyetlere ve azalan marjinal iiretime tekabiil eder. (Starr, 1997, 74) Daha sonraki
boliimlerde digbiikeylik kosulunun saglanmamas1 durumunda artan getirilerin s6z konusu
olabilecegi goriilecektir.

Ureticinin kar fonksiyonu noktadan noktaya = ;iR ¥ > R eslemesi ile ifade edilir.

Uretim kiimesinde girdiler negatif sayilarla ifade edildiklerinden dolay1 y ; lretimleri net

tiretimleri ifade ederler. Dolayisiyla ;'inci tireticinin maksimize etmek istedigi kar
7, =max py, ile gosterilir. (Klein, 1973, 156)
Kar fonksiyonunu 7, = {p Yy, =% j} seklinde ifade edilmektedir.

Bir onceki béliimden hatirlanacag gibi bu bir goklu diizlem ifadesine kargihik gelir. Bu
durumda kar maksimizasyonu kosullari, eskar diizlemini {iretim kiimesinin bir destekleyici
¢oklu diizlemi yapan girdi ¢ikt1 birlesiminin belirlenmesi haline gelmektedir. (Cakir, 1993,
25)

Bu cer¢evede dengenin elde edilebilmesi faktér fiyatlar: veri iken kar1 maksimize eden j 'inci
tireticinin eskar egrilerinin, {ireticinin {iretim kiimesinin u¢ noktalarindan olusan sinirina teget
olmasina baghdir. Yani iiretim kiimesinin ug noktalarindan olusan smiri, tiretim islevini
olusturur. Bu da j'inci iiretici igin tliretim kiimesinin iistten simirh oldugu anlamina
gelmektedir. Kar maksimizasyonu iiretim kiimesinin simir noktalarinda saglamir. Eskar
diizleminin iiretim sinin ile kesismi olan nokta Edgeworth analizlerinden bildigimiz mallar

arasindaki marjinal déniiglim oraninin mallarin fiyatlarimin oramina egit oldugu noktadir.
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Olgege gore azalan getiri durumunda, iiretim kiimesinin kesin disbiikey oldugundan hareketle,
es kar ¢oklu diizleminin iiretim kiimesine tek bir nokta da teget olabilecegi sdylenebilir. Kar
maksimize eden tek bir girdi ¢ikti birlegimi vardir. Iki boylu diizlem {izerinde kolayca
gosterilebilecegi lizere sabit getiri durumu yani tiretim kiimesinin zayif digbiikeyligi s6z
konusu ise eskar goklu diizleminin firetim kiimesi ile ¢gakigmas1 olasilig1 dogar ki bu durumda
kan maksimize eden sonsuz sayida girdi ¢ikt1 birlegimi s6z konusu olabilir. Bu durumda arz
bir karsilama olarak noktadan kiimeye ifade edilmelidir. (Cakir, 1993, 26)

n, =max py;, seklinde tammlanan esitligi saglayan denge noktasindan arz karsilamasina

gecilebilir ve yine noktadan kiimeye bir esleme olmak iizere arz karsilamasim
tanimlanmaktadir. Aslinda iiretim kiimesinin 6lgege gore azalan getirili olmas1 halinde yani
kesin digbiikeylik durumunda arz bir fonksiyon olarak da tanimlanabilir.

S,:R* 57,

J
S,(P) =V, |y, €¥,.py, =max p¥, } drr.

Arz karsilamasinda, teknik olarak olanakl iiretimler i¢inde maksimum kart saglayan iiretim

ozelligi géz 6niine alinir. Ekonomideki toplam kar ve toplam arz kargilamalar;

n(p)=>'7,(p)

=

S(p) =35, (p) dir

Arz karsilamasi ile ilgili olarak yapilan varsayimlar ise;

e Her j i¢in; S; arz karsilamas: iist yan stirekli ve kar fonksiyonu =, stireklidir
e S arz kargilamas list yan siirekli ve kar fonksiyonu zn siireklidir

e Hem bireysel hem toplam arz karsilamalarni digbiikeydir olarak siralanabilirler. (Klein,
1973, 156)

Noktadan kiimeye yapilan karsilamalarla ilgili olan {ist yar1 siireklilik kavraminin dnemini

anlamak i¢in 6nceki béliimde ele alinan Weierstrass teoremi uyarinca;
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f:X = R seklinde siirekli ve gergel degerli bir fonksiyon oldugunda ve X belirli ve bog
olmayan bir kiime oldugunda f(X) in bir maksimum ve minimumu vardir. X belirli
oldugunda f(X) de belirli olduguna gére; f(X)=R smrlanmis ve kapah olacaktir.
Simrlanmis ve kapal bir gergel sayilar kiimesi maksimum ve minimum igerecefi igin
istenilen sonug elde edilmis olur. Weierstrass teoreminin kosullar1 yeter sart olmakla birlikte
zorunlu degildir. Bunun nedeni belirli olmayan fakat alttan simirlanmis olan bir kiime
tizerindeki fonksiyon minimuma, tistten simirlanmig bir kiime {izerindeki fonksiyon da

maksimuma sahip olabilmesidir.

Ust yan stireklilik kavramm su sekilde agiklayabiliriz. F: X — Y bir kargilama ya da gok
degerli bir fonksiyon, X ve Ysiwrasiyla R™ ve R" uzaylarmn alt kiimeleri olsunlar. Bir
x° € X olmak iizere

lim, _x* =x°, y* e F(x*), lim,__ y* = y’kosullari saglamyorsa bunun anlam1 F

kargilamasmin x°noktasinda tist yan siirekli oldugudur. (Klein, 1973,109)

Arz karsilamasi, talep karsilamasina benzer bir gekilde sifirinci dereceden homojen olmakla
birlikte kar fonksiyonu birinci dereceden homojendir. Bunun anlamu fiyat vektorii pozitif bir
sabit say1 ile garpildifinda talep kargilamasinda oldugu gibi iireticiler iiretim planlarim
degistirmezler, bunun yaninda fiyatlardaki bu sekildeki bir degisiklik tiiketicilerin karina da

ayni oranda yansir.

Debreu 6nce j 'inci liretici igin gésterdigi homojenlik 6zelliklerini genigletip sirasiyla toplam

arz ve kar fonksiyonlari i¢in s6yle tanimlamustir,

S(p) =n(p) =n(p)

n(ip) = tn(p) (Debreu, 1959, 44)

2.2.3 Walras Kanunu ve Agsir1 Talep Fonksiyonu

Pile gosterilebilecek fiyat uzaymni, n boyutlu bir reel uzayda birim simpleks ile

N
sinmirlandirilabilir. Bu durumda; P = {pp € R”,pk 20,k= 1...,N,Zpk = l} dir.
k=1 :
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Bu durum basitge fiyatlarin negatif olamayacagim ve hepsinin birden sifir olamayacagim
gostermektedir. Fiyat vektoriini tlim koordinatlarmin toplamu 1’e¢ esitlenerek
normallestirilebilir. (Arrow-Debreu, 1954)

Fiyatlarin tamimlanan P kiimesinin elemam olmas1 durumunda, agir1 talep fonksiyonu su
sekilde tanimlanabilir.? (Arrow-Debreu1954)

Z(p)=D(p)-S(p)-r=Y.D'(»)->.§'(»)-D.r'

ieH JjeF ieH

pZ(p) =p-[25"(p)—zb~”' —Zr"]

ieH JjeF ieH
~ ~i ~.
pZ(p)=py.D(p)-p.Y.8' -pD. 7
ieH JjeF ieH

pZ(p)=3pD ()~ pS' - pr

ieH jeF ieH

pZp)=Y pD -3 7 @)~ pr
ieH jeF ieH

-

~ ~i Py ] i
pZ(p)=Y.p.D(p)-), | D7 (p)|-D.pr

ieH jeF LieH

~ i r &
pZ(p)=Y.p.D(p)-Y, | D&% (p) |- pr'

ieH ieH | jeF 1 ieH
PZ(p)=Y.p.D' (p)- LM (p)- 3 pr' <0

ieH JjeF ieH
Bu son egitsizlik biitge kisitma dayanilarak yazilmaktadir. p.D'(p) < M'(p), bu sonug tiim
hane halklan i¢in gegerlidir. (Starr, 1997, 97)

Fiyat vektSriinii bir simpleks olarak tanimlayabilmenin avantaji sonraki béliimde gene
dengenin varlifimin ispat1 olarak sunulacak sabit nokta tecoreminin kullanilmasma olanak
saglamaktadir. Bu normallestirilmis fiyat kiimesi kapali, sinirh ve digbiikeydir. Sadece agin
arz nedeniyle ortaya ¢ikan serbest mallar diginda denge durumu tiim mallar i¢in piyasa

temizleyici bir iglev gérecektir.

Bu noktada agin1 talep fonksiyonunun varhif ile ilgili olarak da su analiz yapilabilir.

2 Arrow — Debreu (1954) agin talep fonksiyonunu agagidaki gekilde tammlamaktadirlar.
2=x-y-¢

X = inay = Zyjﬂg = Z;
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Asin taleplerin sifira esitlenmesinden elde edilen m tane denklemin olugturdugu sistemin
¢oziilmesi yoluyla m tane mutlak fiyatin degeri bulunmayabilir. Biitiinsel biitce kisitimin
daima saBlanmasindan dolay1 asin talepler arasinda bir fonksiyonel bagimhilik iligkisi s6z
konusudur. Bu durumda sistem igin hesaplanan jacobiammin degeri sifir olur. Oysa n
degiskenli n tane tlirevi almabilir denklemden olusan bir sistemin yerel bir tek ¢dziime sahip

olmasi igin jacobiam kiigiik bir komsuluk i¢inde sifirdan farkli olmalidur.
Tiiketicinin biitge kisit1 agir1 talepler cinsinden ifade edilebilir. Bu agir taleplerin net degeri

sifira esit olmak zorundadir. Z p;(q; —q,f;):Z p;Z; =0 Tiketicinin biitge kisit1 bu

j=1 =1
sekliyle tiiketicinin satin aldifi mallarin degerinin sattifn mallarin degerine egit olmasi
gerektigini icerir. Tiiketilen mal miktarinin bir fonksiyonu olarak ifade edilen tiiketici fayda
indeksi asin1 talep ve baglangi¢ miktarlani cinsinden ifade edilebilir. i. tiiketicinin j. mala olan

fazla talebi Z, titketicinin j maldan tiikettigi miktar g, ile baslangigta sahip oldugu miktar
q,‘} arasindaki fark olarak tamimlanabilecegine gore, Z,; =g, —qy° tiiketici fayda indeksi

q; = Z, +q, asin1 talep ve baglangig miktarlari cinsinden ifade edilebilir.

U, =U(qy>-s9) = U, =(Zy + qjser Ziy + q3,) Tiiketicinin amac1 fayda indeksinin degerini
biit¢e kisit1 altinda maksimize etmektir.

L=U(Z,+ qg""’Zimqgn)—’l(zij‘j)

=
oV, _6U,. _
oz "oz =0
ij i
oV, Z
—t=- Z.=0
EY) ,-Zl:pi ]

dz,
¥ —1olduguna gore, yukanidaki denklem su sekilde ifade edilebilir.

dq;

. dZ
U, ——y—/‘lpi =§ﬂ—ﬂp,. =0 Bireysel bir tiiketici i¢in elde edilen bu birinci mertebe
0Z; dgq; g,

kosullara gore, tiiketicinin ahs veris islemini, her mal ¢ifti igin ikame oram yani marjinal
faydalarimin oram fiyatlarin birbirine oramna esit olana kadar devam ettirecektir. Ikinci
mertebe kogullar ise fayda fonksiyonunun kesin ig¢biikeyimsiligi varsayimi altinda
saglanmaktadr.
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Tiimel teklik teoremine gore sisteminin jacobianmnin ana minérleri isaret degistirerek

gidiyorsa,
v, - U, -p
B Uml Umm - p m
— D —Pn 0

i. tiiketicinin tek degerli agiri talep fonksiyonlann vardir. Diizgiin kesin igbiikeyimsilik
varsayimi ana minérlerin istenilen isaretlere sahip olmalarim giivence altina alir. Pozitif
marjinal faydalar, birinci mertebe kosullarin tiim fiyatlar pozitif oldugunda tiim miktarlarin da
pozitif oldugu bir noktada saglanmasimi garantiler. Bu durumda siirekli ve fiyatlara gére
birinci dereceden homojen agir1 talep fonksiyonlar1 vardir. Normallegtirilmig fiyat kiimesi ele
alindiginda asin talep fonksiyonlarnn fiyatlara goére sifirnci dereceden homojendir.
(Henderson ve Quant,1998, 238-239 )

Uretime iliskin varsayimlar uyarmnca negatif kar olasiif1 dislandigindan, pozitif marjinal
faydalar ve i¢sellik varsayimlan birinci mertebe kosullarin tiim fiyatlar pozitif oldugunda tiim
miktarlarin da pozitif oldugu bir noktada saglanmasim giivence altina alirlar. Dolayisiyla i.
tikketici i¢in, Z ;= Z;(p, ..., p,,) seklinde tek degerli fiyatlara bagl asin talep fonksiyonlar: var

olur. Bu fonksiyonlar siirekli ve fiyatlara gére birinci dereceden homojendirler.

2.2.4 Asin Talep Fonksiyonu ile Genel Denge

Daha onceki boliimlere dayanarak, ekonomide bir denge durumunun varhigmn, bir denge
fiyat vektoriiniin varligi anlamina geldigi s6ylenebilir. Bu durumda agiklamalar1 daha sonraki
boliimlere birakmak tizere, gerekli varsayimlar saglandifinda boyle bir nokta ya da vektériin
varligim garantileyen sabit nokta teoremlerinin tanimi verilmigtir.

Genel dengenin varhgmn ispatinda g¢ok temel bir rol oynayan Brouwer Sabit Nokta
Teoremi'nin farkl kitaplarda birbirine yakin farkli tamimlar1 vardir. Brouwer sabit nokta
teoremi noktadan noktaya tanimli bir fonksiyon iizerinde tammlidir. Noktadan kiimeye
tammlama yapilmas: gerektiginde Kakutani Sabit Nokta Teoremini kullamlacaktir.

Brouwer Teoreminin birinci yorumunda stirekli bir f(x) fonksiyonun kapali bir simpleksin

kendi tizerindeki noktadan noktaya eslemesinden s6z edilirken, (Klein, 1973, 136) diger bir
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yorumda bu kiime bos olmayan’, kompakt ve digbiikey olarak tamimlanmaktadir. (Nikaido,
1968, 63 - Casti, 2000, 63 - Border, 1999, 29). Bunlarin yaninda Mas-Colell Poincare-Hopf
teoremini kullanarak » boyutlu kompakt manifoldlara dayanan bir ispati da ele almigtir.
(Mas-Colell, 1989, 47-49)

Sabit nokta teoremlerinin ispatlari "Genel Denge'nin Varlif1" baslikli boliime birakilarak

burada en genel ve anlagilir tanimlari verilmisgtir.
Sabit Nokta Teoremleri:

Teorem 2.5: (Brouwer Sabit Nokta Teoremi) X kiimesi kapali bir simpleks ya da hem
kompakt hem de disgbiikey bir topolojik uzay, fise X uzaym kendisine déniistiiren, (kendi
tizerinde eslemeler yapan) siirekli bir fonksiyon olsun. Bu durumda f fonksiyonunun

X uzaymda f(x')=x" esitligini saglayan bir x’ noktasi vardir.

Teorem 2.6: Kakutani Sabit Nokta Teoremi: X, R" uzaymn bos olmayan, kompakt
disbiikey altkiimesi ya da n boyutlu bir simpleks oldugunda, f(x) kiimesi de bos olmayan
disbiikey bir kiime olmak sartiyla, f:X — X fonksiyonu X kiimesi iizerinde noktadan
kiimeye {ist yan siirekli bir karsilama ise x° € F(x") seklinde ifade edilebilecek bir sabit
noktasi vardir.

Brouwer sabit nokta teoreminin uygulanmasi igin gerekli olan X kiimesinin belirli ve
digbiikey olma kosulu, bir anlamda agin talep fonksiyonunun sifirinci dereceden homojen
olmasi varsayimi saglandif diisiiniilebilir. Bu varsayima dayamilarak géreli fiyatlar {izerinde
durulabilmekte, fiyatlar toplami bire esit olacak sekilde alinarak, normallestirme
yapilabilmektedir. Normallegtirilmis fiyatlar kiimesi tamm geregi digbikkey ve belirli bir
kiime olma kosullannm saglamaktadir. Arrow (1968) bu kiimeyi bir simpleks yani
genellestirilmis tiggen olarak tanimlamugtir. Bu normallestirilmig fiyatlar kiimesi igin agin
talepler hesaplandiginda ve yeni bir fiyat vektorii olugturulmaktadir bu vektériin
elemanlarinin toplaminin da yine bire esit olmasi gerekmektedir. (Bulutay, 1979, 73)

Fiyat kiimesi normallestirme vasitas: ile bir simpleks olarak tamimlanabilir. Izlenecek ilk adim
bir birim simpleks olugturmaktir. Bunun igin Once agin talep fonksiyonu asir1 arzi ve
dolayisiyla eksi fiyatlan dislayacak sekilde degistirilir ve degistirilmis bir agin talep
fonksiyonu elde edilir.

* Bos olmayan ifadesi sadece Nikaido'da gegiyor.
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Z,(p) = max [0’ Z; (P)] dir.

Dikkat edilirse bu sekilde bir diizenlemenin asinn talebin negatif defer almasma yani bir
anlamda fiyatlarin negatif olmasina izin vermedigi gériilmektedir.

Bu fonksiyona dayamilarak olusturulacak bir fiyat ayarlama fonksiyonu (price adjustment

function) ile genel dengenin varligim gosterme yoluna gidilecektir.

Teorem 2.7: Uretici ve tiiketicilere ait olarak daha &nceki béliimlerde tammlanan
aksiyomlarm saglandif varsayihrsa, p’ € P olmak iizere p’ denge fiyat vektériiniin varhg
iddia edilebilir.

Kanit: Bu teoremin ispat1 i¢in fiyat kiimesinde kendi iizerine bir fiyat ayarlama fonksiyonu

tanimlansin. 7'(p): P — P olmak iizere.

T.(p) = pk;m“lo’%(P)| =Pt e O’Z"N(p)l dir.  (Stam, R., 1997, 101, Varian,
1+ 3 max(0,Z,(p)] > {p, +max{0,Z,(n)]}
n=1 n=1

H., 1992, 321)*

Fiyat ayarlama fonksiyonu; fiyat simpleksi iizerinde kalmak sartiyla, agir1 talep olmasi
durumunda fiyatlarin ylikselecegi, fazla arz olmasi durumunda fiyatlarin azalacag bir sekilde
tanimlanmugtir. Brouwer Sabit Nokta Teoremi’ne gére T(p’) = p* kosulunu saglayacak bir

p’ € P vardr.

p; = Pptmex O,Zj(p')[ dir
1+ max0,Z, ()]

n=1

sahiptir.

Bu durumda p, ya sifira esittir ya da pozitif bir degere

e Durum: p, =0 olmas: durumunda max[O,Z,,(p')]=0 olur. Bundan dolayr Z,(p)<0

olur.

. 1L Durum: ;= Zitmax0Z,(2")
1+ 3 max0.Z,(p")

n=1

2 0 olmasi durumudur.

4 Biz burada Starr'm kullandig1 formiilasyonu kullantyoruz.
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1

= <1
1+ Zmax[O, Z, (p‘)]
n=1

Islemleri kisaltmak igin bir degigken tammlayalm. 0 <@ =

Ikinci durum béylece iki alt durumda ¢oziilebilir;
e II a) @ =1:Bu durum her k i¢gin Zk (p") < 0 olmas: sonucunu dogurur.
o II.b) @ <1: Bu durumda elimizdeki denklem su sekilde ifade edilebilir.

D, =a.p, +a.maxlO,Zk(p')J
(-a).p, =amax[0,Zk(p')]

Esitligin her iki tarafi Z,(p")ile garpilirsa

(-a)p;Z,(p") = amax|0,Z, (p"))Z, (p"),

bu noktada Walras Kanunu yeniden tamimlanabilir.

02p°Z(p")= ), PZ:(P)+ 2 pZi(P)

kedurumI kedurum I

=0+ ZP;Zk(P*)

kedurumll

Bu ifade basitlestirilerek agagidaki sekle getirilebilir.

02(1-a) 3 pZ,(p)=a Y(maxlo,z,(p"))z.p"

kedurum IT kedurum IT

Ancak bu ifadenin anlami ikinci durumdaki biitiin & lar igin Z,(p") <0 oldugudur. Ne durum
I ne de durum II de herhangi bir k£ i¢in Z,(p")>0 olmamasina ragmen Walras
kanununundan p’Z(p")=0 olmahdir. k igin Z,(p’)<0 oldugu i¢in p;, =0 dir. (Starr,
1997, 101-103)

Bu kosullar altinda genel dengenin temel teoremi bir 6zel sahiplik ekonomisinin (private-
ownership economy) tamimlanmasindan hareketle ifade edilebilir.

s} rhnie)

Seklinde tanimlanan bu sistem asagidaki iki kosulu saglamasi durumunda bir 6zel ekonomi
olarak adlandinilabilir
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e Her i igin, Zr, = r kosulunu saglayan bir 7, € R* vardur.

i=1

e Her (i,j) ikilisi igin Za,j =1 olmak iizere o, 20 vardur.

i=]

Rekabet¢i ekonomide, ekonomik birimler, fiyatlara etki edemeyen birer miktar ayarlayicisi

olarak tammlamrlar. (Klein, 1973, 162) Genel dengenin varlif1 bu gekilde tanimlanms bir

6zel sahiplik ekonomisinde gosterilecektir.

Bir 6zel sahiplik ekonomisi agagidaki varsayimlarin saglanmasi durumunda bir dengeye
sahiptir.

Her tiiketicinin, tiiketim kiimesi kapali, digbiikey ve alttan simrlidir. Higbir tiiketici igin
doyum saglayacak, bir tiiketim sepeti yoktur.

Her tiiketici igin tercih siralamalan kiimeleri kapalidir.

Her tiiketici kendi tiiketim kiimesinin bir i¢ noktasi olan baglangi¢ donamimlari vektériine
sahiptir.

Her tiiketicinin tercih 6n siralamasi giiglii digbiikeydir.
Her firma i¢in orjin iiretim kiimesinin bir elemamdir. 0 € ¥,
Her j firmas: tiretim kiimesi ¥, kapali ve digbiikey olmasindan hareketle toplam tiiketim

kiimesi ¥ = Z Y, de kapali ve digbiikeydir.

Y N (-1){0}

Y5 (-R,) (Varian, 1992, 344)

Debreu'nun E ile tammladif 6zel sahiplik ekonomisinin denge durumunda ((x;),( y;. %)

noktas1 var olacaktir. Oyle ki

e x noktasi, {x, eX,|p’x, < p'w,+2aij.p'.y;} kiimesinin, her tiiketicinin tercih
=

onsiralamasi kogullan altinda en bilyiik elemanidir.
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e x —y' =w dir. (Debreru, 1959, 78-81)

Denge fiyatlan kiimesinin aranmasi silirecine Walrasc: deneme yamilma adi verilmektedir.
Burada sorulmasi gereken soru bu siirecin denge fiyatlarma dogru isleyip islemedigidir.
Arrow ve Hahn bu deneme yanilma siirecinin istikrarli oldugunu agir1 talep fonksiyonlarini
kullanarak géstermeye g¢alismiglardir. Ancak burada 6nemli olan soru modelin temel
varsayimlarina gére deneme yanilma siirecinin dengeye gelecek sekilde ve sistemin istikrarini
saglamaya yetip yetmeyecegidir. Arrow-Debreu modelindeki varsayimlarin, sabit nokta
teoreminin uygulanabilecegi, siirekli ve tanimli arz ve talep fonksiyonlan elde etmektir ancak
deneme yanilma siirecinin istikrarli olabilmesi igin , agin talep fonksiyonlarimin stirekliliginin
tammli olmasi yeterli degildir. Onemli olan bu fonksiyonlarin bigimleridir. Bir mahn fiyati
denge fiyatinin iizerindeyken talep fazlas1 pozitif buna karsilik denge fiyatimin altindayken
negatif ise deneme yanilma siireci istikrarsizliga dogu gidecektir. Agin talep fonksiyonunun
slirekli olmasi isareti ile ilgili herhangi bir kosul icermez, ancak istikrarin saglanmasi ile ilgili
olarak igaret belirleyicidir. Fiyat genel denge fiyatinin iizerindeyken agir1 talebin pozitif
olmas: beklenen bir sonug degildir, ancak bununla birlikte genel denge modelinin bireyler
arasindaki biitlin etkilesimlere hesaba katmasi gerektigini diigiiniiliirse, bu kural dig1 durumun
Onemi ortaya ¢ikmaktadir.

Modelde mallar arasinda bir ikame iligkisi s6z konusu oldugu da g6z 6niine alindiginda bir
malin fiyat1 arttiginda fazla talebinin azalmasi ve diger mallarin fiyatlariin artmasi
durumunda talep fazlasinin artmasi gerektigi diigiiniilebilir. Bu dengenin istikrarli olmasim
saglamaktadir. Dolayisiyla mallar arasindaki bu ikame varsayimi makul goriilmektedir. Ancak
buna ragmen Arrow — Debreu talep fazlasi fonksiyonlarimin bu ikame iligkisini dogrulamasi
i¢in herhangi bir neden olmadig1 gibi, bu fonksiyonlar siirekli olmakla birlikte herhangi bir
bigime sahip olabilirler. Sonnenschein - Mantel - Debreu Teoremi olarak adlandirilan bu
sonug, talep fazlasi fonksiyonlarmin bigimi hakkinda bir sey s6ylemek miimkiin olmadig
i¢in, bir malin fiyati arttifn zaman fazla talebin de artmasmin olast bir ‘durum oldugunu
dogrulamaya imkan verir. Sezgisellikte uzak bu durum ancak denge durumunda bireylerin
davramglarimin birbirleri {lizerideki karsilikli etkilerin karmagikhigidir. Bu sonu¢ modelin
baglangigtaki kaynaklar, tercih iligkileri ve iiretim fonksiyonlar1 konusundaki tercihlerde
biiyiik bir serbestlik derecesi tanimlamasindan kaynaklaniyor olabilir. Ustelik biitiin hane
halklarimin asag yukari aym tercih iliskisine sahip olduklari ve baglangic donamimlarimn

birbirlerine benzedigi varsayilarak bu serbestlik dereceleri sinirlandirilsa bile, bu sonug
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gecerli olmaya devam eder. Neoklasik kuramcilarin amaci bireysel davraniglardan hareketle
birtakim yasalara ulagmaktir. Ancak Arrow-Debreu’nun agin talep fonksiyonlar1 herhangi bir
sekle sahip olabiliyorlarsa, bu yasalarin var olmadif; ayrica yeterince genel ve tam rekabete
dayali bir yaklasim benimsenince biitlin olasiliklarin imkan dahilinde oldugu sonucu ortaya
cikar. Bu noktada ekonomiyi etkileyen bir sokun denge iizerindeki etkileri ile ilgili olarak
dogrulamalara gitmek miimkiin degildir. Bu sorun ile ilgili olarak Guerrien’in son yorumu;
Tam rekabet sartlarinda dengenin varlifimin neoklasik teorinin en biiyiik katkilarmdan biri
sayilabilecegini, ancak deneme yanilma siirecinin bu dengelerden birinin gergeklesmesini

saglayamamasinin katkinin 6nemini biiyiik 6lgiide azalttigidir. (Guerrien, 1999, 54-61)

Debreu 1974’de yazdign Asin talep Fonksiyonlari baglikli makalesi ile Guerrien’in
Sonnenschein - Mantel - Debreu Teoremi olarak adlandirdify agin talep fonksiyonlarinin
karakterleri ile ilgili konular1 ele almustir. Debreu’nun bu makalesinin kaynakgasinda
Mantel’in bir, Sonnenschein’in {i¢ makalesi yer almaktadir. Debreu’ya gére bir miibadele

ekonomisinin asin talep fonksiyonunu S = {p eR’ | p20,|p|= 1} seklinde bir pozitif fiyat

vektorlerinin bir kiimesidir. f:S — R’ tiiketicinin bireysel agin talep fonksiyonu siireklidir
ve § kiimesi igindeki her p i¢in p f(p) =0 dir. (Debreu, 1983, 203-209)

Asin talep fonksiyonlarmin sahip olmalann gereken &zellikler genel denge literatiiriinde
6nemli bir tartigma alamidir. Sonnenschein’e gére, Mantel’in her tiiketici dolayh fayda
fonksiyonlarini kullanarak ispatladig1 teoreme gore F, S fizerinde tamiml bir C' 6zelligine
sahip asin1 talep fonksiyonu oldufunda, her € >0 igin F simrhdir ve ikinci derece kismi
tiirevlere sahiptir ve homotetik, disbiikey ve monoton tercihler igin ¢ tiiketicili bir

3= (>‘, w ) miibadele ekonomisi vardir. (Sonnenschein ve Shafer 1991, 680-682)

Scarf ise agin talep fonksiyonularinin orjin diginda biitiin pozitif kadranda tamimh ve siirekli
olmasi gerektigini sifirnc1 dereceden homojen olmasi gerektiini ve Walras Kanunu’na
uymas1 gerektifini ifade etmektedir. Scarf asir1 talep fonksiyonunu birim kiirenin pozitif
kadran {izerinde bulunan kismimn tizerinde siirekli bir vektor alam® olarak tammlar. p°

denge fiyat vektSriiniin biitiin koordinatlaninin pozitif olmasi durumunda vektdr alam olarak
tanimlanan agin talep fonksiyonunun bir sifirdir. (Scarf, 1991, 1010-1011)

3 Vektor alani kavramu 3.2.6 béliimiinde ele almmaktadir,
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2.2.5 Genel Denge Refah Ekonomisi ve Pareto Etkinligi

Neoklasik kuramcilarin tam rekabet modelini esas almalarinin bir nedeni de modelin normatif
niteligidir. Bu niteligi geregi modeldeki dengeler optimal yani etkindir. Bu bir anlamda
alternatif ¢6ziimler arasinda en iyi olmay1 ifade eder.(Guerrien, 1999, 63) Pareto optimalite
kavrami refah iktisadinin temelini olusturan kaynak tahsisinin etkenliginin tanimlanmasim
miimkiin kilar. Uretim ve dagitimin bir baskasmin faydasim azaltmaksizin bir en az bir kiginin
faydasim artiracak sekilde yeniden orgiitlenemedigi bir kaynak tahsisi Pareto optimal (Pareto
etken) olarak tamimlanir. (Henderson ve Quant, 1998, 264)

Denge - optimum iligkisi genel denge modelinin 6nemli vurgularindan biridir. Debreu denge
ile optimum arasindaki iligkiyi iki yonlii olarak ortaya koymustur. Debreu fiyat sistemi
aracilifiyla bir dengenin, optimum ve bir optimumun da bir denge oldugunu géstermistir.

Debreu 6ncelikle dengenin (rekabetgi dengenin) optimal oldugunu gostermektedir.
Her i i¢in E agagidaki kogullari saglayan bir denge olsun.

e X, konvekstir.

e Eger x! ve x*, X, 'nin iki noktas: ve ¢, |0]] icinde reel bir say1 ise x?>x!
g } 1 i ¢ Yyl R

gostermektedir ki x? +(1-1)x; >x; dir.

x, doyuma ulagmus bir tiikketimi ifade etmemek iizere ((x: ),(y;)) dengesi optimumdur.
(Debreu, 1959, 94)

Bu teoremin kamtlanmasma [(x; ), (y;)] ciftine yeglenen difer bir erisilebilir durumun

[(x,),(yj)Jvarhgl halinde, optimum yukanda verdiimiz tammm geregi, [(x,' ), (y;)]
seklindeki denge durumunun Pareto optimumu olamayacagini belirtilerek baglanilabilir. O

halde, teoremin kamtlanabilmesi igin, s6z konusu nitelikte [(x,),(y J)] noktasinin varligina
olanak bulunmadif: g6sterilmelidir. Buradaki kamitlamada ulagmasi amaglanan sonug budur.

Bu sonuca varmak igin, tersten baglayarak, biitiin i ler igin x, >, niteliinde bir erisilebilir
durumun l(x, ),(y ])J var oldufunu kabul edilecektir. Fakat sonugta x, nin x, ye

yeglenemeyecegi x, ile x, nin tiketiciler agisindan farksiz durumlar oldugu gdsterilecektir.

Béylece de rekabetci dengenin, yukandaki varsayimlarin gergeklesmesi halinde, Pareto
optimumunu verecegi gdsterilmis olacaktir.
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G= ZX (x; )—ZYj ve a tiiketicisinin kendi tiiketim kiimesi olan X, ’da, x,’ya yegledigi
i j

tilketimlerden olugan kiimeyi gdsteren X, (x,)= {xa x, € X,,x, > x:} kiimesi olsun. Bu

durumda bir G = X, (x;)+ Y. X,(x;)— D Y, ifadesi tanmlanabilir.

ira J

r=x"—y nin, tiiketim harcamasm en az kildif1 gdsterilmeye galigilacaktir. Bunun igin de
oénce, x, nin X, (x:) kiimesi iizerinde tiiketim harcamasim en az kildig1 ortaya koyulur. x, ile
x, noktalan arasmdaki iliski konusunda iki durumun varolabilir. Bunlar x, >X, Ve X, ~X,
dir.

x,>x, durumu rekabetci denge tammmnda x, nin px, degerine esit ya da daha kiigiik
harcamalar igin en bilyiik 6ge niteligi tagir. Bu nitelik ve en biiyiik 6ge tammi x, nin x, ye
yeglenebilmesi igin x, deki tiiketim harcamasimin x, dekinden biiylik olmasi gerektigi
sonucuna varilir. Dolayisiyla da x, > x; olmasi durumunda x; nin X, (x,' ) kiimesi iizerinde

tiiketim harcamasini en az kildig1 gésterilmis olur.

x,~x, durumunda px, nin px, den kiigiik olamayacagim gOsterebilmek amaciyla,
px, < px, oldugu varsayihirsa, x, doyma noktasi olmadif1 igin, ona ve x,; ye yeglenen bir

nokta, 6rnegin x, var olacaktir. tx, +(1—t)x, =x, >x, yada x,

yazilabilecektir. Simdi ¢ sifira yaklagtinlarak x;, x,ye, px, px, ye yaklagtnlabilir.

px, < px, olur.

Yani px, <px, olmasi durumunda x, ye yeglenen ve fakat x, durumundan daha az

harcama yaratan nokta (x'.') s6z konusu olmaktadir. Buna ise, rekabetgi dengenin tanim

i

geregi olanaksizdir. Dolayisiylada px, < px,‘ durumu olanaksizdir.

Boylece de x, nin X, (x,‘) kiimesi iizerinde tiiketim harcamasim en az kildif ortaya konmus
olmaktadir.

Rekabetci denge taniminda y; lerin py, yi Y, kiimesi lizerinde en gok kildig1 kabul
edilmektedir. Boyle olduguna gore —y, ler py, yi —¥, iizerinde minimum kilacaklardir.

Bu sonug, x, nin X,(x;) kiimesi lizerinde tiiketim harcamasim (deger fonksiyonunu) enaz
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kilmas1 nedeniyle, Z: x; — zj y;. ye esit olan r nin, deger fonksiyonu G kiimesi iizerinde
minimum yapacag: sonucuna varilabilecektir. (Bulutay, 1979, 116-119)

Debreu ikinci olarak da bir optimumun ayn1 zamanda denge oldugunu géstermektedir.

E her i igin agagidaki kosullan saglayan bir bir ekonomidir.

* X, konvekstir.

e X, icindeki her x, igin, kiimeler {x,. eXi}x,.>l_-x;} , {xi eXi\xijx}}kiirneleri X, iginde
kapalidirlar
o Eger x; ve x>, X,nin iki noktast ve ¢, [0,][ iginde reel bir sayr ise x’ >1'x’1

gostermektedir ki £x? +(1—1)x; >i-x,1 dir.

e Y konvekstir.

o x, doyuma ulagmis bir tiiketim olmamak tizere, ((x,),(y,)) optimumu verildiginde,
sifirdan farkli bir p fiyat sistemi mevcuttur ve asagidaki kosullan saglar .

e x,, px,yiher i igin {x,. eX,.Ix,.z-x;} iizerinde minimize eder.

¥j» p-y,’yiher i igin ¥, iizerinde maximize eder. (Debreru, 1959, 95)

[(x,‘ ), (y; )] Pareto optimumu olduguna, ve Pareto optimumu erigilebilir bir durum niteligi

tasidigina gére Z}x; —Zj y; =r r, 5ye ait olmayacaktir. Ciinkii r,G ye ait olsa idi, G

erisilebilir durum niteligi tagird1 ve kendi (5) tanimu geregi [(x,' ),(y;)] durumuna yeglendigi

icin, [(x,' ), (y; )] Pareto optimumu olmazds.

G kiimesi digbiikey oldugunda burada Minkowski teoreminin uygulanmasi olanaklidir. Yani,

r noktasindan gegen ve G kiimesi i¢in simrlandirict olan bir gokludiizlem vardir. bagka bir

deyisle, G deki biitiin a lar igin paz pr esitsizligi yazilabilir. G kiimesinin digbikeyligi
ise teoremin yukarida belirtilen dort varsayim ile saglanmaktadir.

Yukarida tamim verilen G,
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x,eX,,x, >>x:,} olarak ifade edilirse,

x,(5)=1x

G=X,(x)+ > X,(x)-37, seklinde gosterilebilir. Boyle oldupuna gére G ile G
J .

iza
arasindaki tek fark, a tiiketicisi i¢in, G de x,>>x, durumunun, G de x, >>x, durumunun

s6z konusu olmasidir.

Bu nitelikteki G kiimesinin G nin bitismesinde yeraldigi, dolayisiyla » den gegen H
¢okludiizleminin yarattif1 kapali yari-uzayin izerinde kaldif: gosterilebilir. Byle olduguna
gbre, G de yeralan ve H lizerinde bulunan » nin G kiimesi iizerinde deger fonksiyonunu

minimum kilacag sSylenebilir. Diger taraftan, r=) x -Z, y; oldugu ve bir dnceki

bahiste verilen ikinci yardimci teorem gézoéniine alininca da, x; nin, biitlin 7 ler i¢in px; yi,

X,(x.')={x, | x,€X,, x,>>x }

i

kiimesi iizerinde minimum, y; nin, biitin jler i¢in py, yi Y ,de maksimum kilacaf
sonucuna varilmis, teorem kamitlanmig olur. (Bulutay, 1979, 116-119)

Bu iki sonu refah ekonomisi teoremlerini giindeme getirmektedir. Refah ekonomisinin birinci

teoremine gore eger (x, p) Walrasc1 anlamda bir denge ise x tahsisi Pareto etkindir. Refah
ekonomisinin ikinci teoremi ise x’ biitiin ajanlar igin Pareto etkin bir tahsis ise tercihlerin
digbiikey siirekli ve monotonik oldugu varsaymm altinda, w, = x, baslangic donanimlar igin

x Walras¢1 bir dengedir. (Varian, 1992, 326) Guerrien, rekabet¢i sistemin optimalligini
gOsteren birinci teoremin neoklasik iktisat¢ilarin daha liberal kesimleri tarafindan
savunulurken ikinci teoremi savunanlarin birtakim sosyal adalet 6lgiilerine uyan bir Pareto
optimumun segilmesi gerektigini ve ona tekabiil eden denge fiyatlarinin belirlenmesi isinin
piyasaya birakilmasinin savunduklarimi belirtmektedir. (Guerrien, 1999, 71-72) Bu yoruma
karsin Starr ise refah ekonomisinin ikinci teoreminin piyasa ekonomisinin kaynak tahsisi
mekanizmasinin anlaml bir savunusunu temsil ettigini s6ylemektedir. (Starr, 1997, 151)

Iktisatta denge konusunun giindeme geldigi diger bir alan toplumsal bir dengeye ulasihp
ulagilamayacag sorusudur. Kamusal tercihler alaninda, medyan se¢gmen, oygoklufu
dengesinin etkinsizlifi, oylama paradoksu, tek zirveli tercihler durumunda g¢ogunluk
oylamasiin varlign gibi kavramlar {izerinde durulur. Bu kavramlarin da gosterdigi gibi

iktisatgilarin tizerinde durduklari konu, oylama mekanizmalan araciliiyla toplumsal bir
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dengeye ulasilip ulagilamayacafi sorusudur. J. Stiglitz, ¢ogunluk oylamasina dayali bir
siyasal siiregte dengenin olmayabilecegini vurgulamigtir. (Stiglitz, 1994, 199)

Bir toplumda alinan ortak kararlarin, bireylerin aldifi kararlarin bir toplami olarak nasil
rasyonel bir gekilde belirlenebilecegi sorunu sosyal tercih kavrami olarak ele almmaktadir.
Sosyal tercihler teorisinin &nciiliigiinli oylama ve oygoklugu kavramlan iizerinde yaptifi
¢aligmalarla Marki De Condorcet ve C. Borda yapmistir. Ancak teorinin asil kurucusu
Arrow olarak kabul edilmektedir. Teori {izerine ¢alisan diger bilim adamlan arasinda D.
Black ve A. Sen saylabilir.

Sosyal Seg¢imin yani kamu sektériinde karar almamin nasil ve kimin tarafindan
gergeklestirildigini agiklamaya ¢alisan analizler {ige ayrilabilir. Oylama modeline gére sosyal
se¢im, seg¢im sandif1 aracilifiyla gergeklestirilmektedir. Biirokrasi modeline gére sosyal
se¢im biirokratlar tarafindan belirlenmektedir. Se¢menlerin ancak siurl bir denetimi s6z
konusudur. Cikar gruplart modellerine gére ise baski gruplan veya sumflar pazarlik ya da siif
miicadelesi iginde sosyal tercihleri tayin ederler. (Akahn, 1981, 77) Arrow’un Onciiliigiinii
yaptifi sosyal se¢im teorisini bir anlamda neoklasik paradigma ile kamu tercihi

paradigmas: arasinda degerlendirmek olasidir.®

Arrow, ¢oziimlenmesini, teorik refah iktisadindan ¢ikan sosyal refah fonksiyonu tartigmasi
¢ergevesinde ele almig ve bireysel tercih dizisini, tutarli bir sosyal ya da kollektif tercih
dizisine birlestirecek bir kollektif karar ilkesinin olmadigim g6stermigtir.

Arrow Toplumsal Segim ve Kigisel Degerler baglikhi eserinde, Neoklasik teorinin dayandig:
iki temel varsayimin tutarsizlifim ortaya koymustur. Bu varsayimlardan biri tliketici
egemenlifi digeri kigiler arasinda fayda karsilagtirmasi yapilamayacagi igin gelir
bolistimiiniin veri kabul edilmesidir. Arrow bu iki varsayim altinda demokratik oy verme
yontemlerinden higbirinin hiikiimete uygulayacagi politikada rehberlik edebilecek tutarh
almagiklar vermeyecegini gostermistir. Oyleyse liberal &gretinin bu iki varsaymm gegerliyse
hiikiimete yol gosterecek tutarl bir program ancak tepeden dikte edilmis olabilir. Buna gore
tiiketici egemenligi ile birlikte toplumdaki refah dagiliminin bigimine kayitsizlik, dzgiirliik
ilkesine dayanan politik demokrasinin yagayabilirlifini ortadan kaldirmatadir. Arrow oy

verme ile piyasa mekanizmasi arasinda temelde fark olmadifim gostermistir. Pareto

¢ Chichilnisky, simdiye kadar birbirlerinden ayr1 olarak ele alnan rekabetgi dengenin varhg ile sosyal segim
fonksiyonunun varlifmnin egdegerligini bu problemlerin topolojik formiilasyon kullamlarak tanimlanmalariyla ve
ekonomi ile iligkilendirilebilcek koni ailelerinin &zellikleri yardimiyla gosterilebilcefini savunmaktadir
(Chichilnisky,1993)
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optimumu ideolojisine hem piyasada dengeye agikg¢a politik etkeni igererek hem gelir
boliigtimiinii ihmal etmenin sonuglarim gostererek darbe vurmustur.(Kazgan, 1993, 136)

Sosyal tercihler teorisi ¢esitli farkli sorulara yamit arayan genig bir disiplin olarak
degerlendirilebilir. Bu sorulardan bazilan |

e Kamusal karar almada ne zaman g¢ogunluk ilkesi tutarli ve anlamli sonuglara ulastirir?

e Uyelerinin birbirinden farkl ilgi ve 6ncelikleri g6z 6niinde bulundurulursa, bir toplulugun

biitiin halinde ne kadar iyi durumda olduguna nasil karar verilebilir?

e Her bireyin farkli sorunlarimin ve ¢ok ¢esitli dertlerin bulunduu toplumda toplam
yoksullugu nasil 6lgiilebilir?

e Bireylerin hak ve o&zgiirliiklerini, bireysel tercihlere gereken Onemi vererek nasil

uzlastinlabilir?

e Dogal gevre ve salgmlara karsi giivenlik organizasyonu gibi kamu mallarinin sosyal

degerlerini nasil belirlenebilir.?
seklinde siralanabilir. (Sen, 1999)

Sosyal tercihler teorisi sistematik bir disiplin olarak ilk defa Fransiz Devrimi sonrasinda
Fransiz matematik¢iler Borda ve Condorcet tarafindan giindeme getirilmigtir. Borda ve
Condorcet konuyu matematiksel terimler etrafinda incelemisler ve oylama yontemleri
lizerinde durmuglardir. Bu ilk dénem teorisyenleri, genel olarak vatandaslarin tercihleri
dogrultusunda hareket eden bir demokratik karar alma mekanizmasi olugturmaya galigmisg,
ancak umut kirici sonuglara ulagsmiglardir. Ciinkii oy ¢oklugu ilkesi hem teorik hem pratik
anlamda tutarsiz sonuglar vermektedir.

Sosyal tercihler konusunu yirminci yiizyllda ele alan Arrow da toplumsal Kararlarin
belirlenmesindeki zorluklar ve ortaya ¢ikan tutarsizliklarla ilgilemigtir. Arrow sosyal tercihler
disiplinini planlanmis ve aksiyomlardan olugan bir gergeveye oturtmugtur. Bu nedenle Arrow

modern sosyal tercihler teorisinin kurucusu olarak kabul edilmektedir.

Arrow’un ortaya koydugu teoremi Genel Olanaklar Teorisi olarak adlandirilmistir. Ancak
olumsuz sonuca ulagan bu teorem daha sonra Arrow’un Olanaksizlk teoremi olarak

adlandinlmaya baglanmugtir.
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Arrow Olanaksizlik teoreminde, alternatifler arasinda segim yapilirken belirlenmesi gereken
toplumsal tercihin bireysel tercihlerden nasil elde edilecegini belirleyen anayasal kurallarin
Ozelliklerini ele almigtir. Arrow’a gére bu anayasal kurallarin saglamasi gereken kosullar
sunlar olmahdir:

a) Kolektif rasyonalite : Bir toplumsal tercihten kaynaklanan tercih siralamasi toplumdaki
herhangi bir rasyonel bireyin tercih siralamasimi yansitmalidir. Bu nedenle s6z edilen tercih

siralamas tutarli ve gegisli olmalidir.

b) Pareto ilkesi: Eger bir toplulugun tiim iiyeleri A’y1 B’ye tercih ediyorsa bu durumda
toplumsal tercih de aym sekilde belirlenmelidir.

c¢) Ilgisiz alternatiflerin bagimsizhg1: Segim yapilacak alternatiflerden bazilan ilgisiz hale
geldigi i¢in devre disi1 birakilirsa geri kalan alternatiflerin tercih siralamasi bundan

etkilenmemelidir,

d) Diktatorliikten uzak olma: Higbir bireyin tercihleri toplumsal tercihler iizerinde otomatik
olarak belirleyici olmamalidir.

e) Sirsiz alan: Higbir birey tercihleri nedeniyle toplumsal tercihlerin belirlenmesi siirecinin
disinda birakilmamahdir. (Kwang, 1990)

Arrow’a gbére bu kosullarin hepsini aym anda saglayan bir anayasa olusturmak miimkiin
degildir. Arrow paradoksu olarak adlandirilan bu sonu¢ rasyonel birey davraniglarmin
toplaminin nasil irrasyonel miisterek kararlara doniigebildigini gésteren en basit drneklerden
birisidir. Paradoks ilk olarak 1785’te Condorcet tarafindan ortaya konmakla birlikte kesin
sonuglar:t 1950’1 yillarda Kenneth Arrow ve Duncan Black’in ¢alismalariyla belirlenmigtir.
Segmenler rasyonel davranmasina ragmen ulagilan sosyal tercihlerin tutarsiz olmasi sasirtica
bir sonugtur. Tutarsiz bir sosyal tercih elde edebilmek igin segmenlerde bireysel bazda
birtakim irrasyonellikler bulunmas: gerekli degildir’.(Johnson, 1998, 3)

Arrow Paradoksu, ¢ogunluk kurali uygulamasi halinde bireysel tercih siralamasindan
toplumsal tercihlere ulagilamayacagim ifade etmektedir. Arrow’a goére ise ddnemsel
¢ogunluktan (oylama paradoksundan) ¢tkmamn tek yolu, bireylerin tek zirveli (single peaked)
tercihlere sahip olmalaridir. (Aktan ve Dileyici, 2001 )

7 Chichilnisky, pareto sartiyla, siireklilik kurallan igin bir diktatorliigiin varhgmmn topolojik olarak esdeger
oldugunu goéstermigtir. (Chichilnisky, 1982)
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J. Buchanan Arrow'un imkansizlik teoremine tepki géstermis ve toplumsal tercihin siyasal
bir siireg iginde belirlendigini, bu siyasi siirece de ¢ok sayida kiginin katildigim1 bu nedenle
tutarli bir tercih fonksiyonu olusturmayr iimit etmenin anlamsiz olacagimi belirtmigtir.
Buchanan'a gore eger bireysel tercihler bir dalgalanma ya da tutarsizlik nedeni ise boyle bir
tutarsizligim tutarhilifa tercihi gerekir. Ciinkii tutarlilik gruptaki bazi ﬁyeleﬁn isteginin diger
tiyelere zorla kabul ettirilmesi olacaktir. Buchanan bu konuda gunlan s6ylemektedir. “Arrow,
bir topluma faydas olan planlama emrine rehber bazi ekonomistlerin sosyal refah fonksiyonu
olarak isimlendirdigi dizayn edilmig olani yapmaya g¢aligmistir. Arrow bireysel iiyelerin
miistakil tercihleri hakkinda bilgi yolu ile bazi seyler yapmay: aragtiriyor ve alisilmiy piyasa
tercihlerini yapmak igin bireylerin standart miilkiyetleri ihtiyact oldugu onceliklerini ortaya
koymaya istekli goriiniiyordu. Arrow’u saswrtan ise hi¢bir sosyal refah fonksiyonunun insa
edilemeyecegini bulmast oldu. Oylama paradoksu ise, daha genel ve daha ciddi sosyal veya

toplumsal tercih paradoksu haline gelir. ”(Buchanan, 8)

Genel denge yaklasiminin ve Pareto optimum kavraminin 20. Yiizyil iktisadinin T. Kuhn’un

belirttigi anlamda hakim paradigmasim olugturdugu rahatlikla séylenebilmektedir. Daha
sonraki bdliimlerde de goriilecegi gibi kamu ekonomisinden, sosyal tercihlere, hemen her
alanda bu yaklagimlar etkili olmustur. Keynesyen Teori, Kamu Tercihi Teorisi, Anayasal
Iktisat Okulu gibi kimi akimlar bu hakim paradigmay gesitli yonlerden sorgulasalar da onun
karsisina alternatif bir paradigma koyabilmekten de uzaktirlar.

¥ Buchanan, J. M., Ozel Tercihlerden Kamu Felsefesine Kamu Tercihi’nin Geligimi, Ceviren: Timur Turgay
http://www.canaktan.org/ekonomi/anayasal_iktisat/turkce-kaynaklar/kamu-tercihi.htm
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2.3 Genel Dengenin Varh@

2.3.1 Topolojinin Genel Dengedeki Yeri: Dengenin Varh

Genel dengenin varliginin ispatinda neden topolojik uzaylarn kullanildigim anlamak igin
topolojinin tanimina kisaca deginmek gerekmektedir. Topoloji Yunanca'dan tiiretilmis olup
konum bilim anlamina gelir. Baz1 tiir déniistimlerde degismeden kalan invaryant 6zellikleri
aragtirir.  (Suhubi, 2001,197) Topoloji, baglangigta ilk ortaya atildiginda bir konum
¢Ozlimlemesi olarak goriiliirken Riemann'a kadar gelindiginde siirekli, karsilikli birebir
dontigiimlerin etkisinde degismez 6zellikleri inceleyen bilim dali olarak go6riilmeye
baglanacaktir. (Aksoy, 2001, 267-275)

Topoloji geometrik cisimlerin yirtilmadan, kesilmeden ve kirilmadan, stirekli olarak sekil
degistirme ve garpitilma sonucuna degismeden kalan 6zelliklerini inceler. BSyle bir topolojik
carpitma i¢in en iyi 6rnek bir kahve fincamim siirekli degistirerek, fincanin iist gevresini ve
tabamni birbirine iterek kahveyi igeren boliimii yok ederek bir simit sekline
déniistiiriilmesidir. Bir ylizeyin stirekli deforme edilerek bir bagka ylizeye doniistiirtilebilmesi
bu iki yiizeyin topolojik bakimdan denk olduklarimi gosterir. Diizgiin kiiresel yiizeyler i¢in
hesaplar yapmak garip yumurta bi¢imli bir yiizey i¢in hesap yapmaktan daha kolaydir. Top ve
yumurta uzaylarimn topolojik bakimdan denk olmalar1 durumunda bu yapilabilir. Bir uzayn
belirli simf doniistimler altinda bir sabit noktasimim var olmasi matematiksel bakimdan
ilgingtir. Problemlerin ¢ofunun olanakli ¢6ziim kiimesi, soyut bir matematiksel uzayin
noktalan olarak yorumlanabilir. Ancak, bu noktalarin herhangi birinin problemi gergekten
¢oziip ¢6zmedigi, hemen her zaman uzaya belirli bir tiirden bir doniigiim uygulandiginda
uzaym yerinde kalan bir noktasinin olup olmadif1 sorusuna déniigtiiriilebilir. Bir uzaymn
stirekli dontigtimii gok genel tiirden bir doniiglimdiir; esasinda uzayr yirtarak pargalara
ayirmayan her tiirlii deformasyona izin veren bir déniisiimdiir. Bu genellik, biyoloji, ekonomi,
fizik ve miihendislik dallarinda ortaya ¢ikan denklemlerin ¢6ziimlerinin olup olmadigi
sorularinin, sabit nokta problemleriyle ifade edilmelerine olanak saglar. Boylece uzaylari
siiflandirma ile denklem ¢6zme (yani sabit noktalar1 bulma) arasindaki ortak baglanti, bir X
uzaymin silirekli doniislimii kavramidir. Uzaya siirekli bir doniigiim_ uygulandifinda
degismeden kalan bir nokta veya &zellik bulmak istendiginde topoloji biiyiik Sl¢iide bu
degismeyen 6zellikleri veya noktalar1 bulmakla ilgilenir.



51

Buna gore, doniigiim kiimesi, Oklid Geometrisi’nin &6zelliklerini tanimlayan kati-hareket
déniigtimleriyle simirlanmak yerine baglangigta yakin olan noktalan sonradan da yakin olacak
sekilde doniistiiren biitiin d6niigiim ya da fonksiyonlar1 igerecek sekilde genisletilmektedir.
Sadece doniigmiis her noktamin, ilk uzaymn bir ve sadece bir noktasina karsilik geldigi ve
tersinin de dogru oldugu siirekli déntistimlere izin verilmektedir. Bagka bir degisle stirekli
olan ve tersi de siirekli olan, yani hedef uzaydaki her doniisiimiin uygulandifn kaynak
uzaydaki bir noktaya karsilik geldigi déniigiimler ile ilgilenilmektedir. Bu tiir doniistimlere
homeomorfizm (esbi¢imlilik) denir. Yirtan bélen degil egen, genisleten doniistimler ele
alinir. Topolojide izin verilen déniistimler o kadar geneldir ki olanakl siirekli déniistimlerden
herhangi biri segilerek geometrik bir nesne deforme edildiginde, nesnenin sadece en temel

Ozellikleri degismeden kalir. (Casti, 2000, 56)

Bu bélimde, sabit nokta teoreminin ispati sirasinda topolojinin bu o&zelliklerinden

yararlamlacaktir.

2.3.2 Sabit Nokta Teoremi ve Genel Denge

2.3.2.1 Sabit Nokta Teoremi icin Matematiksel Altyap

Tamm 2.2: (Digbiikey Kombinasyonlar (Convex Combination)) x’ vektérleri A, negatif

olmayan vektorleri gostermek ve 27\., =1 kosulunu saglamak iizere, Zkixi sonlu
=1 i=1

digbiikey kombinasyonar olarak tanimlanirlar.

Tanmm 2.3: (Disbiikey Ortii (Convex Hull)) S — R" olmak {izere S alt kiimesinin digbiikey
ortiisti, bu kiimeden elde edilebilen biitin sonlu digbiikey kombinasyonlarin kiimesidir.
Dasbiikey ortil, '

x= A,x' formundaki tiim vektérlerin kiimesidir. (Border, 1999, 10)

i=1
Digbiikey ortii, digbiikey kapanis olarak da adlandirilmaktadir. Bir X kiimesinin digbiikey
kapamsi, bu X kiimesini igeren biitiin digbiikey kiimelerin kesigimi ya da bu X kiimesini
igeren digbiikey kiimelerin en kii¢tigii olarak da tamimlanabilir. (Klein, 1973, 324-327) Kapali
smirlandirilmis ve digbiikey bir kiime, ug noktalarinin digbiikey ortiistidiir.
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Tamm 2.4: (Disbiikey Koni (Convex Cone)) C konisi, R" uzaymn bos olmayan bir alt
uzayidir. xe C, A e R, olmak iizere Ax € C dir. Eger; x,y € C olmak iizere, x+ y e C ise
C, digbiikey bir konidir. (Border, 1999, 12-13)

Tamm 2.5: (Disbiikey Cok Yiizeyli Kiimeler (Convex Polyhedral Set)) Sonlu sayida ug
noktaya sahip olan bir digbiikey kiimeye digbiikey ¢ok yiizlii denir.

Tanim 2.6: (Dogrusal Manifold) Coklu diizlemlerin herhangi bir kesismesi dogrusal
manifold olarak isimlendirilir. Kapali kiimelerin kesigimi kapali olacagindan ve de ¢oklu
diizlemler de kapali kiime nitelikleri tagidiklarina gére bunlarn kesisimden olusan dogrusal
manifold da hem kapali hem de digbiikey bir kiimedir. Dogrusal Manifold’un bu tanimi
Debreu (1959) yapmustir. Ancak daha genel anlamda manifoldlar genel denge teorisinden
diferansiyel teknikleri ele alindig: 3.2.6. béliimiinde yer almaktadir.

Kapali yan uzaylar, g¢okyiizlii diizlemler ve dogrusal biikliimler kapal: ve digbiikey
kiimelerdir.

Tamm 2.7: (Kompakt Kiimeler ve Kompakt Uzaylar) Bilesimleri A c X kiimesini
kapsayan ve U, G, =X olan agik kiimelerin {G,}ailesine 4 c X kiimesinin agik ortiisii
denir. Bilesimleri 4 — X kiimesini kapsayan 4 kiimesini drten aileye verilen bir 6rtiiniin alt
ortiistidiir denir. Eger alt aile yalniz sonlu sayida kiime kapsiyorsa, bu aileye de sonlu alt &rtii

denir.

Bir kiimenin her agik 6rtiisiiniin sonlu tane alt agik ortiisii varsa, bu kiimeye kompakttir denir.
(Kolmogorov ve Fomin 1970, 92 ; Dénmez, 2000, 108-109)

Kompaktlik o6zelligi Heine—Borel Teoremi ile tamimlanan kapali ve simrh araliklarla
iligkilidir. (Lipschultz, 1965, 151). Heine-Borel Teoremine gére R uzaymn kapali ve simrli
bir alt klimesinin her agik &rtiistinden sonlu bir alt 6rtii ¢ikarilabilir. Kiime i¢in tanimlanan
kompakthik 6zelligi, bir (X,t) uzay verildiginde eger X kiimesinin her agik ortiisiiniin sonlu
bir alt Ortiisti varsa, uzay i¢in de gegerlidir. (Yiiksel, 1998, 185-186) Tamim geregi her
kompakt uzaym kapali bir alt uzayr da kompaktir. Kompakt kiimenin dnemli bir 6zelligi
lizerinde bir ug deger teoremi tanimlanabilmesidir. f: X — Y siirekli olmak iizere, eger X
kompakt ise her x € X igin f(c) < f(x) < f(d) kosulunu saglayacak ¢ ve d noktalar vardir.

(Munkres, 2000, 165 ve 175)
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Kompakt olma 6zelliginin sabit nokta teoremi agisindan Onemli bir 6zellifi de dizisel

kompakt olan bir kiimenin smirli ve kapali olmasidir. (Klein, 1973, 64-65). Bir (X,T)
topolojik uzayinda her dizi bir bir yakinsak alt diziye sahipse bu uzaya dizisel kompaktir.

Tamm 2.8: (Metrik Uzaylar) p:XxX — E' seklinde tanimlanmis bir fonksiyon her
x, ¥,z € X icin agagidaki kogullar1 sagliyorsa (X,p) bir metrik uzaydir.

* p(x,y)20

* p(xy)=0 x=y

o p(x,y) = p(y,x) (simetri 6zelligi)

* p(x,2)<p(x,y)+p(y,2z) (liggen esitsizlifi) (Borges, 2000, 31)

Tamm 2.9: (Topolojik Uzaylar) G c X alt kiimelerinin bir 71 sistemi asagidaki kosullar
saghiyorsa (X,t) ikilisine topolojik uzay denir.

e Xet veden

e Agik kiimelerin sonlu ya da sonsuz sayida UG, birlesimleri ve sonlu sayida fn]Gk
[} k=1
kesisimleri 7 ’ya aittir.
Tammm 2.10: (Homeomorfizm) Topolojik esyapt doniisiimii olarak adlandirilan

homeomorfizm su sekilde tamimlanabilir, X ve Y iki topolojik uzay ve f:X — Y birebir ve
orten bir fonksiyon olsun. Eger f ve f~ fonksiyonlan siirekli iseler f bir homeomorfizmdir

ve X ve Y topolojik uzaylar1 homeomorfturlar. Homeomorf olan iki topolojik uzaydan biri
i¢in dogru olan her topolojik 6zellik digeri igin de gegerlidir. (Glirkanl, 1993, 67)

Tamm 2.11: (Lebesgue Olgiisii) U = {G, }, X metrik uzaymin 4 alt kiimesinin bir Ortiisii
olsun Eger ¢ap1 & >0 sayisindan kiiglik olan her A altkiimesi i¢in, A kiimesini kapsayan

ortlintin bir 6gesi varsa, 8 > 0 sayisina gergel sayisina bu &rtil igin bir Lebesgue sayisi denir.
(Dénmez, 2000, 298)

Tanim 2.12: ( Simpleks) Bir simpleks; ug noktalar: temsil eden koselerle, bir {iggenin bir tiir
n boyutlu benzeridir.
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Simpleksi bir anlamda digbiikey kiimelerin en basit hali olarak da tammlamak miimkiin

olabilir.

Bir{x',x2,...,x" {c R™ kiimesinde Y A,x' =0 esitligi ancak A, =A, =...=A, =0 olmas:
i 1 2 n

i=1

durumunda miimkiinse bu kiimeye (lineer) bagimsiz kiime denir.

n boyutlu bir simpleks; #n+1 elemanh bagimsiz kiimenin tiim pozitif digbiikey
kombinasyonlarimin kiimesidir. Kapali » boyutlu bir simpleks ise n+1 vektoriin bagimsiz

kiimelerinin digbtikey ortiistidiir.

n

x°x'-.-x" seklinde gosterilen simpleks x' vektérlerinin biitin kesin pozitif digblikey

kombinasyonlarinin kiimesidir.

xoxl ...x” = {zxixi :)"i > O,i = O,o--:l;z}"i = 1}
=0 i=0

Burada her x'simpleksin bir verteksidir ve her k-simpleks x*x".--x%, x°x'..-x"

simpleksinin bir yiiziidir. (Border, 1999, 19)
Aym anlama gelmek iizere x°,x',...,x", n+1 tane lineer bafimsiz noktalar olmak iizere,

biitiin bu noktalarin x =) A4,x* kiimesine » boyutlu simpleks denir.

i=0

Simpleksin bitiin vertekslerinin kiimesi; {x°,...,x"} simpleksin 0-gansidir yine baska bir
6nemli kavram da A, ile gosterilen Simpleksin agirhkmerkezi (barycentric)

koordinatlaridir.! (Klein, 1973, 125)

Yukarida yapilan simpleks tanimlamasi daha 6nce ele alinan digbiikey kombinasyonlar tanimi
ile birlestirilince simplekslerin agik ve digbiikey noktalar kiimesi olduklart s<'5ylenebilir.

! Mobius tarafindan kesfedilen, Barycentric koordinatlar glilerden olugur. Simpleksin her yiiziiniin orta
noktasmin vertekslerden uzaklifim ifade ederler. Bir anlamda késelere gore koordinatlardir.

http://mathworld.wolfram.com/BarycentricCoordinates. html

{v 4 }, K simpleksel kompleksin tepeleri olsun. x € K olmasinin anlarm x = Zx 4V, ancak bir gekilde yazilabilir
u

ve bu durumda (xp) » K igindeki x’in agirhk merkezi koordinatlandir. Ve X, ler sifirdan farkh ve sonlu
sayidadir (Borges, 2000, 181)
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Tim x = Zlix’ noktalarinin kiimesi simpleksin kapamsgi olarak tanimlanir ve su sekilde ifade

i=0
edili. §=x"x'---x". Bir n boyutlu simpleksin kapamsi ile kendisi arasindaki fark

S" /8" = B simpleksin smimdur,

Tammdan ¢ikarilabilecegi gibi, bir simpleksin tiim yiizlerinin bilegimi simpleksin kapaniginm

verir. US* =S

Kapal bir simpleks ?aym zamanda kompakt (kapali ve siirlandirilmis oldugundan) bir
kiimedir. Aym zamanda kendi tepelerini igeren en kiigiik digbiikey kiimedir.

{S }, R" uzayindaki simplekslerin sonlu bir kiimesini gostermek iizere, agagidaki kogullari
saghyorsa, sonlu simpleksel K digbiikeyi olarak isimlendirilir

e Her bir yiizii K ’da meydana geliyor ve K ’da digbiikeylik ortaya ¢ikiyorsa
e K’nm S, ve S, gibi herhangi iki simpleksinin kesigimi bos kiimedir. S, NS, ={ }
Tamm 2.13: Asagidaki kosullari saglayan K uzay1 simpleksel komplekstir. > (politop)

i. Her s, kapali simpleks olmak tizere K =Us, dir.
ii. Her a, B igin s, sy bir kapali simplekstir. (Borges, 2000, 181)

Tamm 2.14: (Kompleks) Bir S yiizeyi iizerinde, bir m-simpleks diye, s™ ile gosterilir.
m=0,1,2, R*diizleminde geometrik bir e”, m-simpleksinin topolojik tasvirine denir. s”
lerden olusan herhengibir koleksiyona ise kompleks denir. Varsayalim ki bir S yiizeyi
iizerinde K = {s} tanimlanmus olsun, &yle ki

e S(veya S kenarh yiizey) biitiin s lerin birlegimidir.

e i# jise s;Ns; yabostur, ya bir kenardir ya da bir kosedir.

2 Simpleksel kompleks (simplicial complex); {iggensellestirilmis (triangulation) biz uzaydir. R" iginde bir K
simplekslestirilmesi agagidaki kosullar1 saglayan bir simpleksler kolleoksiyonudur.
- K simpleksinin biitiin yiizleri K>dadr.
- K’nin herhangi iki simpleksinin kesigimi, i¢lerinden birinin yliziidiir.
http://mathworld. wolfram.com/Simplicial Complex.html
Uggenlestirme; (Triangulation) Bir yiizeyin iiggen geklinde kiimalaere béliinmesi iglemidir. Genellikle
tiggenlerin kenarlan iki bitigik licgen tarafindan paylagilirlar. Yiieyde sonlu sayida tiggen olmas: durumunda bu
tiggenselin kompakt oldugu s8ylenebilir. http://mathworld. wolfram.com/Triangulation.html Uggenleme;
Yiizeyin bir {iggenin i¢ine homemorf pargalara boliinmesidir (Ulugay, 1972, 172)
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e Syiizeyine ait herbir noktanin yalmz sonlu sayida s tiggenlerini kesen bir civari vardur.
Bu durumda K = {s}, S yiizeyinde bir iliggenleme tamimliyor denir. Béyle bir K yapisina
sahip, § yiizeylerine polihodron denir ve |K | ile gosterilir. |K | bir nokta kiimesidir ve X

IK ’m1 bir 6rtiisiinii olusturur. (Ulugay, 1972, 172-173)

Tamm 2.15: K, biitin simpleksel K komplekslerinin birlesimi olsun. P=K bir

cokyiizliidiir.

Tamm 2.16: Asagidaki kogullarin saglanmasi halinde X', K nin bir altboliimiidiir.
e K=K

e K’ ’ninher agik S’ simpleksi K’min S agik simpleksini igerir.

Tanim 2.17: S"ve S"sirastyla m ve n boyutlu simpleksler olsunlar. f:8" —» 8™ stirekli

eslemesine agagidaki kosullar saglamasi1 durumunda benzer esleme denir.

o S"simpleksinin her x’ tepesi S™simpleksinin bir y/tepesine f(x')=y’ seklinde
eslenebilir.

o x=)Ax, DA =1L A20 ve y=) f(4x)=) 4f(>') olmak iizere her xe s"
noktasi igin f(x)=ye S™ vardr.

Tamim 2.18: K , K'nin simpleksel aynsmalan ile elde edilmis bir gokyiizlii ve x, K 'mm bir

noktas olsun. x € K noktasini igeren K'min agik simpleksine x 'in tagiyic1 simpleksi denir.

Teorem 2.8: K', K kompleksinin alt béliimii olsun. f:K'—> K, K'niin her x" tepesini,

K'daki x" nin tastyicisi olan herhangi bir tepesine x = f(x"') olmak {izere tasiyor olsun. Bu
durumda f simpleksel bir eslemedir.

Teorem 2.9: (Sperner Teoremi) S, » boyutlu bir simpleks, K bu simpleksin ii¢ kdselere
ayrilmasi® ve K’ de K'min bir altboliimii olsum. f fonksiyonu K’ altboliimiiniin her x'

tepesini F(x") = x’eslemesi ile K'daki tagtyic1 simpleksinin bir tepesine atar. K’ iginde en

* Nikaido, Sperner teoremini verirken simpleksin v defa barycentric olarak altbsliimelere ayrildig: ifadesini
kullantyor. (Nikaido, 1968, 61)
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azindan Oyle bir n boyutlu S, simpleksi vardir ki tepeleri f fonksiyonu tarafindan S

simpleksinin biitiin tepelerinin x°,...,x kiimesinin igine eglenmis olsun.

Kamit: Bu teoremin ispatinda gii¢lii bir savun ispatlanmasi yaklagimi kullanilir. Buna gore
simplekslerin gosterilen tammina uyanlarin sayisi tektir. j=1,...,w olmak lizere S;, X'

altbsliimiiniin 7 boyutlu simpleklerini temsil etmektedir. S, dizisinin, tepeleri f fonksiyonu

tarafindan biitlin tepelere x',...,x" eslenen n—1 boyutlu yiiziine S’ *nin farkhlagtinlmig yiizii
denir ve Z'ile gosterilir. 7;, §;’nin farkhlagtinlmg yiizlerinin sayisi olsun. Bu durumda

agagidaki alternatiflerden birisi gergeklesir.
o §) teoremde ileri siiriilen sav1 sagliyorsa, agik¢a r; =1 dir.

e §) teoremin &zelliklerini saglamiyorsa fakat biitiin tepeler S’ ’nin tepelerinin imajlar

olarak ortaya ¢ikiyorsalar r; =2 dir.
e Egerbiitiin x',...,x" ler imajlarda meydana gelmiyorlarsa r; =0dur.
Modiiler aritmetik (mod olarak kabul edilen sayiya béliindiigiinde kalanlar) hatirlanarak
r=Yr, (mod2) esitligi yazilr.
Z'  f fonksiyonu tarafindan {x’,. X" }iqine eslenen n—1 boyutlu bir simpleks
olduguna gore, olasi iki durum s6z konusu olabilir. '
e Eger Z', Snin i¢ simpleksi ise S)’lerden ikisinin farkhlaghnlmis yiiziidir. Ve

> r,iginde iki defa sayilir.

e Eger Z', S'nin n-1 boyutlu bir yiizeyinin tizerinde bulunuyorsa, bu yiiz x'---x" olmalidir.
Teoremin tastyic1 kosullan yliziinden Z’, bir S i¢in farkhlaghnlms bir yiizdtr ve z r;

i¢inde sadece bir kez sayilir.
n-1 boyutlu simplekslerden yukarida verilen ikinci tiire girenler varsayim geregi tek sayidadir.

Teorem 2.10: (Lebesgue Teoremi ) F = {Al,...,Am} kompakt metrik S uzaylarimin kapal

kiimelerinin bir sonlu kolleksiyonu olsun. Ve F’nin Lebesque numarasi olarak bir ¢ >0
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tanimlayalim. Simpleksin bir L kiimesinin yarigapi o ’dan kiigiikse, 4, ..., 4, kiimelerinin

hepsi kesigirler ve 4, N...N 4, ={ } dir.

Kamt: Boyle bir saymin olmadifim varsayarsak, her » tamsayis: igin asagidaki kosullari
saglayan bos olmayan bir L, kiimesi var olmahdir.

e L kiimesinin ¢ap1 1/n’den daha kiigiiktiir ve F, alt kiimelerinin ortak noktas: F dir.
e F ’deki elemanlarin kesisimi bostur.

F, sonlu bir koleksiyondur ve sadece 2" —1 tane bog olmayan alt koleksiyona sahiptir ve
bunlarin bazilar1 sonlu sayida tekrar eder.

Bu yolla x™,x™,... serisi belirlenebilir. Eger S kompakt ise bu seriye yakinsayan bir alt dizi
segilebilir. Oyle ki limit noktastmn her komsulugu 4;,...,4, kimesinin noktalarim igerir.
Agiktirki x€ 4, N...N 4, dir. Ya da aym anlama gelmek iizere 4, N...N 4, # { } Dikkat
edilirse bu sonug baglangigtaki kabul ile geligir.

Lebesgue ve Sperner teoremleri teorem 2.11°in ispatinda kullanilacaktir.

Teorem 2.11: (Knaster-Kuratowski-Mazurkiewicz Lemmasi) Simplekslerle ilgili bir
teorem olarak, A4,,4,...,4, seklinde ifade edilen kapaln kiimeler koleksiyonunun,

x0x* c4,u--U4, kosulunu S=x°---x" simpleksinin her yiizii igin sagladigim

sOylenebilir. Bu durumda 4, N...N 4, #{ } olur.

Kamt: 6>0 {4,,...,4, }kiimesinin Lebesgue numarasi ve K’, ¢apt c'dan kiigiik olan

simpleksler igindeki S 'in simpleksel bir altbsliimiidiir.

Bu durumda X' 'niin biitiin tepelerini, f(v) seklinde bir numara atayan (tam sayilar boyunca)
bir f fonksiyonu asagidaki kosullar altinda tanimlanabilir.

e x/) ynin tagiyic1 simpleksi olan yiiziine ait bir tepedir.
* vedg, dir

Kosullara ve Sperner Teoremine gére XK' iginde tepeleri f fonksiyonu tarafindan tiim tam
sayilara eglenen bir # boyutlu S’ simpleksi vardir. Dahas1 S’ {A0 seensd, } koleksiyonunun her
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A, kiimesinin sahip oldugu bir ortak noktaya sahiptir. Bu nedenle S’, Lebesgue sayisindan
daha kiictik bir yarigapa sahiptir ve bunun da anlam 4, N...N 4, # { } dur.

2.3.2.2 Sabit Nokta Teoremleri

Sabit nokta teoreminin® varlig: ile ilgili olarak en basit ispat yontemi bir [0,1]araligindan
kendi fizerine tanimh bir siirekli bir fonksiyonun f(x')=x" seklinde bir sabit noktaya sahip
olmasidir. S6z konusu olan bir birim kare iizerinde siirekli bir fonksiyonun yani her x  [0,1]

elemanim bir bagka noktaya esleyen fonksiyonun mutlaka en az bir kez orjinden gegen ve

yatay eksen ile 45 derecelik ag1 yapan f(x) = x dogrusunu kesecegidir.

Bu ispat iki boyutlu geometrik bir yaklagimla agikg¢a goriiliir. Bu geometrik yaklagimin

matematiksel ifadesi 6ncelikle orta deger teoremini giindeme getirir.

Noktadan noktaya esleme yapan bir siirekli fonksiyonun sabit noktasi ile ilgili bu iki boyutlu
geometrik ispata benzer bir sekilde noktadan kiimeye stirekli bir karsilama i¢in Kakutani Sabit
Nokta Teoremi’nin varhig: da geometrik olarak iki boyutlu bir uzayda ispat edilir.

Bu boliimde genel denge teorisinin klasik topolojiye dayanan ¢&ziimlerine yer verilmigtir.
Yani bir anlamda Arrow-Debreu’nun denge modelinde kullanilan tekniklere bagh kalinmigtir.
Bununla birlikte 1970’lerde genel denge literatiiriinde 6zellikle dengenin kararlig1 alaninda
diferansiyel topoloji teknikleri kullamlmaya baglanmigtir. Genel denge ¢ergevesinde
diferansiyel topolojinin kullanilmaya baglanmasi ile birlikte dengenin vafhgl da bu yeni

# Genel denge analizi ve oyun teoreminde kullanilan sabit nokta teoremleri genellikle Brouwer ve Kakutani
sabit nokta teoremleri oldugundan galiymada bu iki teorem ele almacaktir. Bu iki teoremin yam sira ekonomi
uygulamalarmnda yer alan iki teorem daha vardir. Browder’in teoremine gére K < R™ kompakt ve digbiikey ise
ve 7:K — K bog olmayan digbiikey degerlere sahip ve biitiin y € K igin 7~!(y) acik ise Y bir sabit noktaya
sahiptir. (Border, 1999, 72) Eilenberg-Montgomery Teoremi bir anlamda Kakuta Teoremi’nin genellegtirilmis
halidir.(Klein, 1968, 142) Teorem biiziilebilme &zelliginde sahip bir kiimenin kendi lizerine tanimlanmig bog
olmayan, kompakt deBerler alan bir eglemenin varhifma dayanmir. (Border, 1999, 73) Bu teoremlerin yam sira
ozellikle fonksiyonel analiz kapsaminda Schauder Sabit Nokta Teoremi, (Musayev ve Alp, 2000, 438-439)
Banach’in metrik uzay lizerinde tamml: biiziilme doniistimlerinin tek bir sabit noktasi oldufunu ispatlavan
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tekniklerle tekrar ispatlanmigtir. Bununla birlikte klasik topoloji kullanilarak yapilan genel
dengenin varh@ ispatinin herhangi bir eksikliginden s6z edilmemistir. Dengenin varhgmin
diferansiyel topoloji ile gosterilmesinin en Snemli 6megi Smale’in “Global Analysis and
Economics” baglikl galigmasidir. Smale bu makalesinde dengenin varligim1 Sard teoremine ve
diferansiyel hesaplama y6ntemlerine dayanarak ispatlamaya ¢aligmis ve ayni zamanda sabit
nokta yontemlerinden daha ¢ok arz ve talep esitligi denklemini kullanmistir. Smale amacinin
Arrow-Debreu teoreminin diferansiyel hesaplama teknikleri ile ispat1 oldugunu belirtmektedir
Aymi zamanda makalede optimizasyon ve refah ekonomisinin ana teoremlerinin diferansiyel
hesap yolu ile gelistirilmesinin de yer aldif, manifold yapilanmasimin optimal ve denge
kiimelerinin yerine gegebilecegi sGylemektedir. Smale bu teoremin ispatinda global analizin
merkezinde olan ve onun ekonomideki uygulamalari olan sonuglarindan ikisinin
kullanildigim belirtmektedir. Bunlar ters esleme teoremi (inverse mapping theorem ya da
implicit function theorem ) ve Sard Teoremi’dir (Smale, 1991, 331-334) Smale’in denge
ispatina Ters esleme teoremi ve Sard Teoremleri ile birlikte genel denge teorisinde
diferansiyel topoloji tekniklerin kullammu ele aldigimiz 3.2.6. béliimde deginilecektir. Yine
aym bélimde Scarfin da 6énemli bir ¢aligmasina deginilecektir. Bu boliimde genel denge
ispatt Arrow-Debreu ¢oziimiine dayanan ve klasik topoloji tekniklerinin kullamldig
cergevede ele alinmugtir.

Teorem 2.12: (Brouwer Sabit Nokta Teoremi) f(x)bir kapal1 simpleks olan S kiimesinin
kendi lizerinde tamimh noktadan noktaya esleme yapan, siirekli bir fonksiyon olsun. Bu
durumda f(x )=x esitliini saglayan bir x sabit noktas1 vardur.

Kanit: Bu simpleks elemanin olan iki x,x" nokta alarak bunlari barycentric korrdinatlarimn

bir lineer kombinasyonu olarak yazilsin,

o x =Ax"+Ax +..+A X"

e Heri=12,.,nigin A, 20 ve 27\., =1 dir.

i=0
Benzer tamimlamay: X noktasi i¢in de yapalim

o x'=AMx"+Ax +.+ALX"

e Heri=12,..,nigin A; 20 ve Zx; =1 dir.

i=0
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Bu tanimlamalarin yaninda Her i=1,2,...,n igin A] <A, olsun. 4, bu sekilde tammlanan
biitiin noktalarn kiimesi olsun. 4, kiimesinin kapah bir kiime oldugu ve bu nedenle gerekli

varsayimlarim saZlayacagi sOylenebilir. Bu yiizden eger x noktasi simplekse ait

10-.. il‘ 71N 1 1 sen = Y ses Y
x" ---x* yiiziinlin bir noktasi ise A, +---A, =124, +---A] olur.

e A} <), iligkisini en azindan bir i i¢in saglanmis olmalidir. Bu yiizden x € 4, U---U 4,

yazilmaktadir, Dolayisiyla x°---x* € 4, U---U 4, yazlabilir. Teorem 2.11%¢ gore
biitlin i ler igin A; <A, olmak lizere bir xe 4, N---4, vardir. Bu nedenle x ile
gortintisii olan f(x )=x" arasinda bir nokta vardir. A, ve A; toplamlart 1’e esit
oldugundan ikincisi ancak her 7 i¢in A; = A, olmasi halinde miimkiindiir. Bunun anlami
f(x) =x olmasidir.

Kapal1 bir simpleksin S=8" kendi doruklarm iceren en kiiciik digbiikey ve kompakt (kapali
ve sinirl) kiime olarak diisiiniilebilecegi ve bu nedenle sabit nokta teoremini tanimlamak igin
simpleks tamimlanmasmin bir zorunluluk - olmadifn gériilmektedir. Topoloji ile ilgili
agiklamalara ve homomorfizm kavramina geri déniiliirse Brouwer sabit nokta teoremini »

boyutlu bir kiire # boyulu bir kiip ya da daha genel anlamda simpleksin kapams1 S ile ile
homeomorf olan herhangi bir kiimeye uygulanabilir. Dolayisiyla Brouwer Sabit Nokta
teoremi su sekilde de ifade edilebilir.

X , R" uzaymin bos olmayan, kompakt digbiikey altkimesi ve f, X'tenX'e
(X tizerinde tamiml1) tek degerli stirekli bir fonksiyon olsun. Bu durumda f sabit noktaya
sahiptir.

Noktadan noktaya bir egleme tamimlayan Brouwer sabit nokta teoreminini ¢ok degerli

déniistimlere genisletmek i¢in noktadan kiimeye déniistimleri temel alan Kakutani sabit nokta

teoremini kullamlabilir,

Teorem 2.13: (Kakutani Sabit Nokta Teoremi) x — F(x), n boyutlu kapali bir simleks

S ’ten bu kapal: simpleksin yine kapah ver disbiikey olan biitiin alt kiimelerinin ailesi
R(S)’ye iist yan siirekli noktadan kiimeye bir esleme olsun. Bu durumda F(x)’in bir sabit
noktasi vardir.
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Kamt: K™, »n boyutlu kapal bir simleks S 'in v ‘inci agirlik merkezi alt bsliimii olsun ve
x* K ’nin bir tepesini (verteks) temsil etsin. x” tepelerinin her biri hayali -F(x”) kiimesinin
herhangi bir y’noktasin yerine kullamhr. x’ — y’eslemesi K ’nin tiim simpleksleri
icindeki genislemelere dahildir. Burada § ’nin kendi iizerinde tanimlanmus siirekli ve tek
degerli fonksiyonlan f,:S — S kastedilmektedir.

e Brouwer’in teoremine gére f,:S — S fonksiyonunun x, € S olmak iizere x, = f,(x,)
seklinde ifade edilebilecek bir sabit noktas: vardir. v=12,... olmak iizere x' serisini
dikkate aldipimizda S kompakt olduguna gére j =12,...olmak iizere x € S noktasina
yakinsayan bir (x, ;) alt serisine sahiptir. Bu durumda x € S noktasmnin noktadan kiimeye
eslememizin sabit noktasi oldugu ispat edilebilir. S =S8, K®’nin x’noktasim

iceren #n boyutlu bir simpleksini temsil etsin

i=12,.,nolmak tizere S ’nin n+1 tane tepelerini, x,x/,...,x seklinde ifade

edilebilmek iizere x} ile gosterelim. Baz1 (1})’ler igin x noktasina yakinsayan (x;’)serisini

alalim.

A =0 ve Zﬂf =1 olmak iizere x, = Zﬂ,}xi" olarak yazilabilir.
i=0 i=0
£, (x]) = y; olarak yazilabilir.
y; € F(x}) oldugundan su esitlik yazilabilir x, = f,(x,) =D 4, y; dir.
i=0

(»") seklinde bir alt seri alindiginda su esitlikler yazilabilir }1m =y, ve }iml}'; =1

x= 2/1,. Vi Z){i =1 A; 2 0oldugu bilindigine gére asagidaki esitlikler yazilabilir.

i=0 i=0

limx;’ =x;
Jow

imv? =
limy,” =y,
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F(x) karsilamasinn iist yar stirekli§i varsayimindan y; € F(x)oldugu sonucu elde edilebilir.

Bu nedenle F(x) digbiikkey oldugundan x= 27\. Y; € F(x)yazilabilir. Bu durumda x
i=0

noktadan kiimeye yapilan eslemenin bir sabit noktasidir. (Klein, 1973, 139)

2.3.2.3 Oyun Teorisinde Sabit Nokta Teoremi ve Nash Dengesi

2.1. Bolimiinde Oyun teorisi ile Genel Denge Teorileri arasindaki iliskilere deginilmis her iki
teoremin de sabit noktalarin varlifina dayandiklan ifade edilmigtir. Bu bdoliimde oyun
teorisindeki denge durumlari kavrami ve sabit nokta teoremine dayanan Nash dengesi

matematiksel olarak ele alinacaktir.
I'=<I, {Sz }ieI’{Hi }iel >

ortaksiz oyununda Viel ve Vs, € S, igin

H, (s'||si)s H, (s') esitsizligini saglayan s* durumuna denge durumu denir.
Tamm 2.19: Toyunun bir I"karma yapisinin denge durumuna karma stratejilerde T
oyunun denge durumu denir.

Béylece, herhangi bir i oyuncusu ve bu oyuncunun herhangi bir &, karma stratejisi i¢in
H,(c'“c,.)s H,(0")
esitsizligi gegerli ise, 6° durumu, I"" oyununda bir denge durumudur.

Teorem 2.14: I' oyununda ¢° durumunun bir denge durumu olmas1 igin gerek ve yeter sart.

Vs, € S, piir stratejisi igin,
H, (c' ||s,)s H, (c') esitsizliginin saglanmasidir.
Kamt: Gereklilik agikardir. Clinkii, piir strateji karma stratejinin 6zel bir halidir. Yeterlilik

i¢in, i oyuncusunun keyfi bir o, karma stratejisini segip c,.(s,) ile esitsizlik ile garpilirsa

s; €85,

I

ZHi(G‘"si)ci(si)S zHl(c‘kl(si)

5;€8; 5;eS;



. 64
elde edilir. Esitsizligin sol tarafina asafidaki déniistimler uygulandifinda sag tarafta da
toplamin disina s, den bagimsiz H,(c") 1 alinirsa ikinci esitsizlik bulunur.

H,(0)=Y H(5)o()= 3... 3. H S 5,)] [0,(5)

seS 5 €S, s,€S, i=]

H,(c"s?)= I I ) H,(s" s?)!i[o‘i(s,)

$1€S) 5,68, SESiy s, €8, =l
]

JF. Nash herhangi bir sonlu ortaksiz oyun i¢in karma stratejilerde denge durumlarinin

varligim ispatlamigtir.

Teorem 2.15: Herhangi bir I'=<1,{S,}

iel ?

{H, },e, > ortaksiz oyununda en az bir tane denge
durumu (karma stratejilerde) vardir.

Kamt: T oyununda i oyuncusunun m,tane piir stratejisi varsa, oyuncunun biitiin karma
stratejilerinin Zi kiimesi, geometrik olarak (m, —1) - boyutlu bir simpleks belirler. Bu

simpleksi S® ile gosterilebilir. Boylece karma stratejilerde herhangi bir

c=(o0,,..5,)

durumu, S®x..xs® kartezyen c¢arpnminda bir noktadir. Bu kartezyen g¢arpim
(m, +...+m, —n)— boyutlu bir Oklid uzaymnin digbiikey, kapah ve sirli bir alt kiimesidir.

Keyfi bir 6 durumu ve i oyuncusunun herhangi piir stratejisi s\’ € S, i¢in tanimlanmis ¢,

fonksiyonlar1 sadece negatif olmayan degerler alir.

¢, fonksiyonu, i oyuncusunun o, stratejisi yerine s{” piir stratejisinin gegmesiyle, ©

durumuna gére, i oyuncusunun 6demeler fonksiyonundaki artis1 gosterir. Bu fonksiyon, yer

degistirmeden dogabilecek azalmay: gdstermez, glinkii boyle durumlarda ¢,(c) =0 degerini

alir.

Vi=l,..,n ve Vj=1,..,m, igin
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o (Si(]))+¢y(o-) (1)

m

1+34,(0)

=

yapis1 goz oniine alinirsa, agiktir ki, bu yap1 negatif degildir. Ustelik

iM:ldﬂ

A 1434,0)

Sonug olarak, (1) kesri i oyuncusu tarafindan si(j ) piir stratejisinin oynama olasiligim gosterir.
Boéylece biitiin s,(j ) piir stratejileri igin bu kesirlerin koleksiyonu, i oyuncusunun bir karma
stratejisi olarak yorumlanabilir.

(1) kesirleri her bir i i¢in kuruldugundan toplamlan, biitiin oyuncularin karma stratejiler

sistemini, yani I' oyununda bir durumu belirler. Béyle bir durum, ¢ baslangi¢ durumunun

bir fonksiyonudur. Bu fonksiyon f (c) ile gosterilecektir. f fonksiyonu, kapali, digbiikey ve
sinirh biitiin durumlar kiimesi Z y1 tasvir eder.

Ustelik f (0') , stirekli bir fonksiyondur. Gerg:ékten, f fonksiyonunun degeri olan durumun her
bir bileseni (1) formunda bir kesirdir. Bu kesrin payindaki ilk terim, baslangi¢ durumunun bir
bilesenidir ve bagnti siireklidir. Paymndaki ikinci terim H,(c) ve H, (0'" s,(j)) lineer
fonksiyonlari, O sabiti ve maksimizasyon operatdriinden olugsmustur. (max{O, x} fonksiyonu x
in stirekli fonksiyonudur. ) Sonu¢ olarak ¢, (0') lar yine o mnin siirekli fonksiyonlandir.

Boylece (5) kesrinin payl, ¢ nin siirekli fonksiyonudur. Kesin paydas: da, degeri en az 1
oldugundan siireklidir. O halde f fonksiyonu gergekten siirekli bir fonksiyondur.

Yukaridaki ifadelerden Brouwer’in Sabit Nokta Teoremi’nin sartlar saglamir. Bu teorem,

sonlu-boyutlu bir uzaymn digbiikey bir altkiimesini kendisine tasvir eden stirekli f ’nin en
azindan bir sabit noktas1 oldugunu, yani f (d°) =o" olacak gekilde 6° noktasimn varligin

ifade eder. o°, sabit noktalardan biri olsun. Vi ve j igin,

ot 4)- S 0)

l+§:¢ij(c°)

=
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Herhangi bir i oyuncusu igin c?(s,")> 0 ve ¢, (0'°)= 0 olacak sekilde bir s, piir stratejisi

mevcuttur. Bu 6zel strateji igin

1:3%,607)

"

o; (S.o )"‘ o; (S:O )Z 9, (0'0)= o, (Sxo )"' $io ("0)

J=1

elde edilir. Son esitligin her iki tarafindan esit terimleri atarak ve sag taraftaki ikinci terimin
de sifir oldugu hatirlanarak

ot(st)34,6°)=0

J=1

olugu gorilliir. 6°(s°)>0 dan dolayr

il:q’ij (°°)=0

dir. Vi, j igin ¢, (0'°) > 0 oldugundan, son denklem de g6z 6niine alinarak ¢,j(0'°) =0 olur.

Béylece max isaretinin saginda higbir pozitif say1 yoktur, yani
H,(0'°|| s,.(j)) < H,(o"’)

dir. Bu eysitsizlik her bir ioyuncusu ve bu oyuncunun herhangi s,(j) plir stratejisi igin

saglandigindan, Teorem 2.14, ¢° durumunun bir denge durumu oldugunu ifade etmektedir.

Nash teoreminin asil 6nemi, denge noktasimin varlifim garantilemesidir. Bununla beraber
teorem, denge durumunun belirlenigine uygulanamaz. Ciinkii, Brouwer’in sabit nokta teoremi
sabit noktanin varlifim ispatlarken, bu noktanin nasil bulunacag sorusunu yanitlamaz. Sonug
olarak, Brouwer’in sabit nokta teoremine dayanan Nash teoremi, denge durumunun nasil
bulunacafim gostermektedir.(Ahlatgioglu ve Tiryaki, 1998, 129-133)
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2.4 Denge Analizi

Denge analizi baghg altinda, varlign 6nceki béliimde ispatlanan denge durumunun tekligi ve

kararlihif1 incelenmektedir.

2.4.1 Genel Dengenin Tekligi

Genel dengenin tekligini gésteren ii¢ farkli yaklagim vardir. Bunlardan birincisi ekonomideki
mallarin ikame edilebilirliligidir.

dzZ
Genelde L toplam tiirevleri igaret degistirmiyorsa ve higbir p , degeri icin sifira esit
D

degilseler birden fazla denge noktasi var olamaz. Hicksian kararlihk kosullann uyarnca
dz .
dengenin bir komsulugu ig¢inde tiim j ler igin ;—’< 0 olmalidir. Dolayisiyla Hicksian
J
kararhlik (istikrar) kosullarim her noktasinda saglayan bir sistemin bir tek dengesi vardir.
Kabaca ikame edilebilir (gros ikame) varsayimi sistemin her noktada istikrarli olmasim
sagladigindan dengenin tekligini de gostermektedir. (Henderson ve Quant, 1998, 253-254)

Arrow ve Hahn S, = —Z, olmak {izere bir agin arz vektorii tanimlarlar ve p° denge fiyatinda

s,(p)=0 dir. s;(p) = % anlammna gelmek iizere kabaca ikame edilebilirlik i # jolmak

J

tizere 5, (p) <0 olarak ifade edilir. (Arrow ve Hahn, 1971, 221)

Tiim mallarn birbirlerinin yerine ge¢ebilmeleri olduk¢a sinirlandiric bir varsayimdir. Bundan
biraz daha az simrlandirici olan bir diger dengenin tekligi ifadesi ise ekonominin diagonal
egemenlige sahip olmasidir. Bu ikinci analizin dayandifi temel, mallarin taleplerinin kendi
fiyatlar1 kargisindaki duyarhiliklarinin diger mallarin fiyatlarina karsi g6sterdikleri tepkilere
egemen olmasidir. Arrow ve Hahn diagonal egemenligi su sekilde formiile ederler.

5;(p) = aai olmak iizere biltiin i ler igin s5,(p) >0 ve

J

e h(p) pozitif bir vektdr olmak iizere
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h,(p)s, > le,j (p)l h;(p) kosulu gergeklesiyorsa bu ekonomi igin p fiyatinda diagonal

n>j#i
egemen denir. (Arrow ve Hahn, 1971, 233) Benzer bir tammlamayla, kompleks 4 =(a,)
matrisinin, pozitif ®, sayllarmn bir kiimesinin bulunmasi durumunda |a,.,.|1ti > Z|a,.j ln ;
i#j

kosulunu saglamasi halinde diagonal egemendir. (Nikaido, 1968, 385)

Biitiin fiyat vektorleri i¢in ekonominin diogonal egemenlige sahip olmasi durumunda denge
tek olacaktir.

Dengenin tekliginin ispat1 igin ortaya konulan bir diger teoremde Gale Ozelligi’nin varlig
durumudur. Asin arz vektoriiniin elemanlarmin fiyat vektoriiniin elemanlarina gére kismi
tiirevlerinden olusan J(p) jakobiyam Gale 6zellifine sahip olursa tek bir fiyat vektorii var
olacaktir. Gale 6zelligini Arrow ve Hahn su sekilde tanimlamaktadirlar. 4 bir kare matris ve T
aym dereceden kdsegen matris ve v pozitif bir siitun vektdr olmak tizere 7ATv <0 esitliginin
tek ¢oziimiiniin v = 0 olmasidir. (Arrow ve Hahn, 1971, 208)

Dengenin tekliginin saglanabilmesinin bir ¢ok smirlandiric: varsayima bagl olmasi nedeniyle
¢oklu dengeler durumunda, sonlu sayida denge ile ilgilenilmeye baslanmigtir. Debreu kritik
denge noktalarinin disarida birakilarak yalmiz diizgiin denge noktalarinin igerildigi diizgiin
ekonomilerde denge kiimesinin sonlu oldugunu ortaya koymustur. Bir anlamda dengenin
tekligi yerine yakinsal teklik ilizerinde durulmaya baglanmigtir. (Bulutay, 1980, 218)

Coklu denge olasilifi, kararsiz denge durumunu igerir ki bu durumun ekonomik analizi
zorlagtiracady agiktir. ESer ekonomi siireksizlik yaratan sigramalar yaratiyorsa, verilenlerin
degismesi halinde tek olarak belirlenmis yeni bir dengeye dogru hareket edebilir, ancak bu
durum &nceden belirlenebilecek hakim bir durum degildir. (Krauss ve Johnson, 1974, 18)
Dengenin tekligine engel olan iki durum olabilir. Bunlardan birincisi talep ile arz arasindaki
iligkinin kargilama olmasina izin verilmesi durumunda gergeklesir. ikinci olarak biitiin arz ve
talep iliskilerinin fonksiyonlarla ifade edilmesi halinde bile bireysel maksimizasyonu ve
piyasanin temizlenmesini saBlayacak birden fazla fiyat kiimesi bulunabilir. (Quirk ve
Saposnik, 1968, 97)

2.4.2 Genel Dengenin Kararhh

Bu boliimde dengeden ayrilma durumunda sistemin kendilifinden yeniden dengeye gelip
gelemeyecegi ele alinmaktadir. Dengeden kiiglik sapmalar sonrasinda yeniden denge
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durumuna gelen sistemler kararh sistemlerdir. Literatiirde bu durum yakinsal kararlilik olarak
ele alimr. Tiimel kararlilikta ise dengenin civarinda bulunmasi gerekmeyen bir noktadan

dengeye gidis incelenir. (Bulutay, 1980, 238)

Kararhiik kavram, bir kitle, yeterince kuquk biitiin yer egistirmelerinden sonra baglangigtaki
durumunu ahyorsa denge kararlidir geklinde ifade edilebilir. Benzeri sekilde bir hareket,
kii¢iik bozmalara baglangi¢ degerlerinde ve degistirgenlerdeki kiiglik degisimlere duyarsizsa

kararhidir.

Matematiksel olarak bir ¢ok kararalilik tanimi vardir. Bunlardan Lyapunov ve Arrow-
Hurwicz tanimlan ele alinacaktir.

Bir dinamik dizgenin, bir denge noktas1 y* olsun Herhangi bir £>0 gergel sayis1 igin
"y° - y'" <6 ||y(t, Vo) — y'" <& kosulunu saglayan bir & =J&(g)noktast varsa '
Lyapunov kararhidir. Bu tanima goére kararhilik denge noktasina yeterince yakin bir yerden
bagslayan bir hareketin £ yan gaph bir civar iginde siirh kalacag yani y* noktasindan fazla
uzaklagmayacagi anlamina gelmektedir. Arrow — Hurwicz’in tamm ise su sekilde ifade
edilebilir. Bir dinamik dizgenin ¢6ziimii baslangi¢ noktas1 y, oldugunda ¢(z,y,)olsun. Eger

y" denge noktasimn biitlin y, € N(y",¢) i¢in lim (2, ,) = y" kosulunu saglayan y* yerel

kararhidir. Ayn1 kogullar gegerli olmak iizere eger y° denge noktasi tim y, noktalan ve

goziimler igin lim (¢, y,) = y" oluyorsa y" tiimel kararhdir. (Ersel, 1980, 463-465)

Genel denge ¢oziimlemesi piyasalar arasindaki karsilikli bagimlilik iligkilerini dikkate aldig
i¢in bir mala olan agir1 talep biitiin mal fiyatlarinin bir fonksiyonudur ve bu nedenle bir
piyasada dengenin bozulmas1 difer piyasalan da etkileyecektir. Walras'a gére denge
kararlidir. Ona gére baglangigta dengeden uzak olan bir sistem, bir siire¢ sonucunda dengeye
ulasacaktir. Sistemin digindaki bir birimin biitiin piyasalart denge fiyatmna getirdigi
varsayilirsa, bu siire¢ tamamlandifinda en son piyasa dengeye gelecek, fakat piyasalar
arasindaki karsilikli bagimlihlk nedeniyle daha 6nce dengeye gelmis piyasalara denge
bozulacaktir. Ancak Walras'a gére bu dengesizlik baslangigtaki dengesizlikten daha kiigiik
olacaktir. Walras, arz ve talebin kendi fiyatindaki degisikliklere diger fiyatlardaki
degisikliklerden daha duyarli oldugunu varsaymaktadir. Bu siire¢ tekrarlandigi takdirde
sistem deneme yanilma yoluyla ya da piyasa mekanizmasimin islemesiyle (tatonnement) nihai
olarak dengeye ulasacaktir. Bu uyumlama siireci teorik olarak defalarca tekrarlanabilir, ancak
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bu siire¢ gergek diinyada bir zaman alacaktir. Walras, yeni bir dengeye erismek igin ne kadar
zamana gereksinim olacagi konusunu tartigmamigtir. Bu yiizden de tatonnement siireci bu
uyumlama siirecini hemen hemen bir yana biraktifindan, genel olarak tatminkar olmayan bir
mekanizmadir.(Koutsoyiannis, 1997, 564)

Simpson, genel sistemin istikrar ile ilgili teoremlerin genellik derecesi smirlandirilmmsg, simirh
sayida 6zel durum igin ispatlandiini, iki tiirlii olan bu teoremlerin, birinci tipte olanlarinin
6zel bir digsal nedenden (bunun genellikle Walrasc1 asin talep hipotezine bagli oldugunu
belirtmektedir) kaynaklanan bir dengesizlik oldugu varsayilarak sistemin davrams:
aragtirilmakta ve sistemin tammh oldugu bir denge komsulugu i¢inde dengenin istikrarl
olmasim saglayan kosullarla ilgili teoremler kamtladiklarimi, ikinci simfa ait istikrar
teoremlerinin ise hangi tiir genel denge sistemlerinin bu kogullar1 saglayan dengelere sahip
olduklan ile ilgilendiklerini s6ylemektedir. (Simpson, 1975, 56-57)

Arrow ve Hahn kararlilik konusunu bir tatonnement siireci iginde tellalin (auctioneer) varli

gergevesinde incelemigler ve tellalin kurallan baghg altinda ilk varsayimlan, G;(z;)olarak
tanimladiklart z, igin isaret koruyucu bir fonksiyon olmak iizere G;(0)=0 ve G;>0

kosullarnim saglar ve buna dayanarak, her i igin;

p; <0ve z,(p) <0 ise -‘%=0 dir.

Aksi halde % = G,[z,(p)] dir. ! (Arrow — Hahn, 1971, 266)
Bu agin1 talep pozitif oldugunda zaman iginde tellalin fiyatlar arttirdig bir uyarlama siireci
olarak diisiiniilebilir.

Kararhilik (istikrar) kosullar1 duragan ve dinamik istikrar olarak iki ana baghk altinda

incelenebilir.

2.4.2.1 Duragan Kararhhk

Hicks tarafindan formiile edilen duragan analize gére

! Z; agin talebin pozitif olmas1 durumunda fiyatin zamana bagh degigimi de pozitif olur. Yani zaman gectikge
fityat artar.
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Zy

op,;
yol agar. Yalitilmig bir piyasaya iliskin Walrasyan istikrar kosulu,

#0 ise O, piyasasindaki dengenin bozulmasi (), piyasasinda da dengenin bozulmasma

/A .
a—’—< 0 olmasim gerektirir. (Bu kismi tiirev alimirken diger fiyatlarin tiimii sabit kabul
P
o e : . . . dZ,
edilmistir. Piyasalar arasindaki etkilesimi yansitabilmek i¢in kismi tiirevler yerine e
D

toplam tiirevi kullanilmaktadir.

dz .
Eger = . <0 ise Hicks'in tammlamasina gore, O, piyasasi
/9

e p,; digindaki (m~1) fiyatin hepsi de katiysa
e eger intibak ediyorsa

e eger fiyatlardan (m—3) tanesi kat1 ama p, ve p, gibi iki tanesi oynaksa ve bu iki fiyat
Z, =0 ve Z, =0 olacak bir bigimde intibak ediyorlarsa, tam istikrarh olacaktir.

Bu son durum genigleterek numeraire digindaki tiim fiyatlarin oynak oldugu duruma
ulagilabilir. Bu durumda numeraire digindaki kalan (m-—1) tane piyasa tam istikrarh
olmalidir.

m malli bir sistemin agin1 talep fonksiyonlar1 j=2,...,m olmak lizere, Z;, =Z (p,,... P,y)
dir. Numeraire'e iligkin agin talep fonksiyonu diger (m —1) piyasadan elde edilebilecegi igin
disanda birakilmigtir.

Fiyat degisikliklerinin agin talepler iizerindeki etkisi, Z; =Z,;(p,,....p,,) toplam tiirevseli
alinarak bulunur.

YA
b, = a—’ gostermek iizere; toplam tiirevsel agagidaki gibi ifade edilebilir.
Py
dZ, =b,, dp, + by dp, +---+b,, dp,
dZ, = by, dp, + by, dp, +++-+ by, dp,,

dZm =bm2 de +bm3 dp3 +“'+bmm dpm
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Bir denge noktasinin kiigiik bir komsulugu iginde b, ifadesinin sabit varsayilabileceginden

J

hareketle, (m—1) degiskenli ve (m—1) denklemli dogrusal esanli bir denklem sistemi
olusturulur. Dikkat edilirse bu sistemin katsayilarninin Z,.,...,Z, denklem sisteminin p,...., p,,
fiyatlarina gore Jakobian'im olugturmaktadir.

Q, piyasasindaki dengenin bozuldugunu ve diger fiyatlarin hepsinin de kat1 olduBu durumu
ele alnirsa, kK =2,...,k # j igin dp, =0 degeri yukarda tiirevsellerden olusturulan sistemde

yerine konuldugunda, bu sistemin (j —1). denklemi
dZ, =b;dp, haline gelir.
Denklemin her iki yam da dp; *ye béliindiigiinde Q, piyasasimn tam istikrar i¢in ilk kogul,

9\ _p, <0 olarak elde edilir.

dp,

Bu kosul, yalitilmig bir piyasanin tam istikrar kosulunun aymdir. Sistemin tamamimn
istikrarli olabilmesi i¢in ise denklem j=2,..,m igin gecerli olmalidir. Oyleyse, bir ¢oklu
piyasanin tam istikrarli olabilmesinin ilk kosulu, her piyasanin ayn ayn istikrarh olmasidir.

Simdi de Q; piyasasinda dengenin bozuldugu, yalmzca p, fiyatinn intibak ettigi ve diger
fiyatlarin kat1 oldufu durumu ele alalm. k# j,h ig¢in dZ, =0 ve dp, =0 degerleri yine

tiirevsel sistemde yerlerine konuldugunda Q; ve @, mallarna ait denklemler
dZ,=b;dp; +b,dp,
0=b,dp; +b,dp,

haline gelir. Cramer kural kullamlarak, dp, *nin ¢ziim degeri

iz, b,
0 b b

dp, = M =dZ, b

YTl b B, b
i by, bhj b

olarak bulunur. Her iki yan, sag yandaki sabit terime ve dp; ’ye béliiniirse, O, piyasasinda
tam istikrar i¢in ikinci kosul elde edilir.
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p, piyasasmin tam istikrarh olabilmesi igin ise, terimin paydasi negatif olmahdir.

Dolayisiyla, sistemin tamaminin istikrarli olabilmesi i¢in terimin pay1 pozitif olmalidir.

Son olarak, Q; piyasasinda dengenin bozuldugu, p, ve p, gibi iki fiyatin intibak ettiZi ve
geriye kalan (m—4) fiyatin kat1 oldugu bir sistemi ele alalim. dZ, =dZ, =0 ve dp, =0
degerleri yerine konulduklarinda, ilgili denklemler,

dZ,=b,dp; +b,dp, +b,dp,

0 =b,dp; +bydp, +b,dp,
0=b,dp; +b,dp, +b,dp,

haline gelir. Sistem, Cramer kuraliyla dp, i¢in ¢6ziiliirse,

dZ; by byl \by by by
hil ¢ bhj by, by

0 b, b |p, b, b,

elde edilir. Paydaki determinant birinci

o)
|
=
o

S
o

stituna gbre agilir ve sistem dE;/dp; igin ¢bziiliirse () piyasasi i¢in Giglincii tam istikrar

kosulu bulunur.
b, b, b,
az, ;” bjh "I by b <0
d - ] hh hi]* b b
D b b i i
i ih ii

Jj=h ve h=i dersek, O, piyasasinda tam istikrar olmasi i¢in bu ifadenin paydas1 pozitif
olmalidir. Dolayisiyla, sistemin bir biitiin olarak tam istikrarh olabilmesi igin, payr negatif
olmahdir.

Sistemin bir biitiin olarak tam istikrarh olabilmesi igin asagidaki, 1,2,3,...,(m-1)

mertebesinden Jacobian determinantlarin,

b b ] b.ih bﬂ
f/j Jh
b (g b |7 |7 by, b, |
17} hh b
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tim j,h,i,... degerleri i¢in negatiften baglayarak isaret degistirerek gitmesi gerekir.

Bir ¢ok goklupiyasa sistemi agisindan tam istikrar kogullan, gerektiginden daha kuvvetlidir.
Eger sistemdeki fiyatlarin hepsi de oynaksa, dZ,/dp, igin gegerli olan tek deger, diger
(m—2) piyasasinin intibak edecekleri varsayimina dayamlarak hesaplanan deSer olacaktir.

Yukanidaki hesaplama yontemini izleyerek, O, piyasasimn istikrar kosulu

“z,_B

=—<0 seklinde yazilabilir.
dp, Bxn

B tiirevsel sistemin Jacobian determinanti, B, ise b,,’nin kofaktoriidiir. Hicksian
terminolojide, bu kosulun numeraire digindaki tiim mallar i¢in gegerli oldugu bir sistem, bir
biitiin olarak eksik istikrarli olarak adlandinilir. Eksik istikrar i¢in, her piyasanin ayn ay:
istikrarli olmasi zorunlu degildir. (Henderson ve Quant, 1998, 246-250)

Bir anlamda biitiin mallar kabaca birbirlerinin yerine ikame edilebildiklerinde, Hicksgil
kosullarla dinamik kogsullar 6zdes anlama gelir. (Bulutay, 1980, 253)

2.4.2.2 Dinamik Kararhhk

Dinamik kararhilikta, denge bozucu bir degisiklikten sonra fiyatlarin zaman patikasi incelenir.
Bir ¢oklu piyasa sisteminde dengeden kiigiik bir ayrilis1 takiben fiyatlann hepsi de zaman
iginde bir denge diizeyine yaklagiyorlarsa bu denge dinamik olarak istikrarlidir.

lim p it = p;

t—>o0

Daha kapsaml bir analizde dinamik kararhlig, tiimel ve yakinsal kararlilik olarak iki bashk
altinda incelemek miimkiindiir. Tiimel kararlilik yaklagiminda,

e Agiklanmis tercihler kurammn zayif belitinin varhi
e Kabaca birbirleri yerine ikame edilebilir mallarin varlif

e Diagonal egemenligin varlifi, durumlarinda dengenin karalh oldugu gosterilebilir
(Bulutay, 1980, 255-260) Her ii¢ durum i¢in de tatonnement siirecinin var oldugu

varsayilacaktir.
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2.4.2.2.1 Tiimel (Global) Kararhhk

Hangi noktadan baglanirsa baglansin daima denge noktasina yénelme s6z konusu ise sistemin
kararlh oldugu sdylenebilir. Tiimel kararhilik yalmzca, denge tek noktada oldugunda ortaya
¢ikar. Bu durumda Lyapunov fonksiyonu ile dengenin kararhhig: ifade edilebilir.

Tamm 2.20: (Lyapunov Fonksiyonlari ) _t =2 olmak iizere? bu siirekli ve tiirevi

alinabilir bir fonksiyon olan ¥(y)fonksiyonu asagidaki kosullani saghyorsa bir Layapunov
fonksiyonudur denir.

1- Biitlin ylerigin V' (y) 20

2- Ancak ve ancak y=0 iken V(y)=0

3

.. dv
#01icin — <0
y ¢ 7

4

|y| >  oldugunda ¥ (y) > dir’

Teorem 2.16: (Lyapunov Kararhlik Teoremi ) Eger bir sistem i¢in Lyapunov fonksiyonu
varsa sistem kararhdir. Buna ilave olarak fonksiyon ¥, <0 kosulunu saghyorsa, sistem

asimptotik kararlidir denir. (Lancaster, 1968, 199-200)

Global kararlilik Lyapunov ve Lipschitz fonksiyonlarina dayanilarak yapilabilir.

F (p) toplam agin talep fonksiyonunu gostermek lizere p denge fiyat vektorii D(p——;)

seklinde tammlanmig bir uzaklik fonksiyonunun asagidaki kosullan saglamasi halinde global
kararhdur.

dD\p-p) . dir.

herhangi p # p icin
gi p#pig g7

Bu durumdan farkh olarak uzaklik fonksiyonu D' (F(p)) seklinde de tanimlanmg olabilir ki
bu durumda da

2 Lancester aym ifadeyi vektor notasyonu ile . V=VV. Dy .sekilinde gostermektedir
? Ersel y‘ ile denge noktas1 olarak tammlayarak bu maddeyi " Yy — y‘ || —> 0 oldugunda V' —> 0o dir geklinde
ifade eder. (Ersel, 1981, 467)
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herhangi p # ; kosulu saglanmahidir.

' (F(p) _,
dt

Arrow-Hurwicz’in kullandig: 6klit¢i uzaklik fonksiyonu

D(p-5)=3(p,-7.} veya

i=0

D' (F(p))=3(F,(p)) olarak tanmlanabilir.

i=0
Bu durumda tatonnement p, = g,(F,(p)) seklinde tanimlanan ayarlama mekanizmas1 galigr.

g,(F,(p)) kisaca F,(p) olarak da ele alnabilir.

Teorem 2.17: Saf miibadele durumunda bir tek denge varsa denge global kararhdir.

Kanit: Bu teoremin kamtinda dncelikle biitiin tiiketicilerin agiklanmig tercihler kuraminin
zayif belitinin varhigi kosulunun saglandifim varsaydiklan kabul edilir. j inci titketici igin
x’ve x'"gibi iki mal sepeti i¢inp' ve p" gibi iki fiyat vektérii olsun. Bu durumda

(x" zx" ) olmak lizere

2 Pixy 2 ZP: X = Zpi x;, > Y. p"x) esitsizligi saplanmaktadir.
i=0

i=0 i=0
Buna egdeger olarak agir1 talep terimleri de

ro_ ! 70 = ”0 :
Z; =X; — X ,z xj x; dir.

ZP;Z:,- ZZp,'z,'J'. =>Zp;’zy >Zp, z; (z;.;&z;f) olmahidur.
i=0 i=0 i=0 i=0
Bu durumda

Dlo=r)_ 23 (, 5 =25 (p-7)5 =23, pEG) 237 () ot

l=0 i=0

Walras kanununa gore Z o E (p) =0 olacagindan. %?— < 0 dir.
i=0

Eger Zn:;, F(p)>0 ise
i=0
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Yukarida ki notasyonlara gére F,(p)= iz,j (p) dir.
Jj=t

Her i=0,---,nve j=1,---,m igin z; (;)=0 olur.

p"=p ve p' = p oldugunu kabul ederek ve p herhangi bir fiyat vektérii olmak tizere

Zn: p,z; =0 (biitge kisiti)

i=0

z; =2, (;)= 0 oldugundan i p,z; =0 dir.
i=0

Bu yiizden z Diz;2 z D, z; dir ve bunun anlam da Z ;, z; >0 olmasidir.
i=0 i=0 i=0

5:: p,F(p)= i;, iz,’l > 0 ifadesi yazilabilir.
i=0

=0 j=1

Benzer bir teorem de su sekilde ifade edilebilir, agir1 talep fonksiyonu agiklanmus tercihler
kurammnin zayif belitinin varhig1 kosuluna uyarsa ve denge tek ise, denge global olarak
kararhdir. (Quirk ve Saposnik, 1968, 179-181)

Modelde ele alinan uzaklik fonksiyonunun, Lyapunov fonksiyonu olmanin 6zelliklerine sahip
oldugu gosterilerek, toplam asir1 istem fonksiyonlan agiklanmig tercihler kurammin zayif

belitini sagladiklarinda ve Walras yasas1 gegerli oldugunda, dengeyi veren p’ fiyat vektorii

tiimiiyle kararli olacag1 sonucuna ulagilabilir.
{

vy=Y.(n)-r}
i=1

Bu ifade x in denge fiyatindan sapmay: gosterdigi bir Lyapunov fonksiyonu olarak alinabilir.
Bu karesel fonksiyonun, Lyapunov fonksiyonu olmanin 1, 2 ve 4 ozelliklerini sagladig
agiktir, 3. 6zelligin saglandigim gostermek i¢in zamana gore tiirevi alindifinda,

r_,

7 [P(f ) - p'] % elde edilecektir.

Buradaki dp/dt yi yukanida belirtilen en basit sekliyle, z(p(t)) ye esit olarak alindiginda ve
Walras yasas1 geregi,
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p(t) z (p (£))=0 oldugu gozoniinde tutuldugunda, son ifade,

%I;_ =-2p'z(p (t)) seklinde yazabilir.

Aciklanmis tercihler kuraminin zayif belitinin,

p's(p) <0

olarak gosterilebilecegi diistiniiliirse, bu esitsizlikte agir arz yerine agin talep konularak,

agiklanmus tercihler kuraminin zayif belitinin varligi durumunda,

& —2p2(p)<0

sonucuna ulagilabilecektir.

Mallarin kabaca birbirlerinin yerine gegebilir olmalart durumunda agiklanmig tercihler

kuramimn zayif beliti gergeklesmis olacaktir.*

Hahn ise global karalilik konusuna daha farkh yaklagmistir. x € R” ve F, n boyutlu vektor
degerli ve R" uzayinda siirekli bir fonksiyon olmak {izere x = —Z—C = F(x) tanimlanmis ve
F(x") =0 kosulunu saglayan x°denge noktas1 olarak kabul edilmistir.

Tamm 2.21: F (x), bir L sabiti i¢in agagidaki kosulu sagliyorsa Lipschitz fonksiyonudur.
| F(x)- F(e') < L e — x|

Teorem 2.18: F'(x) Lipschitz fonksiyonu ise x(¢,x(0)) fonksiyonunun ¢6ziimii tek ve

siireklidir. x(0), F(x) fonksiyonunun denge noktasidir.

Tanim 2.22: Her € > 0 igin asagidaki kosulu saglayan € degerine bagl bir & varsa x(t,;(O))

goztimii kararhdir. |x(0)-x(0)| <& tim ¢20 d.

Tanim 2.23: x(t, ;(0)) ¢ozlimii agagidaki kogullarin saglanmas1 durumunda global kararhidir.

- Kararlidir ve

* Bir 6rnek tizerinden bu iligkinin gdsterilmesi igin Bulutay (1980) 255-259°a baklabilir.
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- Fin tamm kiimesindeki herhangi bir x(O) icin,
lim | (¢, x(0)) - x{t,x(0)) | =0 dar. (Hiahn, 1991, 747-751)

Diagonal matrisin egemenligi ile ilgili olarak ekonominin diagonal egemenlige sahip olmasi
durumunda tiimel kararlihigin s6z konusu olacag sGylenebilir.

dv . 11w «
V = Max Iz,.| /d; olarak alindifinda —= <0 Ozelligi saglamyorsa amaglanan sonuca
ulasilmis olacaktir.

_0z
op;

z, < 0 olmasina dayanilarak

Diagonal egemenligin varlif1 sonucu, biitiin j =1,2,..., / ler i¢in,

djlzJj |>Zdi|zﬂ I soz konusu bulunacaktir. (Bu ifadede d,.d,,...d, ler arti

i=j

sayilardir.)

Yukaridaki V ifadesinde en ¢ogu saglayanin £ oldugunu kabul edilirse;

| z, | /d, 2| z | /d, .. oldugu s6ylenebilir.

Bu durumda V =| zZ, | /d, olacaktir. Bu kullanilarak da,

dp,
‘;_f = dik (zk mn i;aretz') ;z,g (_stJJ

dv

aw_1 (zk nin i5areti) Zz,g (z j) yazilabilecektir.
da d, 7

Denge gergeklestiginde dV'/dr = 0 olacak ve biitiin z,ler sifira esit bulunacaktir. Ama
dengede bulunulmadifinda enaz bir tane z;sifirdan farkli bulunacak ve yukandaki tamm
geregi | z, | >0 olacaktir. Bu durumda j=k olarak alndiginda ve | z, | ile garpildiginda,
yukaridaki ifade,

d, | zu | |zk |>de, | z || 2. | seklini alacaktir.
i#
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Ote yandan, | z, | 2| z, |% oldupu igin,

'

Yd |z ||z |2D.d]| z,dl-qi| z, | yazilabilecektir.
ik izk di B

Baylece, | z, || z, | > .| z, | | 2, | esitsizligine ulagilacaktur.
izk

Simdi z, <0 oldugu i¢in, ] Zy, != ~Zz,, ayrca,

| z, | = (z, misareti) (z,) dur.

O halde, | Zy l l zZ, ( = (- z,,) (z, mn igareti) (zk) olarak yazilabilir.

Diger taraftan Y | z,, || z, | 2 (z, mn isareti) ) z, z, olarak yazilabilir.

ik ik

Bu durumda (-z,)(z, mmn isareti) (z,)> (2, mn isareti) Zz,a z, scklinde gosterilebilir.
i=k

Bunda da, (z, run igareti) Zz,d 2, + 2, (z, mn igareti) (z,) < 0
izk

(z, mn igareti) Zz,g. z; < 0 sonucuna ulagilir.

ixk

Bu sonucu yukarida verilen dV /dr ifadesinde kullaninca dV /dt <0 esitsizligini elde eder,

boylece de amaglanan sonuca ulagilmig olur.

Bu noktada diger bir kararlilik analizi olan yakinsal kararlilik kavramim ele alinacaktur.
2.4.2.2.2 Yakinsal Kararhhk
Tatonnement kurah

%’t_t_ =£(z (p)), i=1,..,1 seklinde tanimlanabilmektedir.

Bu ifadenin denge fiyat: olan p’nin etrafinda Taylor serisi seklinde agilir ve bu seride birinci
derecenin iistiindeki terimler atilirsa,

By po (o) £ 325 (o, - 1)

dt =10p,
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[
Lo a0 5 252 o)

b _y, (p')+ /£ ZI; (o, - 1)

0z
dt D,

0
denklem sistemi elde edilir.

0z,/0p, =z, ler,

seklinde bir jacobian olugtururlar. 4 matrisine esit olan bu Jacobian’da yer alan kismi tiirevler

denge fiyatinda elde edilmektedir.

Bu son denklemlerde z, (p')= 0 oldugu goz éniine ahmp p, — p, = P, olarak tammlandiginda

dP. _
Lo f¥ 2, P, i=leen]
dt fxzzxr r !

r=1

denklemler sistemine varilacaktir. (p, sabit oldugu igin d p,/dt =d P,/ dt olacaktir.)
Mal sayis1 bir (I =1) oldugunda ve f; =k olarak alindiginda s6z konusu sistem,

£= kz,B =k 9z P, seklinde bir birinci sira dogrusal tiirevsel (diferansiyel) denkleme

dt oP

doniigecektir.
Bu denklemin ¢6ziimiine, P = P(0)e™ olarak ulagilacaktir.

Mal sayis1 birden fazla oldugunda benzer bigimde hareket edilebilecektir. Bu durumda
P=ce* (i=1,---,I)denenerek yukandaki tiirevsel denklemler sistemi igin ¢oziime ulasma

yoluna gidilecektir. Bu denemeyle,

c ¥ =fz,ce”++f z,c e
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Mg M ' iy
c, Ae" = f,z,ce” +-+ f,2,ce

¢ Ae¥ = fz,ce ++ f z,c,€¥
elde edilecektir. Bunlardan,

fll z; —A o hozy G 0
fozy foZys—A - fy 2y %) 0

| f; le vee ...f; Z”—A:_‘ c, O

denklemlerine gegilebilecektir. Bu ifade, jacobian 4 olarak, c, ler x; olarak alindiginda ve

L0,
K= 0 fz e 0
0 fz'_
dendiginde,
(KA-AI)x=6

seklinde yazilabilecektir. bunun x # 0 seklinde bir ¢dziimii olmasi,
| KA-A] | =0

kosulunun gergeklesmesine baglidir. Yine aym yerde belirtildigi tizere A,ler K4 nin 6zgiil
koklerini gosterirler. Bdylece mal sayis1 birden fazla oldugunda,

tiirevsel denklemler sisteminin ¢6ziimii,

1
BO)=Y e, i=l-l

r=1
ile elde olunacaktir.

Burada ele aldigimiz modelde yakinsal kararliligin,
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lim B (=0

olmas1 durumunda gergeklesecegi diisiintilmektedir. Ote yandan sonsuza yonelindiginde
(t > oldugunda), ulastigimz ¢6ziim formiiliinde 6zgiil kéklerin yer aldig: listel terim
egemen olmaktadir. Yani, A, ler eksi defer tasidiklarinda istenilen sonug
gerceklesebilmektedir. Diger bir deyigle yakinsal kararlilifm saglanabilmesi i¢in K4 nin
biitiin 6zgiil koklerinin (ya da 6zgiil koklerin gergel say1 seklindeki kisimlarinin) eksi olmasi
gerekecegi sonucu ortaya gikmaktadir.(Bulutay, 1979, 261-265)

Kararhilik ile 6nemli yaklagimlardan biri de Perron-Frobenius teoremine dayanir. Bu
teoremin gerektirdigi kosullar1 saglayan bir matris salt degeri en biiyiik olan 6zgiil degerinin
(Perron-Frobenius kokii) baza durumlarda birden kiigiik olabilir. Iste bu kogullarin saglanmasi
halinde kararlilik saglanacaktir. A eksi olmayan bir matris olmak iizere I~ A4 Matrisinin asal

mindrlerinin determinatlarmin tiimii pozitif ise 4 kararli bir matrisdir.
Perron Frobenius teoreminden hareketle ulagilan iki sonu¢ daha vardir bunlardan birincisi

IS jl = zn:laij| olarak tanimlandiginda IS JI <1 ise A matrisinin kararl olmasi diBeri ise matrisin
i=1

> a,|<n (Brsel, 1980, 476-477)

i=1

izinin salt degerinin boyutundan kii¢lik olmasidir.

Kabaca ikame 6zelligi ile ilgili olarak, teorem su sekilde ifade edilebilir.

Teorem 2.19: (Perron-Frobenius) M elemanlan negatif olmayan, ayristirilamaz nxn bir
matris olsun. Bu matrisin en biiyiik karakteristik kokii A’ asagidaki 6zellikleri saglayacaktir.

e A reel ve pozitif
¢ M matrisinin her A kokii igin A" 2 |l| dir.
e Heri=1,...,n igin m, matrisin i inci késegen elemam olmak {izere, A’ > m, dir.

e Mx' =N'x" denkleminden elde edilecek karakteristik vektor x* A" ’mmn kesin pozitif
segilmesine bagli olarak vardir ve bu vektér matrisin bu 6zellikleri saglayan tek

vektoriidiir.
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A=M —cl verildiginde 4,;, M —cI ifadesinin i inci satir ve j inci siitununa gére agilms
p 1 . Ay z .
kofaktérdiir. ¢ >A olmasinin anlam |7| <0 dirve c> Zmy olmasinin anlami her i # j igin
=1

ﬁ>—4’L dir.

4" 14

Perron-Frobenius teoremi kabaca ikame durumuna uygulamir. M, aynstirilamaz negatif
olmayan ve en biiyiik karakteristik kokii A" olan bir kare matris olsun M —cl ifadesinin

kararl1 olmasi ancak ve ancak ¢ > A’ olmasi durumunda miimkiindiir.

B, M—cl matrisinin karakteristik kokii olsun. Bu durumda |[M —cI-pl|=0 Kkosulu
saglanmaktadir. Bu ifade |M —(c+p.)I| =0 seklinde de ifade edilebilir. A, M matrisinin
kokii oldufundan A =c+p yazilabilir. M —cl ifadesinin kararhlify ancak ve ancak her

pigin  p <0 olmas: ile saglanir. Bu durumda A —c<Oolur. Frobenius teoremine gore
A" 2[A| oldugundan M —cI ifadesinin kararlii ancak ve ancak ¢>A’ olmasi durumunda
miimkiindiir.

Her i=1,...,n igin m, matrisin { inci késegen elemam olmak iizere, A > m,; oldugundan,

¢ >\ olmasimn anlami M — cI matrisinin késegen elemanlarimn negatif diger elemanlarinm
ise negatif olmayan terimler olmas: anlamina gelir. Bu kabaca ikame edilebilirlik durumuna
karsilik gelir. (Quirk, Saposnik, 211)

Quirk ve Saposnik, tatonnement siireglerinde dahi kararsizligm ortaya ¢ikabildigi iki Srnek
olarak, H. Scarf ve D. Gale’nin 6rneklerini vermektedirler. (Quirk ve Saposnik, 1968, 188-
191)

Bunun yamnda tatonnement siirecinden farkh bir sekilde denge durumu disinda miibadele
yapilabilmesi durumunda da kararhhifa ulagilabilme yolunda ¢aligmalar olmustur. Walras
modelindeki tatonnementin ¢ok sinirlandirici oldugunu ve piyasalar temizlenmeden mal alig
verisi yapilamadigim, kontratlar1 dengesizlik doneminde yenilemenin miimkiin oldugunu
ancak alig verisin ancak denge durumunda miimkiin oldugunu bunun da belki yliksek
derecede organize olmus bazi mal piyasalarinda gegerli olabilecefini ancak ekonomideki
biitiin piyasalar igin ¢ok fazla bir varsayim oldufunu sdyleyen Negishi genel dengenin
kararhligim tatonnement olmayan siireglerin araciliiyla ele alinmasi gerektigini
belirtmektedir. (Negishi, 2000, 7)
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Hahn ve Negishi, bireysel ve toplam agir1 talep fonksiyonlarinin arasindaki iligki ile ilgili
sartlarin saglanmasi durumunda, tek degerli agir1 talep fonksiyonunun ve diferansiyellenebilir
toplam agir1 talep fonksiyonunun var olacagim ve tatonnement olmayan durumlarda da denge
pozisyonuna yakinsayacagim géstermislerdir. (Quirk ve Saposnik, 1968, 193) Hahn ve
Negishi tatonnement olmayan siireglerde de kararlifa ulasilabilecegini gosterirken, Uzawa
tatonnement siirecinin varhgmmin kararlilifin gergeklesmesini engelledigini, tatonnement
olmayan siireglerle daha giiclii sonuglara ulagilabilecegini iddia etmektedir. (Bulutay, 1980,
274-279)

Genel denge modeli agisindan teklik ve kararhlik kosullan ele alindiginda kabaca ikame
edilebilirlik varsayiminin rekabetgi bir ekonomide gegerli oldugu diisiiniilebilir. Cok sayida
malin bulundugu bir piyasada mallar arasinda ikame iligkisinin gii¢lii oldugu diigiiniilebilir.
Biitiin mallar arasinda ikame iligkisi olmayacag agiktir ancak bu noktada tiiketicinin biitge
olanaklar agisindan bakilarak ikame kavramu daha genis bir agidan yorumlanabilmektedir.
(Parasiz, 1999, 30)
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2.5 Modelin Geligmesi

Tam rekabetci bir piyasada Arrow — Debreu genel denge modelinin incelenmesinden sonra bu
béliimde, genel denge modelindeki kimi gelismeler ve bir anlamda gergek diinyaya daha
yakinlasma c¢abalarn ele alinacaktir. Calismada 6nemli bir yer tutacak olan zaman ve

belirsizlik altinda genel denge analizi daha ayrintili bir bigimde ikinci béliimde ele alinacaktir.

2.5.1 Paranin Modele Dahil Edilmesi:

A. Koutsoyiannis gibi bazi iktisatgilar genel denge analizinin mikroiktisat ile makroiktisat
arasinda bir bag kurdugunu, hatta makroiktisadin ¢ok sayida piyasamin kolaylik saglamak
amaciyla biitiinlestirildigi bir genel denge modeli teorisi oldugunu sdyler. Genel denge
yaklagiminin enflasyon veya irade dig1 igsizlik gibi makro olgularin analizi i¢in uygun bir arag
olabilmesi i¢in, paranin sisteme dahil edilmesi gerektifini de vurgulamaktadir.
(Koutsoyiannis, 1997, 566)

D. Patinkin'e gére Keynes'in denge teorisi genel denge modelinin, parayr da kapsayacak
sekilde genigletilmig ve irade dig1 igsizlii igeren 6zel bir halinden baska bir sey degildir.
Patinkin'in modelinde de agin talep fonksiyonlarindan hareket edilir. Patinkin kitabinin
mikroekonomi bdliimiinde oncelikle bir degis tokusa dayali bir miibadele ekonomisi
tanmimlayarak, sonraki boliimde para ekonomisi igin asir1 talep fonksiyonlarim ele almugtir.
Yine bu boliimde fiyat vektoriiniin biitiin elemanlarin1 bu fiyatlardan birine bolerek; goreli

(nisbi) fiyatlar1 elde etmistir. Patinkin; p,,...,p,;,p, seklinde ifade edilen fiyat vektoriinii
ﬂ,---,h,l olarak normallestirmektedir. (Patinkin, 1989, 17)
Py Py

Saf miibadele sisteminde denklemlerden bir tanesi fazlaliktir (digerlerine baglidir), dolayisiyla
bu sistemin ¢6ziimiinden sadece n—1 goreli fiyat veya fiyat oram elde edilebilir. Burada p,

numeraire olarak segilmis olan ». malin fiyatidir. Asin talep denklemlerinin olusturdugu
sistem sadece goreli fiyatlar1 belirleyebilmektedir. Fiyatlarin mutlak diizeyleri
belirlenememektedir. Saf miibadele sistemi mutlak fiyatlara gore sifinnc1 dereceden
homojendir. Bir bagka deyigle, tiim mallarin fiyatlann aym1 oranda degistifinde miibadeleye
konu olan mal miktarlarinda herhangi bir degisiklik olmayacaktir. (Koutsoyiannis, 1997, 567)
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Bu saf miibadele sistemini su gekilde Ozetlenebilir. Ele alinan ekonomide tiiketiciler
tarafindan tutulan » tane iretilmis mal ya da hizmet faktorii oldugu varsayilsin. Bu durumda
her piyasa i¢in talep, arz ve asiri talep denklemleri agagidaki formda yazilabilir.

q; =9,(P1> P25+ Py)

X, = %,(Py> Pyseers Pn)

Z,=q;(D1s P35 Py) =% (P1s Py5e- 5 Py)

Z, =0 i piyasasin dengesi i¢in agin talep sifir olmahdir. (Simpson, 1975, 61)

Walrasci1 genel denge modelleri, genel denge sorununu paray: kullanmaksizin ¢ézmektedir.
Bunu saglayan durum ise, miibadele yapanlar arasinda herhangi bir islemin yapilmasimdan
Once denge fiyatlarinin tatonnement varsaymmi altinda olusmasidir. Fiyatlarin tatonnement
siirecinde olusturdugu bir ekonomide, enformasyon hemen hemen tamdir. Tatonnement’in
icerdigi bir diger olgu da paranin roliine iligkindir. Para yansizdir ve kaynak tahsisi iizerinde
higbir etkisi yoktur. Durum bdyle olunca, hemen biitlin mallarin fiyatlanmn 6nceden
belirlendigi bir tatonnement ekonomisinde paraya gereksinim yoktur. Yalmzca bir degisim
arac1 iglevi goriir ve paranin 6zel bir statiiye uyumlagtinlmasina gerek yoktur. Buna karsilik
tatonnement siirecinin olmadig1 durumda, dengesizlik i¢inde yapilmasina izin verilen islemler
i¢in paraya ihtiyag vardir. Eger bu siire¢ (Walrasc1 dengede oldugu gibi) dengeye ulasiyorsa,
devreye sokulan paranin yine biiyiik bir anlam1 olmayacaktir. Ciinkii paranmin kaynak tahsisi
tizerindeki etkisi oldukga sinirh kalacaktir. O halde, paranin ekonomi iizerindeki roliinii ortaya
koyabilmek i¢in, tam enformasyondan uzak ve Walrasci dengeye y6nelmeyen siireglerin géz
6niine alinmasi gerekmektedir.(Parasiz, 1999, 72-73)

Para bir mal olarak bu saf degisim modeline dahil edildiginde, mal sayisimin (r+1) oldugu
diisiiniilebilir. Tanim geregi, p,,, =1 dir. Bu paramn fiyatidur. —

Bu durumda para i¢in agir talep fonksiyonu
Zn+l,k =Gnap _qr?+1,k dir.

Temel neoklasik diigiinceye gére para tiiketici fayda fonksiyonunda yer almaz Tiiketicilerin
islem amagl olarak para talebinde bulunduklan digliniilebilir. Bu para talebi tiiketicinin
baglangi¢ stoklarinin sabit bir orandaki parasal degeridir.
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Dniip = akz qugc

i=1

Bu durumda tiiketicinin paraya agir: talebi

n
_ 0 0 .
Zyyp =0y Z P9y —Gnay  dir

i=1

Buna gore toplam asir1 talebi

Zn+] = aki ipxqgc _iqz.,,l,k 01111‘.

k=1 i=1 k=l

Bu noktada yine neoklasik iktisadin iinlii varsayimlarindan birini yaparsak, baslangig
donamimlarindaki tiim mal ve para stoklarinin dagilimlarinin tiim tiiketiciler i¢in esit oldugunu
ve her ki¢in a, =a oldufu kabul edilirse

Zn+l = Zn+1 (plapza---spn) YaleabiliI.

Genel dengenin tamimina gére bir piir miibadele ekonomisinde her mal ve para i¢in asin talep
eszamanl sifir olmalidir.

Z,(py, Pyrer2,)=0 (i=1,2,...,n+1)  (Simpson, 1975, 62-63)

Aslinda Walrasc1 modelde tiim fiili alig verisler denge fiyatlanindan yapildigindan ayrica bir
miibadele araci olarak paraya ihtiya¢ olmadif1 da diisiiniilebilir. Yukarida ele alinan yapiya
gére paranin 6deme araci olarak talep edilmesinin ailelerin fayda fonksiyonlarindan bagimsiz
olduklari sadece toplumdaki gelenekleri yansittiklan diigiiniildiiglinden her ailenin
(tiiketicinin) para talebi toplam gelir (toplam harcamalarimin) sabit bir oram olarak
diigiiniilmektedir. Fayda fonksiyonlarinda bulunmadif1 igin paranmin fiyati bire esit olarak
kabul edilmektedir. Bu durumda param1 fiyati da nisbi kithk fiyati degil bir numeraire
olmaktadir. (Akat, 1980, 304-306)

Bir numeraire’in segilmesi denge degisim iligkilerini degistirmez. Ancak simdi parasal fiyat
herhangi bir maldir. (numaraire olarak se¢ilmis mal kosullarinda). Boylece nispi fiyat
herhangi bir mala gore belirlenmektedir. Dolagimdaki para yalmzca islemlere aracilik
yapmaktadir. Para kendisi icin talep edilmemektedir. Uretim siirecinde yaimzca mallar arz
edilmemekte, bu sirada faktorlere yapilan 6demeler nedeniyle aym zamanda bu mallarin
satilmas1 igin gerekli talep yaratilmaktadir. Bir bagka degisle, her arz kendi talebini
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yaratmaktadir. Bu ifade Say Yasasinin ifadesidir. Say’a gore, bir degisim ekonomisinde genel
bir agin iiretim durumu olamaz. Dier bir degisle, bu yasa bir degisim ekonomisinde géniilsiiz
eksik istihdam dengesinin varlifim kabul etmemektedir. Say’a gore, halk mal ve hizmet arz
ederek bunun kargilifinda da diger mal ve hizmetleri istemektedir. Paray: kisiler bizzat para
olarak yanmda tutmak i¢in talep etmezler. Kigiler paray1 mal ve hizmet satin almak i¢in elinde
bulundururlar. Béylece, her arz bir talep yaratmaktadir. Halk sadece mal ve hizmet satin
almak i¢in ¢aligmaktadir.

Say bazi mallarin talebine bagh olarak iiretiminde asmhgmnin olusabilecegini kabul
etmektedir. Ciinkii talep bu mallardan baska mallara kaymis olabilir. Fakat bu talep kaymasi,
bu kez harcamalarin y6neldigi alanlarda kitlik yaratacaktir. Ekonomik stireg iginde bu katliklar
ve fazlaliklar ortadan kalkacak ve bdylece talep arza esit olacak, dolayisiyla genel bir agin

tiretim durumunu olusmayacaktir.

Say yasasi tlim mallarin arzinin, tiim mallarin talebine esit oldugunu gostermektedir. Say
Yasas1 aslinda bir takas ekonomisi igin gegerlidir. Her arz diger mal ve hizmetler i¢in esdeger
talep yaratmaktadir. Dolayisiyla her zaman talep arza egittir. Bir takas ekonomisinde, bir mah
bagkas1 satin almaksizin satmak miimkiin degildir. Béylece bir ekonomide, genel bir agin
{iretim durumu olanaksizdir. Iste Say Yasas: bu 6zdesligi vurgulamaktadr.

Say Yasas1 paranin yalnizca bir degisim araci olarak kullamildig: bir diinyada gecerlidir.
Buradaki para, soyut, bir hesap birimi, yani numeraire dir. Ticaret, takasin tiim 6zelliklerini
tagir. Hi¢ kimse bu tlir bir parayr para olarak tutmak istemez. Bu sadece bir muhasebe
parasidir. Bu yiizden de tiim mallarin toplam degeri, piyasaya arzedilen tiim mallara esittir.
Yeniden oOzetlersek, nmal (esyatpara) talep edilmekte ve arzedilmektedir. Yukandaki
Ozdesligi mallarin miktarlann yerine degerleri agisindan yazildifinda arz ve talep edilen
miktarlarinin mallarn fiyatlariyla garpilmas: gerekir. Say Yasasinin

D>'PD,=)PS, seklinde gosterilmesi Walras Yasas: olarak ifade edilmektedir. (Parasiz,
=]

i=1

1999, 75-78)

Simpson Say Yasasi’n1 Z p,Z, =0 olarak ifade eder ve neoklasik sistemde paranin sadece
i=1

hesap birimi olarak kullamlmas1 ve agin talep fonksiyonlarmin fiyatlara gore sifinnci
dereceden homojen olmalarn durumunda Say Yasas: ile Walras Yasasi’nin 6zdes oldugu
belirtilmektedir. (Simpson, 1975, 62-63)
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Ancak para bir kez dolagima girince halk bunu elde etmek, tutmak da isteyecektir. Ciinkii
bilindigi gibi para hesap birimi oldugu kadar iyi bir deger saklama aracidir da. Iste paranmn
deger saklama iglevi Say Yasasinin formiillestirilmesinde yer almamaktadir. Yani talep edilen
mal ve hizmetler arasinda, para aktif olarak bulunmamaktadir.

Patinkin para kavramini Walrasci genel denge modeli gergevesinde ele alarak makro
ekonominin mikro temelleri yaklagimimin da kurucularindan biri olmustur. (Akat, 1980, 300)
Degisim ekonomisinde denge fiyatlarimin bir temel 6zelliginin, belli bir fiyatlar kiimesinde
her mal piyasasinin dengede oldugu varsaymm oldugunu belirten Patinkin para piyasasinda da
dengenin var olmas: gerekliligi savunulmaktadir. Patinkin “Problemin Walras Kanunu’'na
Gore Tamimlanmast” bagh altinda, net para talep miktarinin sifir olmas1 gerektigini bundan
dolayi, belli bir fiyatlar kiimesinin bir denge kiimesi olup olmadifim belirlemek igin, para
piyasasina bakmanin gerekli olmadigini, onun yerine, bu fiyatlar kiimesinin ayr ayn her mal
piyasasinda dengeyi kurdugunu géstermek yeterli olacagini belirtmektedir. Dengede her mal
piyasasi i¢in agir1 arz tamm geregi sifir oldugundan para igin de asin talep sifir olmak
zorundadir. (Patinkin, 1989, 35-36)

Patinkin’in sitemini denklemlerle 6zetlenebilir. Patinkin dncelikle paray: fayda fonksiyonuna
dahil etmigtir. Béylece

U, =U (4> %5 -4, ) seklinde tanimlanan fayda fonksiyonu yerine

U,= Uk[qlk,qZk,...,an,M"—J denklemi yazilabilir.
p

0

p°=>wp; D w=1 Budenklemde M, tiiketicilerin ellerinde tuttuklar para miktar
i=l -

i=l

bir fiyat endeksidir. (Simpson, 1975, 65)

Bu sekilde paranin reel satinalma giiciinii bulmak i¢in nominal para miktar1 bir fiyat
endeksine boliinmiigtiir. Bir ailenin ailenin elindeki nominal para miktar1 fiyat endeksine
béliiniince o ailenin reel nakit stogu bulunmus olur. Walras buna arzulanan nakit demektedir.
Fayda fonksiyonuna bu reel nakit girecektir. (Akat, 1980, 308)

Paranin fayda fonksiyonuna dahil edilmesinin anlamu, tiiketicilerin gelirlerinin bir kismim
tasarruf edip para halinde tutmalarina izin verilmesidir. Paranin esas giicii likidite 6zelligi yani
diger mallara doniigtiiriilebilme hizidir.
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Biitce kisitina baghi olarak biitiin tiiketicilerin faydalar1 maksimize edildiginde Patinkin

sistemi gu sekilde dzetlenebilir.

Talep Egsitlikleri;

4,=q9,p,/ %0,/ P°ssp, I P°, M/ P°)  (i=1l,....n)
Im =9m(P1/ P°s P2/ P sy | PO, M/ P°)

Arz Esitlikleri

X, = x‘,(p1 /p°p,/ p°ser D, /p°,M/p°) (i=1,.,n)
x,=M/p°

Denge Kosullar;

q,=x @i=1,..,n)

In = *m
Fiyat Endeksi Esitligi,
p’= ZWi p, dir.

i=1

Bu durumda sistemde 3n+4 denklem ve 3n+3 bilinmeyen bulunmaktadir. Denklem sayisi
bilinmeyen sayisindan bir fazla oldugundan ilk adimda Walras Kanunu kullamlamaz, ancak
yine Walras Kanunu’na gore mal piyasalarinin tiimii dengede ise para piyasasi kendiliginden
dengededir. Bu durumda denklemlerden biri atilarak sistem belirlenebilir." (Simpson, 1975,
66)

2.5.2 Artan Getiriler Ve Monopolcii Rekabet

Walras'm ve Hicks'in genel denge lizerine ¢aligmalar1 sadece tam rekabet kosullarm ele
almaktaydilar. Bununla birlikte Walras monopol gibi diger sistemleri de igeren sistemlerin
g6z Oniine alinmasimi gerektigini vurgularken Hicks monopol varsayimmin kabuliiniin
ekonomi kuramimn iizerinde ¢ok yikici etkileri olacagim vurgulamaktadir. (Parasiz, 1999, 72)

! Benzer yoldan tahvil piyasalarini ad modele dahil eden bir galiyma igin Akat (1980) 315-334 bakilabilir.
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Genel dengenin varhigmin arz talep esitlifi yerine tam rekabet sartlarinda sosyal refahin
maksimizasyonu yontemiyle gosterdigini s6yleyen Negishi, tam rekabet varsayiminin
gergekei olmadiginin kabul edilmesinin bir zorunluluk oldugunu vurgulayarak, genel denge
analizlerinde yapilan tam rekabet varsayimin yerine daha gergek¢i olan monopolcii rekabet
varsayimini koymaktadir. (Negishi, 2000, 5-10)

Ortak goriis, rekabetgi denge konseptinde ekonomik ajanlarin sayisinin g¢ok oldugu ve
higbirinin fiyatlar: etkileyemeyen fiyat alicilar olduklandir. Buna kargin {iiretim tarafinda
firmalarin sayilar1 yeterince biiyik olmayabilir. Bu durumda Cournot’un kismi analiz
¢oziimiine benzer bir gekilde firmalar davramglan igbirliksiz oyunlarin oyuncularina
benzerdir. Ve bu oyundaki denge Nash denge noktas1 formunu saglamaktadir. (Gabszewicz ve
Vial, 1999, 709)

Arrow-Debreu modelinde oldugu gibi karar alicilarin tam olarak bilgilendirildigi hipotezinin
iki sonucu vardir. Birincisi tam rekabet piyasasinda, miikemmel bilgiye sahip olma ve fiyat
alic1 davramstir. Ikincisi digbiikey bir tercihler kiimesi fizerinde tanimli igbiikeyimsi bir fayda
fonksiyonunun varligidir, Ancak bu teorem, digsalliklarin, asimetrik bilginin, monopolistik ya
da oligopolistik rekabetin bulundugu piyasalarda gegerliligini yitirir. Olgege gore artan
getirinin ya da digbiikey olmayan teknolojilerin varhg bunun érnegidir. Uretim kiimesinin
disbiikeyliginin toplanabilirlik ve béliinebilirlik 6zelliklerini gésterdigini bunun anlaminin da
teknolojik olarak olanakl: iki iiretim plamnin bulunmasi halinde bunlarin toplamindan olusan
bir iiretim plam da miimkiin olmasidir. Bunun anlamui olgee gére azalan getirilerdir.
Béliinebilirlik 6zelliginin bulunmamast 6lgege gbre artan getirilerin varlifina isaret eder.
Artan getiriler firmalarin 6lgek ekonomilerine sahip olmalarina énderlik eder ki, bu durum
piyasa rekabetinde gergek anlamda degigimleri gerektirir; firmaya piyasa fiyatlarim etkileme
imkam verir. Genel denge modeli digbiikey olmayan teknolojilerin varlifi durumunda ciddi
zorluklarla karsilagir, digblikeyligin olmamasi dengenin varhigim basarisizhifa ugratir. Bunun
anlam1 digbilikey olmayan teknolojilerin varlifn durumunda genel denge analizi yapabilmek
i¢in firmalarin daha genel kurallar izlemelerine izin verilmesi ve denge kavramimnin yeniden
tanimlanmasimi gerektirir. Bunun anlami denge ile optimum arasindaki aymlik iligkisinin
stirdiirtilemeyecegidir. Bu ylizden digbiikey olmayan teknoloji durumunda dengenin varlig ile
optimallik analizi birbirinden ayn iki soru olarak ele alinabilirler. (Villar, 1996, 6)

Dolayisiyla denge halinde Pareto optimuma erismenin ancak tam rekabet varsayiminda
gergeklestigi goriilebilir. Ornegin monopol dengesinin Pareto anlamda bir optimuma tekabiil

etmemesinin nedeni, fiyatlarin o mallarin marjinal maliyetlerinden daha fazla olmasidir. Satig
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miktarmn arttirilmasi1 amaglandiginda bir birimlik artis nedeniyle fiyatta olusacak indirim
stok etkisi yiiziinden tlim tiretim miktarina yansiyacak bu da monopoliin karinda diiglise neden
olacaktir. Ancak fiyat farklilagtirilmasi ile bu sorun asilabilir ya da Pareto optimale yaklasma
miimkiin olabilir. Ozellikle sabit maliyetin ¢ok yiiksek oldugu durumlarda ise bu maliyeti
kargilayabilmek igin yiiksek miktarda iiretim yapmak gerektiginden ancak bu durumda da
fiyatlan diisiirmek gerekeceginden monopoliin dengesi Pareto anlaminda optimum degildir.
Eksik rekabetin s6z konusu oldugu farkli oligopol modellerinden taraflardan higbirinin tek
tarafl1 bir kararla bu durumu degistirmekte ¢ikar1 olmadig: bir kaynak dagilimina tekabiil eden
Cournot-Nash dengesinde, dengenin varlifiin belirsiz oldugu, mevcut olsa bile Pareto
anlaminda optimum olmadif1 gosterilmigtir. Pareto anlaminda optimumu saglayan Bertrand
dengesi gibi modellerde ise bagka giicliikler s6z konusudur. (Guerrien, 1999, 144-159)

Konu Arrow ve Hahn’m 1971 yilinda yazdiklann “Genel Rekabetgi Analiz” (General
Competitive Analysis) isimli kitaplarinda ele alinmigtir. Kitabin altinci bolimii “Alternatif
Varsayimlar Altinda Genel Denge” basiigini tagimaktadir. Bu bollimde “Digsalliklar’,
“Monopolistik Rekabet Altinda Denge” gibi altbagliklar var. Kitabin yedinci boliimii ise
“Digbiikey Tercihler ve Uretim ile Piyasa” baghgm tagimaktadir. (Arrow-Hahn, 1971, 129-
182)

Arrow ve Hahn, monopolistik rekabet altinda dengeyi incelerken 6ncelikle monopolistik
firmalar arasinda karsilikli etkilesim bulunmadigini varsaymaktadirlar. Bu durumda firmalar o
andaki fiyat1 almakta, verilen ve algilanan talep fonksiyonlarim kontrol edememekte ve
algilamalar gozlenen fiyat ve tahsisler iizerine kurulmaktadir. En azindan denge durumunda
gozlenen noktada talep fonksiyonun dogru oldugu varsayilmaktadir. Gerekli bir varsayim
olmamakla beraber monopolistik firmanin denge noktasindaki talep esnekligini dogru olarak
algiladif1 kabul edilmektedir.

Daha 6nce de belirtildigi gibi monopolistik firmanin iiretim olanaklar1 kiimesinin digbiikey
degildir. Yazarlar digbiikeylik varsayimimi gevsetmelerine ragmen yine de olanakli iiretim
tahsisleri kiimelerinin bazi kosullann saglamalarinin garantilemek i¢in bazi1 hipotezlere
gereksinimleri oldugunu, ozellikle de kaynaklarin simirli olmasi durumunda bu olanakh
tiretim kiimesinin de sinirh olmasi gerektigini belirtmektedirler. (Arrow-Hahn, 1971, 152)

Digbiikey tercihler varsayimmmin birakilmasi halinde bir ¢esit dengeye ulasilip
ulagilamayacagim1 sorusunu ortaya koyan Hiderbrand disbiikeylestirilmis bir ekonomide
rekabetci bir sonucu ulagilabilecegini savunmakta ve asir1 talep kiimesinin digbiikey ortiistinii



95

p’ fiyat vektérii ve w* =(x*,y") tahsisi birlikte, arz ve talep arasindaki uyumsuzlugun
simrlandigi bir denge yaklagimmm olugtururlar. Ekonominin ne kadar genis oldugundan
bagimsiz olarak sinir digbiikey olmama derecesi tarafindan belirlenir. Disbiikey olmamanin
derecesinin tanimi igin dncelikle {xl |x—x°| < R} formundaki § kiimesinin yarnigap: rad(S)

tammlanmaktadir. Benzer bir sekilde i¢ yangap da »(S) olarak tammlanir. Her x € con S igin
tamim geregi, X noktasini kapsayan bir sonlu 7’ c S altkiimesi vardir. Bu sekilde tanimlanmig
her x i¢in rad(T) bir alt simr sahiptir. Bu alt simrin conS digbiikey ortiisii i¢indeki biitlin
x’ler tizerinde ~r(S) bir iist sinir olarak tamimlanir. Eger x € S ise rad(7T) 'nin alt simn
sifirdir. Digblikey kiimeler igin conS =S dir ve bu nedenle 7(S)=0 dir. Buradan r(S)
digbiikey olmamanin Slgiisii olarak tanimlanir. (Arrow-Hahn, 1971, 173-175)

Arrow-Hahn yaklagimi Shapley-Folkman teoremini kullanarak hem {iretim olanaklar
kiimelerinin hem de kayitsizlik egrilerinin digbiikeylestirilmesine dayanmaktadir. Arrow ve
Hahn’a gore biitiin firetim olanaklar kiimeleri yerine bunlarin disbiikey ortiilerinin konulmas:
durumunda rekabetgi piyasa i¢in tamimlanmis varsayimlar saglanmis olur. (Arrow-Hahn,
1971, 175)

Teorem 2.20: (Shapley-Folkman Teoremi) F' disbiikey S kiimelerinin bir ailesi olsun,
S € F olmak tizere rad(S) < L dir. Buna bagh olarak herhangi bir sonlu F' c F alt ailesi ve

herhangi bir x econ ZS ise Oyle bir y econ ZS vardir ki n uzaymn boyutu olmak iizere

SeF’ SeF'

[x— y|<LVn dir. (Arrow-Hahn, 1971, 396)

Shapley-Folkman teoremi ile bir anlamda gok sayida ajanin bulundugu bir durumda agin1 talep
fonksiyonlarinin digbiikey bir rtiiden gok da farkli olmadigim géstermektedir. Bunun anlami
digblikey olmayan genis ekonomilerin dengeye yaklasacafidir. (Hildenbrand ve Kirman,
1976, 165-167)

Bu teoreme gére R’ uzayna ait S,,S,,...,S, bos olmayan kiimeler olmak iizere bu kiimelerin

toplamimin digbiikey Ortiisiine ait bir z € conZS, noktas1 alindifinda, bu nokta x, €S,

i=1

noktalarinin toplam olarak yazilabilir. z = Zx, dir. Bu toplam olusturulurken uzayin boyutu

i=1
olan / sayisindan fazla sayida olmayan S, lerin digblikey értiilerinden noktalar almmugtir. / yi
asmayan sayida noktalarin kiimelerin kendilerinden degil de bunlarin digbiikey 6rtiilerinden
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gdz Oniine alarak digbiikeylifin yoklugunun ortadan kaldirilabilecegini belirtmektedir.
(Hildenbrand ve Kirman, 1976, 165-167)

Genel yaklagimlardan biri, bireysel iireticiler igin s6z konusu olan digbiikeylikte sapmalarin
toplam davramiglar iizerinde etkisiz kalacag1 yoniindedir. Monopolistik rekabetin oldugu bir
ekonomide genel dengeye ulagma sorununun bir anlamda digbiikeylik varsayimimn
saglanamadifn durumlan ele almakla egdeger oldugu sdylenebilir. Yine Arrow ve Hahn'a
déndiigiimiizde yazarlarin iiretim ve tiiketimde digbiikeylik varsaymmmin saglanmadig
kosullarda bile rekabet¢i bir dengeye yaklasmanin miimkiin oldugunu sdylemektedirler. Bu
yaklagimda digbiikeylik kosulunu saglamayan kiimeler yerine bunlarin digbiikey ortiilerini
kullanilmaktadir, 2.3. boliimde tanmimlanan digbiikey ortii kavramindan hareketle bir kiimenin
disbiikey 6rtiisiiniin bu kiimeyi igeren en kiigiik digbiikey kiime olduguna dikkat edilmelidir.

Arrow ve Hahn her firmanin iiretim olanaklar1 kiimeleri yerine bu kiimelerin disbiikey
ortiilerini kullanmiglardir. Buna benzer bir iglemi tiiketici tercihleri i¢in de yapmuslar tiiketici
tercihlerinin digbiikey ortiilerini almiglardir. Bu durumda digbiikeylestirilmis bir ekonominin
daha onceki boliimlerde ele alman ve dengenin kuruldugu bir rekabet¢i ekonominin
varsayimlarini sagladigi kabul edilebilir.

p’ dengeyi saplayan fiyat vektsrii, w' =(x",y"), verilmis bir disbiikeylestirilmis fayda
seviyesinde, x, maliyet minimizasyonunu saglayan tiiketim miktaniyken ve y}
disbiikeylestirilmig {iretim olanaklar kiimesinde ka1 maksimize eden iretim miktariyken
miimkiin kaynak dagilimlanm géstermektedir. Bazi fayda seviyeleri ve verilmis p° fiyat
vektorleri igin her x, talep kargilama vektorlerinin digbiikey kombinasyonlaridir. Her / igin
bir x, vektérii segilerek, digbiikkey olmamanin maksimum derecesine bagh bir biiyiiklik
tarafindan simirlandirtlnugtar.

PEEDRN
h A

Benzer bir yorumla orijinal {iretim olanaklari kiimesinde ve p° fiyatinda kar maksimum

yapan bir y; segilebilir.

D V=205
f f




96

alinmasi1 durumunda, bos olmayan kiimelerin toplamn bu toplamin digbiikey ortiisii i¢ine
yerlestirilebilir.

Bu teoremin genel bir sonucu olarak, tercihlerin disbiikey olmamasi nedeniyle bireysel asiri
talep kiimeleri digbiikey olmasalar bile bunlarin toplamimin bir digblikey klime olarak
alinabilecek olmalaridir. Ancak digbiikey olan bu toplam kiimenin olusumunda bireysel asirt
talep kiimelerinin diginda kalan fakat bu kiimelerin digbiikey ortiilerine dahil olan en fazla /
sayida sapma dikkate alinmalidir. Bu kiimeler dengeden sapmanin nedenini olustururlar.
Ekonomide mal sayisindan ne kadar fazla kisi olursa dengeye o kadar yaklasilabilecektir.
Toplam taleple arz arasmdaki farklihgin (dengeden sapmanin) nedeni bu en ¢ok / sayida
olabilen ve digbiikey olmayan bireysel agir1 talep kiimelerinin yarattifn sapmalardir. Kisisel
tercihlerde ortaya ¢ikabilen bu digbiikeylikten sapmalarin biiyiikliikkleri ve ekonomideki
agirliklar: 6nemlidir. (Bulutay, 1980, 167)

Baz1 varsayimlarin saglanmasi halinde karar alicilarin (iktisadi ajanlarin) sayilarinin yeterli
olgiide fazla oldugu bir ekonomide tercihlerde digbiikeylik olmamasi1 durumunda da yaklagik
bir dengenin bulunabilecegi ortaya konmugtur. Arrow ve Hahn'in agafidaki teoremleri bu

sonucun {iretim ekonomisi i¢inde gegerli olacagim géstermektedir.

Teorem 2.21: Eger bitin f degerleri igin r(Y,)<L ve bitin s degerleri igin
f ,r( {xh lx, 2, x,‘,‘})sL ise, n mallarin sayisim gdstermek iizere L+/n ifadesinin tazmin
edilmis bir dengesi vardir.

p've @ disbiikeylestirilmis bir ekonominin dengesi olsun. y} € con Y, olduguna gire y} ,
Y,’nin en azindan bir sonlu altkiimesinin bir digbiikey kombinasyonudur. Bu tiir biitiin
alkiimelerden en kiigiik ¢apa sahip olan bir tanesi r(Y ,)S L varsayimina dayamlarak segilir.
y} ler tizerine yaymms ve rad(T,)<L igin T, c Y, kiimesi bulunur. Tammdan negatif

degerli olmayan a(y f) fonksiyonu y, €T i¢in vardir ve agagidaki kogullari saglar.

Za(yf)yf =y} ve Z a(yf)=1

yrely yrely

o (y g ) > 0 oldugu varsayildiginda

p'y;=3 aly)py, dr

YeT,
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Ancak biitiin y, €T, lerigin y, €Y, cconY, oldufundan kar maksimizasyonu geregi yine
bitin y, €T, lerigin 'y » p'y, dir. a(y,)> 0 olmast

{xh | X, 2, x;} kiimesi baz1 x, lar igin {xh | X, 2, xﬁ} formundaki kiimelerin bir digbiikey
ortiistidiir. Bu kiimenin rad(Sh)s L kosulunu saglayan S, gibi sonlu bir alt kiimesi vardur.
S, igindeki biitiin x, larigin p’x, = p'x, dir.

Bu durumda S, iginden bir x, segilebilir. Yapidan dolay: agagidaki esitlik yazilabilmektedir.

x =y =) x%,->.y; € conS, +Zcon(—Tf)= con[ZSh +Z(—-Tf )}
h 7 h S h J
Bu noktada Shapley-Folkman teoremi uygulanarak;

zt e ZS,, + Z (— T, f) esitlifinin varlig1 gosterilebilir.
h s

<IJn

» *®
x -y —-z¥

zt = th - Z ¥, kosulunu saglayacak
h /

x,€S8, ve y, €T,

Tazmin edilmis denge yaklasiminda p° > 0 fiyat vektorii ve @ = (x“ , y") ile 0* = (x+ , y*)
agagidaki kosullar: saglayan iki tahsis olsun.

a) x" <y +x

b) p, =0 X<y K

¢) y;, y;€¥, igin p'y, i maksimize eder.
d) x}, x,2,x i¢in p’x,iminimize eder.
€) p'x;=M; =M,

f) |a>“—co+ <4

2

0" -0 |- \/;|x;‘_x;r+;|y;_y;

m ekonomideki ajanlarin sayis1 ve 4, m sayisina bagh bir sabittir.
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Teorem 2.22: Bir piir miibadele ekonomisinde, biitiin / degerleri igin

r({xh |x,, 2, x, })S L dir. Bu durumda tazmin edilmis bir denge vardir.

Asagidaki kosullar1 saglayan bir x~ bulunanbilir

x"=x"vepx =px (x, 20)

Eger bu 6zelliklerde bir x” bulunursa x, € X, olacaktir ve 4= Ln

x5 —x < 0} olmak tizere asagidaki ifadeler

P={ilx; -x >0} N={i

yazilabilir. (11)

-3 L .
X, =th,. ieP
h h
% * .
th,. =th,. ieN
h h
* ** + ) . + )
Zpi (xhi —xhi)_zpi (xhi _xhi)_ah

ieN ieP
X 20 (ieP)
x,; 20 (ieN)
x;, —x,; 20 (ieP)
Xy, =%, <0 (ieN)
x;eX,, x,20 ve x, 20 ieN olduguna goére eger x;,—x, <0

saglamyorsa, ieP, x} >0 ve x, /x’ <1 dir.
x;

ieP igin x,, = — x}; tammlandifinda yukarda verilen ifadeler saglanir.
i

. a :
a, 20 olmak {izere a=Zah w, =—+ eger a>0 ise ve
h a
th =1 eger a=0 ise olmak lizere,
h
S S » + ers
Xy =X +W, (x,. —-X; ) tanimlanabilir ve

PWACEEADWACEES

ieN ieN
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p'x,=p'x oldugundan

3 b =5 )= b =)= 23 pr s~ 2 )= Y0, =a

ieN h ieN h ieP h

3 o1 (55 -x;)=w,a=a, yazlabilir.
ieN

Bu durumda x” ifadesinin uygun bir tahsis oldugu s6ylenebilir.

<IJn ve lx"—x*'SL«/; dir.

Tanimlardan |x' —x*

Ancak Ix" -x*

2 .,
=Zx, -x; ] ve

i

1

2
(x." ~-x} )Z = [Z(x,: -x; )] dir ve biitiin terimler ayni isarete sahiplerdir.
h

Sad +

Dolayistyla (x," -x/ )z > Z(xh, —xh,)z yazilabilir ve i {izerinden toplanirsa
h

< L\n oldugu gosterilebilir. (Arrow-Hahn, 1971, 180)

¥
Slx -x*

|x"-x

Bu yaklagimla bir anlamda bireysel diizeydeki digbiikeylikten sapmalar g6z ardi edilerek,
digbiikey ortiiler kullanilarak digbiikeylestirme saglanmakta ve genel dengenin varlif: igin
gerekli kogullar yerine getirilmig toplam arz toplam talep esitligi saglanmig olmaktadir. Bir
anlamda matematiksel kanitlama ile digbiikeylikten sapma biiylik olmadik¢a maksimum fayda
ve kar saglayan mal demetleri toplaminin arz talep esitligini saglayan mal demetleri toplamina
yakin ¢ikacagi sonucu ortaya konmaktadir. Bu yakinlik birbirinden ¢ok farkli olmayan
tiiketici birbirine benzeyen liretici sayilarinin artigina bagh olarak artmaktadir.(Bulutay, 1980,
165)

Monopolistik rekabet ile ilgili ulasilan sonucu Hart’in makalesine dayanarak su sekilde
6zetlemek miimkiindiir. Firmalar ekonominin toplamina gore biiyiik iseler monopol giiglerini
kullanabilirler ve monopolistik rekabetgi denge Pareto optimal degildir. Ote yandan
ekonominin biitiinii iginde degerlendirildiginde firmalar kii¢iik iseler, monopol giigleri ortaya
¢ikmaz ve monopolistik rekabet¢i denge Pareto optimaldir. (Hart, 1999, 761) Bu yorumdan,
Shapley — Folkman teoremi aracilifiyla digbiikeylestirme g¢abalari ile ne amaglandif1 da
anlasilmaktadir. Digbiikeylik &zellifini bozan artan getirilere sahip tiretim yapan {ireticilerin
varlifa halinde bunlarin genel ekonomi ig:iﬁde kiiglik karar alicilar olduklari varsayilirsa ki
varsayilmaktadir, monopolistik 6zelliklere sahip olsa da, Pareto optimal rekabetci bir dengeye
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ulagilmas1 miimkiindiir. Ulagilmak istenen sonug¢ bu sekilde belirlendikten sonra ig
matematiksel olarak digbiikeylestirilmenin gosterilmesinden ibarettir.

Negishi giiniimiizde hakim olan Neoklasik teorinin referanslarim tamamiyla, neoklasik
teorinin orjinal tamumlayicisi olan Marshalci gelenekten farklh olan Walrasc1 ya da neo-
Walrasyan ekonomik teoriden aldigim, ancak bu Walrasci ana akim ile direkt olarak iligkili
olmayan teorilerden hareketle giinlimiizde hakim olan ekonomiye karsi bir teori
gelistirilebilecegini sdylemektedir. (Negishi, 1985, 1) Negishi bir anlamda Keynesci
ekonominin Walrasc1 olmayan mikroekonomik temellerini gelistirmeye ¢alismgtir.

Monopolcii rekabet ve genel denge ile ilgili gok onemli bir makale de Negishi’ye aittir.
“Monopolistic Competition and General Equilibrium” Negishi’nin modelinde m mal »
tilketici ve r' tam rekabet¢i » —r' monopoistik rekabetgi olmak tizere » firma vardir. i inci

tiiketicinin tiiketim vektorii x; ve baglangig donammlan vektorii x,, & mnci firmamn iiretim

vektorii y, ve y, tretim olanaklan kiimesidir.

x,' , y,:,P' , sirastyla x,,y,,P ifadelerinin beklenen degerleri ve A, k mc1 firmamn i inci
tilketici ye dagitilan kar payidir. Negishi rekabetgi firmalarn kiimesini R' = (1,...,r’) ile
monopolistik rekabetgi firmalarn kiimesini R = (7' +1,...,7) ile ifade eder. jeJ*
ifadesinin anlami j inci maln piyasasmnda k mnc1 firmanin baskin oldugudur. je J° ise bu

piyasada hakim olan herhangi bir firma olmadig: anlamina gelir.
Negishi’nin varsayimlar sunlardar:

Varsayim 1: U,(x,) fada fonksiyonlan siirekli, azalmayan, doyumsuz ve benzer i¢biikeydir.
Varsayim 2: (1)0 e Y, ; (2) olanakl liretim ktimeleri ¥, digbiikey ve kompaktir.

Bu varsayimlar rekabet¢i bir ekonomi i¢in denge teorisi ile benzerdir ve Negishi bu
varsayimin gerekli olmadifim belirtir.

Varsayim 3: Her monopolistik rekabet¢i firma bu oOzellikteki diger firmalardan ayrilir.
k.k eR?

icin J*NJ* =@ . Bu varsaym iki tarafh monopol, oligopol gibi segenekleri diglayarak

modelin monopolistik rekabetle sinirlandirilmasim saglar.
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Varsayim 4: k mc1 firma (ke R?) ¢ikt1 ya da girdileri i¢in subjektif ters talep veya arz
fonksiyonlarina sahiptir.

Py =Pj(y,;-,P,zi:x,j _Zng'J

k'+k

tek degerli ve stireklidir.

V= 2%y~ DoV~ 2% ise P, =P;(y’:l"P’Zixif _Zk’¢kyk7)’dir'

Bu varsayim gostermektedir ki (piyasanin mevcut durumu ile ilgili  bilgiler
P,Y x,—Y . Yy verilmisken) firma P] ve y, ile iligkili olarak bir piyasa durumu

beklentisine sahiptir.

Varsayim 5: P; =P, ( y,;,P,Zx,j - Z y,q.) fonksiyonu lineerdir ve y,;. ye gore azalir.
i

k'#k

Tamm 2.24: (P,x, , yk) vektorler kiimesi bir agagidaki kogullarin saglanmasi durumunda bir

dengeyi ifade eder.

(1) x,, U,(x,) nin maksimum noktas: ise

ijjxij SZij’—Cij +2k’"’“2jpjyki =Mi >0
() y,, keR', y, €Y, olmak iizere Zijy,g. *nin maksimum noktasidir.

(3) y.,.keR* , \P,=a,y,+b,,jeJ,) noktass y, ¥, olmak iizere fonksiyon
k i IL4 B k k k

Z,- By + jel! (a Yy b, )y,q. karesel fonksiyonunun maksimum noktasidur.

Q) z:xij < 21;”' + Zkqu" PJ’(ZixiJ' —Zt;’j —Zkyki)= 0.

Teorem 2.23: Ele alinan varsayimlar altinda tammdaki denge elde edilir.

Kamt: Sistem, fiyatlara gore sifirnci dereceden homojen oldufuna gore, fiyat vektori
Pe S, olacak sekilde normalize edilebilir. (S,, m boyutlu bir simpleksi ifade etmek tizere)
Tamim 2.24 ve varsayimlara gére I', genis, digblikey bir kompakt kiime olmak tizere x, €I
yazilabilir.

T.C. YUKSEKGGRETIM KUKU LY
ON MERKEZS
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PeS,, y, €Y, verilmistir. Tanim 1.5.1 gore
M, =ZjPJ;ij +maxloszkxikszjy;q~]> 0. dir.

Eger PeS", x, € Zi, ¥, €7, verilmisse, asagidaki esleme izlenebilir.

P =—maxl0, 2, +u(E %, - X, - B 50) 5 w>0;

A= ijax[O’Pj +'J'(Zixij _Zky/g' _21;'7) ]>O

Biitiin bunlar birlestirilerek S™ x[], X, x[], ¥, uzaymin kendi iizerine bir esleme
tanimlanabilir. Bu ifade kompakt digbiikey bir kiimeden kendi iizerine iist yan siirekli bir
esleme oldugundan Kakutani Sabit Nokta Teoremi’ne gore bir (;, x=,,y=k) sabit noktasi vardir.
Walras Kanunu’na gére yazilabilir.

Zi?;i _Zk? ;k —Zi?;i =0,

P; (Zi;g —-Zk;,q —Zi;ij )= 0 yazilabilir.

Varsayim 5 geregince Pj' ‘i sabit oldufunu kabul etmis oluyoruz ki bu durum rekabetgi
dengeye kargilik gelir. Zin ¥y, kar fonksiyonunun i¢biikey olmasi durumunda varsayim 5’in
degistirilmesi gerekir.

Varsayim 5*:
IRT IR YETED S0 ST RORS N 2T S A 3

=4,y by Yy <X Xy =y Ve —
ve a8, 3,5, = Tdi <6 P D, - T3y, J<0. |
Varsaymm 4 ile birlikte y, =" x, =Y, .y, -2 x;de

a;yy+b,=d,y, +b, denklemi elde edilmektedir.
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Birinci teoremde ana rolii iiretim kiimesinin digbiikeyligi varsayimi oynuyordu. Negishi
rekabetin bazi milkkemmel olmayan yanlar ile karsilagildiginda tiretim kiimesinin digbiikey
oldugunu varsayamayacagimizi, monopolistik rekabet ve artan getirilerin géz oniine alinmasi
gerektigi belirtiyor. Negishi’ye gore iiretim kiimesinin digbiikkey olmas1 gerekmeden
biiziilebilir olmasi varsayimina dayanilarak dengenin varhigmn ispat edilebilecegini
sOyleyerek ikinci teoremi ortaya koymaktadir.

Teorem 2.24: ilk dort varsayim ve Varsayim 5* saglandigx takdirde tammlanan denge elde
edilebilir. Negishi tammdaki 3. kosulun biiziilebilme anlamina geldigini belirterek bu
teoremin ispatlanabilecegini belirtmektedir.?

Negishi ayn1 makalesinde rekabetteki bazi aksamalar durumunda da ekonominin kararhiligimn
ispatlanabilecegini ifade etmektedir. (Negishi, 1999, 703-708)

Negishi digbiikeylik varsaymminin Kullamlamadifi monopolistik rekabet durumunda
digbiikeylik 6zelligine olduk¢a yakin biiziilebilme 6zelligini ve yine sabit nokta teoremini
kullanmgtir.

Ekonomideki karar alicilarin sayisimin az olmasi durumunda kullanilan diger bir yaklagim ise
“cekirdek” (core) yaklagimmudir. Karar alicilarin sayilar az oldugunda bunlarn fiyatlan veri
olarak almak yerine fiyatlan etkileme girisiminde bulunabilirler. Genel denge gergevesinde
¢ekirdek kavrami pazarlik ve rekabet konsepti i¢inde yer alir.

Cekirdek kavrami oyun kuramu gergevesinde Gillies ve Shubik tarafindan gelistirilmistir.
Scarf tiiketicilerin tercihlerinin digbiikey olmasi halinde g¢ekirdegin bos olamayacagim
gostermigtir. (Bulutay, 1980, 174-175)

Bu tiir kiigiik ekonomilerde oyun teorisinden alinan ¢ekirdek kavramu kullamlabilir.
Cekirdegin tanimlanmasi genellikle bir Edgeworth kutusu lizerinde yapilir. Karar alicilarin
her ikisinin de kontrat egrisi lizerinde karsi ¢ikmadiklarni bir alani {izerinde tanimlanir.
Cekirdek kavramu iizerine caligmalar1 kontrat egrisi adi altinda ilk baglatan Edgeworth
olmugtur. Daha sonra gekirdek kavramu fayda transferi ile birlikte farkli bir formda oyun

% Negishi nin digbiikeylik kosulunun saglanmasina gerek olinadigi bunu yerine kiimenin biiziilebilirlik zelligine
sahip olmasinin veterli oldugu goriiliiyor, Biiziilebilirlik 6zellifi digbiikeylik ve kompaktlik 6zellikleri ile
yakindan ilgilidir. (x,d) bir metrik uzay olmak iizere, bir @ <1 saysi icin d(f(x),f(y)) Sad(x,y) ifadesi
saglaniyorsa, f bir biiziilme déniigiimiidiir. (Munkres, 2000, 182) Tam bir metrik uzayda tammli biiziilme
dénfigiimleri bir sabit noktaya sahiplerdir. (Kolmogoroy ve Fomin, 1970, 66) £ kiimesi eger bir 4: E x [0,1] > E
tanumli bir siirekli fonksiyon varsa ve her x igin A(x,0)=x, A(x1)=X ve h(x,t)=(1-)x+£x dir. Tammdan
da goriildiigii gibi digbitkey bir kiime aym zamanda biiziilebilirdir. (Border, 1999, 73)
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teorisinde ortaya ¢ikmugtir. Edgeworth’un konrtat egrisi ile oyunun g¢ekirdegi arasindaki
baglantiy1 ortaya koyan Shubik olmugtur.(Debreu ve Scarf, 1972)

Arrow ve Hahn’a gore bir piir miibadele ekonomisinde gekirdek olanakli ve hi¢bir koalisyon
tarafindan bloke edilmeyen biitiin tahsislerin kiimesidir. (Arrow-Hahn, 1971, 184).

Starr, gekirdekteki herhangi bir tahsisin bireysel olarak rasyonel oldugunu ve yine ¢ekirdekte
yer alan tahsislerin Pareto etkin oldugunu ve rekabetci dengenin de bu gekirdek iginde yer
aldifim belirtmektedir. Bunun anlami yeterince biiyiik ekonomilerde rekabet¢i denge ile
cekirdegin hemen hemen ozdestirler ve biitiin gekirdek tahsisleri neredeyse rekabetci
dengedir. Genis ekonomilerde monopolistik stratejik davramslarin getirisinde bir gogalma
neredeyse yok gibidir. Dolayisiyla stratejik davranigin bir anlami da yoktur. Bu durumda en
iyisi ajanlarin fiyat alici rekabetgi davranisi takip etmeleridir. (Starr, 1997, 159-162) Her
ajanin etkisi kesin olarak ihmal edildiginden ¢ekirdek ve rekabetci denge kiimesi gakigirlar.
Ancak ekonomilerde sonlu sayida katilimci olacagindan her ajanin etkisi yok sayilamaz ve bu
yiizden de gekirdek genellikle rekabetgi denge kiimesinden biiyiiktiir. Genel egilim bireylerin
fiyat sistemini degistirebilecek énemde olmadiklar1 genis ekonomide gekirdek ve rekabetgi
denge arasinda bir fark olmadigidir. Oysa kiigiik ekonomilerde kendi ¢ikarlarina olmak {izere
rekabetci tahsisi degistirebilirler. Bu tiir ekonomilerde rekabet¢i ¢6ziim akla yakin degildir.
(Hilderbrand ve Kirman, 1974, 78)

Cekirdegi biraz daha teorik bir denge konsepti olarak degerlendiren W. Hildenbrand
ekonominin ¢ekirdegini, ekonominin, higbir karar alict grubunun durumlarim daha iyiye
gotiiremedikleri durumu olarak tanimlamaktadir. Rekabet¢i denge gekirdege aittir. Bu yilizden
de merkezi olmayan bir ekonomiye ait bir durum denge fiyat sisteminde isbirli§i yapmak
yoluyla daha iyiye gotiiriilemez. Bu durum rekabetgi dengenin Pareto etkin olmasi &zelligini
desteklemektedir. (Hildenbrand, 1991, 831-832)

Bir anlamda ekonomi biiyiidiikce ¢ekirdek rekabetgi dengeye yonelecektir. Dolayisiyla
¢ekirdek yaklagimu biiyiik ekonomilerde genel dengenin varhigim desteklemektedir.

2.5.3 Kamu Mallan ve Digsaliklarin Modele Dahil Edilmesi

Genel Denge modeli formiile edilirken eksik rekabet kosullarmmn yam sira kamu mallan ve
digsalliklar da analiz dig1 tutulmustur. Bunun baghca nedeni piyasa basansizliklan olarak
gériilen bu unsurlarin tam rekabet¢i ideal bir ekonomik modele uyumsuz olmalaridir. Ancak
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bu sz edilen unsurlarin ekonomi iginde 6nemli bir yere sahip olmalari, genel denge analizine
katilmalarim gerektirmigtir.

Tam rekabetin Pareto optimal bir kaynak tahsisine yol agtif1 sonucu, tiiketim ve iiretimde
digsal etkilerin olmadign yani higbir tiiketicinin faydasimin diger tiiketicilerin faydasma
dayanmadig1 ve higbir girisimcinin toplam maliyetinin diger girisimcilerin ¢ikt1 diizeyinden
etkilenmedii varsayimimna dayanmaktadir. Eger tiikketimde ve tiretimde digsal etkiler varsa,
Pareto optimalite tam rekabet kosullar altinda dahi gergeklesmeyebilir. (Henderson ve Quant,
1998, 273) Digsal etkiler ve kamu mallar1 dahil oldugunda da dengeye ulagilabilir ancak bu
denge artik Pareto optimum degildir. Bu durum etkinligin saglanmasi i¢in ekonomiye
disardan miidahale edilmesinin nedenlerinden biridir. (Guerrien 1999, 84)

Tam rekabetgi bir ekonominin etkin kaynak tahsisini sagladigin ifade eden Pareto optimallik
kavraminin neoklasik iktisatta vazgegilemez bir yeri oldugundan neoklasikler piyasayl
yeniden Pareto optimal kosullara getirecek araglan bulmaya galismislardir. Bu gabalar bir
anlamda devletin ekonomiye miidahalesinin gerekgesini ve smrlarim da belirlemis ve
Neoklasik kamu ekonomisinin de 6nemli ¢aliyma alanlarindan birini olusturmuglardir.
Neoklasik kamu ekonomisinin gelisiminde &nemli ismi A. C. Pigou, &nemli digsal
ekonomiler yaratan kamusal mallar i¢in marjinal sosyal fayda ile marjinal sosyal maliyeti
esitleyici ¢oziimlere yonelmis, esitligin saglanmadifn durumlarda vergi ve siibvansiyon
politikalarinin kullamilmas: ile esitligin saglanabilecegini g6stermistir. Neoklasik gergevede
ele alindiginda negatif digsallik problemi ile karsilasildiginda geleneksel ¢oziim kota
uygulamak ve dissallk yaratan aktiviteye vergi koymaktadir. Bu ¢dziim Pigou’cu
vergilendirme olarak bilinmektedir. (Mas-Colell — Whinston - Green, 355) Pozitif digsallik

durumunda ise devlet siibvansiyon yolu ile miidahale eder ve optimal {iretimi saglar.

Pigou’nun gelistirdigi teori kadar hatal1 bir teorinin bu kadar etkili olmasinin ilging oldugunu
savunan R. Coase, zararl1 etkilere sebep olan isletmelerin zarara katlananlan tazmin etmeye
zorlanmas1 gerekeceginin diigiintilmesinin alternatif sosyal diizenlemeler ile elde edilecek
toplam iiretimle karsilagtiriimamasimin sonucu oldugunu, aym hatanmin vergilerin ya da
primlerin kullammmiyla zararh etkiler problemini ¢6zmek igin sunulan tekliflerde de
bulanabilecegini ifade eder. Coase iktisatgilarin vergi ile zarar gérenlerin tazmin edilmesi
arasindaki farklilia da dikkat etmediklerini, bu tiir sorunlarin vergileri kullanarak ¢6zme
Onerisinin zorluklarla dolu oldugunu, optimal kosullarin saglanmasinin garanti olmadigim
vurgulamaktadir. (Coase, 1960) Digsallik yaratmamn ticareti s6z konusu ise yani kirlilik
yaratma izni piyasada ticarete konu olabiliyorsa, taraflar arasinda (maliyetsiz bir sekilde)
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yapilacak pazarlik, miilkiyet hakimin nasil ‘tahsis edildigine bagh olmaksizin etkin ¢tktiya
6nderlik edecektir. Mas Collel’e gore digsallik probleminin bu ¢6ziimii vergi sistemine gore
anlamh tiistiinliiklere sahiptir. (Mas-Colell — Whinston - Green, 355)

Denge durumundaki Pigou’cu verginin degeri ile Coase’un 6nerdifi pazarlik sonucunda
ulagilacak tazmin degerinin birbirlerine egit oldugu matematiksel olarak kolaylikla
gosterilebilir. (Binger ve Hoffman, 1998, 585-587) Coase’un argiimanlan igbirligine dayanan
oyunlar ortaya koyar, oyuncular arasindaki igbirligi, tahsisatin Pareto optimal olmasim saglar.
Onemli olan miilkiyet haklarimin agik bir sekilde belirlenmesidir. Ancak bu haklarin hangi
tarafa verildigi sonucu etkilemez. Etkinlik miilkiyet haklarmin dagilimindan bagimsizdir’.
Omegin kirletme hakkmmn baglangigta kime verildigi 6nemli degildir. Izin firmaya,
tiiketicilere verilmis ya da ikisi arasinda paylastirilmig olabilir. Taraflar, kirletme izninin
piyasadaki fiyatimin, kirliligin neden oldugu marjinal zarara esit oldugu seviyeye kadar

aralarindaki pazarlia devam edebilirler.

1960’11 yillardan itibaren Virginia okulu ya da Kamu Tercihi Teorisyenleri neoklasik teorinin
etkinsizlikle miicadele arac: olarak giderek genisleyen kamu kesiminin demokrasiler igin bir
tehdit oldugunu ileri siirerek ekonomik politikaya iligkin yeni yorumlar, &neriler
gelistirmiglerdir. G.Tulloc ve J. Buchanan devletin ekonomideki varlifinin digsalliklarla
ilgili bir 6nlem olarak gériilmesini de elestirmektedirler. Buchanan, Coase 'a atifta bulunarak
digsalliklarin ortaya gikardigi birgok piyasa basarisizhifinin miilkiyet haklarim uygun bigimde

tanmimlanmasi ile agilabilecegini 6ne stirmektedir.

Tullock'a gore ise negatif digsalliklar yalmizca piyasa siirecinde ortaya gikmaz. Kamusal
faaliyetler de negatif digsalliklar yaratir. Ustelik kamusal faaliyetler ne kadar genis bir alam
kapsarsa herhangi bir bireyin tercihlerinin ortalamadan sapmas1 ve tatminsizligi o kadar fazla
olacaktir. Kamu tercihleri teorisine gére piyasanin yetersizliklerinin abartilarak kamunun
idealize edilmesi yamlticidir. Virginia Okulu piyasanin bagarisizhig1 teorisine karsi kamunun
bagarisizlif1 teorisini geligtirmigtir. (Olmezogullar, 1999, 121-122)

Tekrar kamu mallarinin genel denge modeline dahil edilmesine déniiliirse, kamu mallarinin
tiketiminde rakip olmama ve bdliinemezlik gibi o6zelliklerin neden oldugu bireylerin
tercihlerini agiklamamalar olgusu bu tiir mallar i¢in piyasada fiyat tesekkiil etmesine imkan
birakmamaktadir. Fiyat olmayinca kardinal fayda kavramindan hareketle fayday: lgmek ve

* Giiriiltii kirliliginin yarattifi maliyetin sorumlulugunun bir havayolu sirketi ve ingaat firmas: arasinda farkh
oranlarda paylagtinldiginda etkin sonuca nasil ulagilabilcegi ile ilgili statik bir oyun &rnegi i¢in (Bierman —
Fernandez, 1998, 83-94) bakilabilir.
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tretimi marjinal faydanin fiyatla esitlenecefi noktaya kadar siirdiirmek imkami da
kalmayacaktir. Marshall, Lindahl, Wicksell, Pigou marjinal fayda yaklagimmin kamusal
mallar iginde gegerli olabilecedi goriigiinii savunmuglar, toplumun belli sosyal kesimlerinin
6deyebilecekleri toplam vergiyi belirli bir kamusal mal i¢in 6denmesi kabul edilen adil bir
fiyat gibi diigiinmiigler, kamu mal iiretiminde de marjinal faydanin saptanabilecegini ileri
stirmiiglerdir. Devleti bir tiir iiretici ve tliketici gibi diistinmiiglerdir. Buna gére bireyler 6zel
malalara olan taleplerini ve tercihlerini nasil 6demeye raz1 olduklan fiyat ile gdsteriyorlarsa

kamusal mal tercihlerini de 6demeye raz: olduklan vergi ile belli ederler.

Kamu ekonomisinin gelisiminde énemli bir isim olan K. Wicksell kamu harcamalan ile
vergiler arasindaki iligkiyi ortaya koyarken, piyasa tipi ¢6ziim Onerileri geligtirmigtir. Pareto
optimalitesine uygun bir bigimde kollektif karar alma yoniinden baz1 kosullar1 incelemis, bu
amagla oybirligi ve yaklasik oybirlii yontemlerini savunmustur. Lindahl ise Wicksell'in gelir
dagilimi modelini yorumlayarak kigilerin vergi yiiklerini fayda ilkesi yoniinden tutarl olarak
saptamustir.(Sener, 2001, 5) E. Lindahl, kamu mallarimin etkin diizeyinin belirlenmesinde
piyasanin 6zel mallarin {iretiminde izledigi yolun miimkiin oldugunca taklit edilmesini
Snermigtir. Lindahl toplam talep egrisinin (ki bu egri 6zel mallara olan talep. egrisinden farkli
olarak her bireyin kamu mali talep egrisini dikey olarak toplayarak ¢izilen) arz egrisi ile
kesistigi yer oldugu belirtilmigtir. Lindahl dengesi kamu mallarinin talep egrisi ile arz
egrisinin tam kesistigi noktadadir.(Stiglitz, 1994, 210) Bu noktada kamu mallarim da igeren
bir ekonomide dengenin ilk tanim Lindahl tarafindan verildigi s6ylenebilir. Yararlanmaya
gore vergilendirme ilkesinin bir uzanimi olan Lindahl ¢6ziimii, kamusal etkinligin tiikketimi ve
vergi yiikiiniin dagihminin optimal ve adil kurallarini belirlemeyi hedefleyen normatif bir
yaklagimdir. Lindahl’in amac1 toplamlar: iiretim fiyatina egit olan kigisellestirilmis fiyatlar
devreye sokarak, rekabetgi dengeyi kamu mallarimin bulundugu bir yapiya uygulamaktir. Bu
fiyatlar Lindahl’a gére 6zel mallarin piyasa fiyatlari ile aym rolii oynayacak ve kamu mallar
i¢in talep islevleri (karsilamalari) yaratacaktir. Lindah]l’mn énerdigi dagilim siireci de dengenin
tiiketiciler i¢in aym oldugu ve bireysel fiyatlarin toplamim tiretim fiyatina esit oldugu noktada
gergeklesecektir. Kamu malini tiretmenin toplam maliyeti Zl B, =1 seklinde ifade olunur: Bu

vergi paylan da kigisellestirilmig fiyatlar ya da Lindahl fiyatlar1 olarak amlir.

Ozel mallar durumunda fiyatin veri olarak alimp, miktar ayarlamasmin yapilmasi, buna
karsilik kamu mallan s6z konusu oldugunda, §deme isteklilifine bagl olarak fiyat ayarlamasi
yapilmasidir.  Dolayisiyla, x,h 20, x, 20 ve p,x,+p,x,=pw, ksitlan

altindamaxy, (x,.h , X g) probleminin ¢éziilmesi Lindahl dengesini verecektir.
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Dengeye karsilik gelen dagihm digindaki herhangi bir dagilim taraflanin birinin digerinin izin
verebileceginden ¢ok kamu etkinlifinden yararlanmas: ile sonuglanacak ve dolayisiyla
dengeden uzaklagacaktir. Bu yiizden de denge noktas: iki tarafin da {izerinde fikir ve ¢ikar
birligine sahip olduklan tek noktadir ve bu niteligiyle de Lindahl dengesi pareto

optimalitesinin kogullarim saglar.

h 6zel mal ve g kamu mallarindan olusan bir model olsun ve toplam tiretim kiimesini
PiVn—PgY, =0 ve y,€R", y, eR" olarak tammlayalim ve kesinlikle pozitif fiyatlar altinda

bu kiime dlgege gore sabit getiri 6zelligine sahip olsun. Yine baslangic donanimlarinin
yalmzca 6zel mallardan olustuBunu varsayalim ve tiiketim kiimesi de R'"' nin negatif olmayan
kadram olsun. Bu gergevede elde edilebilir tiiketim programlan ({x,h } , yg) olarak tanimlamr

ve Zix,.,, =y,+w, Heriign x,20 y,6 20 lyh, nge Y kosullar saglanip bir simpleks

olugturur.

Bu kosullar altinda Lindahl dengesinin ( (X,, ), Y, (#,)) ile ifade edilen bir 6zel sahiplik

ekonomisine karsilik gelen bir dagihm ve bir fiyat sistemi olarak dengeyi sagladifn ve bu
dengenin Pareto optimalitesine karsilik geldigi kamtlanilabilir. (Cakir, 1993, 43)

Kamu hizmetleri konusunda yurttaglarin bir tek iiretim diizeyi tizerinde goriis birligine
varmalar1 gerekir. Ortak tiiketim mallarindan yararlananlarin tiimii sabit bir {iretim
miktarindan yararlanirlar. Ortak tiiketim mali olmayanlarda (egitim, saghk gibi) da genelde
hizmet miktan sabittir. Kigilere istedikleri hizmetin miktarin1 ve niteligini belirleme olanag:
tamnmamugtir. Bu durumda belirli miktarda bir kamu hizmeti, bu hizmete talepleri farkli olan
kigilere farkh tutarlarda para ile Sl¢iilebilir faydalar saglar. Her bir kisi igin {iretimin marjinal
faydasimn fiyatina egitlenmesi, ancak fiyatlarin farklilagtirilmas: ile miimkiindiir. Yurttaglarn
gOniillii olarak, vergi farklilagtirilmasi yolu ile sabit bir kamu hizmeti miktarina farkh vergiler
odemesi gerekir. Iste Lindahl yurttaglarin bu 6deme konusunda nasil anlagabileceklerini
gostermistir.(Bulutoglu, 1997, 37-50) Bu analizde kamu iiretiminin maliyeti ayn ayn
tiiketicilerin 6dedikleri vergilerin toplami olarak diiiiniiliir. L. Johansen, 1963'de Lindahl'm
1919'da ortaya koydugu ¢6zlimii revize ederek bir Pareto optimumu oldugunu kanitlamigtir.
(Cullis, 1992, 72-75)

Genel denge kuraminin temelinde belirli titketim ve tiretim olanaklan altinda bunlara bagh
olarak olusturulan iiretim ve tercih iglevlerinden hareketle, rekabet¢i bir ekonomide dengeyi

saglayan bir fiyat vektoriiniin bulunup bulunamayacagfi sorununa bir cevap arayis vardir.
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Bulunabilecek béyle bir denge fiyat vektériiniin kar ve fayda maksimizasyonunu
gergeklestirecegi varsayilir, Kamu mallarinin diglanamama ve rekabetin olmamasi1 gibi
Ozellikleri genel denge analizine dahil edilmelerini zorlastirdiysa da Smuelseon, Musgrave,
Von Neumann gibi iktisatgilarin katkilarimin sonrasinda kamu mallarim: da iceren bir
ekonomide dengenin ilk taminu Lindahl tarafindan verilmistir. Biitiin bu ¢alismalarda kamu
mallarimn 6zellikleri matematiksel modele miimkiin oldugunca dogru olarak yansitilmaya
¢alisilarak, ekonomide kamu mallarinin etkin iiretim diizeyine ulagilmaya ¢alisilmistir. Ancak
kamu mallarina olan talebin, kamu mallarin iireten devlet otoritesine nasil yansitilacag: yani
bir anlamda oylama ilkeleri ve devlet aygitinin kurumsal yapis: ikinci plana atilmigtir. Bu
sorularin cevabim ise Kamusal Tercihler Okulu, Sosyal Tercihler Okulu, Anayasal Iktisat gibi
akimlar ele almiglardir.

Tam rekabetgi bir ekonominin analizi olarak ortaya ¢ikan genel denge modeli baslangigta,
oldukga kisitlayic1 varsayimlara dayanan ve Pareto anlamda etkinsizlik yaratan ekonomik
durum ve aktiviteleri analiz disinda birakan bir model olmugtur. Calismada ele alinan Arrow-
Debreu modeli rekabet¢i bir ekonomide bu dengenin varlifinin ispatlanmasina dncelik vermis
ve bunun igin de topolojik uzaylara dayanan matematik teknikler kullanilmistir. Bu yoniiyle
genel denge kuramu 20. yiizyil hakim iktisat goriigii neoklasik iktisadin iktisat disiplinini bir
bilim haline getirmek ve fizik bilimine benzemek igin yogun matematik kullammima
yoneldigi siireg iginde ¢ok onemli bir adim olmustur. Iktisat diinyasi, fizik biliminin
gecirdigine benzer bir siireci izlerlerken, matematik kullanarak gelisen fizikten farkli olarak
iktisadin ulagabilecegi son noktanin matematiksellesmis bir disiplin olabilecegini
6ngérememislerdir. Belki iktisat diinyas1 i¢in ulagilan bu sonug¢ tatmin edici olabilir ancak
matematik diinyasinda “matematik bilimi” terimi hemen hi¢ kullamlmazken iktisat¢ilarin
matematiksellesmis bir disiplini “iktisat bilimi” olarak tammlamalan olduk¢a geligkilidir.
Benzer sekilde hem Popper’in yanhslamaya dayanan analizinin, varsayimlar iizerine inga
edilmis iktisat i¢in genel olarak ¢ok sert bulunmasi ama 6te yandan iktisadin bilimselliginin

sorgulanmamasi gibi.

Calismanin bu birinci béliimiinde, rekabet¢i bir ekonomide genel dengenin varlign ve bu
dengenin Pareto anlaminda etkinligi matematiksel bir kurgu i¢inde gosterildikten sonra, genel
denge modelinin dayandifi topolojik uzaylar ele alinmig ve dengenin varlifimn ispatlinda
kullanilan sabit nokta teoremleri lizerinde durulmugtur. Genel denge ispatinda kullanilan ve
daha yeni diferensiyel topolojiye dayanan tekniklerle ilgili kisa bilgi ise 3.2.6 béliimiinde
verilmistir.
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Dengenin tekligi ve kararlilif ile ilgili ¢alismalar ele alindiktan sonra, baslangigta, Pareto
anlaminda etkinsizlik yarattiklar1 ve rekabetgi bir ekonominin &rnegin iiretim olanaklan
kiimesinin digbiikeyligi gibi temel varsayimlan ile gelistikleri i¢in analiz dis1 tutulan ve piyasa
bagarisizliklan olarak adlandirilarak diizeltilmesine galisilan eksik rekabet, digsalliklar, kamu
mallann gibi kavramlarin da denge analizine nasil dahil edildikleri incelenmistir. Eksik
piyasalarin modele dahil edilmesinde de oldugu gibi varsayimlarin ve kullanilan teoremlerin
amaglanan sonuca ulagsmak iizere segildikleri agikg¢a goriilmektedir. Genel denge kurami
Noklasik iktisat i¢inde hakim konuma geldiginden dolayr kamu mallarimin denge analizi
cergevesinde fiyatlandirilmasinin saglanmasi ve vergilendirme ve siibvansiyonlar yolu ile
digsalliklarin yarattig1 Pareto etkinsizliginin giderilmesi hedeflenmistir. Ayn1 béliimde genel
denge modelinde baglangigta yer almayan para kavrammin modele dahil edilme siireci de

incelenmigtir.
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3. ZAMAN VE BELIRSIZLiK ALTINDA GENEL DENGE

Gerek doga bilimlerinde gerekse sosyal disiplinlerde aksiyomatik modellerden gergek
diinyaya yaklagilmaya calisildikga dikkate alinmasi gereken iki 6nemli kavram zaman ve
belirsizliktir .

3.1 Belirsizlik Kavramnin Iktisada ve Genel Denge Modeline Girisi

Iktisat disiplininin gelisiminde doga bilimlerinin, 6zellikle de fizik biliminin gegirdigi
agamalarin benzerlerini yagadif1 sGylenebilir. Hatta 8yle ki 1980'lerde hakim iktisat okulunun
kokenlerini sorgulamaya yénelen bir yaklagima goére neoklasik iktisad:i anlayabilmenin tek
yolu fizik kuraminin tarihini anlamaktan gegmektedir. (Cakir, 1994) Ancak fizikteki
gelismeler dogay1 agiklayabilme amaciyla ortaya gikarken iktisattaki gelismeler daha g¢ok
iktisad: bir bilim haline getirme ¢abalarinin bir sonucuydu. R. Kuttner iktisat - fizik iligkisini
A. Smith'e kadar gotlirerek Smith'in piyasa ekonomisindeki denge kavraminin da 18. yiizyil
Newton mekaniginin bir varyasyonu oldugunu, fizigin o zamandan beri iktisadm peginden
kostugu bir model oldugunu s6ylemektedir. (Kuttner, 2000) Toplumsal yasalarmn dogal
yasalardan farkli olarak genel ve evrensel degil belirli bir kiiltiirel sisteme 6zgii kurallar
oldugunu savunan “yorumsama programumn” varlifina ragmen pozitivist yontemi
benimseyen dénemin gagdas siyasal ve toplumsal teorisi, toplumsal diinyanin dogal diinyadan
farkli olmadifimi, bu nedenle dogal bilimlerinde basariyla uygulanan pozitivist agiklama
bigiminin toplumsal bilimlerde de kullamlabilecegini idia etmigtir. (Sunar, 1999, 25)

19. ylizyilin sonlar: fizik biliminin ulagtifn kesinlik ve elde ettigi sayginlik, iktisatgilar1 da
etkiliyor ve onlan iktisadi, fiziin ulastif1 kesinlik diizeyine ulagtirmaya ¢abalamaya itiyor.
Fizigin kesinlige ulagmasinda biiytik rolii olan matematiksel yontemlerin kullaniligi bu yolla
iktisada gegmis oluyor. Iktisadi metematiksellestirmeye yonelen ve bir kismi da miihendis
kokenli olan bu iktisatgilar, matematik kullanmadan iktisadin fizik kadar saygin bir bilim
olamayacagim sSylemekteydiler. (Cakir, 2001)

Determinizm Newton Mekanigi’nin bir o6zelligi olarak 19. yiizyillda en parlak dénemine
ulagsmig, yine bu doénemde Laplace gibi bilim adamlari, ge¢mige bakarak tiim evrenin
geleceginin kesinlikle belirlenebilecegini ileri siirmiiglerdir. Nasil ki fizik biliminin Newton
ile biitlinciil, evrensel, determinist bir konumuna geldigi, hatta bir anlamda artik bu bilimin
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smirlarinin sonuna geldigi diigiintilmiigse, iktisat kuraminda da marjinalist devrimle birlikte
tamamen kompleks bir bilime ulagildig: diistintilmiistiir.

W. S. Jevoms’un iktisattaki defer kavraminin mekanikteki enerjiyle 6zdeglestirmesi,
Walras’in piir iktisat kuramimmin her anlamda matematiksel-fiziksel bilimlere benzedigini
savunmast ve genel denge modelini buna dayanarak kurmasi, Pareto’nun iktisat bilimi
kuraminin rasyonel mekanigin kesinligine sahip olduguna inanmasi bunun 6rnekleridir.
(Cakir, 1995) Popper’e gore Newton fiziginin determinist yapisi, yani tarihselciligi iktisat
dahil pek gok sosyal bilimi etkilemistir. (Popper, 1998, 60)

Bu siire¢ igerisinde iktisadin kesinlige ulagmasinda engel olarak ve belirsizliklerin kaynag:
olarak goriilen sosyal etkilerden uzaklagiimaya gahgildifn goriilmektedir. Omegin iktisadin
sosyal niteliginden soyutlanmasi yolunda adimlar atan Jevons sosyal olgularin yalmz
kuramdan degil pratikten de atilmasini saglamaya ¢alismaktaydi. (Bugra, 1999, 171)

Ancak 20. yiizyildaki gelismelerle, klasik fizige duyulan giiven ve bu fizigi niteleyen
determinizm, en yiiksek noktasina ulastigi bir donemde yikilmigtir.- O zamana kadar goz
kamagtiric1 bagarilara yol agan Newton mekanifinin birden birtakim olgulan agiklamakta
yetersiz kaldig1 goriilmiistiir. Bu tiir olgular hem makro hem mikro diizeyde ortaya ¢ikmugtir.
Bu giicliiklerin giderilmesi yolunda girilen ¢abalar sonucunda iki biiyiik diiglince sistemi
dogmustur. Bunlardan biri uzay, zaman, kiitle gibi kavramlarin mutlak degil bagil oldugu
goriistine dayanan relativite teorisi digeri Planck'in maddenin saldigi 1s1 ve 151810 Steden beri
sanildif gibi siirekli bir akis degil, quanta adum verdigi siireksiz veya kesik paketlerden ibaret
oldugu iddiasim getiren kuantum teorisidir. Bu iki sistem kendi alanlarinda Newton
mekaniginin yerini aldilar. (Yildirim, 1991, 128) Once Einstein'm gérelilik teorisi ve Planck
ile baglayan kuantum mekanigi, her ne kadar Planck, gorelilik teorisini klasik fizikte yapilan
bir stil degisikligi olarak tammlasa da (Planck, 1996, 80) Newton mekaniginin gegerli oldugu
sinirlan belirlemis, onun evrensellik iddiasina son vermis ve klasik determinizm iligkisinin
gegersizligini géstermis, elektronlarin yriingeler arasi hareketleri gibi hareketlerin 6nceden
kestirilemeyecegini, ancak ¢ok sayida alinacak pargaciklarin olasi hareketleri hakkinda
olasiliksal 6ngoriilerde bulunulabilecegini goéstermigtir. Fizikteki determinist nedensellik
iligkisi yerini olasiliksal bir nedensellik iligkisine birakmgtir. Iki yarikh bir girigim deneyinde
15181 hem pargacik hem de dalga 6zelligi gostermek zorunlulugu, kuantum fiziginin bir
sistemi betimlemek igin gereken modelin- etkilestigi aletin tabiatina ve gézlem tabiatina
bagmlihg:, (Rae, 1999, 18) Heisenberg'in bir elektronun konum ve hizimin ikisini birden
istedigimiz kesinlikte aym1 anda belirlemenin imkansiz oldugunu, bu iki biiyiikliige iliskin
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belirsizliklerin garpimuinin, Planck sabiti bolii tanecigin kiitlesinden daha kiigiik kilmamadigim
ortaya koymasi, (Heisenberg, 1993, 24) dahas1 bunun bir §l¢iim hatas1 olmadif diisiincesinin
yerlesmesi ve kaos teorisi ile birlikte gdrebildigimiz ve dokunabildigimiz evrende bile
determinist bir yaklagim g¢ergevesinde olgularin 6nceden belirlenemeyeceginin ortaya
konmas1 (Gleick, 1997, VIII) iktisadin, kesinligi nedeniyle dykiindiigi fizigin de aslinda hi¢
de kesin olmadigim géstermesi bakimindan 6nemli olmugtur.

Iktisat, hep 6mek aldipy fizikten, digsal toplumsal, siyasi ve teknolojik etkilere ¢ok daha agik
olmasiyla ve ilgilendigi alanin belirsizliginden kaynaklanan sorunlar yiiziinden bir tiirlii kesin
bir bilim haline gelemeyip, ulagilamayan bir ideal olarak fizik bilimini taklit etmeye ¢alisirken
belki de ilging bir nokta olarak fizik &zellikle de mikro diizeyde Heisenberg ile birlikte
belirsizlige yer vermesine kargin iktisatta bir fetig haline gelen kesinlik arayis1 kimi iktisatgilar
tarafindan siirdiiriilmeye ¢aligilmigtir. (Cakar, 1994).

Fizik bilimindeki kesinlik anlayiginin sorgulanmasina neden olan bu degisim etkilerini énce
bilim felsefesinde, Popper'den, Kuhn, Lakatos, Feyerabend'e b11; dizi bilim felsefecisi
aracihfiyla gosterirken, onlarin sayesinde sosyal disiplinleri de etkilemistir. Yani bir anlamda
adi gecen bu diisiiniirler doga bilimlerindeki degisimin igerdigi felsefi anlami sosyal
bilimcilerin anlayabilecekleri bir sekle getirmiglerdir. Nitekim bugiin iktisat metodolojisi
tartigmalarinda hemen her makalede diislincelerine atifta bulunulan Popper, "elestirel
akilcik" olarak adlandirilan ve bir kuramin bilimsel olma niteligini, bilimsellik Slgiitiini
dogrulama yerine, yanhglanabilirlik ya da test edilebilirlik olarak belirledii yéntemini
kurarken, Einsteinin yer ¢ekimi teorisinin, sinanabilir olma niteliginden ne kadar
etkilendigini, 1919'da Eddington'un giines tutulmasiyla ilgili g6zlemlerinin Einstein'in
teorisini yanhglayabilecek bir yapiya sahip oldugunu anlatarak ve Einstein'in teorisini Marx'in
tarihsel maddeciligi, Freud'un psiko-analizi, Adler,'in bireysel psikolojisi ile karsilagtirarak
anlatmigtir. (Popper, 1991, 186) Yine Popper, “Bilimsel Arastirmanin Mantigy”’ isimli
kitabinda, 6zellikle Kuantum Mekanigi ve Heisenberg'in belirsizlik bagintilarinin istatistiksel
bir yorumu iizerinde durmustur. (Popper, 1998, 248-284)

Iktisat - fizik iligkisi agisindan deginilmesi gereken bir nokta da sudur. Kuantum teorsi ile
birlikte doga olgularim1 mekanik modellere uyarlamak yerine soyut matematiksel iligkilere
indirgeyerek agiklama yoluna gidilmesi (Yildirim, 1994, 155) ki Einstein'n uyguladifz yeni
matematiksel bigimlerle (Lorentz Déniigiimleri ve Minkowski dért boyutlu uzayinin kullanim
ile) yeni tammlamalara gitmesi de (Einstein, 1993, 32-39 ve 55-57) buna &mek olarak
verilebilir, deney ve gézlemlere dayali fizik yerine matematiksel modellere, yiksek soyutlama
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diizeylerindeki akil yiiriitmelere dayanan daha sonra elde edilen bulgularn ancak miimkiin
oldugunda deneylerle sinanmasina galigilan bir déneme girilmis olmustur. Bu donemde
kuantum mekanigi uzunca bir slire bu matematiksel modellemeler sayesinde ilerlemistir,

ancak bu ydntemin olasi sakincasi kapali ve sinanamaz bir sistem yaratma potansiyelidir.

Iktisadin da bu soyutlama ve matematiksellegme siirecinden belli oranda da olsa etkilendigini,
ve matematiksel soyutlamalar ve topolojik uzaylann kullamldigr akil yiiriitmelerle rnegin
genel dengenin varhifmn ispatlandigim goriiyoruz. Genel denge kuramm tutarhi bir
aksiyomlar kiimesinden mantiksal olarak tiiretilmis bir teorem ya da teoriler grubu ve kuramin
gergeklerini totolojik tiimevarimlardan elde edilen mantiksal bir 6lgiit olarak niteleyen ve
kuramin, agiklayici olma 6zelliginin dengenin varhif ile siirh oldugu ve iktisat iginde daha
6zgiil bir kuramin gelisimine izin vermeyen ve gozlemlerden hareketle dogrulanmasi
miimkiin olmayan kapali bir sistem olusturdugu (Cakir,1993, 4-5) iddiasi 6nemlidir.
Gergekten de fizikteki matematik kullanimindaki degisime benzer bir gekilde iktisatta da
marjinal analizde kullanilan kiigiik deZisimler yani diferansiyel hesaplar yerine topolojik
uzaylar iizerindeki ¢alismalar agirlik kazanmaya baglanustir. Ikinci Difnya Savagi’nin sonuna
kadar matematiksel ekonomi, ekonomideki diferansiyel hesap (differential calculus)
uygulamalan ile aym anlama geliyordu. Bu matematiksel yaklagim Cournot (1838) tarafindan
baglatilmig, Walras (1874) ve Pareto (1909) tarafindan genel denge analizinde kullamlmaistir.
Hicks'in Deger ve Kapital (Value and Capital) (1939) ve Samuelsen'un Ekonomik Analizin
Temelleri (Foundaditions of Economic Analysis) (1947) ile klasik devrin zirvesine
yiikselmistir. Ikinci Diinya Savasi sonrasinda genel denge teorisi adim adim ekonominin
merkezine dogru ilerlerken, bu siire¢ igersinde kullanilan tekniklerde dnemli degisiklikler
gergeklesmigtir. Hesaplamalarin yerini digbiikeylik teorisi (convexity theory) ve topoloji
almigtir,. Modern gelenegin ana kitaplan olarak sayilabilecek Debreu'nun Deger Teorisi
"Theory of Value (1959), Arrow ve Hahn'in Genel Rekabet¢i Analiz (General Competitive
Analysis) (1971), Scarfin Computation of Equilibrium Prices (1982) ve Hilderbrand'in,
Cekirdek ve Genis Ekonomilerde Denge (Core and Equilibria of a Large Economy) gibi
eserlerde tiirev ya hi¢ yoktur ya da gevresel (ikincil) bir rol oynamigtir. (Mas-Colell, 1985, 1)
Iktisatta matematik kullantmimn bu yeni sekliyle yiikseligini Ward fomaﬁst devrim olarak
nitelendirmigtir. (McCloskey, 1994, 127) Ancak su da belirtilmelidir ki 1970’lerle birlikte
diferensiyel yaklagim genel denge teorisine yeniden dénmiis ve yeni bir alan olarak
diferensiyel topoloji hem genel dengenin ispatinda hem de 6zellikle finans ekonomileri gibi

alanlarda kullamilmaya baglanmigtir. Debreu, Smale, Balasko, Chichilnisky, Mas-Collel
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diferensiyel topoloji tekniklerini genel denge teorisi gercevesinde kullanmuglardir. (Mas-
Colell, 1985, 1 ve Quinzii-Magill, 1996, 60-61)

Belirsizlik kavraminin temel rol oynadigi kaos teorisi de fizik-matematik gikigh bir teori
olmakla birlikte son yillarda basta iktisat olmak lizere sosyal bilimleri de etkilemektedir.
Omegin, bir stvinin 1sitilmas: ile bir ekonomik sistemdeki teknolojik degisimlerin artmasi
arasinda paralelelik kuran bir yoruma gére teknolojik gelismenin (ya da 1simn) daha yiiksek
diizeylerinde periyodik salimmlarin ortaya ¢ikmasi gerekir ve ekonomide de buna benzer
yaklagik bigimde periyodik olarak nitelendirilebilecek ekonomik c¢evrimler gériilmektedir.
Hatta daha da yiiksek teknolojik diizeylerde iki ya da daha ¢ok periyodik g¢evrimin
stiperkonumun gérﬁlebilecegi, son olarak da teknolojik gelismenin yeterince yiiksek bir
diizeye erismesiyle de diizensiz degisimler ve baslangi¢ zamanina hassas baglilk gdsteren
tiirbtilansh bir ekonomi ortaya ¢ikar, Ekonomi konusunda yazilmig ders kitaplarinin gogunda
genel amag, toplum igin yarar saglayacak bir dengenin bulunmasi ve uygulanmasi olarak
belirlenir. Buna kargilik fizik alamndaki kaos 6rnekleri bazi dinamik kosullarin dengeden ¢ok
kaotik ve kestirilemez bir zamansal evrime yol agtigini gostermektédir. Buna dayamlarak
ekonomide de daha iyi bir dengeyi amaglayan onlemlerin, bunun yerine sonuglan
kestirilemeyen denetimsiz dalgalanmalara yol agma olasihgimin bulundugu, giiniimiiz
ekonomisinin karmagiklifmin bu tiir kaotik olusumlara zemin hazirladign gibi yorumlar
yapilmaktadir. (Ruelle, 1996, 81-83)

Ashinda kaos ve lineer olmayan sistemlerin ekonomiye uygulanmasi da daha 6nce séz
ettigimiz diferansiyel hesaplarin ya da topolojik uzaylarin kullanilmasina benzer bir siireg
izlemistir. “Ekonomide Kaos ve Dogrusal Olmayan Sistemler” baslikli bir kitapta, erken
dénemde ¢oklu ¢éziimleri igeren lineer olmayan modelleri gelistiren iktisatgilarin, Marshall
ya da Walras kadar 6nemli olmalarina ragmen yillardir gézard: edildiklerini, son yillarda
matematik ve doga bilimleri alanlarindaki g¢alismalarla dogrusal olmayan sistemlerin
analizinde 6nemli ilerlemeler olduBu, bu metodlarin uygulamalarmin ekonomide yeni yeni yer
bulmakla birlikte simdiden oldukga énemli sonuglar verdigi ve dogrusal olmayan metodlarm,
borsalar, doviz piyasalari, dig agik problemleri, depresyon, hiperenflasyon gibi pek ¢ok
baglamda yararhi olduklarimn ispatlandign iddia ediliyor. (Creedy and Martin, 1994, 7)
Mandelbrot’un 6lgekler degistiginde diizensizligin sabit kalmasina ve dogadaki sekillerin bir
ana seklin siirekli olarak kendisini kii¢iik pargalarda tekrar ettigine dayanaﬁ ve diinyamizin
diizenli bir diizensizlik sergiledigini iddia ettigi, fraktal geometri olarak isimlendirdigi yapinn
(Gleick, 1997, 113) da hisse senetleri fiyatlarimin kendi kendini tekrarlayabilen yapisiyla



116

iliskili oldugu, hisse senetleri fiyatlarmin kendi gegmis fiyatlani ile ve bagka degiskenlerle
sistematik bir iligki i¢inde olabilecegi ve bu sistematik iligkilere eslik eden bir tesadiif
faktoriiniin de her zaman giindemde olabilecegi, tesadiifi siireglerin bazi gizli deterministik
kurallarla i¢ ice olabilcegi ve bu birlikteligin sonugta bir ana fraktal sekle gotiirebilecegi,
borsada Fibonacci serileri gibi bazi katsayr ve sekillerin oldukg¢a kararh bir sekilde
tekrarlanabilmesinin bunun 6rnegi olabilecegi yorumlar yapilmaktadir. (Erol, 1999, 312)

Iktisat gibi pek gok sosyal bilim alaninda insana bagh olarak determinist gemalar kurmak
zaten kimi sikintilar yarattigindan, fizik bilimindeki bu anlayis degisikligi doga bilimlerine
dykiinen sosyal bilimcilerin de biiyiik bir baskidan kurtulmalarina olanak saglamis ve daha
once bilim olma niteligini sarsacag igin analiz dig1 biraktiklar1 kimi kavramlar1 incelemeye
baglamiglardir. Bu kavramlardan 6zellikle 6nemli olan iki tanesi zaman ve buna bagh olarak
da belirsizliktir. Bu sayede agik¢a yanlis olan alicilarin mallar hakkinda miikemmel bilgi
sahibi oldugu tirtinden bazi kisitlayici varsayimlardan kurtulma yolu agilmistir. A.
Musgrave'in  (1981) vurguladigi gibi iktisattaki bazi ilerlemeler, gergek¢i olmayan
varsayimlan iktisat teorisinden ayiklama isteginden belli oranda teoriyi daha gergekgi yapma
arzusundan kaynaklanmaktadir Ancak M. Friedman (2000) gibi kimi iktisatgilara gore, bir
varsayim, i¢sel olarak tutarh oldugu ve verilerle ¢iiriitiilemedigi siirece sé6zkonusu varsayimin
ampirik agidan dogru olup olmamasi 6nemli degildir. Rekabetin eksik oldugu bir diinyada
bile ekonomik islemlerin klasik iktisadin aksiyomlarina uyuyormus gibi modellestirilmesi
dogrudur.

Doga bilimlerinden, bilim felsefesi aracilifiyla sosyal bilimler alamna gegen belirsizlik
kavrami, modemite teorilerin sorgulanmasi ve postmodernist sdylemlerin hemen her

disiplinde 6n plana ¢ikmasinda 6nemli bir rol oynamgtir.

Zaman ve belirsizlik 20. yiizy1l iktisat disiincesinde ¢nemli bir tartigma konusu olmustur.
Popper’in bilimsellik kriteri olarak ortaya koydugu yanliglanabilirlik Kriterini iktisada tasiyan
T. W. Hutchison neoklasik iktisad1 degerlendirirken bireylerin gelecegi miikemmel olarak
bildikleri dogru bekleyislere sahip olduklar: varsayiminn teorileri test edebilme 6zelliginden
soyutladigim vurgulamistir. (Alada, 2000, 67) Mises'in iktisadin zaman boyutuna vurgu
yapip onu, zamansiZ matematik ve mantiktan ayirma ¢abasindan, Avusturya Okulu'nun iktisat
zamandadir ve denge yoktur saptamasi ve beklentilerin 6znel oldugu ve bilgisizlige yol agtig
yorumlarina kadar konu derinlemesine tartigilmigtir. (Eren, 1994, 267-269)

Bu tartigmalar iktisadin matematiksel formalizmden biraz olsun kurtulup somut hayata
yaklagmas! konusundan énemli adimlar olmuglardir. Avusturya Okulu iktisatgilan Walrasgil
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denge analizini zamansiz liretim, tam bilgi ve bekleyisler, maliyetsiz miibadele, aninda
dengeye varma ve kurumlarin dikkate alinmamasi gibi nitelikleri yiiziinden elestirerek,
zaman, belirsizlik, bilgi ve bekleyisler, gelistirdikleri konjonktiir (dengesizlik) analizlerinde
onemli bir yer verirler. (Yay, 1993, 49) Ornegin biitiin bilgilerin siibjektif oldugunu iddia
eden F.A. Hayek denge kelimesinin bir anlami varsa, ancak planlarimin ne olacagimi tam
olarak bilen tek birey baglaminda mevcut olabilecegini, biitiin olarak toplum i¢inde bunun

asla gergeklesemeyecegini soyler. (Butler, 2001, 77-78)

Teorisinde zamana 6nem verdigi i¢in, aym 6nemli vurguyu fizikte yapan Einstein ile
aralarinda benzerlik kurulan Keynes'de, (Togati, 2001) zaman kavraminin anlami yerlesik
iktisattakinden farklidir. Analizlerinde, geleneksel zaman biitiiniiyle atilmamakla birlikte,
tarihsel ya da G. Shackle'nin deyisi ile beklentisel zaman 6nemli yer tutar. (Eren, 1994, 292-
295) Keynes, belirsizligin dlgiilebilir olmadifn saptamasim yaparak F. Knight'm yaptig: risk
belirsizlik aynmim izlemigtir. Knight, belirsizlik faktriiniin bir eksik bilgi unsuru olan
riskten ‘farkhi olarak 6l¢ililemez oldugunu s6yler. Keynes'in benimsedigi Knight tarafindan
yapilan bu belirsizlik formiilasyonu Smith'e dayandirilabilir. (Alada, 2000, 81-84) Bu
anlamiyla &lgiilebilen belirsizlik olarak tamimlanan risk sonugcta bir kesinligi ifade etmektedir
ve geleneksel iktisadn algilayisindan bir farki yoktur. (Eren, 1994, 292-295)

Genel denge teorisi ¢ergevesinde de ele aldifimiz gibi geleneksel yaklasgimda para
numerierdir. Bunun sonucunda defer kuram kesinlik iligkisi vardir. Keynes de ise para
yatiim (ki bu gelecek zamam kapsar), belirsizlik, iliskisi vardir ve paranin énemi bu giin ile
gelecek arasinda baglanti kurmasindadir. Bu anlamda Keynes'de belirsizligin kaynaginin para
oldugu soylenebilir. Parah ckonomide para yarin sorunlarim ortaya ¢ikarmaktadir. Yarn
eksik bilgiden dolay: belirsizlife yol agar. Belirsizlik digsal degil i¢sel bir degiskendir. (Eren,
1994, 292-294) Keynes'in belirsizlik ve tarihsel zamana verdigi énem onu dengesizlige
gotiirmektedir. Keynesgi iktisatta belirsizlifin igsel olmasi ve sistemin dogasindan
kaynaklanmasi aym zamanda Avusturya Okulu’ndan farkh olarak krizlerin nedeni olarak
kabul edilmesine neden olur. (Eren, 1994, 296-297)

Ekonomide belirsizlik kavraminin 6n plana giktigh bir baska alan ise finansal ekonomidir.
Finans alamindaki belirsizlik, risk ve olasilik faktérlerinin varhigi, ekonomi ve finansi klasik
fizik yerine kuantum fizi§ine benzeten yorumlar yapilmasina da neden olmaktadir. (Erol,
1999, 294)

Neoklasik iktisadin temel varsayimlarindan. birisi de statik denge varsayimidir. Marshall’in

kismi denge analizi de Walras ve Pareto’nun genel denge analizi de statik denge tahlilleri
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olarak kabul edilirler. Bu tahlillerde iktisadi siirecin dengeye kadar gegirdigi zaman ihmal
edilmigtir. (Kazgan, 1993, 110) Zaman kavraminin ve dolayistyla belirsizligin modele dahil
edilmesi denge diisiincesinin degil dengeye ulagma metotlarim degismesine neden olmus,

zaman i¢inde de dengeye ulagilabilcegi ispatlanmak istenmigtir.

Belirsizlik kavraminin genel denge modeli gergevesinde ilk ele alimg1 Debreu'nun "Deger
Kuram1", (Theory of Value) adh iinlii ¢alismasinda olmustur. Debreu, denge analizini, belirsiz
olaylarmn tiiketim ve tiretim kiimelerini ve ekonominin kaynaklarm belirledigi durumlara
geniglettigini belirttigi kitabimn 'belirsizlik' baslikh yedinci béliimii bu konuya bir giris
niteligindedir. (Debreu, 1959, 98-102) Bu durumda, transfere konu olan mallar 6ncelikle
fiziksel ozelliklerinin yani swra konumlan ve bulunduklart zamanla da belirlenirler.
Aktiviteleri 7 temel zaman aralifina genisletilmis ekonomi modelinde g¢evrenin tasidif
belirsizlik sonlu sayidaki alternatiflerden birinin segilmesi sonucu meydana giktig: varsaylir.
Bu alternatifler 7 zamamndaki olay olarak adlandinlir ve e, olarak gosterilir. Debreu bu

olaylara ornek olarak atmosferik kosullar, dogal felaketler ve teknik olanaklan
gostermektedir. Baslangi¢ zamaninda ajanlar T zamamnda gergeklesecek olaylar hakkinda
bazi bilgilere sahiplerdir.

Her ne kadar Debreu, belirsizlik bashgim kullanmis olsa da belirsizlik faktoriiniin bir eksik
bilgi unsuru olan riskten farkli olarak Glgiilemez oldugunu s6yleyen Knight gibi iktisatgilan
dikkate alirsak aslinda Debreu’nun kullandigi bu kavramin tartigilabilir oldugunu goriiriiz.
Genel denge analizlerinde yer alan eksik bilgi unsuru, risk faktériine indirgenerek bireysel
karar siirecine bir degisken olarak eklenir ki bu belirsizlikten farkli bir kavramdir. (Alada,
2000, 114)

Belirsizlik altinda denge ile ilgili 6nemli bir adim da Arrow ve Hahn'in birlikte yazdiklari
"Genel Rekabetgi Analiz", (General Competitive Analysis) isimli kitapta yer almugtir.
Yazarlar 6ncelikle, mallarin fiziksel olarak aym dahi olsalar i¢inde bulunduklar1 zaman ve
konuma gore farklilarmis gibi ele alinabileceklerini vurguluyorlar. (Arrow-Hahn, 1971, 122)
Eger denge modeli zaman iginde géni;letilirse mallar i¢in farkh zamanlarda farkli piyasalar
ortaya ¢ikmus olur. Ancak Hahn daha sonra modelin yetersizligini bilgiye ulagma maliyeti ve
sliregleri, islemler ve islem maliyetleri, bekleyis ve belirsizlik agik¢a ve: kapsamli olarak
denge kavramina dahil edilmelidir diyerek Arrow-Debreu yaklagimim elestirmigtir. (Alada,
2000, 121)
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Genel denge yaklagiminda, genel olarak gelecegin bilinmeyisi risk kavrami gergevesinde ele
alinarak, karar verme agamasindaki bireyin davrams: soyutta Slgiilebilir belirsizlik anlayis ile
degerlendirilme yoluna gidilmigtir. Bu sekilde klasiklerden neo klasiklere degismeyen bir
unsur olarak gegen bireylerin gelecefi miikemmel olarak gordiikleri vel rasyonel olarak

tercihte bulunduklar yaklagimi normda korunmus olmaktadir. (Alada, 2000, 82)

Tam anlamiyla dinamik bir genel denge modelini formiile eden ilk iktisat¢inin Lindahl oldugu
genel kabul goriir. Lindahl'in bu orijinal fikrini Hicks yaymigtir. Walras - Pareto'nun bir
periyotlu dengesinden Lindahl - Hicks'in dénemsel (temporary) dengesine gegiste onceki
modelin temellerine bireysel beklentiler ilave edilmistir. Ekonomik ajanlar her zaman
periyodunda o anki bilgi ve siibjektif beklentilerine dayanarak gelecek bir periyotta
gergeklesecek bir ekonomik durum igin optimal programlarim segerler. (Nicola, 1994, 12)
Neoklasik ¢éziimlemede zaman faktoriinii dikkate alan dinamik denge tahlilleri giderek énem
kazanmakla birlikte baz: iktiat¢ilar, neoklasik denge analizine dinamik bir i¢erik kazandirma
¢abalarinin zamandan bagimsiz sabit bir sosyal yap1 varsayimim koruduklar: bu nedenle de
neoklasik analizin, statik denge analizi olmaktan kurtulamadifim vurgulamaktadirlar (Kara,
2001, 28)

Calismanin bu béliimiinde zamanh ve dolayli olarak belirsizlik fakt6riiniin yer aldif: bir
modelde genel denge ele alinacaktir. Genel denge analizinde belirsizlik kavrami genel olarak
bir risk fakt6rii olarak ele almmaktadir. Bununla birlikte yapilan daha yeni galismalarla
belirsizligin igsel olmast durumu da analize dahil edilmigtir.
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3.2 Donemler Aras1 Denge

Bir anlamda belirsizligin kaynaB1 olarak adlandirilabilecek zaman kavramimn modele ilave
edilmesiyle fayda fonksiyonunun ifadesinde de baz: farkliliklar ortaya ¢ikar. Duragan zaman

formunda fayda fonksiyonu gibi ifade edilebilir.

T

U(cy,esCp) =Zu, (c,) Bu fonksiyonda u,(c,), t periyodu iginde yapilan tiiketimden elde
t=1

edilen faydayr gosterir. Zaman kavramiyla birlikte fayda fonksiyonu asafidaki ifade

T
edilebilir. U(c,,...,¢c7) = Za'u, (c,) Bu durumda aym fayda fonksiyonunu her periyot igin
t=1

kullanirken ¢ inci periyodun faydasim iskonto faktérii @' ile garpilir. Boylece gelecekteki
faydalarin bugiinkii degerleri hesaplanmus olur. (Varian, 1992, 358)

Benzer bir gekilde beklenen fayda, Daniel Bernoullimin, diinyada m farklh durumun

bulundugu ve bunlarin olasiliklarimin sirasiyla p,..., p,, oldugundar hareketle Z pU,(x)

i=1
seklinde de ifade edilebilir. Bu modelde U,(x) i inci durumun gergeklesmesi halinde x’in
faydasidir. (Arrow, 1984, 127-128) Bu anlamda beklenen fayda E(U), olanakli ¢iktilarin

faydalarmin beklenen degerleri ile ifade edilen belirsizlik altinda tercihlerin gdsterilmesi

olarak da tamimlanabilir. E(U) = Z p;U(x;). (Eren, Donduran, 2001, 421) Bu modelde
i=1

tiiketici her durumda aym faydaya fonksiyonuna sahip ve her durumda fayda o durumun

gerceklesme olasilifi ile garpilmis durumda. Beklenen fayda dénemler aras1 ya da durumlar

arasi bir nitelik kazanmig olmaktadar.

Bu kavramlastirma John von Neumann ve Oskar Morgenstren’m oyun teorisi ile ilgili
6nemli ¢aligmalarma “Theory of Games and Economic Behavior” dayanmaktadir. Fayda
kavraminin ele alindig1 boliimde, sayisal faydanin olasilik kavramu ile birlikte kullanilmasi,
faydamin sayisal degerlerinin lineer déniiglimlerle belirlenmesi, matematiksel beklentiler gibi
kavramlar ele alinarak gelistirilmis, ek béliimiinde ise faydanin aksiyomatrik davramglan
incelenerek almarak bir anlamda belirsizlik altinda beklentilerin yapisi ele alinmigtir. (von

Neumann-Morgenstren, 1990, 15-31 ve 617-632)

Arrow beklenen fayda teoremini formiile eder; olaylar lizerinde reel degerli bir fayda

fonksiyonu tanimlamak miimkiin ise asagidaki 6zellikleri saglar.
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e a'>a® olmas, ancak ve ancak U(a') > U(a®) olmast durumunda miimkiindiir.

o U(a)=E{U[a(s)]} dir. (Arrow, 1984, 180)

Fayda fonksiyonun stokastik durumlarna &rnek olarak bir karar alictmn von Neumann-
Morgenstren fayda fonksiyonu U(II) ile gésterildigini varsayalim. Bu durumda {ireticinin

amaci, karinin beklenen deerini maksimize etmektir. E{U [H(q)lx]} fayda fonksiyonu

genellikle lineer olmadigindan, risk-tarafsiz olma durumu ancak 6zel bir durumdur. Pozitif

marjinal fayda heryerde artan ise risk tercih eden bir ekonomik ajan s6z konusudur.

ou(ID
oIl

>0 oldugu varsayim altinda

>0, risk —tercih eden
=0, risk —tarafsiz oldugu s6ylenebilir. (Nguyen, 1997, 9)
<0, riskten— kagan

o’u(D
oI

4

S
Bu tanmmlamalar 1siginda fayda fonksiyonu u'(x},x!,..,x)=v'(x))+6) pv'(x,) dm.

s=1
Burada V' reel degerli, artan, igbiikey R, *da tanimli bir fonksiyon, &;, parametresi 0 <3J; <1
olmak iizere, ajamin gelecek tiiketimlerinden elde edecegi faydamn bugtinkii degere

indirgenmesini saglayan iskonto faktériinii ve p=(p,,...,p,) durumlarin gergeklesme

olasiliklar olmak fizere tiikketimin sagladig1 fayda, ¢ =0 zamamnda yapilan tiiketimin faydasi
ile t=1 zamaninda yapilan tiiketimin beklenen faydasimn bugiinkii degere indirgenmis
halinin toplamidir. (Quinzii, Magill, 1996, 51)

Dénemleraras1 denge boliimiinde, Arrow-Debreu’nun kogula baglt piyasalarm ve Arrow’un
teminat piyasalarini ele alinmigtir. Bununla birlikte konuya bir giris niteliginde Malinvaud'un
modeli {izerinde durulacaktir. Bu modele gére hane halkinin tiiketim ve firetimle ilgili
kararlarmin birden fazla dénemi kapsadifi varsaymmi yapilir. Bu sekilde bir anlamda kisa
dénem analizleri ile uzun dénem analizleri birlestirilmis olur. Zaman boyutunun daha aktif bir
bigimde denge analizine dahil edilmesiyle, karar alicilarin ufkunun bir tek doénem ile
smurlayan kisitlayic: varsayimlardan kurtularak somut zamanda yiiriitiilecek analizlere dogru
bir adim atilmig olur. (Akat, 1980, 268)

Hane halkiun (ailelerin) ekonomiyi iginde bulunulan z=1 doneminde daha sonraki

dénemlerle ilgili hesaplarm yapabilmeleri igin daha sonraki donemlerde yapilacak
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miibadelelerin bu dénemden baglanmasina olanak veren kurum igin alivre piyasalar terimi de
kullanilmaktadir. Alivre piyasamn anlami bir alici ve saticiin kargihkh olarak belirli malt
belirli bir fiyattan ve belirli bir tarihte alip satmay1 kabul etmeleridir. Bu sekilde malin teslim
edildigi dénemdeki fiyattan bagimsiz olarak, miibadele dnceden yapilan kontrat gergevesinde
gerceklestirilir. Dogal olarak alivre piyasada satigin yapilmasi ile teslim am arasinda gegen
stirede mahn fiyati yiikselmigse ahci, diigmiigse satict karh bir is yapmus olacaktir. Modele
gore dengede hersey birinci dénemde gergeklesmektedir. Tiim mallar igin alivre piyasalarin
varhig ailelere gelecekle ilgili biitlin kararlarm bugiin almak olanagi vermektedir. (Akat,
1980, 270-288). Kosullu mallar piyasasinin kolektif risklere karst Snemli bir rol oynadigim
s6yleyen Malinvaud, bireylerin, ¢esitli durumlarin olasiliklarim bildiklerini ve buna bagl
olarak bu durumlarda elde edecekleri faydalani agirliklandirabildiklerini belirtmektedir.
Malinvaud’a gére bireyler gergek olasiliklari bilmemelerine ragmen siibjektif olasiliklara
sahiplerdir ve siibjektif olasiliklarin herkes tarafindan aym sekilde bigimlendirilirler.
(Malinvaud, 1973)

Zaman ve gelecek piyasalarmin dahil edildigi bir genel denge modelifnde bir mal ii¢ soru ile
tammlamir. Bu sorular ne, nerede ve ne zamandir, Walras''n miizayedicisi ile kisisellestirilen
piyasa mekanizmasinda yalnizca bir kargilasma (bulusma) olur ve her tarihe ait biitiin mallar
i¢in eszamanli olarak denge saglanir. Su andan sonlu bir ufka kadar her hane halk: bir tek
biitge simrlamasina sahipken, firmalar da yine aym zamansal siire¢ iginde girdileri igin

yaptiklar1 harcamalar ve kazanglan igin tek bir kar hesaplanmasina sahiptir. (Starr, 1997, 180)

Gerek Malinvaud’un tanimladifi donemleraras1 denge modeli gerekse, Arrow-Debreu (1954)
ve Debreu (1959) ele alindiginda Arrow-Debreu genel denge modelinin ve buna dayanilarak
agagida ele alinacak Arrow-Debreu kosula bagli piyasalarinda gelecekteki olasi piyasalar
kiimesinin tiimii i¢in baglangi¢ periyodunda miikkemmel ongériide bulunulabildigi varsayilir.
Bu yiizden piyasanin bir kez agilmas: yeterlidir. Ikinci béliimiin giris kismunda da belirtildigi
gibi bu analiz olasilik ve istatistik teorisindeki beklenen deger kavramina kar§111k gelmektedir.

Donemleraras: genel denge modelinin temel &zelliklerini bu sekilde belirledikten sonra.

Donemleraras: optimizasyon kavramina kisaca deginilecektir.

3.2.1 Dénemler Arasi Optimizasyon

Oncelikle iki donemli bir modeli ele alip sonra bunu gok dénemli bir modele genisletelim. ki
periyodun her birinde yapilan tiiketimi (c;,c,) ile gosterelim. Tiiketici birinci periyotta
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w, baslangi¢ donanimina sahip olsun ve servetini iki varlia (asset) yatirabilsin. Varliklardan
biri belirli bir getiriye R, digeri tesadiifi E bir getiriye sahip olsun. Bu tiiketicinin, birinci
periyotta verdiBi bir kararla ¢, kadar tiiketim yaptiktan sonra kalan servetinin x oramm riski
varliga ve 1—-x oraninmi da belirli getirisi olan varlifa yatirdigimi varsayalim. Bu durumda

tikketicinin portféylinde (w, —c,)x liralik E, getirili ve (w, —c;)(1—x) lirahk R, getirili

.....

Wy =(w, - cl)[k‘lx +R(1 —-x)]= (w, —Cl)ﬁ dir.

Burada R = [ﬁlx +R,(1- x)] ifadesi tiiketicinin portfSy getirisidir. Modelde portfoy getirisi
belirsiz oldugu i¢in tiiketicinin ikinci dénem serveti ve buna bagh olarak da ikinci dénem
tiiketimi de belirsizdir. Bu noktada tiiketici i¢in bir fayda fonksiyonu

U(c,,c,) =u(c;) +aEu(c,) seklinde tammlanabilir,

Burada a <1 olmak iizere iskonto faktériidiir. ¥](w,)baslangi¢ periyodunda w, servetine
sahip olan tiiketicinin ulasabilecegi maksimum fayda olsun.

V,(w)=max,,, u(c,) +aEul(w, ¢, )R]

Bu ifadenin maksimum degerini modelde tiiketicinin belirleyebilecegi iki degisken olan c, ve
x gore tlirevlerini alarak birinci mertebe kosullardan

u'(c,) = aku'(¢,)R

Eu'(c, )(El -R)=0

esitlikleri elde edilir.

Bu egsitliklerden birincisini dénemler arasi optimizasyon kosulu olarak deBerlendirilebilir. Bu
kosulun ifadesi birinci periyottaki tiiketimin marjinal faydasimn ikinci dénemdeki tiiketimin
beklenen marjinal faydasimn indirgenmis durumuna esit olmasi gerektigidir. PortfSy
optimizasyon kosulu olarak adlandirtlan diger esitlik ise glivenli varliktan riskli varliga kiigiik

miktarda bir parasal hareketin yarattigi beklenen marjinal faydamin sifir oldugudur. Bu iki
esitlikte iki bilinmeyen ¢, ve x ¢6ziilebilir.

Modeli T periyot i¢in ele aldifimizda ¢ amnda w, servetine sahip olan titketicinin bu

servetin x, oranim riskli varlifa yatirdifim varsayalim. Bu tiiketicinin ¢#+1 periyodundaki
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serveti su sekilde ifade edilebilir. W, =(#,—¢)R  Onceki modele benzer sekilde

vardir. Bu donemlerrarasi optimizasyon probleminin ¢6ziimiinde dinamik programlama

metodu kullanihir. ki dénemli modelle benzer sekilde maksimizasyon problemini

Ve (wp)=max,_, u(cy,)+aBul(w, —c, )R] seklinde tanimlanabilir.

€Ty X1

Buradan birinci mertebe kosullar elde edilir.

u'(cry) = aEu'(Er )R

s (Varian, 1992, 358)
Eu'(G)(R, - Ry) =0

Zamanli modelde portfoy se¢imi ve menkul kiymet (aktif) fiyatlandumas: i¢in kendini
yineleyen yapida dinamik optimizasyon problemi ¢6ziimiine dayanan, dinamik programlama
yontemleri kullanilmaktadir. (Duffie, 1996, 47) Dinamik optimizasyon; varyasyon hesabi,
optimal kontrol teorisi ve dinamik programlama (Bellman) gibi alternatif metotlarin kullanimu
yolu ile ¢oziilebilir. (Chiang, 1992, 17-22) Burada ele alinacak olan Bellman fonksiyonunu

V.(x,)=max F(s,x ,u,,)+V, (g(,x,u)) seklinde karakterize etmek miimkiindiir;

Belmann denklemi bu sekilde tamimlandiginda birinci mertebe kosullar i¢in de

F,(s,x,u)+V/ (g(t.x u))g,(@tx,,u)=0 ifadesi yazilabilmektedir. (Hassler, 1998, 4)

Bellman denkleminin birinci mertebe kosullar1 genellikle stokastik Euler denklemi olarak

adlandinhirlar ve menkul deger fiyatlar . dengesini karakterisitigini g6sten'rler. d, >0

indirgeme iskonto katsayis1 olmak {lizere, tiiketime baghh olarak refahin ifadesi
We +e

WS =— d“‘ i ,t=1. dir. Bu aktér i¢in fayda maksimizasyonu  problemini ise
-1

maxU(c) dir ve ¢, SW; +e, kisitina bagh olarak ¢dziiliir. Fayda fonksiyonu daha énce ele

. T
aldigimiz gibi beklenen degere baghdir. U(c) = El:z u,(c, )] . Burada #, kesin artan ve her ¢

t=0
i¢in siirekli bir fonksiyondur. O anki servet W =w olarak verildiginde, herhangi bir ¢
aninda geriye kalan artan faydayr maksimize etmek i¢in su formiil kullanilabilir.

T
V,(w)=sup Zus (c,) (WS =w kisit1 altinda) Yukarda belirtilen servetin dinamik ifadesi

cel, st



125

we= Wi 463 =y ;t21. ve ¢, <Wy +e; olarak ifade edilir. Eger biitce-olanakh bir

-1

tilketim miimkiin degilse V,(w) = —oodir.
Buradan V,(w)=u,(w+e,)dir, ve t<T olmak iizere Bellman egitligi

Ve.(w)=supu,(c)+V,, J dir. Buradan hareketle optimal tiiketim politikasi, C,(w)

ceR, '

[w+q—E
Belmann esitliginin  ¢oziimiinii gostermek lizere ve t<Tve C,(w)=w+e, ifadesi
¢, =C,(WS) olarak gosterilir. Bellman denkleminin birinci mertebe kosullanimi su sekilde
yorumlamak miimkiin olabilir. Her ¢ igin #,’nin kesin konkav ve pozitif bolgede
diferensiyellenebilir oldugunu varsayahm. Optimal tiiketim politikas1 ¢’ ’nin kesin pozitif
oldugu varsaymm altinda " ’nin c"ile iligkili servet siireci olarak tammlayalim. ¥, herhangi

bir ¢ igin, kesin konkav ve W, ’de siirekli diferensiyellenebilir olsun. Bu durumda

V/W,)=u)(c;) yazlabilir. Bellman fonksiyonunun birinci mertebe kosullarindan bir

periyodun indirgeme (iskonto) oram d, =%2 dir. Buradan hareketle, bir T >¢’de
ut ct

*
_ur(cr)

vadesi dolacak birim risksiz tahvilin ¢ zamanindaki fiyat1 P, =

—— = olarak tammlanabilir.
t\"t

Bu tiiketimin iki zaman arasindaki marjinal ikame oramdir. (Duffie, 1996, 47-49)

3.2.2 Finans Ekonomilerinin Ozellikleri

Bu béliimde belirsizlik ve zaman analizinin en yogun olarak kullanildifi genel olarak finans
piyasalan olarak ifade edilebilecek piyasalarin temel 6zelliklerini bir dizi varsaym ile ele
alinir. Finansal piyasalarin dengesi esasinda Arrow-Debreu dengesi olarak tanimlandigindan,

bu varsayimlar1 genellestirilebilir.

Tiiketim kiimesinin, mal uzaymn negatif olmayan kadraninda yer aldiga, X’ =R} ve i inci
ajan igin (ekonomide karar alic1) tiiketim kiimesi ilizerinde tam, gegisli ve stirekli bir tercih

Onsiralamasinin tammh oldugunu varsayarsak,

u' :R" — R fayda fonksiyonudur.
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Varsayim 3.1. Giiglii Monotonluk:

i. #':R"— R Fayda fonksiyonu R! uzaymnda siirekli ve

ii. Herhangi x,x' € R” igin x> x' ve x# x'igin u'(x)>u'(x) dir.
Varsayimn 3.2. Giiglii Monotonluk Ve Kesin I¢hiikeyimsilik

Fayda fonksiyonun birinci varsayimm saglamasinin yaninda, her x,x'eR] igin, 0<A<l1

olmak iizere;
u' (Ax + (1= A)x") > min(u’ (x),u' (x")) dir.
Bu varsayim siirekli talep fonksiyonlari ile galigmak istendiginde kullanilir,

Varsayim 3.3. Diizgiin Tercihler (Smooth Preferences)

Diferensiyellenebilir talep fonksiyonlarina ihtiyacimiz oldugunda bu teoreme basvurulabilir.

R}, mal uzayimn pozitif kadranim gosterir.

x; >0, j =1,...,n}

R}, = {x=(x1,...,xn)eR"

Eger, u' fonksiyonun & mnc1 dereceye kadar tiim kismi tiirevleri stirekli ise ' yerine R”,
uzayinda C* kullamilabilir. Bu &zelligin tiim %k degerleri icin gecerli olmas: durumunda

C® sembolii kullanmilir,

i. u':R!—> R siirekli bir fonksiyon ve R!, uzaymnda C®tanimh.

. U'(x)={eR"W)2u'(x)}cR" VxeR",.

Burada kayitsizlik egrilerinin pozitifi mal tomarlarindan gegtigi, ve negatif olmayan kadranin
simrlarim kesmedigi iddia ediliyor. Bu iktisadi ajanin maksimizasyon problemini tiiketim

kiimesinin simrinda ¢ozmesine engel oldugunu iddia eder.

iii, Her xe R”, igin, | 223 F @ | pr
a'xl axn

n i n n 2,0
iv. Zhj Ou (x =0 olmak iizere, her x € R}, igin ve h+0iken ZZhjhk%;{—(JQ<0 dir.
= X

i j=1 k=1 %k
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Bu madde her pozitif tiiketim vektoriiniin %' fayda fonksiyonun ikinci dereceden tilirevinin

karesel bir formu seklinde yazilabilecegini belirtmektedir. (Quinzii, Magill, 1996, 50)

Bu son varsayim 1972'de Debreu tarafindan standart genel denge modelindeki mallar igin elde
edilen diferensiyellenebilen talep fonksiyonlari kullanilarak ortaya konmustur ve finans
piyasalar1 modelinde de aymi rolii oynamaktadir.

Tamim 3.1: x=(x',..,x"), 3(u,w) ' ekonomisi igin bir tahsis olsun asagidaki iki kosulun
saglanmasi durumunda Bu tahsis her ajan i¢in yapilabilirdir.

xeRi=1,..,1
7
Z(xi —wi)SO

i=1

Buradan hareketle ulagilabilir tahsisler kiimesi tanimlanabilir.

F={xeRf’

i(x"—w")SO} .

i=1

I
F kiimesi toplam donanimlara baghdir. 7 =) w'

i=1

Tamm 3.2: X=(%',.,% )dagitm asagidaki kosullari saglamasi durumunda Pareto

optimumdur.
i. xeF
ii. Oyle bir x=(x',..,x") e F yoktur ki en az bir i i¢in #'(x')>u’(¥') kosulunu

saglasin. (Quinzii, Magill, 1996, 49-50)

3.2.3 Arrow — Debreu Kosula Bagh Piyasalarinda Genel Denge

Ekonomik agidan &nemli etkiler yaratabilecek ve ajanlarin kararlarim etkileyebilecek, hava
durumu, saglik, teknolojik degigimler gibi bir ¢ok olay agik bir sekilde dngoriilemez, iste bu
noktada belirsizlik devreye girer. Genel denge literatiiriinde; belirsizlik gelecekte ne olacagt
bilinmeyen ancak ne olabileceginin bilinebilecegi bir durum olarak tammlanir. Bu yiizden de

bir olast durumlar agac1 kurarak muhtemel tiim durumlarin 6nceden bilinebilecegi ancak

! Her tiiketici igin baglangig donammlan ve fayda fonksiyonlarmdan olugmus ikililerin olugturdugu kiime finans
degigim ekonomisi olarak tamimlamr ve J(u,w) ile gésterilir.
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bunlardan hangilerinin gergekleseceginin bilinmedigi bir sistem 6nerilir. Bu aBagta
gosterilecek olasi belirsiz olaylar zaman periyotlarmin sonlu sayida oldugu varsayimina

dayanarak, her zaman sonlu sayida olacaktir. (Starr, 1997, 185-186)

Arrow-Debreu modelinde donemlerarasi miikemmel 6ngériiniin yapilabildigi, baslangig
zaman periyodundan kosula bagli gelecek piyasalarna ulagilabilecegi bir diinya tasvir
edilmistir. Bu modelde iktisadi ajanlarin yapmasi gereken tek sey kosula bagh gelecek
piyasalarina ait mallar i¢in baslangi¢ zamaninda harcamalarim yapmak ve gelismeleri
seyretmektir. Bu miikemmel 6ngorii sayesinde ajanlar harcama ve satiglarim baglangic
periyodunda gergeklestirirler. S6zlesmeler bir kere baslangi¢ periyodunda yapildiktan sonra
piyasalarin agik kalmasina gerek yoktur. Buna dayanarak Arrow-Debreu modelinde piyasalar
sadece bir kere agilirlar. (Agilsalar bile Pareto optimalligi ve kargilikh fayda saglayacak ahs
verisler miimkiin olmayacaktir)

Tamm 3.3: Kosula bagh olarak yapilan bir kontrat, belirsiz s durumunun ger¢ekten meydana
gelmesi kosuluyla anlagmaya konu olan mali, belirlenmis bir zamanda@ teslim etmeyi taahhiit
eder, s durumu gergeklesmezse herhangi bir islem yapilmaz. Bﬁ aligverigin baglangi¢
periyodunda hesaplanmg bedeli yine baglangi¢ periyodunda yani 0 zamaninda 6denir.

Kosula bagh piyasalarda herhangi bir tiiketim akimi

S S
D 7x. <Y mw, kosulunu saglamahdir.
5=0 =0

Ajanlarin tercihlerinin her zaman monotonik oldugu varsayim altinda, ajan her zaman tiim
gelirini harcar. Burada i inci ajanin biitgesini agagidaki gibi iki farkli sekilde ifade edilebilir.

Bu denklemlerde = (My,R,,...,Tg) kosullu piyasa fiyatlar1 vektoriidiir.

. Iy s :
neR",w' € R" olmak iizere nw' =Zn,w; yazilabilecegine gore, kosullu piyasamin biitge

5=0

kiimesi geklinde ifade edilebilir.

B(z,w') = {x' e R’

S ) S
PIE DA
s=0

s=0

B(z,w') = {x' eRNn(x' —-w') = 0}

Tanim 3.4: Bir 3(u,w) ekonomisi i¢in kosullu piyasa dengesini saglayan (J’c',W)e R¥xR!

kiimesi su sartlan saglamalidir.
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¥ e max{u’(x’ )Ix‘ € B(ﬁ, w )},

Sl -w)-o

i=]

burada fayda fonksiyonun biitge kisit1 altinda maksimizasyonu s6z konusudur. (Quinzii,

Magill, 1996, 49-54)

Kosullu mal piyasasinda denge, belirli gelecek piyasasi dengesi seklinde olusur. Arz talep
esitlii saglanana kadar fiyat ayarlamasi burada da s6z konusudur. Hane halkinin istikrarli bir
tiiketim i¢in kosullu mallar segmesini temin etmenin yolu bu mallarin tesliminin olaylardan

bagimsiz olarak ayni tiiketim planina gore yapilmasidir. (Starr, 1997, 188)

Kosullu mal piyasas1 dengesi, ajanlarin fiyat alict olduklan rekabetgi bir denge 6rnegidir. Her
bir ajan kosullu s kontratlarindan istedigi kadarim bunlarin =, fiyatlannm etkilemeden satin

alabilir. Ajanlarin tercihleri kesin monoton oldugundan, eBer ajanlarin maksimizasyon
problemlerinin bir ¢6ziimii olacaksa, kontratlarn fiyatlarinin her durum igin pozitif olmasi

gereklidir. Bu tiir bir ekonomide denge durumunda serbest kontratlar bulunamaz.

Ozellik: Fayda fonksiyonunun varsayim 3.1°i saglamasi durumunda, asagidaki kosullar
esdegerdir.

i. max {u‘ ' )|x' = B(ﬁ,wi)} probleminin ¢6ziimii vardr.
ii. ;e R},
iii. B(%,w')biitge kiimesi kompaktir.

Bu 6zelligin saglandifim gostermek igin bazi s durumlar igin ©, =0 oldugunun varsayilmasi

durumunda, monotonluk kosullari geregi s durumu sinirsiz olur ve bu da (i) maddenin

S
¢oziimii olmasim engeller. ¢ inci ajamin gelirini ' =Ziswj ile tamimlandiginda

§=0

x' € B(&, ') olduguna gore bunun anlami 0< x' <7 oldugudur ki bu da B(%,w') biitge
T

kiimesinin siurli oldugunu gosterir. Ote yandan Tx’ eslemesi siireklidir ve B(%, w') kiimesi
kapali ve kompaktir. Bir siirekli fonksiyonunun kompakt bir kiimede bir maksimuma sahip
oldugunu &nceki boliimlerde Weierstrass teoremi ile gosterilmisti buradan hareketle

maksimum probleminin ¢6ziime sahip oldugu da sylenebilir. (Quinzii, Magill, 1996, 49-56)
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Kosullu piyasalarda dengenin varlifs, birbiriyle iliskili su iki problemin eszamanl ¢&ziimiine
baghdir.

I Sabit olarak alman 7% fiyatinda her tiiketici fayda maksimizasyonu saglayan bir x’

talep vektorii bulabilmelidir.

il. Bu fiyat dernesik talep ve toplam arzin egitliginden elde edilebilmelidir.

Teorem 3.1: ( Kosullu Piyaslarda Dengenin Varh@ ) Varsayim 3.2. nin saglanmasi

kosuluyla, lew" € R}, saglamyorsa, bir degisim ekonomisi olan J(u,w) degisim ekonomisi
i=l

bir kosullu piyasa dengesine sahiptir.

Kosullu piyasa ekonomisinde denge ispati da pek ¢ok yoniiyle ilk boliimde ele alinan genel
denge isapati ile benzerlikler gosermektedir. i. ajanin fayda fonksiyonunun kesin quasi

konkavlik &zelligi gostermesi neden iyle maksimum problemi, bir talep fonksiyonu
tanimlanmasin saglar. f*:R”, — R” Bu talep fonksiyonu kullamlarak esitligi yazilabilir.

fim= maX{lti(xi)lxi € B(ﬁ, w )}, i=1,..,1

Bu noktada bir dernesik agin talep fonksiyonu tanimlayabiliriz. Z:R?, — R" olmak iizere

Z@) =Y (f' (z)—w') dir,

i=1

bu agin1 talep fonksiyonundan elde edilen (¥,7) ikilisi ancak ve ancak asagidaki kosullar

saglamalar1 durumunda kosullu piyasanin dengesini verirler.

X = (fl(ﬁ:)s-"afl (ﬁ))
Z(%) =0

Yine varsayim 3.2’yi kullanarak, bireysel talep fonksiyonu /' nin asagidaki 6zelliklere sahip
oldugunu s6yleyebiliriz.

i f'(m) 20 her zeR?, igin
ii. S, RI, 'de siirekli

iti.  f'(ar)=f'(x)her >0 veher z R}, igin
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(6nceki boliimde gordiigiimiiz gibi talep fonksiyonu sifirinci dereceden homojendir)
iv.  af'(x)=nw'her meR], i¢in

—» 00

\2 z° € R", olmak tizere 7° — 7 € 8R!, ve eer aw' >0 ise v —> oo iken "f"(:z”)

) 2
olmak tizere, x vektoriiniin normu ||x||=(Z:xs2 ) dir. OR], pozitif ortantin simindir.
s=0

ii ve v maddelerinin ispat1 dizisel kompaktlik 6zelligine dayanir. R”uzaymndaki her simrh ve
sonlu dizi bir yakinsak alt diziye sahiptir. Aslinda v. 6zelligin anlam bazi mallarn

fiyatlarimin gok ucuz duruma gelmesiyle bu malalra olan talebin artacagidir.

Agin talep fonksiyonunun dzellikleri;

i Her = € R}, i¢in Z(x)=-w (alttan smrlilik)
1i. Z,R?, ’de stirekli (stireklilik)
ii. Z(ar)=Z(r)her a > 0igin ve her 7 € R}, i¢in (homojenlik)

Bu o&zellik genel denge modelinin karakteristik ozelligidir. Herbiri bireye ait talep ve
dolayisiyla toplam asir1 talep sadece goreli fiyatlara baglidir. Fiyat seviyesini belirlemek igin

fiyat normalizsayonunu yapilabilir.

iv. #Z(7)=0biitlin 7 € R}, ’ler i¢in (Walras Kanunu)
\A Eger #n°eR] ise Oyleki #n° >weOR],, n#0, su halde v—>o iken
" £(z")| = o dur (stmur davramsi)

S
Dengenin matematiksel ispat1 igin ) 2 =1normalizasyon iglemi uygulanabilir. Bu islemi

5=0
birim ¢ember tizerinde yapilan bir normalizasyon iglemi olarak diistinmek miimkiin olabilir.
Normalize edilmis fiyat vektoriinii baglangic1 orjinde olan bir yarigap olarak ele alinirsa bu
yarigapin birim kiireyi kestigi noktadan bir ¢oklu diizlem de kiireye teget olacaktir. Coklu
diizlem ile fiyat vektoriiniin (yarigap) kesistikleri noktaya & diyelim. n =S +1olmak tizere

R" uzayinda n-I boyutlu birim kiireyi tammlayalim
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g(®,,...,w,) =Y w; =1 seklinde bir fonksiyon tammlandiginda kiirenin yiizey derecesi,

J=
g(w)=1 dir. Teget ¢oklu diizlemin, birim kiire ile teget oldugu # noktasinda denklemi,
Vg(ft)(n—f) =0kosulunun saglanmasi ancak (m—%)=0olmasi halinde miimkiindiir ki

bunun i¢in de #x =1 olmalidir. 2
Orjinden gegen ve ¢oklu diizleme paralel bir tegetsel uzay tanimlanabilir

T, =z R" iz =0}.

Buna gére Walras yasasmna gére dernesik asin talep fonksiyonunun Z(#) bu tegetsel uzay

lizerinde yer almas: gerekir.

v: 8" - R"geklinde bir esleme tamimlayalim Syleki w(m)=T, ve her me S™" olsun, bu
durumda yapilan eslemeye bir vektér alan® denir. Walras yasasi, Z: S v, —> R" dernesik agint
talep fonksiyonunun, pozitif birim kiire {izerinde bir vekt6r alam tanimladigi anlamina gelir.
Negatif olmayan birim kiire iizerindeki vektor alam, 8" smn {izerinde bir i¢ noktalama
(inward pointing) olarak adlandirilir. Eger her me 88" igin = ; =0ile birlikte v;(®) 20 ise

v(m) vektoriiniin yeri S7~' *nin i¢ bolgesindeki bir ® noktasinda belirlenir.

Sifir fiyatinda sinirsiz oldugu igin asin talep fonksiyonun kendisi bu smir- {izerinde tammbh
degildir. Dahas1 tammlanmig varsayimlarimza gére mallardan birinin fiyat: sifira yakinsama
egilimi gosterdiginde bu mahn agir1 talebi gok biiyiik bir degere yakinsar.

n;, >0, Z, >

Cesitli mallann fiyatlan ayni anda sifira yakinsama egilimi gosterdiklerinde belki her biri igin
agirt talep sonsuza yakinsamayabilir ancak asin talep bu mallardan en az biri i¢in sonsuza
yakinsar. Agiri talep fonksiyonunun bu davramsi bazi fiyatlar sifira gittiginde asin talep

fonksiyonunun sinirm yakiminda belirlenebilecegi anlamina gelir. Bylece S iizerinde

og(m,)  og(R)
omn, = om,
? Vektor alam kavrammi 2.2.6. boliimde ele alacagiz.

2 Vg(®)= g fonksiyonun 7 noktasindaki kismi tiirevlerinden olugan gradyendir.
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tammli Z vektor alam tanimlanmis olur. Bu vektér alam1 ancak dernegik asin talep
fonksiyonu sifira esit oldugunda sifir olur ve smurda bir i¢ isaretlemedir. Smmrm kiigiik

komsululan diginda Z ile Z aymdir. Bu vektdr alani Z’nin sifir oldugu degerleri igermez.
Bir denge fiyat vektoriiniin varlig1, negatif olmayan birim kiire tizerinde, stirekli, i¢ isaretleme

vektor alanlarinin sifir degerine sahip olmasina baglidir.

Eger v:S"" — R", negatif olmayan birim kiire {izerinde, stirekli i¢ isaretleme vektor alam
ise, 6yle bir Te §™" vardir ki, V(7)) =0dir. Bu teze gbre sadece vektdr alaninin, bélgenin
simrindaki davramslarina dayanarak, onun bu bélgenin igindeki zellikleri ile ilgili sonuglara

ulasilabilir.

Kosullu piyasa dengesinin pareto optimalligi ele ahndiginda; Arrow — Debreu’nun kogullu
piyasa sistemi Pareto optimal bir kaynak tahsisi igin ideal bir mekanizma meydana getirmis

olur.

Teorem 3.2:(Kosullu Piyasa Dengesinin Pareto Optimalligi) J(u,w)ekonomisinin 2.1
varsayimint (giiclii monotonluk) varsayimum sagladigim kabul edelim. Eger (¥,7)kosullu
piyasa dengesi ise X tahsisi (dagilimi) Pareto oprimaldir.

X ’nin Patero optimal olmadifi varsayimindan yola gikarsak Syle bir x e F olmahdir ki
u'(x")2u'(¥')kosulunu saglasin. Bununla birlikte, %/, j’inci ajan igin bir optimal
oldugundan bazi j’ler igin u/(x’)>u’(x/)yazilabilir. Bu durumda x’/ ¢ B(7,»’) ya da
buna esdeger olarak 7’ >7w’. i# j i¢in u' monotonik oldugundan 7x’ > 7w’ yazilabilir.

I I .
Bundan dolay: EZx‘ > 772 w' sonucuna ulagihir ki bu durum xe F &énkabulii ile celigir.

i=1 i=]

Dolayisiyla X Pareto optimum olmalidir®, (Quinzii, Magill, 1996, 60)

Yukarida model kesikli zaman analizi ile ele ahnmigtir. Literatiirde kesikli zaman yaklagim

yerine siirekli zaman yaklagimim kullanan galigmalarda vardir, Temel yapinmn degismedigi bir

sirekli zaman yaklagiminda, menkul degerler piyasasmin dengesi siirekli bir zaman

kiimesinde ele alindiginda Arrow — Debreu dengesini su sekilde ifade etmek miimkiin olabilir.

P(c):L — R sifir olmayan lineer bir fiyat fonksiyonu ve tikketim siirecinin Zc" sZe"
i1 i=1

kosulunu sagladifindan olanakli oldugunu diisiinelim. Arrow Debreu dengesi fiyat

* Kogullu piyasa ekonomisi dengesinin Pareto etkinligi diferensiyellenebilirlik szelligi kullanilarak da ifade
edilebilir. (Quinzii ve Magill, 1996, 60-62)
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fonksiyonu I1 ve olanakhi dagilmlan (tahsisleri) igerir. Bu durumda her i i¢in ¢’ ’nin
¢oziimii I(c) <TI(e) kisit1 alinda supU,(c) probleminin ¢éztimiidiir. Eger I(c): L —> R’ye

cel,

fiyat fonksiyonu, dogrusal ve kesin artan ise L’de tek bir IIvardir ve

T
I(c) = E[ j n,c,dtJ seklinde gosterilir. (Duffie, 1996, 221)
0

3.2.4 Finansal Piyasalarda Denge

Kosullu piyasalar ele alimirken s6z konusu kontratlarin, tiim olasi durumlar igerdigi varsayimi
yapilir, oysa teré segim (adverse sellection) ya da ahlaki davrams (moral hazard) gibi
olasihiklar dikkate alinamadig1 igin bir anlamda tiim kogullar: tanimlamak zordur. Bu durum
rasyonelligin sinirlandiriimasi olarak da diistiniilebilir. Bu tiir riskler farkl finansal kontratlar
tarafindan igerilebilirler.

Finansal piyasalar dengesinde kullandi§imz formiilasyonla ilgili olarak;

J menkul degerlerinin geri £=1 zamanindaki 6demeleri

1711 e VIJ
V=: . i | SxJ boyutlu matrisiile gosterilir.
Vsl e VSJ

J menkul degerlerinin miibadele edildigi finansal ekonomi / tane ajandan olugur ve

3(u,w,V)ile, daha énce ele aldigimiz kogullu piyasa ekonomisi ise Iy, SxS boyutlu,
3(u,w,1)ile gosterilir. ¢=(g,,...,q,) menkul degerlerin sifir zamaninda hesaplanmg fiyat
vektori, z'(z{,...,2}), i iﬁci ajanin portﬁiyiiﬁﬁ; (z! >0 ise menkul deger satn aldig, z; <0
ise sattif1 anlamina gelmek iizere)

Bu durumda { inci ajanin biitge kiimesi;

x; =w{, —qlzl’.—---—quj, z’eR’ } dir.

x=w +V!zl +- V2, s5=1,...,8

s

B(g,w', V)= {x' eR!

W sifir ve bir zamanlarimin birlegtiren menkul deZerlerin getiri matrisi olarak yazilabilir.
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-4 -4,

- V! v’
W=W(q,V)=[Vq]= 1 1

Vs Vi

Bu durumda biitge kiimesi yeniden tamimlanabilir.

i i i i i _pJ
Xo =Wy =12y — " =q,;Z;, Z €R
xl=w 4 Vlz 4V 2, s=1,...,8

B(g,w',V)= {xi eR’
i inci ajam bu durumda tiiketim ve portfdy vektorleri olan ikililerden olusan bir karar
kiimesine sahip olmalhdir.

(x';z")e B(g,w',V) olmak iizere x' —w' =Wz'dir.

Eger, %', i inci ajam u'(x')fayda fonksiyonunu B(g,w',V) bitge kiimesi iizerinde

maksimize eden tiiketim vektrii ve z' bu tiiketimi finanse eden portfdy ise;
(x;z)e max{u‘ (x")l(x' :z) e B(q,wi,V)} yazilabilir.

(W) , W matrisinin siitunlarindan iiretilen bir alt uzaydir ve miimkiin gelir transferlerinin

kiimesidir. Bunun anlamu finansal piyasalar tarafindan teklif edilen firsatlardur.

(W)={teR™ [t=Wz,zeR’ } olarak ifade edilir ve gelir transferlerinin alt kiimesidir.

Sifir zamaninda hesaplanmis olas1 durum fiyatlari vektorii T ile gosterilir ve arbitraj olmamast

durumunda TW =0dwr. Eger ® vektorli normalize edilerek yazilirsa (%, =1) g, =7, olur.

Bu durumda sifir kar kosulu 7, ==,V (iki periyot lizerinden degerlendirirsek)

. .
G=T &q;= ZTfSVSJ olur. Bu ifadede kullamilan &, s olast durumundaki bir birimlik

s=1
gelirin simdiki degeridir (sifir zamanindaki).
J aktifinin fiyat1 g, bu durumda ayn aktifin gelecek gelir V) akimmin bugiinkii degeridir.

J
Portfoy se¢imine bagli olarak ¢=/ zamamndaki gelir akim y=ZVf z; dir. Bu

J=
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formiilasyonda ¥/ = (¥/,...,V), V 6deme matrisinin j inci siitununun elemanlarindan olugur.

Biitiin miimkiin z portfSylerinin, ¥ matrisinin siitunlarim kapsamas: ile (V) elde edilir.

J
y=>V'z zeRJ}

=

(V>={yeRS

Bu nedenle (V) -alt uzayi, J temel menkullerine yatirim yapilarak elde edilebilecek tiim olasi

t=1 zamani gelir akimlarin igerir.

Tamm 3.5: Piyasa alt uzay (V) lizerine yayilmis herhangi bir y gelir akimi igin y=Vz
olmasim saglayacak bir z € R’ portfoyii vardir.

Tanim 3.6: Eger g =(q1,...,q J) J temel menkulleri i¢in fiyat vektorii ise piyasa alt uzay:
tizerindeki y gelir akimimn maliyeti ¢ (y) dir.

c,(y)=¢z

Eger T, arbitrajsiz ¢ menkul fiyatlan vektoriiniin neden oldugu bugiinkii eger fiyatlar

vektorii ise;
J S . s
c,(M=qz= ZzlﬁsVstj = zlﬁsys olur.
j=l §= §=]

Bu egitlikten anlagildig lizere, gelir akimlarimin maliyetleri bugiinkii degerlerine esittir.

g arbitrajsiz menkul fiyat: ise 7 inci ajanin maksimizasyon probleminin ¢dziimii vardir. Fayda
fonksiyonu »’ 3.1 varsaymmnda tamimlanan kosullan saglamasi durumunda V.= (V, ...,
V’), V matrisinin s satirm1 gdstermek iizere i inci ajamin maksimum problemi su sekilde

yazilabilir.

ol
P i
max u(x .
',z )eRSH xR’ { ( )
s

A= ( Xy, A,,....., Ng), biitge kasitlar tarafindan belirlenen Lagrange garpanlan vektdrii olmak

lizere Lagrange denklemi

S
Li(x‘,zi,?\f)= ' (x') = Ko (xp — W) +gz')- D N, (x =W, - V,2")
s=1
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denkleminin bir ¢6ziimii olacak (X',z') igin yeter ve gerek olan birinci derece kosullari

A € RS olmak iizere meveuttur.
VI(x,z,h)=0

Bu asagidaki denklemler sistemine esittir.
Vi'(x)=2

- S —
- }\-0q + ZNSVS =0
s=1
Yo—W. =—qz, Xs—W =Vz
Faydamin maksimize edilmesi gelirin marjinal fayda vektorii olan bu S+/ biitce kisitina
baghdir. Yukaridaki esitliklere gére gelirin marjinal fayda vektorii (A'), mallarm marjinal
fayda vektorine (Vu'(%')) esittir. Esitligin her iki yamm da maliann /=0 zamanmndaki

marjinal faydasina boliiniirse,

x=n'(x) ile © =(%)Xi elde edilir.

0

Bugiinkii deger vektdriinden hareketle;

S
g, =Y.V, yazlabilir.

s=1

Bu son egitlige gore ilave birim menkul degerin maliyeti, (ki aym1 zamanda bu menkul degerin
marjinal faydasina esittir) i inci ajan igin gelecekteki kar payr akimimin bugiinkii degeridir.
Bunun anlam1 7'W =0 olmasidir.

Finansal piyasalarin daha iyi anlagilmas: igin verilmis olan bu iligkilerin 1s18inda finansal
piyasa dengesi tanimlanabilir. (Quinzii, Magill, 1996, 76-78)

Tamm 3.7: j=1,...,J finansal kontrati ¥/ € R birim mal ya da geliri s durumunda teslim

etmeyi taahhiit eder, kontratin ¢; fiyati 0 zamaninda hesaplanir ve ddenir.
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Tamim 3.8: Bir finansal piyasa dengesi, ((%,Z),7)e R xR” xR’ olmak tizere agagidaki

kosullarin saglanmasina baghdar.

) ()?i,ii)e max{:4i(xi)|(xi,zi)e B((j,w',V)}, i=1...,1

@ ZI:Zi =0
=1

I

Ikinci esitlik X tahsisinin uygun oldugunu gosterir. Her s durumunda mallar igin anhk

1
piyasalarin dengede oldugunu gésterir. Z(J? ! —w') = 0 (Quinzii, Magill, 1996, 65-69)

i=1

3.2.5. Arbitraj ve Denge

Genel denge modelinde gegerli olan serbest mal olmamas: kosulunun genellestirilmis anlami

arbitrajin olmamasidir. Rekabetgi finansal ekonomilerde yatirmlar sabit getirili olduklarindan
arbitraj firsat1 yoktur.

™

Tammm 3.9: W(q,V)finans piyasalarindaki yatinm olanaklarin1 gostermek iizere, eger yar
pozitif bir gelir akigina sahip portfoy yoksa arbitraj firsat1 yoktur. Bunun anlam z € R/ olmak

lizere Wz > 0 olmamasidir.

Teorem 3.3: ( Finans Piyasalarinda Arbitrajin Olmamasi ) Fayda fonksiyonu varsayimm
3.1%1 sagliyorsa asagidaki kogullar egdegerdir;

e max {ui (' )|xi € B(7,v', V)} probleminiﬁ ¢6ziimii vardir.

e Finansal piyasalarda arbitraj firsat1 yoktur.

e TW(q,V)=0 kosulunu saglayacak bir T € R, vektorii vardir.
e Finansal piyasadaki biitge kiimesi (g,w',V) kompaktir.

Birinci boliimde rekabetgi bir ekonomide dengeyi incelerken kullamlmug olan goklu diizlemler
ve stirekli fonksiyonlarin kompakt kiimeler tizerinde bir maksimuma sahip olma &zellikleri
finansal piyasalarin dengesi incelenirken de kullanmilir. Monoton tercihlere sahip olan ajanin
maksimum probleminin bir ¢6ziimiiniin olmasi ancak ve ancak finansal piyasalarda arbitraj

firsatlarinin olmamasi durumunda miimkiindiir .
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Durum fiyatlan vektérii & e R5* bir H_ goklu diizlemi tanimlar;
H,=fe R¥|mr= 0}.

Teorem 3.3’e gore finansal piyasada arbitraj firsatimin olmamasi ile (W) piyasa alt uzayinda

ayiric1 bir H_ goklu diizlemi tanimlayan bir n e R**' pozitif olas1 durum fiyatlan vektoriiniin

var olmasi egdegerdir. Bu ¢oklu diizlem piyasa alt uzaymi, bedelsiz kazan¢ saglanmasina
olanak verecek uzaydan ayirir.

H,;:{teRs“lmso} ve H,;*:{’:eRs“lmzo} olmak fizere, bu ifade asagidaki gibi
gosterilir;

(WYycH;ve RI"\{0}c H; Her j aktifi i¢gin % olasi durum fiyatlan vekitrii yatrim
aktivitleri iizerinde, ¢t=0 zamanmnda fiyati ¢g; olan ve f=1 zamammnda s durumunun
gergeklesmesi halinde ¥/ kadar getiri elde etmeyi saBlayan bir kar tammlar. Eger

W= (— g, Ve,V ), W matrisinin j inci stitununu gésteriyorsa j =1,...,J olmak tizere

AW/ =0 dir.

Bunun anlami her j aktifi i¢in bir birimlik yatirim igin sifir kar vardir. Teoremin iddiasi

biitlin aktiflerin sifir kar yarattif1 bir yatinm altinda olasi durum fiyatlanimin pozitif bir
vektoriiniin varlifimn arbitraj olmamasi1 durumu ile esdeger oldugudur. (Quinzii, Magill,

1996, 69-75)

Bagka bir yaklagimla Arbitraj olmamas: durumunun, aktif fiyatlan ile getirileri arasindaki
lineer iligkinin varh@ anlamimna geldigini Earkas Onermesi’nin kullanarak gdsterebilir. R,
reel N,x I, boyutlu bir matris olsun ve g(s) e R" vektérli g,z>0 kosuluni her z € R" igin
Rz>0ile birlikte ancak ve ancak ¢, =ALR, kosulunu saglayan pozitif bir
A, = (A, (s’))s,ec_l(s) vektorli vardir. A, vektérler kiimesi (N, —1,) boyutlu ¢okludiizleminin

pozitif kadran ile kesigiminden elde edilir. (Hernandez ve Santos, 1993, 124)

Belirsizlik kavrami, i¢lerinden birinin dogru oldugu agiklanacak sonlu bir olasi durumlar
kiimesi olarak kabul edilerek, S olas1 durumlarin J ise menkul degerlerin sayis1 olmak iizere,
bir JxS boyutlu D matrisi tanimlanir. D g, j menkul degerinin s durumundaki édemesini
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gosterir. © portfolyosunun ¢ fiyatindan piyasa degeri g0, ve geri 6demesi D0 dir. Ancak
iki durumda @ portfolyosunda arbitraj olasiligi bulundugu s6ylenebilir.

g9<0ve D'0>0 veya g0<0ve D'020

7 durum-fiyat vektorii olmak iizere ¢ = Dn yazilabilir. 7t elemanim s durumunda elde edilen

ilave marjinal maliyeti olarak diigiinebiliriz. Ancak ve ancak bir durum-fiyat vektdrii var

oldugunda arbitraj olasihifi yoktur. Bu teoremin ispati aywrici ¢oklu diizlemlerin bir
uygulamasidir. L = Rx R® olmak tizere M = {(— g8,D" Gb e RY }, L uzaymm bir altuzay: ve
K =R, xR bir koni olsun. K ve M , L uzaymmn digbiikey ve kapali alt kiimeleridirler.

Arbitraj olmamasi ancak ve ancak K ve M uzaylairmm tam olarak ve sadece 0 noktasinda
(orjinde) kesigmeleri durumunda miimkiindiir. (Duffie, 1996, 3-4) Duffie bireysel ajanin
optimizasyon probleminin ¢éziimiiniin bulunmasimn arbitrajin yoklugu anlamina geldigini de
vurgular. (Duffie, 1996, 22)

Aktif fiyatlani dengedeyken arbitraj miimkiin degildir. Farkliliklar1 olmakla birlikle finansal
aktifler, zamanlar (d6nemler) ve olanakli durumlar arasinda gelir transfer eder. Aktif
satinalmanin anlami satinalma giiclimiizii bugiinden sonraki herhangi bir gelecek duruma
transfer etmek demektir. Bunun tersine olmak iizere, agifa satig islemi ise gelecekteki
satmalma giiciimiiziin bu giine transferi olarak diigiiniilebilir. Arbitraj eszamanl olarak diisiik
bir fiyattan alinan aktifleri yiiksek fiyattan atmak olarak tanimlanabilir. Bu eszamanlilik
nedeniyle arbitrajeimin kendi kisisel donamimindan herhangi bir masraf nedeniyle 6deme
yapmasi gerekmez. Yine bu eszamanlilik arbitrajcinin risk iistlenmemesini garanti eder.
Ancak gergek diinyada piir arbitraj nadir olarak goriiliirken, genelde hizh ya da kisa dénemli
spekiilasyonlar arbitraj olarak adlandinlirlar. Ancak spekiilasyonda 6nce alim sonra satim
yapilacaksa ya da dnce agia satig sonra alim yapilacaksa iglemi yapan kendi kaynaklarim
kullanmak durumunda kalacak dolay1s1yla. risk Ustlenecektir. Finansal piyasalar dengesinde
arbitraj olmamas bir varsayim olarak kabul edilir ve eger arbitraj imkani varsa bunun elimine
edilmesi gerektigi belirtilir. Arbitrajin olmamas: bir zorunluluktur, ¢iinkii arbitrajin varhgi,
tercihlerin miktara bagh olarak arttifn denge modeli ile uyumsuzdur. Dahasi arbitrajin varhg:
¢ogu aza tercih eden bir rekabet¢i ajanin optimal bir portfSy stratejisi ile de uyumsuzdur.
Ciinkii bu durumda bireyler simirsiz bir sekilde arbitraj pozisyonunu tutmak isterler.

Baslangic periyodunda bir miktar a” aktifini ¢ fiyatindan alan ve sonraki periyotta 7

getirisini elde eden bir 4 tiiketicisinin, x" biitgesine bagh olarak faydasim maksimize etmek
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istedigini diigiinelim, bunun i¢in tiikketicinin uymas: gereken iki kisit ile birlikte (w baglangig

donanimlarimi ve p fiyatlan g&stermek lizere) tiiketicinin fayda maksimizasyonu;

h A A
Po¥Xy +9a° < pyw,

h

maxu” (x") kisitlar; .
DX, < pw, +ra

Bu problemin ¢dziimiinden segilen tiiketim plam x" =(x"",x) ve alman aktif miktarmm
a™ (pozitif ya da negatif olabilir) oldugunu diigiinelim. Eger 4" >0 ise Ajan z=1
déneminde ra" kadar bir gelir edlde etmek igin =0 déneminde ga" miktarindan feragat
etmelidir. Eger a” <0 ise aciga satis yaparak ¢ =0 déneminde ga® elde eder ve ancak bunun

karsihginda ¢ =1 déneminde ra”" kadar bir 6deme yapmak zorunda kahr.

Bu durumda arbitraj olanagmi su sekilde tammlayabiliriz. " € R olmak {izere

ga" <0,ra" >0 veya ga" <0,ra" >0 olmas: arbitraj olanagmin varligim gésterir.

7, baslangi¢ periyodu ¢=0’da net alis verisi ve 7,’de #=1"deki net alig verisi gostermek
tizere, 1, = p,(x, —w,;) yazilabilir. E§er ajan bir birim bono alirsa gelecek bir s durumunda »
getirisi elde etmek lizere g kadar bir deme yapar. Bu durumu 7z, =g, 7, = seklinde ifade
edebiliriz. Eger ajan a" miktarinda bono satm alirsa net ticaret su sekilde ifade edilebilir.

W= {(z'o,rl)e R2|‘ro =—qa",7, =ra",a" e R}

W ile eksenleri 7, ve 7,0lan R”’de orjinden gegen bir dogru (ya da bir gokylizlii olarak
kabul edebiliriz) gosterilir. Eger zaman periyodu artarsa bu boyut sayisinin artacag: anlamina
gelirken, bono (aktif) sayis1 kadar farkls W ¢ok yiizliileri elde edilir. # ’nin otjinden gegmesi
igin her a* € R i¢in —ga” +ra" =0 dir. Diger bir s6yleyisle bu giinkii yiklenim - ga”
gelecekteki kazanca ra” esittir. Sonug olarak arbitraj olanafmun varhg ile ilgili yapilan
tanima dayanarak W gokyiizliisiiniin iizerinde ya da altindaki noktalarda arbitraj olamayacag
sonucuna ulagilabilir. Birden fazla bono (aktif) olmas: halinde a, satarak ve a, alarak

arbitrajcinin net kazanci su gekilde ifade edilebilir.
6, =(~q,a,)—(~gqzaz) >0 ve 6, =r(a,+ay)>0 ve net kazang & =4, +J,. Arbitrajc1 igin

bir sinirlama getirilmedigi taktirde fiyatlar sabit kaldigr ve aktiflerin arzi siirdiigii taktirde

arbitrajci bu iglemi siirdiirerek kazancim sonsuza gotlirebilir.
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Eger W, ve W, ¢okyiizliilerinin altinda kalan ve
Z(4)= {re Rzlro <-q,a", 1, <ra",d" e R}

Z(B) = {r € R2|1'0 <-qma',t, <ra",a" e R} alanlarin birlesimi Z(4) U Z(B) disbiikey degil
ise arbitraj kazanci miimkiindiir.

Arbitraj firsatinin olmamasi i¢in hi¢ bir W, nin y eksenini pozitif bir degerden kesmemesi ve

aktiflerin aym getiriye sahip olmasi gerekir. Bunun anlamu tek bir aktifin agiga satilarak ve

almarak kazang elde edilememesidir. Arbitraj bulunmadig: bir durum ele alindiginda orjinden
gecen W ¢oklu diizlemini orjinde kesen W' = {y € R2|yW = 0} bir ortogonal ¢okludiizlem
bulunmali ve sonu¢ olarak u= [1, ,u,] olmak iizere peW'alindiginda herreW igin
ortogonallik 6zelligi olarak u7 =0 yazilabilir.

Sonug olarak [— q,r]e oldugu g6z Oniline alinarak, —g+ry, =0 ya da gy -4 yazilabilir.
» r

Boylece 4, bugiinkii deger ya da iskonto edilmis gelecek deger olarak ifade edilebilir. Bu

durumda fayda maksimizasyonunu bir kisith maksimizasyon problemi ¢6zmek iizere

Lagrange denklemi ile ifade edilebilir,
L=u"(x0,5) = ' [(po (r5 = w5) + 2y (57 —wi)g/r].

ou/Oxy _po 1
au/axl b q

esitlikler bilindigine gére @™ *1 bulurken kullamlabilecek (x,,x;) ¢ozilebilir. m; = p,w;

Birinci mertebe tiirevlerden su iliski elde edilir. Bu esitligin sag yanindaki

simdiki gelir ve m" = p,w} +ra"” olmak iizere Lagrange denklemi §dyle yazilabilir,

L=y"(py, pr,m!,m") - #'|ga* .

2 A
Bu ifadenin tiirevinden dI; = al/,h 6m; —-2'q=0 bulunur. 6m;‘ =r oldugundan ifadeyi
da om; )\ Oa Oa

h .
yeniden tanimlayabiliriz, q=( ! )(6;{/ Jr. Buna gore aktifin gelecekteki marjinal faydasi

A ) om?
. . h 1 al//h o B aqe h
aktifin fiyat1 ile orantiidir. u" = T\ oldugundan ¢ =p"r yazilabilir. a”,
m,

" =q/r’den secildiginden, u", heH ajam igin gelecek donemdeki gelirin marjinal
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faydasin kigisel oran faktérii ile agwhklandimlms durumudur. &”, u"=g/r oldugu
durumdan segilmesinin anlami, % ajaninin kayitsizlik egrilerinin kiimesinin bilinmesi halinde,

egimi g/r olan W gokludiizlemine teget oldugu noktada ¢éziim elde edilir.

Piyasa dengesi Za" =0 seklinde tanimlanir. Bu bir anlamda satin alicilar tarafindan talep
heH

edilen toplam aktif, ag13a satiglarla arz edilenlere esit olmalidir. (CEPA)’

Finansal piyasalarin dengesinde iki farkli yaklagim s6z konusudur. Bunlardan birincisi aktif
fiyatlarina dayamr ancak ikiden fazla periyodu bulunan ekonomilerde dengeyi saptamak

zorlagir. Bu tiir ekonomilerde, aktif fiyatlan g degistiginde piyasa alt uzaymn boyutlart
(W (q)) da degisebilir ve bu da aktif talebi fonksiyonunda siireksizliklere neden olabilir. ikinci

yaklagim finansal piyasa dengesini, Arrow-Debreu dengesinin simrladifi, arbitrajin
bulunmadify bir piyasa dengesine doniigtiirebilir. Bu déniisiim geleneksel Arrow-Debreu
modeli igin gelistirilmis tekniklerin eksik piyasalar i¢inde kullanilmasina izin verir. Arbitrajin
olmadif1 bir denge kavraminin ardindan arbitrajin bulunmadipy bir egitlik gelir. Bu egitlik
g=m=V dir.

Finans piyasasinda 7 inci ajamn biitge kisiti,

i i

i J
Xy —Wo=—qz , Z €R
LW =V,2, s=1..,8|
x,—w,=V.z', s=1,...,

Blg,w',V)= {x‘ eR
q =m,V ise t=0 zamaninda biitge kast1
. N . S
Xy —wy=—qz' =—mVz' ==Y n ¥,z dir
s=1
Aymi yaklagimla birinci zaman biitge kisit1 ise
x! -wl =Vz7 dir.

Bu durumda iﬂ:s(x: —w§)=0<:>1t(x" ~w')=0 olur.
5=0

Buradan da goriiliiyor ki g==V esitliginin saglanmasi durumunda sifir zamamndaki

B(q, w' ,V) biitge kisiti, kosullu piyasa biitge kisitina indirgenebilir.

3 http://cepa.newscholl.edwhet/essays/sequence/arbitrage.htm
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Tamm 3.10: Finans ekonomisi i¢in arbitrajin bulunmadif: bir denge asagidaki kosullar
saglayan, bir tahsis miktan ve fiyat vektoriinii igeren ikilidir. (f,it‘)

i- X, emax{:ci(xi)lxi eB(ﬁ,wi,V), i=l,...I}

i~ > (F-w)=0  (Quinzii, Magill, 1996, 82-85)

3.2.6 Genel Denge Teoreminde ve Finansal Piyasalarda Diferensiyel Topoloji

Tekniklerinin Kullamlmasi

Genel denge teorisinin gelisiminde kullanilan matematik tekniklerin zamanla degistigini,
Hicks ve Samuelson, diferensiyellenebilme, tiirev hesabina dayamirken, Arrow-Debreu
modelinin topolojik kiimeler teorisini ve digbiikeylik analizini kullandiklan 1970’lerden
itibaren ise diferensiyel topolojinin metotlarin kullanmminin 6n plané ciktign onceki

béliimlerde ele alinmugtir. .

Diferensiyel topolojinin kullanilmasi, finansal piyasalarin bazi 6zelliklerinin belirlenmesini
izlemeye izin verir. Bu bdliimde ele aldifimiz finansal piyasalarla ilgili varsayimlarda da
diferensiyellenebilme ozelligi kullamlmigtir. Finansal piyasalarin 6zellikleri verilirken ele
alman egrilik ézelligi, kosullu mal piyasalarinda dengeyi tammlarken ele alnan vektér alan:

kavramlan hep diferensiyel topolojinin konulandur.

Vektor alan: kavrami, galigmanmn birinci béliimiinde ele aliman ve dengenin varhgim
kanitlamak igin kullanilan sabit nokta teoremleri ile yakindan ilgilidir. N < R® n-boyutlu,
C™, kenarhh manifold olsun, bir N {izerindeki C”teget vektSr alam, bir C" ozelligi gosteren
ve her xe N igin f(x)eT,N kosulunu saglayan f:N —>R® fonksiyonudur. f(x)=0
oldugunda, x vektér alanimn sifiridir, eger f(x)#0 ise x noktasinin komsulugundaki her x’
igin vektdr alammn noktalan benzer yonliidiir. x, C' vektor alanmin bir sifin ise &f(x),
TN den kendi igine eslemedir ve &f(x) tekil olmayan ise fin x’deki indeksi 9f(x)’in
determinantimn isaretine esittir. (Mas-Collell, 1985, 48) Bir X vektér alam bir M
manifoldunun, E altkiimesi tizerinde, her m € E noktasim1 M manifoldunun X (m) elemanina

atayan, bir fonksiyon tanimlar (Bishop ve Crittenden, 1964, 13)
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Smale’in tammladigy teoreme gore, efer agin talep siirekli ve homojen ise ve Walras

Kanunu'nu ve simur kosulunu saghyorsa Z(p') =0 olmasim saglayacak bir fiyat sistemi
vardir. f:D‘ — R’ smir kogullarim saglayan siirekli bir esleme olsun. x e dD‘ ise. Bu
durumda f(x)=0 olmasini saglayacak bir x €D’ vardr. Bu tamimlamada
D' ={x e R||¢| <1} ve 8D’ = {x « R||x| =1} dir. (Smale, 1991, 331-334)

Bu agiklamalardan anlasildig: iizere, oncelikle manifold (gokkatlilar ya da biikliimler)
kavramimn tammlanmas: gerekmektedir. Chichilnisky, Debreu’nun 1975°deki ¢alismasinin
ardindan manifold yapisimn ekonomik sistemin davraniglarim anlamakta kullamgh oldugunun
anlasildigim, yapraklanmalarla olusan uzaylarin digbiikey olmayan ve monotonik olmayan
tercihleri igerecek kadar biiyiik oldugunu belirtmektedir. (Chichilnisky, 1986)

Manifoldlar Vbir Hausdorff uzaymn bir agik 6rtmesi varsa, 6yleki bu Srtmenin her agik
kiimesi R" Oklidyen uzaymnda bir agik kiimeye homemorftur, bu durumda boyle bir
Hausdorff uzayma n-boyutlu manifold denir. Her bir manifold lokal egrisel irtibathdir.
(Ulugay, 1972, 154) Eger X bir Hausdorff topolojik uzay:® ise X igindeki bir n boyutlu
koordinat sistemi, R” uzayindaki bir a¢ik kiimenin homeomorfizmasidir. Eger X n boyutlu
koordinat sistemlerinin alanin tarafindan 6rtiiliiyorsa, n-boyutlu topolojik manifold alarak
adlandmlir. (Bishop ve Crittenden, 1964, 2-3) Bir topolojik M uzay1, Bu topolojik uzaymn E”
oklid uzaymnda diferensiyellenebilen bir degisiklik iizerine homomorfizmasi varsa bir
diferensiyellenebilen manifold yapis: verir. (Auslander ve MacKenzie, 1963, 36) Bu tammlara

gore sayilabilir agik U,,U, ..., kiimeleri tarafindan &rtiilen n boyutlu diferensiyellenebilen M
manifoldunun asagidaki iki 6zelligi saglamas: gerekir.

e Her U, i¢in, ¥V, n boyutlu dklidyen uzay iginde agik kiime oldugunda, ¢,:U, -V,
homemorfizmi vardir.

o UnU,#J ise ¢, ve ¢ homemorfizmalarim birlegtirerek ¢,(U; nU,) den
¢,(U,NU,)lizerine direrensiyellencbilir bir esleme olan yeni bir ¢, =¢,0;"
homemorfizmas: tanimlanabilir. (Wallace, 1968, 21)

Manifoldlarm belirleyici &6zelliklerinden birisi bir manifoldun herhangi bir noktasindan
bakildifinda bakilan noktanin gevresinin diizgiin ve normal bir Oklidyen uzayr gibi

goriinmesidir. Bu 6zelligi nedeniyle manifoldlar lokal olarak Oklidyen olan topolojik uzaylar
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olarak tammlanirlar.” Genellikle antik zamanlarda insanlarin dinyaymn diiz olduguna
inanmalan 6rnegi verilerek basitlestirilen manifoldlarla ilgili Snemli katkilardan birini de
Oyun kuraminda denge kavramu ile ilgili olarak ad1 gegen Nash, “Reel Cebirsel Manifoldlar”
baghkh makalesi ile yapmugtir. Iki reel cebirsel manifoldun ancak ve ancak analitik olarak
homomorfik olduklarinda esdegerlerdir. Boylece Nash Manifoldlarin cebirsel degisimler
denilen daha basit bir cisim sifiyla iligkili oldugunu gostermektedir.® Bu bir anlamda
manifoldlarin ya da herhangi bir yiizeyin 6klid uzaylan igine yerlestirilebilcegi anlamina
gelmektedir.

Eger manifold kendi smmnm kendi simrim igeriyorsa sumurli manifold® denir. Bir C”, n
boyutlu M manifoldunun st M dir. Bu durumda &yle bir x € M noktast vardir ki M
i¢inde hi¢ komsulugu yoktur. Tamum smirm bos olmasina izin verdigi i¢in siirsiz manifoldlar

siurh manifoldarin 6zel bir durumudur. (Mas-Collell, 1985, 34)

Finansal piyasalarda s6z konusu diger bir 6zellik de egrilik dzelligidir. Kapal, C*, n-boyutlu,
smrh bir M < R" manifoldunu ele alalim, M, C? manifoldunun ortak boyutu 1 dir. Bu
durumda C' ozelligine sahip Gauss olarak adlandirilan bir g:0M —S™" fonksiyonu
tammlanabilir ki her x€0M eglemesi manifolddan T,0M fizerine dikey izdiigiimlerle elde
edilmiglerdir. Bu lineer fonksiyonun determinantina OM ’in x noktasinda Gauss anlaminda
egriligi denir.'® Bu deger manifoldun x noktasmdaki diizgiinliigiiniin 5lgiisiidiir. (Mas-Collell,
1985, 34)

Onceki bélimde dengenin varhgim kamtlamak tizere kullamlan sabit nokta teoremi vektSr

alanlarindan yararlanarak yeniden tanimlanabilir.

Teorem 3.4: (Ters Egleme Teoremi)

y€R", U R*iginde agik olmak iizere C' ozelligindeki f:U — R” eslemesinin diizenli bir
degeri olsun bu durumda ya f~'(y) bostur ya da U’nun #-k boyutlu bir ¥ alt manifoldudur.
xeV almdigmda bir asagidaki ozellikleri tasiyan bir #:N(x)— 9 diferensiyellenebilir
eslemesi tanimlanabilir,

- h diferensiyellenebilir bir terse sahiptir.
- N(x), Uigindeki x’in bir agik komsulugudur.

7 http://mathworld. wolfram.com/Manifold.html

§ http://www-groups.dcs.st-and.ac.uk/-hstory/Mathematicians/Nash.htm

? Stnurh manifold kavram, smirlandirilmiy anlammda degil sinira sahip olan anlaminda kullamimustir.
YGauss egriliginin daha genel bigimi Riemann anlaminda egriliktir.(Bishop ve Crittenden, 1964, 161-162)
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- 8,R*uzaymnda 0’1igeren bir agik kiimedir.
- h(N(x)nV)=8NC dir. Burada C R*uzaymin bir koordinat alt uzayidir. (Smale,
1991, 331-334)
Teorem 3.5: (Sard Teoremi) r> max{O,m - n} olsun. C" ozelligindeki f:M >N
fonksiyonu N iginde sifir 6lgiisiine sahiptir. (Mas-Collell, 1985, 42)
Teorem 3.6: (Poincare-Hopf Teoremi ) N, kompakt n-boyutlu, bir C' smirh manifoldu ve f

bu manifoldun iizerinde siirekli bir vektdr alam olsun.

e f ON ’de disar isaretlemeler yapar (bunun anlamu g, Gauss eslemesi iken f(x)g(x)>0
olmasidir.

e f sonlu sayida sifirlara sahiptir.

Teorem 3.7: (Brouwer Sabit Nokta Teoremi) Herhangi bir f:B" — B"slirekli

fonksiyonunun bir sabit noktas: vardir.

-

Teorem 3.8: (Ortiili Karsilama Teoremi) X c R” agik kiime, "P topolojik uzay ve
f:XxP—> R"siirekli bir fonksiyon olsun. f(¥,7)=0 oldugunda X vektdr alaninin sifin
olarak goriiliir. Bu durumda bir peV c P agik kiimesi vardir ve bir A:¥V — X iist yan
stirekli karsilamas: 4(p) = {)'c} ve f(h(p),p)= {O} kogullarini her p € V' igin saglar.

Eger X vektorii f: X — R" igin bir sabit nokta olmasi ancak ve ancak vektSr alammnin ya da
denklemler sisteminin bir sifir1 olmasi ile miimkiindiir.

Bu noktada 2. boliimde ele alinan sabit nokta teormleri yeniden tammIianabilir.

Teorem 3.9: (Kakutani Sabit Nokta Teoremi) Herhangi bir iist yan siirekli, digbiikey
degerli f:B" — B" karsilamasi sabit noktaya sahiptir. (Mas-Collell, 1985, 48-49)

Ters esleme fonksiyonuna dayanan bir bagka denge ispati yaklasimi da su sekilde ifade
edileblir. F, S lizerinde tamimh, alttan simrh ve p™ — p € 0§ igin lim}lF( p’”)" = +o0 gartini

saglayan siirekli bir agin talep fonksiyonu oldugunda siirekli, digbiikey ve monoton tercihler

icin bir I = (R G > LW )tiiketici miibadele ekonomisi vardur,

- 3 ekonomisi F agin talep fonksiyonunu yaratir

- F'(0)c S 3 ekonomisinin denge fiyatlan kiimesidir.
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Bu teoremden hareketle 4, S’nin kompakt ve bos olmayan bir alt kiimesi oldugunda ve 3
ekonomisi ajanlar: siirekli, kesin digbiikey ve monoton tercihlere sahip iseler bu durumda 4
3 ckonomisinin denge fiyatlan kiimesidir. Bu teoremin ispetinda ancak ve ancak

p € Aoldugunda F(p) = 0 olmasi kullanilir.

Bu sekilde ters fonksiyon teoremini aracihfiyla asinn talep fonksiyonlari yoluyla denge
fiyatina ulagiimig, Brouwer Sabit Nokta Teoremi kullamlmadan agin1 talep fonksiyonlari
aracilifiyla rekabetgi dengenin varlign gosterilmis olur. (Sonnenschein ve Shafer 1991, 680-
682)
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3.3 Ardigik Ekonomiler ve Aktif Piyasalarinda Genel Denge

Kosula bagh piyasalarin yerine finansal degerler (securities) konuldugunda, piyasa ahs veris
giiniiden sonra kapanamaz. Alig veris gelecekte de devam eder. Mal piyasalan biitiin zaman
periyotlarinda agilir. Bu sekilde dénemler arasi Arrow - Debreu ekonomisi yerine ardigik
ckonomiler gegmis olur. Genel denge modeli gergevesinde ardisik ekonomiler fikri Hicks,
Lindahl ve Lunberg tarafindan ele ahnmigtir. Ardistk ekonomilerde baslangic zamamnda
belirlenmis ve biitiin zamanlar1 baglayan bir tane muazzam rekabetci denge yerine, ardisik
denge diisiincesi vardir. Uzun dénem genel dengesi, birbirini izleyen ve birbirleri ile baglantih

kisa dénem dengelerinden meydana gelmektedir.

Hicks-Lindahl'in ardisik ekonomi modelinde de tiiketim kararlan almir, ancak ne
dénemlereraras: ne de kosula bagli piyasalarda oldugu gibi 6ngoriiler miikkemmel degildir.
Ekonomik ajanlar tiikketim planlarimi mallarin gelecek fiyatlann ile ilgili beklentilerine
dayanarak yaparlar. Harcamalar iki sekilde olabilir, su anda tiiketmek {izere mal almabilir ya
da satin alma giiciinii gelecek periyotlara tiiketim mallar1 almak iizere, tagimak igin aktif
varliklar satin alabilir. Piyasa ¢=0 aninda agilir, ancak diger periyotlarda da agiktir ve
taraflar mal ve aktiflerin alig satiglarimi tekrar tekrar yapabilirler. Bu periyotlar aktif piyasalar
aracilifiyla birbirlerine baghdirlar.

Daha énce inceledigimiz piyasalar bugiinkii ve gelecekteki biitiin mallar igerir ve iktisadi
karar birimleri zamanlararas1 kar ve faydalarimi maksimuma g¢ikarmak igin bu piyasalarda
faaliyette bulunurlar. Denge durumunda karar birimleri aralarinda karsilikhi olarak mallarin
teslimini diizenleyen sézlesmeler yaparlar. Islemler bu sekilde bir kez tamamlandiktan sonra,
karar birimleri tamamen belirli bir plan uyarinca, tiiketim, iiretim ve degisim faaliyetlerinde
bulunurlar. Béyle bir ortamda karar birimleri ne kar ne de tatmin saglayan paray: elde tutmak
cabasi i¢inde olmayacaklardir. Gelecekteki biitiin mallar i¢in islem yapmaya olanak veren
piyasalar bugiin mevcut olmazlarsa, yani piyasalar her dénem yeniden jag:lhrlarsa, karar
birimlerinin davranig1 degisebilir.

Her dénem piyasalarin yeniden agildig1 ekonomiye ardigik piyasalar ekonomisi denir. Her sey
pesin 6denmedigine gére denge durumunda bile karar birimleri bu piyasalarda planlarini
ancak beklentilerinin 1s18inda olugtururlar. Béylece girdi fiyatlarinin yiikselecegini diisiinen
bir liiretici, baz1 girdileri vadeli piyasalarda satin alacaktir. Karar birimleri mallarin

fiyatlarindaki dalgalanmalardan kar saglamak beklentisiyle ihtiyag duymadiklar1 mallan satin
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almaya yonelirler. Zaman i¢inde fiyat degisimleri tizerinde spekiilasyon yaparlar. Bu noktada

para deger saklama araci olarak ige karigir.

a) Iktisadi karar birimlerinin beklentileri, her ardigik piyasalar ekonomisinde kesin bir rol
oynar. Ancak beklentilerin belirsizligi bunlarin bir parametre olarak dikkate alinmasinda
giicliikler dogurur. Ote yandan zevkler ve teknolojiden farkh olarak, beklentiler, karar
birimlerinin yagadiklar1 deneyimlerden aldiklar1 derslerle sik stk ve ani degisimlere ugrar.
Beklentileri modelin diginda diisiinmek giigtiir. Karar birimlerine ait beklentilerin belirsiz
nitelikte olugu, iktisatcilar arasinda rasyonel beklentiler varsayimimin kabul gérmesine neden

olmugtur. (Guerrien, 1999, 100-102)

Rasyonel beklentiler terimi iktisat literatiiriine Muth’un (1961) iinlii makalesi ile girmigtir.
Ancak kavram, dengenin varhg: probleminde Grunberg ve Modigliani tarafindan bundan 7
y1l &nce kullamilmigtir. Grunberg ve Modigliani, Brouwer’in sabit nokta teoreminin, dogru
tahminlerin varhig anlamma geldigini géstermislerdir. Muth, bu makaleyi onaylamig ancak
rasyonel beklentiler varsayimimin kullamim tizerine yogunlagsmstir. (Allen ve Jordan, 1998,
42)

Muth, rasyonel beklentiler hipotezini su sekilde formiile etmektedir. "Firmalarin beklentileri
(veya daha genel olarak sonuglarin siibjektif olasilik dagilimi) veri bir enformasyon kiimesi
icin teorinin dngoriileriyle aym dagilima (veya sonuglarin objektif olasilik dagilimina) uymak
egilimindedir.” Hipotezin iddialan arasinda, bilginin kit oldugu ve ekonomik sistemin bilgiyi
genellikle israf etmeyecegi, beklentilerin bigimlendirilmesinin, ekonomiyi tasvir eden
modelin yapisina bagh oldugu, bir kamu 6ngoriisiiniin dahil edilmesinin, i¢sel bir bilgiye
dayanmadikg¢a ekonomik sistemin {izerinde hissedilir derecede 6nemli bir etki yaratmayacag

vardir. Hipotezin dayandig: varsayimlar ise

e Tesadiifi hata terimleri normal dagilmigtir.

o Ongoriilecek degiskenler igin kesinlik esdegerleri mevcuttur.

e Sistemin denklemleri beklenti formiilleri de dahil olmak iizere dogrusaldir. (Muth, 2000)

Genel denge modelinin, matematiksel teorisinin ¢ok 6énemli bir ilerleme gﬁsferdigi 50’li yillar
boyunca ve 60’larin basinda beklentiler modele girmeye baglamig ve 60’lar ile 70’ler de ise
belirsizlik genel denge modelinde yer almigtir. Radner’in goze carpici iki makalesi ile
beklentilerin temelinin tegkil eden bilgi yapis1 iizerine yogunlagan dikkate deZer yorumlar
yapmustir. (Allen ve Jordan, 1998, 42-43). Radner, belirsizlik karsisinda Arrow-Debreu
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modelinin kapsam ve agiklama giicliniin, detayli bir degerlendirmesini saglamigtir.
(Majumdar, 1998, 7)

Radner'in, Arrow Debreu modelini, farklh ajanlann gevreleri ile ilgili farkh bilgilere sahip
olabilecekleri duruma genislettigi makalesinde ele aldigi modelinde ekonomide gergeklesen
olaylarin ajanlarin bilgilerinden ¢ok farkh olamayacagim kabul eder. Yine Radner’in varlik
teoremi, ekonomideki biitiin ajanlarin ortak bir bilgi yapisina sahip olduklar varsayimina
dayanir. Radner ajanlar arasindaki net ticaretin en gok biitiin ajan gruplarimin ortak olarak
sahip bulunduklan bilgiye bagh oldugunu s6yler. (Radner, 1968)

Green 1973’de olast durumlara bagh bir degisim piyasas: tanimlamig, bu piyasada diger
ajanlardan farkli olarak bazi ajanlarin dogru durum olasiliklar ile ilgili bilgilendirildiklerini
iddia etmistir. Bu modelde, bilgiden yoksun miibadelecileri durum olasiliklarindn haberdar
eden piyasa fiyatlarmin bulundugu bir rasyonel beklentiler dengesinin oldugunu belirtmigtir.
(Allen ve Jordan, 1998, 43-44)

Rasyonel beklentiler dengesi su sekilde ifade edilebilir. Her i miibadelecisinin S 6zel bilgi
kiimesinden bazi isaretler aldigmi varsayalim. (S’, sonlu boyutlu bir 6klit uzayr ve

S= HS‘ iken) 7 § lizerinde olasilik Slgiisiinii gostermek iizere, U ile sonsuz, siirekli

i=1
diferansiyellenebilir, (diizgiin) fonksiyonlar kiimesi olarak tanimlansmn. u:R!, - R Bu

fonksiyonlar her x € R’, icin asagidaki kogullan saglarlar.
i ou'(x)e RL,
ii. 8%u’(x) negatif belirlidir.

ili. tist smir kiimesinin {x’e R!, :u(x’)Zu(x)}, R’uzayindaki her kapamisi, R., uzay
tarafindan kapsanur. '

4

C®  kompakt agik topoloji olmak iizere, U topolojik olarak C”(R,,,R) uzaymn bir alt
uzayidir.Her miibadeleci olasi durumlara bagli bir fayda fonksiyonuna sahiplerdir.

v/ : 8§ = U. Genel olarak her her miibadelecinin donammm da olasi durumlara bagh

olmalarina ragmen varsayimlar basitlestirmek ig¢in olasi durumlardan bagimsiz olduklar

kabul edilir; w' € R,,

A , R} uzaymdaki birim simpleksi gostermek tizere,
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M= {(p,yl,...y”)e AxR™ :Zn:yi =0,ve her i igin py' = 0} ,
i=l

ifadesi fiyatlar kiimesini ve toplam kaynak dengesini bireysel biitge kisitim saglayan net

ticaretin n boyutlu ifadesidir. M uzayi, miibadelecilerin bilgilerini artirmak i¢in kullandiklar

piyasa sinyallerini igerir. Rasyonel beklentiler dengesinde, i miibadelecinin ulagabildigi bilgi

en azindan s’ deki bilgiler en fazla ise biitin s durumlarinin bilgilerdir. (Allen ve Jordan,

1998, 44-45)

Ardisik piyasalar ekonomisine iligkin denge anlayisi, gegici denge anlayigidir. Eger iktisadi
karar birimlerinin zevkleri, beklentilerinin bigimi, teknoloji esas almarak olusturduklar
planlan, bir ¢ aninda birbirleriyle uyum halindeyse bu ¢ anminda bazilan vadeli olmak iizere
cesitli piyasalarda arzlan ve talepleri esitleyen bir fiyat sistemini ifade eden gegici bir denge

s6z konusudur.

Karar birimlerinin ¢ aminda planlarim olugturmak igin yaptiklan tahminlerle #+/ aninda
yaptiklan tahminlerin farkli olabilirligi nedeniyle ardisik piyasalar .ckonomisinden gegici
denge s6z konusudur. Gegici dengelerin varhg, ancak iktisadi karar birimlerinin veya

piyasalarin orgiitlenmesiyle ilgili 6zel varsayimlarin yapilmasiyla ortaya konabilir.

e Karar birimleri, bir malin fiyatinin yiikselecegini umuyorlarsa, bu fiyat hangi diizeyde
olursa olsun, hepsi bu mali talep eder ve burada bir denge olugmaz. Bu asil modelde

mevcut olmayan spekiilasyon giidiisiiniin sonucudur.

e Bir karar birimi herhangi bir malin fiyatinin yiikselecefine inaniyorsa, ilke olarak vadeli
piyasada bu maldan smirsiz bir gekilde satin alabilir. Oyleyse karar birimlerinin alig veris
olanaklarin1 sinirlayan 6zel bazi kurumsal diizenlemelere gitmek gerekir; ya da bu karar
birimlerinin gelecekte kargilagacaklan giicliikleri bizzat kendilerinin $nceden tahmin
ettikleri varsayilacaktir.

e Vadeli piyasalar ya da kredi sistemi mevcutsa o zaman bazi karar birimlerinin geemis
yiiklenimleri zamaminda yerine getirmeyi basaramadiklari durumlar >ortaya ¢ikabilir.
Tiimiiyle rasyonel davranan bireyler mallari ilerde teslim edemeyeceklerini, ya da teslim
etmek istemediklerini agik¢a bildikleri halde vadeli satiglar yapabilir ve kasith olarak
iflasa gidebilirler. Bu tiir girisimlerden ka¢inilmak isteniyorsa, karmasik ve pahali bir
cezalandirma sistemi kurmak gerekir. Boylece bir kez daha piyasalarm iyi bir sekilde
islemesi i¢gin digaridan miidahalenin gerekli oldugu gériilmektedir.
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e Tercihlerin karar birimlerinin beklentilerine bagh olacagina gére, kim karar verecektir ?
Hisse senedi sahibi hanehalklar1 mi, yoksa modelde belirsiz bir kisilik olan girisimei mi ?
Bunlar arasina bir anlagmazlik olursa ne olacaktir ? (Guerrien, 1999, 100-104)

fIk olarak Radner’in 1972°de ortaya koydugu ardisik ekonomi modeli belirsizilik nedeniyle
coklu menkul deger, ¢oklu zaman periyotlari, ¢oklu durumlar s6z konusudur. Baslangi¢
periyodunda tiim kosula bagli mallara ali§ veris yapmak lizere ulagilamasa bile Arrow’un
1953’de ortaya att1f1 ve Radner’in 1972°de ispat ettigi sekilde Pareto optimal dengeye piyasa
t =1periyodunda yeniden agildiginda ulagilir. Radner’in modeli eksik piyasa durumu ile
birlikte bir boliim 3.4’de ele alinacaktir.

3.3.1. Arrow Menkul Deger (Teminat) Piyasalar

Kosullu mal piyasalari, risk iistlenme durumunda dengede mallarin etkin bir dagihmm
(tahsis) saglar. Ancak bu model piyasa operasyonlar1 nedeniyle potansiyel olarak biiyiik
maliyetlere neden olabilir. Model piyasa zamaninda gok sayida piyasapnin akitif bulunmasim
gerektirir. Ancak bu piyasalar daha sonra aktif olmayacaklardir. Yine bu model, s6zlesmelerle
piyasa zamanindan once aktif duruma gegmis ekonomide her malin piyasa zamamnda alim
satimim gerektirir. Dolayisiyla modelde piyasa zamaninda ¢ok fazla aktif piyasa vardir. Bu
durumu agmak igin her periyotta yeniden agilarak aligverige izin veren bir yapmmn ilave
edilmesi ile Arrow — Debreu genel denge modelinin ana 6zelliklerini korurken her periyotta
aktif olan piyasalarin sayisim anlamlh bir gekilde azaltabilir ve her periyotta ali verise izin
verilebilir. Bu yeni tammlama ile model reel hayata biraz daha yaklagsmig, olacaktir. Arrow
sigorta s6zlesmesi ad1 verilen yapiyr s6yle tammlayabiliriz. c(z,s) ile tanimlanan sézlesmeye
gore 6yle bir menkul deger vardir ki eger s olay1 ¢ zamaninda meydana gelirse bir birimlik
Gdeme yapacak, aksi taktirde higbir 6deme yapmayacaktir. (Starr, 1997, 190-191)

Arrow menkul deger yaklagiminda, kosula Bééh piyasalarin bir tam kiimesi yerine, finansal
aktiflerin ¢ok daha kiigiik bir kiimesi konulabilir. Bu modelde piyasa baglangi¢ alig-veris
giininden sonra kapanmak zorunda degiidir. Alg-veris gelecekte de siirmektedir. Mal
piyasalarinin her zaman periyodunda agik olmalar1 nedeniyle dénemlararasi Arrow-Debreu

ekonomisinin yerini ardigik ekonomi almus olur.

V., a menkul degerinin s durumundaki degeri ve p, Arrow Debreu menkul degerinin
(teminatinin) denge fiyati olmak iizere, herhangi bir aktifin degerinin, Arrow — Debreu

menkul degerinden belirlenebilecegini goérebiliriz. p,, s durumunun gergeklesme olasihg
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S > [aed
olmak iizere p, = Z&Vmps =k %Va Bu formiil ¢ aktifinin degerinin, a aktifinin degeri
5=l ps p

ile (p/p) bir rastgele degiskenin garpimunin beklenen degerine esit oldugunu gosterir.
Kovaryans tammmindan yararlanilarak aym ifade su sekilde de yazlabilir.

~ = =~ 5 s
P, = cov(-%,Vaj+E—§—EVa Tanim geregi, E %=Z ‘s *p, = z p, R, risksiz getiriye
s=1 5 s=1

sahip bir portfoy oldugundan  hareketle, F %= esitligini  kullanarak
T

D, =£+cov(g,17a] yazilabilir. Aktifin fiyati beklenen degerinin bugiine indirgenmis
0 p

degeri art1 risk primidir. i aktSriinlin, ¢, birim s Arrow menkul deger hissesi aldifim

varsayalim. Bu durumda birinci mertebe kogullar su sekilde ifade edilebilir;

u;(cy) _Ds

p,u;(c,)=Ap, buradan su esitlik yazilabilir. y
i p s

Bu esitlik yatinmcmin

tiikketiminden elde ettigi marjinal fayda ile Ps srasindaki iligkiye igaret eder. (Varian, 1992,
Ps

382)

Bir kosullu mal piyasasi yerine anlik piyasalarm (spot markets) ve sigorta s6zlesmelerinin
karigimindan olusan bir model kullamldiginda da kosullu mal piyasasindaki denge durumunda
ulagilanla aym dagilima erisilebilir.

Kosullu mallarin teslimi igin ajamin harcamalarmin (¢,s) iginde yer aldifim diislinelim.

Y px; Bu formiil ginlik gegerli kosullu mal fiyatindan, mallan ¢ zamammnda s

ie(t,5)
durumunda teslim almak {izere yaptifn harcama miktarim gésterir. Burada p kosullu mal
piyasasmn fiyatidir. Aninda teslim piyasalann (¢,s) *deki mallar igin yeniden agildigin: kabul
edip i mali i¢in ¢ anndaki teslim fiyatimin ¢, oldugunu diigiinelim. (¢,s) ’de 6denecek Arrow
sigorta kontratimin fiyat1 da 4 olsun. Ajan 7, st kadar Arrow sigorta kontrati satin alsin

Sl =Y. qx', ie(t,s) isin p,=0,.q, estiligi ifade edilebilir. Hane halkmm biitge kisiti

ie(t,s)

yeniden seklinde tamimlanabilir. "8, S/, <M"(p)=M"(8,q) (Starr, 1997,-190-192)
t
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Kosullu mal piyasalan ile Arrow sigorta sézlesmesi modeli arasinda bir eslik s6z konusudur.
Kosullu mal piyasasinda biitiin zamanlar ve ¢ok sayida kosullu malin ticareti i¢in piyasada bir
kez kargilagilir. Ancak gergek mallarin teslimatlarinin ¢ogu gergeklesmez. Soyut bir satinalma
giiciinden 6deme yapildiga Arrow sigorta s6zlesmelerinde ise menkul deger piyasasinda alig
verisin taraflan yine bir kez karsilagirlarken mal piyasalari anlik ticaret igin her periyotta
yeniden agilirlar. Boylece, her malin, her zaman periyodu ve her durumdaki teslimi i¢in
agilmmg bir piyasa yerine, satinalma giiclinii zamanlar ve durumlar arasmnda dagitan bir menkul
deger (teminat) piyasasini kullanabiliriz. Bu esdegerlilik bir anlamda firma ve tiiketicilerin,
gelecekteki her zaman — durum ¢ifti i¢in milkemmel 6ngériiye sahip olmalar gerektigini
gosterir. Her ne kadar piyasanin birincil sorumlulugu denge fiyatim belirlemek ise de
taraflarin piyasada kargilagmalarindan once fiyatlarin belirlenmesi ihtiyact nedeniyle model
¢ok fazla ongdrii gerektirir. Modelin gerekliliklerini daha akla yakimn bir seviyeye ¢ekmek
olanaklidir. Tiiketiciler, iyi belirlenmis olaylarin gergeklesmesi durumunda piyasa fiyatlarinin
ne olacagm 6nceden makul bir yakinlikla tahmin edebilirler. (tarim iiriinlerinin fiyatlarinin
havalarn kétii gitmesi durumunda iyi gitmesi durumuna gére daha yiiksek olacagim tahmin
etmek gibi) Dahasi her aktoriin her fiyat1 bilmesine gerek yoktur. Kosullu mal piyasalarinin
ve Arrow sigorta piyasalanmn kullanilmasi piyasa sisteminin, zaman ve belirsizlikte

kaynaklanan bozulmalar1 agmasim saglar. (Starr, 1997, 192-193)

Tanimindan dolayi, sadece s durumu gergeklestiginde bir birimlik 6deme yapan (bu niimerie
maldan da olabilir) Arrow menkul degerinin getiri vektoriinii 7, = [0,0,..,0,1,0,..,0] bu gekilde

ifade edebiliriz. Getirisi 7, =[,#,3er 7,75 | Olan bir yeni bono oldugunu varsayalm, bu

bononun getirilerini Arrow menkul degerlerinin bir serisi olarak yinelenebilir. 7, = Za ot

se§

burada 7, Arrow menkul degerinin getirisi. . g, =Za 9, bononun fiyati ve g,de Arrow

ses

menkul degerinin fiyat: olmak tizere, s durumundaki ddeme, g, =Za #q; seklinde ifade
’ seS

edilebilir. B6ylece bononun fiyati Arrow menkul degerinin fiyatmmn bir lineer
kombinasyonudur. Buradan hareketle yeni bir aktifin degerinin temel (fundemental) aktiflerin
bir lineer kombinasyonu ile belirlenebilecegini gbriliir. (CEPA)'

! http://cepa.newscholl.edu/het/essays/squence/arbitpricing. htm
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3.3.2. Sermaye Varliklar Fiyatlandirma Modeli ve Denge

Belirsizlik durumunda s6z konusu oldugunda bir aktifin (menkul degerin) elde tutulmas: igin

riski arttikga, beklenen getirisinin de artmas: gerekir. a aktifinin beklenen getirisini R, 2 ile

ve risksiz menkul degerin (hazine bonosu gibi) getirisini R, ifade etmek iizere, belirsizlik
durumunda R, — R, =risk primi yazlabilir. Bu ifadede esitligin sol tarafim a menkul
degerinin (aktifinin) fazla getirisi olarak tanimlayabiliriz. Her aktif i¢in fazla getiri, risk
primine esit oldugunda denge saglanmig olur. Bu baglamda risk primi tiiketici tercihlerinde
temel bir belirleyici faktér durumundadir. Ele aldigimiz aktifin degeri, bu aktife ikame ya da
tamamlayict olan diger aktiflerin varhigina ya da yokluguna igsel olarak bagldir. Aktiflerin
fiyatlandinlmasinda kullamlan modellerin ¢ogunda aktifin degeri eninde sonunda diger
aktiflerle kovaryansina baghdir. Ortalama — varyans yaklagiminda riskten kaginmanin anlam
tiiketimin beklenen degerindeki® bir atigin iyi, tiiketimin varyansindaki bir artigmn ise kétii
olmasidir. (Varian, 1992, 369-370)

Sermaye varliklan degerlendirme modeli (CAPM)* bir menkul degerler portfSyiiniin,
beklenen getirisi ile sistematik riski arasindaki denge iligkisini inceleyen bir modeldir. Riskli
aktiflerin beklenen getiri oranlarim belirlemek i¢in uygun bir yontem olarak kullanilir.
(Reilly, Brown, 1997,287) Finans piyasalarinda makroekonomik olaylarla iligkili olan risk
faktorii, hisse senedi getirisinin piyasa portfoyii getisindeki dalgalanmalara duyarhihg ile
olgiilebilir. Bu duyarlihk g ile sembolize edilir. Herhangi bir varliktaki beklenen risk primi,

S ile piyasa risk priminin ¢arpimidir. Yine bu tanimdan hareketle hisse senedinin beklenen
getirisi; risksiz faiz oram ile, B, ile piyasa risk priminin g¢arpimmmn toplamudir.

E(R)=R, =R, + B,(R, - R,) (Brealey, Myers, Marcus, 1996, 265-274)

Bu formalizasyonda, f,, a aktifinin piyasa ile kovaryansimn piyasanin varyansina boliimii

olarak f, = —2 (Reilly, Brown, 1997, 288) ya da f8, =—% (Varian, 1992, 375)
o-m m,m
seklinde tanimlanabilir.

— S P~
2 RB =ZP.YR08 =ERa
s=1
3 Beklenen deger ortalama ile aym biiyiikliigii ifade eder.
* CAPM Capital Aset Pricing Model kavramimin kisaltmasidur. Tiirkgesi Sermaye Varliklan Fiyatlandirma
Modeli olarak gevrilmigtir. (Seyidoglu, 2001, 66)
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Modele gore, varligin rastgele dagilimimin faydasi, olasihik dagilimmm iki kavram olan
ortalama (mean) ve varyansa baghdir. Ortalama varyans analizi risk igeren durumlari, olasi
sonuglarin beklenen degeri ile varyansina dayanarak degerlendirir. Ornegin belirli bir getiri
diizeyinde varyans diigiik olan veya belirli bir varyans diizeyinde beklenen getiri daha yiiksek
olan portfolyolar se¢ilmeye adaylardir. Bu analizi ortalama — varyans etkinligi olarak da
adlandinnz. Bu s6zel ifadeyi su sekilde de ifade edilebilir.

ikinci dénem tiiketimi

C=(W-0)) xR, = (W—c)[xoRo + ZxaRaJ dir.

a=0 a=l1

4
Portfoy agirliklarmin toplammmin 1 olmasindan hareketle x, =1-th yazabiliriz. Bu

a=1

a=1

~ A ~
durumda biitge kisih C=(W — c)[Ro + Zxa (R, —R, )] dir.
fonksiyonuna bagli olmakla birlikte her sekilde varyans: minimize etmek zorundadir.

Tamm 3.11:  x=(x,,x),x' =(x,,x])e RxR® ifadesi yan pozitif vektSr esitsizliini

sagladiginda - u:R*" — R fayda fonksiyonu ortalama varyans fayda fonksiyonu olarak

isimlendirilir.

Asagidaki kogullardan birinin saglanmas1 durumunda

(x4, E(x,),—var(x,) > (x;, E(x;),—var(x;)) ve buradan hareketle u(x) >u(x") yazlabilir.
Saglanmas: gereken kosullar;

(%0, E(x,)) = (x5, E(x})) ve var(x,) < var(x;) veya

(%0, E(x)) > (%0, E(x))) ve var(x,) = var(x;)

Bir ortalama — varyans fonksiyonu su sekilde ifade edilebilir.
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xR, =R
a’ta A 4 ~ o~
kisitlan altmda min )" Y x,x,0,, , burada o, =cov(R,R,)ifade ctmektedir.
Kgyunsk g ot 4t

1

X

a

D~ 10~

8
1l
[=]

Ave u Lagrange carpanlar olmak fizere bu kisith maksimizasyon sorusunu kismi tiirevleri
A —
sifira egitleyerek birinci mertebe kosulunu su sekilde ifade ederiz. 22 X0, —AR, —u=0 ’,
b=0

(Varian, 1992, 372) Bu sekilde bulunan birinci mertebe kosullan tizerinden kimi varsayimlar
yapilarak yukarda bulunan Sermaye varliklan degerlendirme modeli modelinin formiilii ifade
edilir. Dolayistyla CAPM modeli portfSy getirisinin varyansim minimize etmeye yonelik bir
formiilasyondan elde edilmigtir. Simdi CAPM modelinin denge kosullarii sagladigim

gosterelim.
Tamm 3.12: Bir 3(u,w,V) eckonomisi asagidaki kogullan yerine getiriyorsa CAPM

modelinin varsayimlarim saglamig olur.

i Farkli olas1 durumlar igin (states of nature) objektif olasiliklar bulunmalidir.
ii. Risksiz bir menkul deger var olmahidir

. wj e(V)

iv. u': R:"‘1 — R, ortalama varyanstir

Net arzi sifira esit olan modelin basitlestirilmis yazilim1 3(u, w,¥7) *dir

Teorem 3.10; ( CAPM Dengesi ) Eger ((%,2),7), 3(u, w,V) ekonomisnin, bir finansal piyasa
dengesi ise CAPM varsayimlarim var(w,) >0 ile birlikte saglar. Bundan dolay

i ideal menkul deBer 7 seklinde verildiginde c,c’ gibi kesin pozitif sabit sayilar

vardir ve 7 =c'T" - cw, yazilabilir.
ii. Piyasa altuzaymndaki (V) herhangi bir gelir akimmn y denge degeri igin

c;(¥)= f—?’% —c.cov(w,, y) yazilabilir.

5 Minimize etmek istedigimiz fonksiyon, konveks ve kisitlar da lineer oldugu i¢in ikinci mertebe kogullar
kendiliginden saglamur.
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I I
iii. (@,b) = (a5, @,y b;) € RV x R ve Za,:O,Zb,:lolmak lizere bir (a,d)

i=1 i=1

kiimesi vardir ve yandaki ifade yazilabilir. X =aI' +b,w,

iv. Fayda fonksiyonu u' kuazi konkav ise ve u'(x') = h(x}, E(x}), var(x')) ifadesini

sagliyorsa, /' ’nin, diferensiyellenebilir, ilk iki degiskenine gore artan, {iglincii degiskenine

gore azalan ise denge dagilimi (tahsisi) Pareto Optimaldir.

Kamit: w] e (V) oldufundan, i. ajanin biitge kisit1 esdeer bir formda s6yle ifade edilebilr;

{x{; -w) =—gz' o {xé ~W, = Ca(Wf)—Cq(xf)

i _ i — ot i pi i
x —w =Vz',z' eR x,e(V)

¥  (V)de bir nekul defer olsun. Bu taktirde her ye(V) olmak iizere

¢;)=lrol], =292 +cov(7, ) dir. Her gjan igin E(7) = c,(T) =1/(1-+7) olduguna gore ve

1+7
% ’nin X ’nin p projeksiyonu oldugunu kabul edersek, asagidaki ortogonallik iliskileri de

saglanir.

|J|7= X -3 IIL =0 (®F)=c;&) O

. |=0 birlikte kullanilirsa
-3 ~oe E@H=EGH @

Bu iligkilerle "J’&f X =%

cov(%!, X —%!) = 0 yazilabilir.

Bu son ifadeden hareketle; var(X)=var()+var(X; —%/) yazlabilir. Buradan

var(% — %) >0 olmas: halinde var(x;) > var(%{) oldugu yandaki esitlige bagli olarak goriiliir.
"’—‘li - ” ,= (&G -2 )+ varE - x;)ﬁ

Yukarda ele aldifimiz (1) ifadesinden hareketle; ¥/ —% =0 olmasmin ancak ve ancak
var(¥| —%)=0 olmasi durumunda miimkiin olacag: sonucunu gikarabiliriz. (2) ifadesinden
% ve w] her ikisi de (V) icinde yer alrlar (uzamrlar) %' =(%;,%]) aktoriin biitge kisitim
saglamaktadir. %' ortalama varyans fayda fonksiyonu oldugundan hareketle, E(X) = E(%!)
ve var(%')> var(£) kosullan saglandiginda % # % ise u'(¥') <u'(f') olacaktir. Bu durum

X''in Pareto optimal olmas ile gelisecektir. Bu yiizden X, # %; ve X, # %| € (I',7) olmaldr,
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Bunu takiben Z]:f} =w, (T,7) yazlabilir. var(w,)>0 oldugundan. (I',w;)=(T,7) dir.

i=1
ye (F, w,) ifadesinin anlam1 7 =¢'I" —cw, olmasim saglayacak, c¢’,c pozitif sabitlerinin var

oldugudur.

3.3.3. Arbitraj Fiyatlandirma Teorisi ve Denge

CAPM modeli tiiketici zevkleri ile ilgilenirken, Arbitraj fiyatlandirma teorisi, aktif
getirilerinin belirlenmesi iizerinde durur. Bir anlamda CAPM talep yanli bir modelken APT
arz yanh bir modeldir. (Varian, 1992, 376) Yapilan analizler sonucunda genel olarak APT’nin
daha &6nce ele aldigimiz CAPM modelinden daha iyi bir tahminci oldugu belirtilmektedir.
Ozellikle modelin aktiflerin altkiimeleri izerinde test edilebilirlik &zelligi vurgulanmaktadir.
Oysa CAPM modeli ancak biitiin getirilerin zaman serilerine sahip olundugunda ya da gergek
piyasa portfoyleri zaman serilerinin varliginda test edilebilirdir. (Dybvig ve Ross, 1985)

Getiri uzayinda » tane temel lineer bagimsiz aktif varsa ve limitsiz ag13a satiglarin® olanakh
oldugu bir ortamda su iki kosul gergeklesir.

i. Alnan bir f aktifinin getirisi # tane temel aktifin getirilerinin 7, = a,qg, seklinde

i=]

bir lineer kombinrasyonudur.
ii. faktifinin denge durumundaki fiyati aym temel aktiflerin fiyatlannin lineer

kombinasyonu olarak gosterilebilir; ¢, = Za,qi .

i=1

Iki temel aktifimiz oldugunu varsaydigimizda yeni aktifin getirisi 7, =1 +a,r, seklinde
ifade edilebilir. Varsayalim ki g, >a,q, +a,q, olsun, acifa satiy yapilabileceginden f
aktifinden satilarak 1 ve 2 aktiflerinden alim yapilabilir. Satilan miktar — (a,q, +@,g,) olur.

a =[‘(“1Q1 +a,q,),24, +a2Qf] ve ga’ =—(ayq, +@,q,)9; +t 9,9, +aq,9,=0
yazilabilir. Bunun anlam a’ portfoylinlin maliyetinin sifir olmasidir. Herhangi bir s
durumunda @" portfSyiiniin getirisi soyle gosterilir.

§ Agiga satig; 6diing alman bir menkul degerin, ilerde fiyatimin diigecegi ve dolayisiyla daha diisiik fiyattan satin
alabilecegi tahmin edilerek bugiinden satilmasidir.
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*
Va = ersaf =-r,(q +a,q,) +r,o0q, +1,,0,9
feF

ancak r,=ay+a,r,  oldufunda formil V,a' =-r (g, +a,q,)+7,q, seklinde
indirgenebilir ya da basitge. V.a' = rs(q; — 9, — a,q,) olarak ifade edilebilir. Baslangigtaki
4 >ayq, +a,q, varsayimina gore, her s durumu igin V.a" >0 olur. Buna gére a’ portfoyii
gelecekte pozitif getiriye sahip olacaktir. Maliyeti sifir oldugundan agiga satiglar yapabilir ve
herhangi bir biitge simirlandirmas: ihlal etmeden portfSye ilaveler yapilabilir. V.a” >0

oldugundan maliyetsiz olarak her zaman artan getirilere sahip olabiliriz. Baska bir
tammlamayla bu arbitraj firsatina sahip olmak demektir. Kesin monotonik tercihler uyarinca
aktorler dengeyi ihlal etmek kosuluyla portfoylerine ilave yaparak faydalarim arttirabilirler.

Bu yilizden ¢, <aq, +a,q, olmak zorundadir. Risk yansiz yorumu g6z oniine almirsa,

durum fiyati p, ve risk yansizlik olasih@1 7z, ve risksiz indirgeme getiri oram » olmak iizere

U, = s ) yazilabilir ve buna dayanarak temel teorem s6yle ifade edilebilir;

4, =2 ur, yada g, =(+r)") pr, dir.

seS seS

Bu durumda f aktifinin degeri, risk yansiz olasihk altinda getirisinin beklenen deZeri ve
risksiz getiri Ol'al:l ile indirgenmis olarak bulunur. Arbitrajin olmamasi durumu pozitif durum
fiyatlarmin varhgmi garanti eder. E 'm risk yansiz olasiliklarla baglantili beklenen deger
operatérii oldugunu kabul ederek su esitligi yazabiliriz. E’ (r;)= Z D

seS

risembolii f aktifinin s durumundaki getirisini gdstermek le birlikte, aym zamanda f
aktifinin s durumundaki 6demesinin degerini de gosterir. $Simdi R, ile. f aktifinin s

durumundaki finansal gertirisini tammlayalm. ¢, satmalma fiyatim gostermek {izere

13
R, = . £ 7 yazihir. Eger aktifin 6demesi her durum igin risksiz getiri kadar ise R, =r,

f

3" 41, =—— yazlabilir. (CEPA)’
seS 1+7r

7 http://cepa.newscholl.edwhet/essays/squence/arbitpricing htm
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Pek ¢ok aktifin fiyatlarimn birlikte hareket ettifi ortak bir gozlemdir. Bu aktif fiyatlan
arasinda yiiksek dereceli bir kovaryans oldugunu gosterir. Dolayisiyla aktiflerin getirilerinin
bazi ortak faktérlerin ve aktife 6zel risklerin fonksiyonu oldugu diiiiniilebilir (Varian, 1992,
376). Arbitraj fiyatlandirma teorisini geligtiren Ross, ¢ aktifinin ¢ zamanindaki getirisini gok
faktorlii bir modelle agikhiyordu. R, =b,,+b,,f,+b,,f,, +..+b,,f,, +&;, , bu ifadeyi

g;, 'nin soklarin aktifin degerine yaptig1 etkiyi gostermek iizere tanimlayabiliriz. (Ross, 1976)

Bu modelden hareketle asagidaki kosullar saglayan bir arbitraj portfSyii olugturulabilir. v,, n

N
tane aktifin bulundugu bir ekonomide portféylin agirliklarim gostermek iizere Zx,. =0

i=1

N
ifadesi arbitraj portfyiiniin bedelsiz yani kendi kendini finas ettigini gosterirken Zx,.b,.,m =0

i=1
ifadesi ise arbitraj portfSyili olusturulurken sistematik risklerin bulunmadigim1 gésteriyor.
Denge durumunda arbitraj portfSyiiniin getirisi sifir olmalidir. Aksi halde herhangi bir maliyet

N
ve risk olmadan simrsiz kazanmak miimkiindiir. Arbitrajin olmamas1 ER, = Zx,.ER,. =0

i=1

seklinde ifade edilebilir.

APT modeli herhangi bir piyasa dengesinin arbitraj karlar1 olmamasi durumuyla uyum iginde
olmak zorunda olduBundan, her dengenin, her bir aktifini beklenen degerleri ile bunlarin
getirilerinin kazslhldanmn aralarindaki dogrusal iligki ile belirlenmesi gerektigini
gostermektedir. (Roll ve Ross, 1980)

Modelde belirsiz olan faktérler daha sonraki ¢aligmalarda, gayri safi hasilada biiyiime, tahmin
edilemeyen enflasyon, rik primi ve benzeri kavramlarla tanimlanarak model aktifin beklenen
degerini hesaplamakta kullanilmugtir. (Chen, Roll and Ross, 1986)

Aym formiilii su gekilde de ifade etmek miimkiin olabilir. R, f aktifinin s durumundaki
finansal gertirisi ve E,, f aktifinin beklenen getirisi ve (f), f,,.... f;) ler digsal faktdrler
olmak lizere, Ro=E +Ppfi+PBpfs+tBak yazilabilir: Denklemin
Bofi + Brofs + .t By fi kasmum aktifin getirisini Snceden tahmin edilemeyen kismi olarak
tammlayabiliriz . (CEPA) ® Bu faktérler birbirinden bagimsizdir, E(f,, f;)=0. (Varian,
1992, 376)

¥ http://cepa.ewscholl.edu/het/essays/squence/arbitpricing.htm
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Temel teorem uyarinca 1=Z.Us (1+R,), yazilabilir. Bu formiilde risk yansiz gbsterim

se§

uyarinca p, = ( s _ tammlamasi kullamlarak

1+7)

(+r)=)7,(1+R,)=E (1+R)=E(I+E, +iﬂﬁfi) =E'(1+E;)+ ) E'(f;) seklinde

se§ i=1 if

ifade edilebilir.

E*(1+Ef)=1+Ef ? oldugundan E, —r=Zﬂﬁ(—E'(f,.)) yazilabilir.
i

Buna gore f aktifinin beklenen getirisi risksiz getiri ( / aktifinin risk primi) arasindaki fark
faktor risk primlerinin lineer bir kombinasyonu olarak ifade edilebilir. (f;, f5.... f;) Arrow

menkul degerinin tahmin edilmeyen getirileri olarak diigiiniiliirse Arrow menkul degerinin
getirisi de R; = E, + f; olarak beklenen getiri ile tahmin edilemeyen getirilerin toplami olarak

ifade edilir. E; ~r=—E"(f;) = A olarak ifade edilebileceginden 4, Arrow menkul degerinin
risk primi olarak ifade edilebilir. Buradan bir aktifin risk priminin Arrow menkul degeri gibi

temel aktiflerin risk primlerinin bir lineer kombinasyonu olarak yazilabilecegi goriiliir.
(CEPA) '° Bu fakt6r modelinde, beklenen getirilerin dogrusallig1 ve arbitrajin yoklugunun
dogal bir sonucudur. (Dybvig ve Ross, 1985)

Finansal piyasalar iizerindeki bu analizlerde temel varsayimlardan birisi de menkul kiymet
fiyatlarimn mevcut tiim bilgileri dogru olarak yansitti1 ve yeni bir bilgi agiklamir agiklanmaz
buna cevap verdigidir. Etkin Piyasa Kurami olarak ifade edilen bu teoreme gére, gegmis fiyat
degisimleri serisi gelecekteki fiyat degisimleri hakkinda higbir bilgi iqenhez. Bu anlamda
piyasalarin hafizasi yoktur ve bunun sonucunda etkin bir piyasada finansal yanilsamalar
meydana gelmez. Bunun anlamm hisse senedi fiyatlarimin rastgele bir seyir izledigidir.
(Brealey, Myers, Marcus, 1996, 330)

® Beklenen degerin beklenen degeri kendisine egittir.
1% http://cepa.newscholl.edu/het/essays/squence/arbitpricing. htm
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3.4 Eksik Piyasalarda Genel Denge

Eksik piyasa ya da eksik aktif (menkul) piyasalart kavraminin en sade tamim dogrusal olarak
bagimsiz menkul degerler sayisimn, olasi durumlarin sayisindan kiiglik olmasidir ve

rank (V) < S ile gosterilir.

Boliim 3.3’de deginilen Radner modeli tam anlamiyla bir eksik piyasa denge modeli degildir,

bununla birlikte eksik piyasa olasiliklarim da degerlendirdigi i¢in bu boliimde incelenecektir.

Genel denge modelinin zamani ve belirsizligi i¢ine alacak gekilde, piyasadaki mallarin
teslimlerinin, zamana ve olasi durumlara bagli olarak genisletilmesinden elde edilen
dengenin Pareto etkin oldugunu ve bu piyasalarda gelecek aninda teslim piyasalarimn aktif
olmasma gerek olmadigim goérdilk. Bununla birlikte baslangi¢ zamaminda kogsullu mal
kontratlarmin, tam bir sistemi bulunmadif zaman yeni problemler ortaya gikacaktir. Bu
durum gelecek aminda piyasalarimin aktif olmasina neden olacaktir. Bunun sonucunda
ekonomik ajanlar, karar verirken gelecek fiyatlarimin ne olacag: ile ilgili tahmin yapmak
durumunda kalacaklardir. Beklentiler igin igine girecektir. Arrow'un ortaya koydugu bu
modeli Radner gelistirmistir. (Shafer, 1998, 20) Bu modelde ardisik piyasalarda fiyat
beklentileri dengede 6nemli bir rol oynamistir. Modelde belirsizlikler baslangig zamamnda
¢oziilememektedir.

Radner’e gore, eger karar yapicilar birbirlerinin davramglar hakkinda, ¢cevre hakkinda oldugu
gibi bilgi alirlarsa, bu onlarm karar kurallarina bir tiir digsallik olarak girer. Bu tiir bir
digsallik, karar yapicilar birbirlerinin davraniglar1 hakkindaki belirsizligi ¢evredeki belirsizlik
gibi hesaba katmalidir. (Weintraub, 1974) Ekonomideki diger ajanlarin davraniglarinin da
gbz oniline alinmasi gerekliligi bir anlamda oyun teorisini giindeme getirir

Shafer ardigik bir miibadele igin bir model tanimlamaktadir. Iki zaman periyodu ve bu zaman
periyotlarinda § farkl olasi durum tammlamaktadir. Her bir zaman periyodunda / tane mal
miibadeleye (abs verige) konu oluyor. =1 zaman periyodunda yapilan miibadele,
gergeklesmis olan s olasi durumuna baghdir. Bu yiizden mal uzayr R*®*dir. I >2olmak
lizere ekonominin taraflarim belirten ekonomik ajanlarm sayisidir ve bunlarin her biri i¢in bir
u,: RIS — Rfayda fonksiyonu ve w, € R®®*donamm vektSrii tammlamr. Fayda
fonksiyonunun, diizglin, diferansiyellenebilir, kesin monoton ve kesin benzer i¢hiikey oldugu

kabul edilir. Anlik fiyat sistemi p e R*C*) vektoriidiir. P(s), t=1 zaman periyodunda, s
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olas1 durumunun gergeklesmesi halinde teslim edilecek mal igin ¢ =0zamamndaki fiyat

vektoriidiir.

Bu durumda ekonominin taraflari olana ajanlarin optimizasyon problemleri
P(0)(x(0) - w,(0))+ > P(s)(x(s)-w,(5))=0 olmak iizere,
s21

max u,(x) dir.

Bu durumda rekabetgi denge asagidaki kosullan saglayan ((fi Y. P ) koleksiyondur.
e X, iajanimn optimizasyon problemini P fiyatinda gézer.

e s5=0,...,5 igin Z(}‘c}(s)—-w,(s))=0 dur.

Radner modelinde miibadelenin #=0 zamaninda yapildifi ve kar paylannnmm ¢=1
zamaninda geri dondiigii J tane aktifin oldugu diisiiniiliir. (Bu model risklere karg: koruma
saglayan aktifleri igermez) Bir birim j aktifinin # =0 zamanmda hesaplanan maliyeti g, dir.
(g=g.rq,)e R’ ). Bu bir birim aktifin =1 zamaninds s olast durumunda hesaplanan
getirisi ise v,(s) ﬁdir.

Eger aktifin getirisi digsal olarak veriliyorsa bu tiir aktiflere nominal denir. Eger, aktifin s
olas1 durumunda getirisi mal vektdriiniin piyasa degeri ise ve v;(s) = p(s)a;(s) esitligi bir
a;(s)e R'vektorii igin yazilabiliyorsa reel aktif denir. Bu iki aktif gesidinin bir karigimimn
varhig1 da miimkiindiir.

Bu durumda SxJ boyutlu bir V getiri matrisi tamimlanabilir. Reel aktiflerin varlig
durumunda getiri matrisi ¥ (p) fiyatlann bir fonksiyonudur. ; aktifinin satin alinan miktarim
z=(z,...,2,)€ R’ olmak iizere z, ile g('istérelim. z, pozitif ya da negatif olabilir. Planlar,
fiyatlar ve fiyat beklentilerinin dengesi i¢in Radner konsepti kullamlabilir.

iktisadi ajanmn optimizasyon problemi p anlik fiyat sisteminde ve ¢ aktif fiyatlan sisteminde
yeniden tanimlanabilir.

P(0)(x(0)-w,(0))=—¢z )
N
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maxu,(x) dir.

Optimizasyon problemindeki birinci kisit mallara yapilan net harcama ve aktiflerinin
portfoyiiniin maliyetinin toplamimn sifir olmas: gerektigini belirtir. Ikinci kisitin anlamu ise
t =1 zamaninda mallara yapilan net harcamanin, aktif portfSyiiniin kar paylarina esit olmas:
gerektigidir. Modelde aktifler aracilifiyla hem periyotlar arasinda hem de ¢ =1 zamamnda
olasi durumlar arasinda gelir transferi s6z konusudur. Bu kisitlar ajanin her hangi bir olasi

durumda iflas etmesini imkansizlagtirir.

Planlarin dengesinde fiyatlar ve fiyat beklentileri listesi (()_c,.,E )M,([_), q )) asagidaki kosullan

i

saglar;

o (%,Z,), i ajamn optimizasyon problemini (7,7) de gozer.

. TEE)-w)=0

i

Sifir zamaninda biitiin ajanlar i¢in anlik p(0) fiyatlan gegerlidir. Bu anlik p(0) fiyatlan ile
g aktif fiyatlanmi "fiyatlar" olarak tammhyoruz. ¢=1 zamaminda ger¢eklesecek anlik
fiyatlarm onceden tahmin edilmesi p°(s) "fivat beklentileri” olarak tammlamr. Ajanin

optimizasyon probleminin ¢dziimii de onun "planlari" olarak tammlanabilir.

Fiyat beklentileri biitiin ajanlar i¢in aym olursa ve ortak beklentiler de p(s) olursa gbzlenen
P(0) ve g fiyatlarinda biitiin piyasalar temizlenir ve bunun sonucunda dengeye ulagilmig
olur. Aslinda biitin ajanlar her s durumunda piyasay1 temizleyecek anlik fiyatlan dogru
olarak dnceden tahmin etmiglerdir. Bu denge konsepti Radner Dengesi olarak isimlendirilir.
Bu model aym zamanda miilkemmel Ongoérii dengesi "perfect foresight equilibrium" ve
rasyonel beklentiler dengesi "rational expectations equilibrium" olarak da isimlendirilir.
(Shafer, 1998, 23)

Radner, Arrow-Debreu modelinin tam anlamyla bir yorumunun yapilabilmesi i¢in ekonomik
ajanlarin sahip olduklann hayal giicii kapasitesinin bilinmesini gerektirdifini, bunun da
teorinin sigortalanin bir biitiin sistemi ve gelecek piyasalarm gerektirmesi ile iligkili
oldugunu sdylemektedir. (Radner, 1970, 457)
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Modelde ekonominin  biitiin = ajanlari, dogru durum gergeklestiginde bunu
dogrulayabileceklerdir. Buna ilave olarak her ajan her aktifin durumlar arasimndaki

getirilerinin dagihmim tam olarak bilmektedir. Gergek aktif durumunda her ajan her a;

degerini ve nominal aktifler durumunda ise her v;deBerini bilmektedirler.

Modelde 1 periyodunda § tane y = p(s)(x(s)-—w(s)) net harcama vektérii vardir. Bu
durumda nominal aktifler igin 6yle z portfoyleri vardir ki y =¥z kogulunu saglar. Fiyatlara

gore lineer olan V' getiri matrisi i¢in rankV=S olmahdir. Bu durumda aktif miktar1 J =S
olmalidir. Reel aktif durumlan igin analiz biraz farkhdir. ¥(p)getiri matsinin rank degeri

fiyatin bir fonksiyonudur ve model i¢in i¢seldir. Bununla birlikte reel aktif durumunda da
rank degerinin S olmas1 durumunda aktif yapilanmasimn tam oldugu soylenebilir. J 2> S

olmasi kosulu burada da gegerlidir.

Modelin ve klasik rekabetgi modelle iligkisinin daha iyi anlagilabilmesi i¢in ajanlarin
optimizasyon problemlerinde Kuhn-Tucker, kosullar kullanilir. Klasik rekabet¢i modelde 6,
carpan olmak lizere bu optimizasyon problemi g6yle ifade edilir.

Dx(s)ui(xi) = eiP(s)3 §= Oa- --;S;
P(0)x,(0) - w,(0))+ )" PsXx,(s) - w,(s))=0

s21

A;(s) lagrange carpanlan olmak iizere, Radner modelinde tiiketici problemi asagidaki gibi
ifade edilebilir;
Dx(s)ui(xi) = )“i(s).p(s)’ s= Oa- --aS;
=2, (0g+ 2 A () =0;
s21
p(0)x, (0)-w,(0) =~z
pls)x,(s)-w,(s)=v(s)z,, s =1,...,8

P fiyatinda 0 Lagrange ¢arpam ile bir x rekabet¢i denge tahsisine sahip oldugumuzu

varsayalim. Asagidaki yontemle aym tahsisle Radner dengesinin de elde edilebilecegi

gosterilebilir.

B(0) =1 olmak tizere, sabit ve pozitif B(s) sayilari A,(s)=0,8(s) olmak {izere tanmimlanmis

olsun p(s) = —I—P(s) ve g = B(s)¥(s) esitlikleri, olas1 biitge kisitlan disinda biitiin Kuhn-
s21

B(s)
Tucker kogullan saglarlar. Biitge kisitt igin z;, s=0,...,$ kisit1 biitiin ajanlar i¢in saglanir ve
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¥; s inci koordinatlan. y, = p(s)(x,. (s)—w,.(s)) olan § boyutlu bir vektérdiir. y, =Vz,.
Burada V vektoriiniin rank degeri S dir. Bu durumda &yle bir ¢6ziim vardir ki Z Y, =

oldugundan, Zz,. =0 olacak sekilde z, segilebilir. Bu durumda agagidaki esitlik yazilabilir;

B)p(s)(x,(5) ~ w,(5)) = B(s)(s)z,
s21 igin durumlar arasi toplam yapildiginda,

2 PE)x()-w(9) ZB(s)p(s) x,(5)-w,(s)) = 2 Bls(s)z; =gz olur.

s21

Oncelikle eger rankV=S ise q = Z[ x 20; }v(s) denkleminin bir tek ¢Szlimii vardir.
521

Bu nedenle PB(s)= i;tammlanablhr daha once P(0)=lolarak ahindigindan ve

P(s) =B(s)p(s) olarak tanimlandigindan 0, = A, (0) dir.
Bu kisitlar altinda Kuhn-Tucker kosullan rekabetgi tiiketici i¢in saglanir.

P(0)(x;(0) ~ w,(0))+ > P()(xi(8) = wy(s))

= P(0)(x;(0)~wA0))+ 2_B(5)p(s)(x,(5) ~ wi(5))

= P(O)(xi 0)-w, (O))"‘ gz, =0

Kigisel durum fiyat1 olarak adlandinilabilecek 710 E i biitlin ajanlar igin aymdur. Ajanlarm

Kuhn-Tucker kosullarim1 saglamalari durumunda, mallar arasindaki marjinal ikame oranlan
esitlik saglamis olur. Bu durum kabullerimize gére Pareto etkin olma durumunu ifade eder.

Eksik piyasa durumunda rankV<S durum fiyatlarimn egit olmasina gerek yoktur.

Radner, modelin bir dengeye sahip oldugunu kamtlarken aktif piyasasinin hacminin siurh
olmasi kogulunu getirmigtir.

Teorem 3.11: Tanimlanan model, eger her ajanin optimizasyon problemi z > b formundaki
kisitlarin  ilave edilmesiyle yeniden diizenlendiyse, planlarin, fiyatlarin ve fiyat

beklentilerinin bir dengesi mevcuttur.

Rekabetgi bir piyasanin temel 6zelligi olarak higbir bireysel ajan, piyasadan anlamh bir pay

alamaz, bu yiizden miibadelenin hacminin a priori olarak simirlandinlmas: makuldiir.
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Teorem 3.12: Tanimlanan modelde aktif yapilanmasi igin getiri matrisi sabit bir rank

degerine sahipse planlarin, fiyatlarin ve fiyat beklentilerinin bir dengesi mevcuttur.

Bu teoremin kapsami diginda kalan, gelecek kontrati olan iki aktif oldugunu diisiinelim. Bu
durumda ¥ (p)matrisinin siitunlari, iki aktifin olast durumlar arasindaki fiyat vektorlerine
karsihk gelir. Bunun sonucunda bazi fiyatlar arasmnda kagimilmaz olarak coklu-dogrusallik
ortaya cikar. Bu bazi fiyatlar arasindaki miikkemmel ikameye isaret eder ve matrisin rank
degerinin en azindan 1 azalmasina neden olur. Bunun sonucu talep kargilamasinin iistyar:

siirekliliginin olmamasidir ki bunun teknik sonucu dengenin var olmamasidir.
Teorem 3.13: Modelde;

e Eper J2S her bir we RX™®* icin planlann, fiyatlarin ve fiyat beklentilerinin bir

dengesi mevcuttur.

o Her V() aktif yapilanmasi i¢in (nominal aktif) rank degeri S ise biitlin donanimlar igin

planlarin, fiyatlarin ve fiyat beklentilerinin bir dengesi mevcuttur.

Hem V(p) matrisine ait rank degerinin fiyatla birlikte degisebildigi hem de piyasamn tam
olmadigi durumlarda (J < §') rekabet¢i denge ile Radner dengesini degistirmek miimkiin
degildir. Bununla birlikte sahte denge (pseudo equilibrium) olarak tamimlanan kavram tam

piyasa igin rekabétgi dengenin yerine gegebilir.

Teorem 3.14: Tanimlanan modelde reel aktifler de, her (a,w) i¢in planlarnn, fiyatlann ve

fiyat beklentilerinin bir dengesi mevcuttur

Tam piyasa durumunda getiri matrisi tam rank degerine sahip olunca rekabetgi denge ve
Radner dengesi birbirlerine denk gelirler. Eksik piyasa ve reel aktifler durumunda, Radner’in
sahte denge (pseudo equilibrium) olarak tamimladifi kavram giindeme gelir. Reel aktifler
durumunda rank degerinin alabilecegi en biiyiik degerinden kiiglik olmasi nedeniyle denge
yoktur.

Sahte denge durumunda firetici ve tiiketicilerin planlar1 verilen mal ve hisse senedi fiyatlari
sistemi igin bireysel olarak optimaldir ve verilen fiyat minimumlagtiriimasi, planlanan
tiiketici tasarruflarimin planlanmig yeni tiiketici yatinmlarindan fazlasidir. Denge durumunda
eger tiiketici ve iiretici planlan gergeklesirse mal ve hisse senedi piaysalari her zaman ve her
durumda temizlenmis olur. Bir sahte denge, eSer baslangi¢ hisse senetleri piyasasi

temizlenmig ve hisse senedi fiyatlan biitiin zaman ve durumlar i¢in pozitif ise higbir tiiketici
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herhangi bir zaman durum ikilisinde doyuma ulagamaz. Radner, sahte denge ile dogru denge
arasindaki farki (araligy) iflas probleminin nasil formiile edildigine bagl gibi gériindiigiinii
belirtiyor. Yine Radner bazi belirli kosullar altinda sahte dengenin de bir denge oldugunu
belirtmektedir. (Radner, 1972)

Bu noktada iflas kosuluna kisaca deginmek gerekecektir. Biitge kisitina ilave olarak
tiiketiciler,belirsiz agiklarimin uzun vadeli bir isleme doniigmesini 6nlemek igin iflas kosullar
ile karsilasmalidirlar. s durumunda tiketim ve portfoy plam (x",5") olsun. s durumunu
izleyen biitiin diiglimlerde agin taleplerin degeri, s durumundaki portfSyiiniin degerini
asmazlar. Bunun anlam tiiketicinin gelecekteki net satin almalarim bugiinkii tasarruflan ile
finanse etmek zorunda olmasidir. Alternatif olarak s durumundaki agigin mutlak degeri biitiin

gelecek agir arzlarinin limitini agmamahidir.
> bH () 2lim Y. p(s)|x* () —w(s)]
i &

Bu sekilde sonsuz bir ekonomi igin sonlu ufuklu bir model tantmlanmig olur. Bu durumda

stokastik gevreyi sonlu bir agag (S“,0)olarak tanimlamak miimkiindiir. Her se S, igin
Zb,.’“ (s) 2 0dir. Aktif 6demelerinin toplamu bir oldugu i¢in bu kisiti biitge kisit1 ile ikame
edilebilir.

S8 (s)2 S p(s|x" (")~ w(s")| (Hernandez, Santos, 1993, 126-127)

Radner denge ve sahte denge kavramlarimi karsilastirirken yine klasik denge aletleri olan

fiyat normalizasyonunu ve birim simpleks kullamir. B, F; ’in birim simpleksi ve P =xP,
[(y i2Z2; )je J,(x,., Vi» f,),.e,,(p,v)J seklinde tammladif1 ekonominin dengesi, agﬁ@daki kosullari
saglar;
o (p,v), Pigindedir; (1)
e her jeJigin (y;,2;), ®;(p) nin igindedir. (2)
e Heriel igin, (x,,2,f,), ¥(p,v,p[p])nin igindedir. (3)

e Her me M igin sz,,, =0 dir; (4)

keluJ
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e Her jeJ veher me M, igin Zf,mj =1 (5)
iel
2 ve 3. kosullar planlarin bireysel optimalitelerini gosterirken, 4 ve 5. kosullar mal ve hisse
senedi piyasalarinin her zaman-olay ikilisinde temizlenmesini ifade eder.

Shafer’in, Radner modeline dayanarak formiile ettigi, teoremler agagida verilmektedir.

Teorem 3.15: Tanimlanan modelde, aktif yapisi, piyasalan tam veya biitiin aktiflerin reel
tipte olmas: gibiyse donamim uzayindaki hemen her w igin planlarin, fiyatlarin ve fiyat
beklentilerinin sonlu sayida dengeleri mevcuttur ve bu dengelerin her biri lokal olarak

donanimlar listesinin ve aktif yapilanmasi a veya V’nin diizgiin bir fonksiyonudur.

Teorem 3.16: Model nominal aktifler igin ele alindifinda, V' getiri mattrisinin genel

pozisyonu J<S ve I>Jdir. Oyle ise planlarn, fiyatlarin ve fiyat beklentilerinin sonlu

sayida dengesinin tahsisleri kiimesi, R°™ ile homemorf olan bir kiimeyi kapsar.

Her v,(s)=p(s)a,(s)fiyatlara gbre homojendir. Digerlerinden bagimsiz olarak sifir
periyodundaki fiyatlar i¢in bir normalizasyon islemi yapilabilir. Bir mal biitiin olas1 durumlar
icin numerie olarak segilebilir. p(0) =1 normalizasyon iglemi siireci su sekilde 6zetlenebilir.

x(0) - w,(0) = —gz;

x(s)—w,(0) =Z(‘;2;]21 s=1,...,5.

v,(s) = p(s)a,(s) iken, biitiin reel aktifler i¢in, birinci periyottaki kisitlar
x(s)—w;(s) =) a,;(s)z, dir.
j

Kuhn-Tucker analizine gore eger piyasa tam ise bunun sonucunda denge tahsisleri rekabetgi
tahsislerle ortiigiir (bulusur). Piyasanmin eksik oldufunu kabul edersek, birinci periyottaki
tiiketim vektoriiniin agagidaki kisit1 saglamasi gerekir;

o [ FOT[w®],[a®],
x2)| |w,@]| {a,@]|"
Tam piyasa durumunun aksine aktif yapisi denge tahsisini etkiler. Tam piyasadaki denge

tahsisi, rekabetgi tahsislere kargibk gelirken eksik piyasa durumunda anlamh gekilde bir
farklilik vardir.
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Radner modelinin etkinligi ile ilgili olarak Shafer’in ele aldify baz1 teoremler de ispatsiz

olarak verilecektir.
Teorem 3.17:

e Nominal aktifler durumunda rankV=S ise her Radner dengesi tahsisi Pareto etkindir

e Reel aktifler durumunda V' (e)getiri matrisinin rank degeri S ise donamm uzaymdaki

hemen her w igin Radner dengesinin tahsisi Pareto etkindir.
Teorem 3.18: Eger J < S ise (w,a) igin Radner dengesi tahsisleri Pareto etkin degillerdir.

Radner modeli incelendiginde tam ve eksik piyasa yapilan arasinda esash farkliliklar vardar.
Bir piyasanin tam olabilmesi i¢in en azindan S tane bagimsiz aktif bulunmalidir. Bu kosul
Pareto etkinlik i¢in gerek ve yeter kosuldur.

Eger aktif yapilanmasi tamamlanmus, biitiinciil ise rank(¥)=S Radner Dengesi, Arrow —
Debreu dengesi ile egdegerdir. x e R™®tifketim talebi, a’ € R™ portfsy karan,
q € R aktif fiyatlan, p* € R"™**) anlik piyasa fiyatlan Radner dengesinde olugmus olsun,
(4 5+ 15 ) € R® garpanlarmin varhg halinde x" dagihmi ve kosullu mal fiyatlari vektdrii

(Das HyD; 5eeer s Ps) € R"* Arrow—Debreu dengesini olustururlar. (Shafer, 1998, 23)

Duruma bagli beklentilerin yer aldigy dénemler arasi denge modeli ile olasiliksal fiyat
beklentilerinin bulundugu eksik piyasalar birbirine olduk¢a yakindir. (Dreze, 1999, 50)

Eksik piyasalarla ilgili 6nemli yaklagimlardan birisi de Hahn’a aittir.

S, ajanlarin kararlarindan bagimsiz digsal, olas1 durumlarini géstersin. 4 ajammn tiiketim
kiimesi C , R'®*Y uzaymm alt kiimesidir. Bu S durumlarina yayilmig Arrow menkulleri
(Arrow Securities) oldugunu varsayalim. Bu ekonominin dengesi daha 6nce ele aldifimiz
Arrow-Debreu ekonomisi ile gakigir. Arrow menkulleri ekonomisi, Arrow-Debreu kosullu
mal piyasalarindan farkh olarak, ardigik (dizisel) bir ekonomidir. Arrow Debreu
ekonomisinde fiyat tahminlerinin herhangi bir rolii yokken Arrow menkulleri ekonomisinde
ajanlarm birinci periyotta fiyat tahminlerinde bulunmalann gerekmektedir. Modelde
ekonomideki ajanlar miikemmel Ongoriiye sahipler. Bunun anlami ajanlarin baslangig
periyodunda dengede piyasayn temizleyen p(s)eR. fiyat vektoriinii kesin olarak
bilmeleridir. Kismi olarak bu varsayimdan vazgegebilirizz. Bu durumda ajanlar ikinci
periyodun denge fiyatlan kilmesini bilmekte ama hangisinin hakim duruma gelecegini
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bilmemektedir. Ikinci periyot denge fiyatlarndaki belirsizlizi kabul edince digsal

belirsizlikler yerine igsel belirsizlik kavramimm modele ilave edilmesi gerekmektedir.

B menkulleri ve a" € R® h ajaninm portfSyii ve & portfSyler matrisi olsun. j menkuliiniin

geri 6demesi numerie olarak ve r; menkullerin 6demelerinin vektdrii olsun. Bu durumda
A=Y a" =0} dir.

Verilen peR® ve a4 degerleri igin 4 ajammun ikinci periyot asin talep fonksiyonu
x"(p.d)eR”® dir.

Bu durumda ajanlarm biitge kiimesi, B, (p,8) = {x" | p(s)x x" (s)| < Ra" }olur. Bu tanimlamada
p(s), se€S durumundaki fiyat vektdrii, x”(s)ise aym durumdaki agmn talep vektoriidiir.
p(s)xx"(s), R*uzaymda p(s).x"(s) lerin bilesimlerinden olugan vektérdiir. E(4) olasi
ikinci periyot denge fiyatlari ve asii talep tahsislerinin kiimesidir. E(a) igindeki her
D, {x" (ﬁ,&},, eleman, her k,x" € B"(5,8) i¢in ) x"(,4) =0 kosulunu saglar.

P

Ikinci periyotda baz: belirli (6zel) s durumlan gergeklesir bu yiizden E(@), birinci periyotta
a’nin segilmesi durumunda, olasi ikinci periyot getirileri kiimesidir. Genellikle ikinci

periyotta goklu dengeler séz konusudur.
Hahn, iki varsayim yapmaktadir.

1. Biitiin 4 e Adegerleri igin ikinci periyot ekonomisi diizenlidir (sayilabilir, goklu
dengelere sahiptir).

2. n(a), verilen a degeri i¢in ikinci periyot dengelerinin sayisiu géstermek iizere, biitiin

a e A degerleri i¢in n(a) sonludur. Buna gére, n =max n(Q) iyi tanimlanmagtir.

Her i numarasi ile bir miizayedeci 6zdeslestirilir. Her bir 4 segildikten sonra, baz1 p € RS
dir. Bu birinci periyodun sonunda fakat ikinci periyot durumu ortaya g¢ikmadan &nce
gerceklesir.

Ajanlar fiyat belirsizligi ile karst karsiya dirlar ve belirsizlik durum uzaylarma genisler.

Hahn; Z= {clc =(s,0),se8S,ie(], n)}olmak lizere, menkul degerlerin }: tam oldugu bir

ekonomi tammlar. Bunun anlam menkul degerlerin 6demelerinin genigligidir.
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Birinci periyottaki fiyat beklentileri, p(c)= p(s,i) eger i inci miizayedeci fiyatlarin
olusumundan sorumlu ise, ikinci periyottaki durumlarda hakimdir. Bu fiyat vektoriiniin

bilegenlerinin ajanlarin birinci periyottaki inamislar: ile desteklenmesi ile esdegerdir.

Hahn Z tam ckonomisini §6yle tanimlamaktadir;
Bir Z tam ekonomisi i¢in, bir denge biitge kosulunun saglanmas: durumunda

PeRED x e RED p=1,..,H ,a"eR*,jeR* dir. Biitge kosulu asagidaki gibi

ifade edilir. B™(5) = ", 4" [F(0)x" (0) = 0 ve ga" = 0; p(0)xx"(0) = Ra"

Herhangi bir (x",p)e B™(p)olmasmm anlarm, biitiin % 'lar igin. x* <x™"oldugu ve

Y x"=0ve Y a” =0 olmasidur.
H H

Z tam ekonomisi igin, bir denge mevcut ise her i igin p(s,i) = p(s) dir. Bu fiyat her s

durumu i¢in tek ve sadece ona bagl: ikinci periyotta piyasa temizleyici fiyattir.

Tercihler R'®™ uzaymnda tamml ve digbiikeydirler. Menkul degerler »_ fam olduklarinda
ajan gergekten belirsizlikten korunmus olur. Bdylece fiyatlar ne olursa olsun, ajan s
durumunda ayne tiiketimi yapar. Ancak asin talepler s durumlarma bagh olduklarindan
sadece rasyonel olarak tahmin edilmis piyasa tezmizleyici fiyatlar var olabilir. Baz1 X, —s
fazla menkul degerlerinin varlimma ragmen Hahn, geleneksel modele déniilebilecegini
sOylemektedir. Ajanlar, ikinci donem fiyatlarim dogru bir sekilde hesapladiklan siirece bu
fazlahfin goriilmemesi gerekmesine ragmen o6zel bir durum olarak var olabilecegini
belirtmektedir. Y. ve fiyat belirsizligi yeniden ortaya gikabilir. Bu durumda . —tam dengesi
yoktur.

Hahn ikinci 6zelligi de $6yle tammliyor. Eger biitlin menkuller Arrow menkulleriyse ve
ajanlar sadece, © ajanlarin Y flizerindeki beklenti dagihmlarii desteklediginde bu
menkulleri aliyorlarsa, > —tam rasyonel bekientiler dengesi mevcut degildir. Ajanlar ¢oklu
dengeler olasiifim ve Y. —fam ekonomisinin kendilerini fiyat belirsizliklerine karst
korudugunu farkina varirlarsa, her s igin tek bir denge oldugunu diiglinerek hareket ederler.
Rasyonel beklentiler dengesi i¢in s durumlari igin biitiin 6nceki fiyatlar dengeleri, sifir
olasihgna sahip olmahdirlar.
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Tam bir aktif piyasasimun anlami, belirsizliklerin yayilmig bir halde uzay tarafindan
igerildigidir. Eger bdyle tam bir yayilma varsa fiyat belirsizlikleri goriilmez. (Hahn, 1999, 67-
71)
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3.5 Belirsizligin I¢sel Olma Durumu

Belirsizlik genel denge modeli iginde ilk ele alinmaya baglandiginda digsal bir kavram olarak
tammlanmigtir. Nitekim Debreu belirsizligi iiretim ve tiiketim kiimelerini belirleyen ve malin
teslim edilecegi tarihte meydana gelmesi olasi digsal bir olay olarak tammlamaktadir.
(Debreu, 1983, 115) Neoklasik okulda genel dengenin diger biiyiik ismi Arrow da ekonomik
hayatta belirsizli§in kagimilmaz oldugunu belirterek, belirsizlii, gelecekte bu konuda
yapilacak bir ¢ok caligmaya temel olacak sekilde, duruma (ortama) digsal olarak verilen bir
terim olarak formiile etmigtir. Olast durumlar, ekonomideki aktérler tarafindan ortak bir
sekilde goriinlir ve lizerinde anlagmaya varilabilir olmalidir. Olasi durumlar insanlarin
eylemlerinin degil sadece belirsizligin etkisinde olmalidir. Ahlaki davranig (moral hazard) ve
ters segimler (adverse selection), rekabetgi piyasanin varliginda dengenin kurulamamasma

neden olabilmektedirler. (Huang, Mou Wu, 1999, 99-100)

Literatiirde son zamanlarda igsel belirsizliklerin de ele alindig1 goriilmektedir. Chichilnisky,
Arrow’un bir defasinda fiyatlardaki belirsizligin belki de ekonomideki en énemli belirsizlik
formu oldugunu s6ylemesine kargin Arrow—Debreu piyasalarinda belirsizlige karsi
gelistirilen yontemlerde fiyatlardaki belirsizligin insan davramgina bagh olmasi nedeniyle
ihmal edildigini s6ylemektedir. (Chichilnisky, 1999, 72)

Yine Chichilnisky ve Geoffery’in “Felaketler Gelecegi: Bilinmeyen Riskler icin Finansal
Piyasalar” baghkh makalelerinde bir periyot i¢inde hizla degisim gosteren yeni risklerin
kagimlamaz oldugunu belirtmektedirler. (Chichilnisky, Geoffery, 1999, 120) -

Genel dengenin bu yeni konseptinde; fiyatlarin belirsizligi bilgisine ragmen dengenin varli:
kamitlanmaya ¢alisilir. Yapimin ana catist ¢oklu yapisimin yam sira biitiin s6zlesmelerin
eszamanh olarak kaydedilmesi ile Arrow-Debreu modeline oldukga benzerdir. Arrow—
Debreu teorisinde degiskenler (hava kogullar1 gibi) digsal olarak tanimlamrlardi. Yeni
aktiflerin dahil olmasiyla ¢ogalan ekonomide, birden fazla piyasa temizleyici fiyatlar ve bu
nedenle de bir fiyat belirsizlii ortaya ¢ikabilir. Arrow—Debreu modelinin ilk problemi
ticaretin taraflanim bu belirsizlikten korumaktir. Ancak bunun i¢in modelin yeniden formiile

edilmesine ihtiyag vardir.

Bu durumda, fiyat belirsizliklerinin (risklerinin)' ticaretin taraflarmm beklentilerini nasil

degistirdigi ve piyasa davraniglarim nasil etkilediZinin ele alinmasi gerekir. Standart Walras¢1

! Yine bu makalede de belirsizlik ve risk kavramlan arasinda bir ayrim yapilmadig: bu iki kavranun birbiri
yerine ama genel olarak risk anlaminda kullamldig1 goriiliiyor.



177

yaklasiminda miizayedeci fiyat vektoriinii duyurur ve bireyler bu fiyatta yaptiklan segimle ne
kadar aktif ellerinde tutacaklarina ve ne kadar tiikketim yapacaklarina karar vererek yine bu
fiyatta maksimum faydaya ulagirlardi. Ahgveris yalmzca talep arza esit oldugunda yapilirdi
ve tiim piyasalar temizlenirdi. Ticaretin taraflarnin piyasay: temizleyen ve rast gele se¢ilmis
olanakli fiyatlardan birini énceden tahmin etmeleri ya da miizayedecinin bunu agiklamasi
durumunda problem esasen degistirilmis olur. Bu durumda bireylerin optimizasyon
problemleri de degismis olur. Miizayedecinin agikladifi denge fiyatlarindan, faydalarim
maksimize edecek aktifleri segmek yerine; piyasayr temizlemesi miimkiin olan ¢esgitli
beklentiler iginden, beklenen faydayr maksimize etmek amaciyla segim yapilir.

(Chichilnisky, 1999, 73-74)

Bir piir Arrow—Debreu degisim ekonomisinde, R = {r,,...,rB} olas1 durumlarina bagh olarak

yapilan 6demeleri yapilan menkul degerlerin getirisini gdsteren §'x B’lik bir matris olsun.

rank(R)=S oldugundan durumlarin etkilerinden korunan bir tam bir menkul degerler

kiimesi mevcuttur. Miibadeleci, sifir olmayan gradyen degerine sahip ve standart siir
kogullarim saglayan (fiyat sifira giderken agin talebin artmasi) kesin benzer i¢biikey, iki kez
siirekli diferansiyellenebilir, monoton artan Von Neumann-Morgenstern fayda fonksiyonuna

sahiptir. ED(p) fazla talep fonksiyonunu gdstermek tizere, denge fiyat kiimesi;
E(w)=1{p:ED(p)=0} dir. (Chichilnisky, 1999, 74)

Tanim 3.13: E(w) fiyat belirsizliinin oldugu bir ekonomi olsun, ahs verige taraf olan aktdr

% beklenen faydasim® maksimize eder.

w ((xhi )i:l,...N ) =EU" ((x " )i=1,...,N )’

i=1,...,N ’e olas1 denge fiyatlar1 ve beklentiler, tiim aktdrler i¢in aym olan fiyatlar kiimesi
tizerindeki olasilik dagilimina bagh olmak tizere yukardaki ifade tamimlanabilir.

Varsayim 3.4: Ekonomi, herhangi bir baslangig donanimi igin sonlu sayida dengeye sahiptir.

Bu sart pek gok miibadele ekonomisi tarafindan saglanir. Sonlu sayida dengeleri veren fayda

fonksiyonlar aileleri gitlenmis Hessian matrislerinin deterrminantlan her yerde sifirdan farkh

olan C~ fonksiyonlarinin ailesidir.

2 Bu fayda fonksiyonu tanim geregi kesin igbiikey benzeri, iki defa siirekli tiirevi alinabilen, monoton artan bir
Von Neumann — Morgenstrein fayda fonksiyonudur.



178

Fiyat belirsizliginin bulundugu bir ekonomidde aktifleri bu belirsizlikten koruyacak bir
optimal tahsisin bulunamayacagy =~ Hahn ve Chichilnisky tarafindan ggsterilmistir.
Miibadeleciler fiyat risklerini farkinda olmakla birlikte bu risklerden korunmak i¢in araglara
sahip degildirler ve ekonomi eksiktir (incomplete).

N tane fiyat riskinin bulundugu bir ekonomiye N tane Arrow securities eklenerek piyasa
tamamlanabilir. Bu durumda tamamlanmis ekonomi, digsal risklerin varhgmnda risk

{istlenmenin optimal bir tahsisini verir.

Asagida yer alan sonuglar igsel riskler durumunda islemez. Bunun anlami Arrow-Debreu

cercevesi igsel riskler karsisinda bir koruma saglamaz.

Varsaymm 3.5: Fiyat risklerinin oldugu bir ekonominin Arrow-Debreu k0§1i11u piyasalar1 ya
da Arrow menkul degerleri ile optimal tahsisi basarmas1 saglanamaz. Genisletilmis Pareto
etkin bir dagilima sahip degildir ve rekabetgi bir denge de yoktur.

Buradan, kosullu piyasalara ya da menkuller ekleyerek piyasay: biitiinlemek i¢in girisilen
cabalarin baganisizlikla sonuglanacagl soylenebilir. Bu durum aym zamanda Arrow-Debreu

ekonomilerinin fiyat riskleri karsisindaki acizligini de gosterir.

Chichilnisky, bu noktada yeni bir L ekonomisi tanimlamaktadir. Bu ekonomide A hane halki,
I tane mal, S tane olasi durumlar vardir. Her 4 hane halk: w" € R™ baslangig donamim
vektoriine sahipt;r. Olas1 durumlar i¢in aktiflerin tam bir kiimesi mevcuttur. Her miibadeleci
mallar iizerinde bir tercihe ¥ : R — R sahiptir. Olas1 durumlara bagli mallar, x € R"™® vektérii

ile belirtilirler. Bu L ekonomisi agagidaki gibi tanimlanur;
L={X=R,s=1..,5,w" e R",V*: X 5> Rh=1,..,H}

Olas1 durumlara ilave olarak bu modelde fiyat belirsizligi durumlari da vardir. L
ekonomisinde belirsizligin yapilandiriimasi igin éncelikle her biri belirsizligin bir katmanim
gosteren y=1,...,Y elemanlanm igeren bir Y kiimesi tamimlamir. Her y katmam igin
J? durumlan kiimesi vardir. J” elemanlarn piyasa temizleyici fiyat tarafindan tanimianirlar.
Her Y katmam i¢in piyasa ternizleyici bir fiyatin varligim temsil eden bir fiyat belirsizliginin
¢Oztimii tasarlanir.  Fiyat belirsizli§inin ¢6ziimii, durumlarin gergeklesme patikasini da verir

ve Y boyutlu (j',...7"), Vy=1,...,Y, j” € J” vektérii tarafindan temsil edilir. y inci katman
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z=1

JY
igindeki olas1 durum kiimelerindeki j” durumunun gergeklesme olasilif Z‘n:j, =1 olmak

lizere, 7, dir. Bu durumda fiyat belirsizlifinin ¢6ziimii kiimesi

o=[]/ dir

z=1
Her gergeklesme patikas1 (j*,...7") e ®, Mo ST aXT o XX, olasihig ile meydana
gelebilir. Gergeklesme patikalan bir agag diyagramu ile ifade edilir.

L ekonomisindeki, belirsizlik yapilanmasi, sonlu Y kiimesi belirsizlik katmammni, her sonlu

J? kiimesi y katmanindaki durumu temsil ederlerken ve T, ¥y inci katmandaki j”

durumunun gergeklesme olasilif1 olmak iizere su sekilde listelenir;
y —_
{Y,J ,y=1...,Y, nj,}
Fiyat belirsizligi ¢6ziimii, j* € J” iken bir vektordiir (j',..., ). Fiyat belirsizligi ¢oziimii

Y
kiimesinin sayisal degeri ® =] [J* dir.

z=]
L ekonomisinde refahin, belirsizligin y inci katmani durumlar arasinda transfer edilmesine
izin veren bir y aktifi (asset) tanimlanabilir.

Tamm 3.14; Temel y aktifi bir vektordiir. (l,...,%,...,0)e R Bu vektsr j'eJ’
donemindeki 1 birim karsihginda j” € J” durumunda k birimlik 6deme yapar, bunun

disindaki biitiin durumlarda 0 birimlik 6deme s6z konusudur. y aktiflerinin bir portfoyii, y
aktiflerinin bir lineer kombinasyonudur. 8" =(8,,...,0 »)E R vektoril, belirsizligin y inci

katmanlarimn J” durumlan arasinda servet transferini temsil eder.

Varsayim 3.6: Her katman i¢in, bir tam y aktif kiimesi vardir. Oyle ki J” —1 tane farkh
temel y aktifi vardar.

Varsayim 3.7: He miibadelecinin baglangigta herhangi bir fiyat belirsizligi durumu igin
aktife sahip olmadiklarim varsayarsak her miibadelecinin y aktif portfSysu ¢ ~ asagidaki

Jy
kosulu saglar. ) 6} =0

i=1
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Tamim 3.15: 0 portfdysu, ekonomide fiyat belirsizligi igin, onceden tahmin edilmis (ex
ante) bir koruma stratejisidir. Her katman igin [Gy ] J? lerden olugur ve e=([e‘1...,[e’ J)
seklinde ifade edilir.

o=(o']....[o"])
1= .....6”)

0 =(87,....6%,. Je R

gt

J!
Ve her y igin Ze,.y =0

i=l

0 portfsy koruma roliinii tammlamak igin her y=1,...,Y igin portfSynun y inci
katman lﬂ’ J, y katmanindaki her J” durumu i¢in servet transferi vektorii igerir, buna gére
y-1 katmanmnda J’ fiyat belirsizlifi durumunu sigortalamanin J’ yolu vardir. Her
J”boyutlu 67 vektorii j” —1 aktifi tammlar ki bu aktif y-/ katman belirsizliklerinin
J” durumlan arasinda servet transferi yapar. Bu durum gosterir ki belirsizligin y-/
katmanindaki korumas: belirsizligin yeni bir katmanma déner. Bu yeni y katmani, yeni bir

J” durumlarma sahiptir ve bunlarin her biri, piyasanin y-I inci seviyesinin olasi piyasa

temizleyici fiyatlarini temsil ederler.

0 portfSysu biitiin olas: belirsizlik ¢oziimleri (j’,..., j y)e ® igin 6nceden tahmin edilen bir
yatirim plam1 yapilmasmm saflar. Bu yiizden fiyat belirsizliklerinin her gergeklesme
patikasinda O portfSy patikasimi tanimlar.

8(t,..., /") = (ejL RO )e RY

Miibadeleci igin x”"plam, olasi her fiyat belirsizligi ¢ozlimii i¢in dnceden tahmin edilen
kontratlardan olusur. Bu nedenle miibadele plam x € R®* vektoriidiir. Her fiyat belirsizligi
¢oziimii i¢in, 4 miibadelecisinin, x* miibadele plam, R*® uzaymdaki Y net miibadele
vektdriiniin bir patikasim tammlar. Her y katmamindaki her j” durumu igin R*® uzaymdaki
bir vektor.

h{ -1 4 h h Lk h h h DxiIxS .
x (] yere) )=(xj,—w ,xj,—xj,,...xj,—xj,_l)eR * dir.
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Yukanidaki ifadede 0 katmanindaki (yani baslangi¢ zamamndaki) net miibadele tamimdan
dolay1, x, = wh drr.

L ekonomisi igin, yukarida tammlanan x € R®*® miibadele plam ile uyumlu énceden tahmin

edilen bir fiyat vektorii pe R®*®, her belirsizlik katmam igin, tiim piyasalarm denge

fiyatlarinin listeler. Her fiyat belirsizligi ¢6ziimii igin (j‘,..., jy)e ®, p bir fiyat patikasi
tammlar. p(j‘,...,jy)=(pj‘,...,pjy)e R®&S

Fiyat belirsizligi ¢6ziildiigi zaman, (j‘,..., j’ ) patikas1 ve bu patikadaki biitlin net
miibadeleler x” ( A ) gergceklesmis olur. Biitlin belirsizlikler ¢oziilditkten sonra hane
halkinin toplam tiiketim vektorii;

xh =wh +§Y_:(x'.’, —xt )e R™S
j X5

z katmanindaki (d6nemindeki) donamm x;f,_l olduguna gore, (x;fz —x7,,) net mitbadeledir.

h miibadelecisinin x* plani ile (jl,..., jY) patikasi boyunca net miibadelelerin faydas,
baslangi¢c donanimu ile birlikte ifade edilir.

V"(x"(j‘,...,j")j% V"(w” +zy:(xj, —xh, )) =V"(xj,)

2=0

Varsayim 3.8: x"tiiketiminin, olas: biitiin belirsizlik ¢éziimleri {izerindeki beklenen faydas,
U*(x") =EV"(x"(j1,...,jY)) dir.

Varsayim 3.9: Her p fiyat sistemi ve 8" portrfolyosu i¢in, biitiin nceden tahmin edilen x"
miibadele planlanmn, (miibadelecinin  biitin  fiyat belirsizlikleri g¢6ziimlerinde
destekleyebilecegi) kiimesi, biitge kiimesidir.

s
x”(jl,...j")= (x", -wh, x", —x:f,,...x;f, ~x"y_1) olduguna gére ve » p’ (xjﬁ ——w"):O

j J J ¢
J=1

kosulunun saglandig varsayimiyla, biitge kiimesi;

B(p,0") = {x”,V(j',...,jY)e o, p” (x;’x —xjf,_, )= 0;":” Vy=1,...,Y} dir.
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L ekonomisinin dengesinin p" fiyat vektoriinde saglandigim, her # mitbadelecisinin alis veris
planinin  x*ve portfoyliniin 0" oldugunu varsayarsak, x" tiiketim plamnmn tiiketicinin
U"(x") faydasim B(p",8")biitge kiimesi i¢inde maksimize eder. Bu durumda tiim piyasalar

temiz ve biitlin mitbadeleciler fiyat risklerinc karg1 sigortalanmis olurlar.

Tamm 3.16: Vi kendi toplam tiiketimlerini ve bundan dolay1 fayda seviyelerini fiyat
belirsizliginin gergeklestigi herhangi bir durumda aym olduklarinda, biitiin miibadeleciler

h=1,...,H, kendi {x”} tilketim planlarinda, fiyat risklerine kargi tamamen sigortlanamig
olurlar.

Y
n* h Z * s Lkt
ij =w + l(sz _sz—l )—xjy'
z=

Y
h s ®
=w + (x.,,—x.,,,)
Z J J Y

z=1
Bu durumda tam bir fiyat giivencesi altinda dengenin varlifim ele alabiliriz. L ekonomisinde,
her firetici igin x" tiiketim planmin beklenen faydasmi, B(p",0"") biitge kiimesi iizerinde
maksimize etmesi durumunda, fiyat belirsizliklerine karsi tam giivencenin saglandign bir

denge vardir. Bu denge durumunda her fiyat belirsizligi ¢oziimiinde, biitiin aktif piyasalarim
fiyat belirsizligine korunur.

iy

0"}, =0 oldugunda (0" Y- =0, di.

h=1

Aym zamanda belirsizligin her katmanindaki her bir durumda biitiin mal piyasalan da

temizlenmigtir. x;’; = w" olmak iizere,

H
Bundan dolayy; Zx;‘; -wh=0dr.
e

Teorem 3.19:L={X=R,s=1..,S,w eR™,V*:X >R h=1,..H} ckonomisi, bir
{Y B LA : Ll p‘}dengesine sahiptir. Bu'denge aym zamanda fiyat risklerine karsi tam

koruma saglar ve Pareto, etkin bir tahsis saglar.
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Bu teoremin ispatinda 6ncelikle, hane halklarinin tek kaygisimin olast durumlar s=1,...,S
tarafindan tanimlanmusg belirsizlikler oldugu bir Arrow-Debreu E; ekonomisini ele alalim. E,
ekonomisinin Walrasg1 bir denge kiimesi J" = {1,...,J "} ile gosterilsin, bu kiime L
ekonomimizin fiyat belirsizliginin birinci katmamm tammlar. Tamimdan hareketle, E,
ekonomisinin her bir J" dengesi bir p’ € R* fiyat vektoriinii ve her 4 igin bir xi e R
tilketim vektoriinden olusur. Bu noktada ikinci bir E, ekonomisi aym hane halklan ve

E, deki [ mallan1 ve § olast durumlan i¢in tammlansin. E, farkli bir mal uzay: ve her # igin

farkli bir baglangi¢ donanimu ve farkl: faydalar belirler eder.

E, ekonomisinin mal uzayinda yeni bir J* belirsizlik durumu vardir ve bundan dolay: mal
uzayi R**" dir. E, uzayinda h hane halkinn baglangi¢ donammi E, ekonomisinin
J" dengesi tarafindan tammlanmstir. 4 miibadelecisinin E, ekonomisindeki tiiketiminin

faydas1 J" durumlarn izerindeki tiiketimlerin beklenen faydasidir.

1
Vh :RIXSXJ Y R

Bu modelde biitiin durumlarin gergeklesme olasiliklarinin ayni oldugu degerlendirilmektedir.
Bu kosulda fayda fonksiyonu yeniden tanmimlanabilir;

@

P 0y )= S WU )

i=]

Simdi E, ekonomisinin J?* gibi bir Walrasq1 dengeye sahip oldugu varsayilsmn. E
2 2

ekonomisinin her bir J* dengesi bir j* =1,...,J* olmak tizere p;, e R fiyat vektorll
ve her 4 igin bir x; € R*" tilketim vektoriinden olusur. Burada E, ekonomisinin

Walrasg1 dengenin J* ={1,...,J 2‘} kiimesi, L ekonomisinin belirsizliginin y=I katmanmn
tanimlar.

E, ckonomisinde, fiyat belirsizliginin J" durumlan igin piyasa baghhklan vardr.

Ekonominin J" fiyat belirsizligi durumlan arasinda servet transferini saglayan 1-aktifi

JT

tanimlanir. Bu servet transferi vektorii ZG, =0 olmak iizere (9l P W
i=l

) dir.
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Aktiflerin tiimiiniin fiyat belirsizliginin J" durumlan i¢in korumaya ihtiyaglan oldugundan
dengede her # miibadelecisi durumdan bagimsiz bir tiikketime ulagabilir. Bunun nedeni bu

J" durumlarinm her birinde E, ekonomisinin toplam donammm w =) w" aym olmasi ve
h

her 4 miibadelecisi igin J" durumlarimin gergeklesme olasihiklarinin aym olmasidir.
J" durumlannda biitiin miibadeleciler, durumdan bagimsiz tiiketimlere ulasabilirler. Bunun
anlami E, ekonomisinin dengesinde # miibadelecisinin tilketim vektorii x7; € RSV 8%l

koordinat sisteminin J" kez tekrar etmesinden olugur. Buradan bu vektériin tamamiyla S x/

koordinatlan ile 6zdes oldugu goriiliir. Dolayisiyla xj': € R" dir. Buna karsihik olarak fiyat
vektorii p’ e R™ dir.

E, ekonomisinde her miibadeleci aym tiiketime ulasmak igin servetlerini J" durumlan
arasinda kaydirabilirler. E, ekonomisinin herhangi bir piyasa temizleyici j> dengesinde, bu
servet kaymalan j* durumunda p;.z denge fiyatindan hesaplanmis baslangi¢ donanimlarinin
degerlerinin farkliliklarmin p;,x;f,' vektoriine esittir. Denge tiiketiminin her j! =1,...,J" igin

ay fiyatlarda degeri p,x’; dir.

J*
. (13 - 2. b4
Her j*=1,...,J" tzerinde p’ x; =3 (pz‘xjf,') dir.
Bl
J=l

. A A S
Ve yine ayn1 kogulda j’Z; pz'(x;f, -—xj’i ': 0 1)
Bu noktada 9”2J seklinde, J* vektoriiniin koleksiyonlar: tamimlanabilir.

h2 ht ) B
2]=(e".....0%" )
2 (" _ 2f Jr
._(p (sz xj,l...,p (sz xll) R

esitliginden, |0" | 1-aktifinin 2. katman portfylerini her j* =1,...,J?" icin tammlar.

)

Jr

> er’ =0

ji=l

Bu 2. katman portfSyiiniin saglamasi gereken kosuldur.
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E, ekonomisinde J" dengeleri arasindaki tiiketimlerin esitligine ulasmanm J farkli yolu
vardir.  (E, ekonomisinin her bir dengesi i¢in bir tane) Buna karsilik olarak 1. seviye

aktifinin J%" portfoyleri, |0" [katman 2 portfSylerini yaraturlar. (2’de gosterildigi gibi)

Biitin J" durumlan arasinda tiiketim esitligine ulasmanin J* farkli yolu oldugundan, E,
ekonomisi, y=2 ikinci katman ile tammlanan J* yeni fiyat belirsizligi durumunu igerir. Bu
yeni durumlar i¢i koruma saglamak yeni bir E, ekonomisi tanimlamayr gerektirir. E,
ekonomisinin tammlanmasindakinden tek farki mal uzaymm R*™" olmasidir. Bu mal
uzaymda J* tane yeni belirsizlik durumu vardir. Bu iglemi tekrara ederek bir {Ey}
ekonomiler dizisi olusturulabilir. Her E, ekonomisi, E,, ekonomisinin J’™ dengelerinin

kiimesi tarafindan saBlanan donanima sahiptir. Her E, ekonomisi 6nceki fiyat risklerine

kargt korunur. E, ekonomisindeki her / miibadelecisi J »* durumlan boyunca durumdan

bagimsiz tilkketimlere ulagabilirler.

E, ekonomisi bir R*>"" tiiketim kiimesine sahiptir. # miibadelecisi J*** dengelerindeki
tahsislerinde baslangig donammna sahiptir. x”,, 4 mibadelecisinin E,, ekonomisinde

d bagmstz * inof denge tahssi iken, bu baglangi¢ donanimlar1 vektdrii
(th‘ geeey Xj:,_l )E RIxSxJ,v—l‘ dir.

h miibadelecisinin E, ekonomisindeki tiiketiminin faydasi, J ¥ durumlari boyunca

titketimlerinin beklenen faydasidir. V" : R**”" — R, yine biitiin durumlar aym olasilikla
degerlendirilmektedir.

Jr

V (Brseeesd )= 2T

i=1

y-1*

E, ekonomisi, Walrasg1 J”' dengesine sahipse, bu dengelerin her biri bir pj,' e R>SY

fiyat vekt6rii ve her 4 igin bir xj; e R"" tiiketim vektériinden olusurlar. E , ekonomisinin
Walrasg1 dengelerinin@= J”' = {l,...,J » } ‘kiimesi, L ekonomisinin belirsizh.inin y inci
katmanim belirler. E, ekonomisinde meydana ¢ikan fiyat belirsizlikleri durumlan

y

durumlarinda biitiin aktiflerin korumaya ihtiyaglan oldugundan, J”™ durumlarinda hane
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halklan biitiin risklere kars1 glivence altina (sigortalanmig) alinmiglardir. Bunun anlamu, E,

< s . o . re__ee y-i¢ ’ . . s -
ekonomisinin dengesinde tiiketim vektrii xj’; e R*"", §xI koordinat sisteminin J*™" kez

tekrar etmesinden olusur. Buradan bu vektériin tamamiyla Sx/ koordinatlar ile &zdes

oldugu goriiliir. Dolayistyla xf; e R*S ve fiyat vektorii de p”” e R™ dir.

E, ekonomisinde her miibadeleci, her durumda aym tiiketim seviyesine ulasmak igin
servetlerini J’™ durumlan arasinda kaydirabilirler. E, ekonomisinin herhangi bir piyasa
temizleyici j” dengesinde, bu servet kaymalan ;” durumunda p;y denge fiyatindan

hesaplanmiy donammlarinin degerlerinin farkhiliklannin p’,x’, vektorine esittir. Tanm

geregi her hane halkinin tiiketimi kendi biitge kisitlamas: igindedir.

Vi
Her j’ =1,...,J" iizerinde pjy.xj_‘; =Z(py°x;':_l)=0 dir.

7=l
g b "
Bundan dolayi, j;;l p’ (xj, =X )= 0 3)

Bu noktada [e"y J seklinde, J”* vektoriiniin koleksiyonlan tanimlanabilir.

I

[Ghy]=(6f'jy, e,,.jy)

teesV

. (4
= (p"’" (xf; -x) ) p” (xf; —x" ))e R @
(4) esitliginden, [e"y ] (y-1)-aktifinin y. katman portfoylari her j” =1,...,J” igin tanimlar.
S

i=l

E,. ekonomisi tek ve Pareto etkin Walrasg1 dengeye sahiptir.
3Y" vardir ki xjf; =x"

Belirsizlik yapisi Y katmanlar indeksi tarafindan tammlamir. y=1,...,Y". Her bir
1

katmandaki j” =1,...,J" gosterilen J*' belirsizlik durumlan vardir. Her j? igin T, = -7
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olasilf tammlamr. Her y=1...,Y"igin E, ekonomisinin j*, p’” e R**denge fiyat

vektorii olacaktir.

P’ = (le*, .. .,pﬂ‘ )jl=1,«..-ly,--.,jy=l,..,-/7' € RQNXS
Son olarak da % hane halkimin 6nceden tahmin edilen 8" portfSysu asagidaki ifadeye esit

olur.

h* P h " h* xS
= —w ...,(x.,ﬂ—x,,» . €R*
J J AL L T LN - 2% I o6

H H
Denge igin Z(xj’; —x;';_,)=0 ve bundan dolayr; fo; —w" =0 oldugundan her piyasa,
I

h=l

E, | ekonomisinin her piyasanin bagh oldugu J ¥ belirsizlik durumunu, E, ekonomisinin

her bir j” Walras¢i dengesinde temizlenmek zorundadir. Yine, xj’: = xj‘; oldugundan, U" ,

x"" vektériinde maksimum degerine ulagir ve biitiin miibadeleciler tam giivenceye sahiplerdir.

xj,h' € R™ tahsisi E, ckonomisinin bir Walrasg1 dengesi oldugu igin Pareto etkindir.
(Chichilnisky, 1999)

Iktisat, gergek diinyaya yaklagmaya cabaladikga zaman ve belirsizlik kavramlan daha gok
tartistlmaya baslanmigtir. Genel denge kuramu da Debreu’dan (1959) baglayarak bu
kavramlara analizinde yer vermistir. Bununla birlikte iktisat literatiiriindeki belirsizlik — risk
tartigmalan gergevesinde ele alindiginda genel denge modelindeki belirsizlik kavraminin
belirsizlikten ¢ok istatistiksel bir beklenen deger yaklagimu oldugu gériilmektedir. Zamamn
modele dahil edilmesiyle farkhh zamanlardaki olasi durumlar, meydana gelme olasiliklan

cergevesinde incelenmektedirler.

Zaman boyutunun ele alinmasiyla birlikte genel denge modeli finansal piyasalann da
kapsamigtir. Baslangigta zamansiz bir ekonomi i¢in ulagilan sonuglar yine kimi varsayimlar
ve yaklagim farkliliklar ile zamanm ve dolayisiyla belirsizligin bulundugu bir ekonomide de
elde edilmislerdir. Kosullu mal piyasalarindan, ardigik ekonomilere, eksik piyasalara ve
belirsizligin igsel oldugu durumlara kadar farkli modellerde genel dengeye nasil ulasildig ele
alimmgtir. Finansal piyasalarin, makro bir ¢ergeve yerine mikro bir analize tabi tutulmasi ve
bu soyutlama igerisinde finansal piyasalarda da dengeye ulagilmasi dnceden beklenen bir
sonug olarak elde edilmektedir.
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4. SONUC

Caligmada 20. Yiizyil iktisadinin hakim okulu neoklasik iktisadin temel dayanaklarindan biri,
kimi iktisat¢ilara gore sert c¢ekirdegi olan Genel Denge Kuramu Arrow-Debreu’nun
y6ntemiyle ve matematiksel bir yaklagimla ele alinmistir. Modelin tarihgesinden baglanarak,
6nce bir tam rekabet piyasasinda dengenin varh ve bu dengenin Pareto optimum oldugu
ispatlanmig, bunun ardindan Pareto etkinsizlik yaratan eksik rekabet, digsalliklar ve kamu
mallarimin varlifi durumunda da bir rekabet¢i ekonominin, gerekli varsaymmlar ve uygun

matematiksel teknikler kullanilarak dengeye ulasabilecegi g6sterilmigtir.

20. yiizyilda doga bilimlerinde baglayarak, bilim felsefesi ile sosyal disiplinlerde de ana
tartigma konularindan biri olan ve iktisad: da etkileyen belirsizlik kavrami, zamanl modeller
yoluyla genel denge analizine de tasinmistir. Caligmada zaman ve belirsizlik altinda, genel
denge modelleri ile bununla baglantili olarak finansal piyasalarda genel denge incelenmis,
diferensiyel topoloji tekniklerinin de kullanilmast ile rasyonel beklentiler, arbitraj olmamasi
gibi varsayimlara dayamlarak finansal piyasalarda dengenin varhifi ve etkinligi gegitli
modeller baz alinarak gdsterilmigtir. Ancak genel denge gergevesinde belirsizlik kavramu,
belirsizlik-risk farklilifn gozetilmeden gelecekteki olasi durumlarin gergeklesme beklentileri
ile simrh kalmigtir. Ozellikle finansal piyasalar gibi makro olgekte pek c¢ok degisken
barindiran piyasalardaki bu tiir bir mikro tabanli analiz, geregek diinyayr agiklayici
olmamakla birlikte, bagarihi bir modelleme olmasi agisindan 6nemlidir.

Genel denge modeli bir anlamda iktisat disiplininin, yogun matematik kullanim1 yoluyla fizik
bilimine benzeyerek bilimsellesme gabasmnin en 6nemli 6meklerinden birisidir. Ancak bu
¢abanin sonucunda matematik kullamimiyla aksiyomatiklesmis ve sinanamaz varsayimlara
dayanan matematik benzeri bir yap1 ortaya ¢ikmugtir. Genel olarak neoklasik iktisatcilar bir
yandan Popperci anlamda bilimsel olmanin kriteri olan sinanabilirliligin iktisat i¢in ¢ok kati
oldugunu oOne siirerlerken, 6te yandan bu formallesmis aksiyomatik yapiya dayanarak
(matematikgiler bile matematigin bir bilim oldugu iddiasmmda bulunmazlarken) iktisadin bir
bilim oldugunu iddia etmektedirler. Oysa burada bir anlamda ulagilmas: hedeflenen sonuca
gore belirlenmis varsayimlarda bulunularak, klasik ve diferensiyel topolojiye dayanan uygun
matematiksel tekniklerle tam rekabet piyasélarmda hemen her kosulda dengenin saglanacagi
ispatlanmaktadir. Caliyma bu y6niiyle sosyal disiplinlerdeki, bir takim deger yargilarinin
bilimselmis gibi sunulmasi sorununa isaret etmektedir. Neoklasik iktisadin bu yapisi,
Avusturya Okulu, Kamu Tercihi Okulu gibi politik iktisat okullar1 tarafindan da belli
agilardan elestirilmektedir.
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Giiniimiizde ¢egitli agilardan sorgulanmakla birlikte, neoklasik iktisat hala iktisat igindeki
hakim okul durumdadir. Genel Denge Kurami, bir anlamda bu okulun bilimsel dayanag:
olarak goriilmektedir. Bu agidan bakildifinda teori, iktisat disiplininin anlagilmasi agisindan
6nemli bir modellemedir. Modelin gergek diinyayr agiklama giiciintin smirh oldugu agiktir,
ancak iktisadin bu tiir modellere bas vurmadan iglevsel olmasi da milimkiin géziikmemektedir.
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