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OZET

Bu tezde; bulanik kimeler, bulamk sayilar ve bulamk matematiksel programlama
konulan ele alinmugtir.

Ikinci boliimde, bulanik kiimelerle ilgili temel kavram ve tammlamalar incelenmistir.
Bazi bulamk kiime ozellikleri ile ilgili 6rnekler verilmigtir.

Ugtincti  bolimde, bulanik sayilarla ilgili temel tanmmlar ve genel oOzellikler verilmigtir.
Aynica bulamk sayitarda aritmetik islemlerle ilgili ornekler verilmistir.

Dordinct bolimde, bulantk matematiksel programlama konusu islenmistir. Genel olarak
bulanik lineer programlama modelleri islenmistir ve bu modellerle ilgili Verdegay,
Werners, Zimmermann ve Chanas’ in yaklagimlarina yer verilmigtir. Bu yaklagimlarla
ilgili ayrt ayn Ornekler verilmigtir.

Anahtar Kelimeler: Bulanuk kameler, bulamk sayilar, bulamk lineer programlama,
bulamk matematiksel programlama, lineer programlama.
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ABSTRACT

In this thesis, fuzzy sets, fuzzy numbers and fuzzy mathematical programming were
dealth with,

In the section two, basic concepts and definitions concerning fuzzy sets were studied.
Some examples concemning of fuzzy sets were given.

In the section three, basic definitions and general features concerning fuzzy numbers
were given. In addition, some examples in fuzzy numbers conceming arithmetic
operation were given.

In the section four, fuzzy mathematical programming is explained with fuzzy lineer
programming models which are described according to Verdegay, Werners, Zimmermann
and Chanas’ s approaches individually with many given examples.

Keywords: Fuzzy sets, fuzzy numbers, fuzzy lineer programming, fuzzy mathematical
programming, lineer programming.



1. GIRIS

Yeryliziinde yasanan olaylanin bir ¢ogunda bir belirsizlik (bulaniklik, miiphemlik) durumu séz
konusudur. Ozellikle giiniimiizde iliskiler, olduk¢a geligmis ve bununla beraber oldukga da
karmagsik bir hal almustir. Burada soziint ettigimiz iligkiler; insanfarin kargiliklt  ikili
iligkilerinden, toplumlanin ekonomik, siyasal vb. tiim iligkilerine ve aynca tabiatin kendi
icindeki dogal iliskilerine kadar olanlan kapsamaktadir. Bilim adamlan ise dinya Uzerinde
hatta evrende olup biten her tirli olayla ilgilenmektedirler. Onlar igin iki diinya s6z konusudur;
biri gercek diinya digeri kendi gelistirdikleri varsayimlar, teoremler gevresindeki bilimsel diinya.
Amag, bilimsel diinya tizerinde ¢ahgmalar yaparak gercek diinyay: anlayabilmektir. Giiniimizde
bu amaca bir adim daha yaklagilmugtir.

Gegmise nazaran giinimizde bilgiler bir yerden bagka bir yere oldukga hizli bir sekilde
iletilebilmektedir. Bunun sonucu olarak belirsizlik durumlan gittikce azalmaktadir. Elde edilen
bilginin en kisa zamanda, tam ve dogru olarak iletilmesi, belirsizlik durumlaninin ortadan

kalkmasinda en 6nemli etkendir.

Bizim problemimiz, matematiksel ve karar verme modelleri gibi karmasik konulardaki
belirsizligi incelemek ve ortadan kaldirmaya ¢aligmaktir. Bu amag dogrultusunda oncelikle
belirsizligin incelenmesi gerekmektedir. Elimizdeki bilgiyi iyi bir sekilde analiz  edebilirsek
belirsizlik gittikge azalacaktir.

Bu amaglara yonelik olarak ik kez, 1965 yilinda University of California, Berkeley’ de.
Elektrik Miihendislii bagkam olan Azeri asili Lotfi A. Zadeh “Fuzzy Sets” baslikh
makalesini “Information and Control” adh dergide yaymlamasiyla Bulanik (Fuzzy)
Kime teorisinin baglangictmt yapmug oldu. Bulamk Kiime teorisi; yoneylem aragtirmasi,
yonetim bilimi, yapay zeka uygulamalan, sanayideki bulamik denetim, uzman sistemler,
tretim  planlamasi, belirsizlik ortaminda karar verme, dilsel (linguistic) verilerin
degerlendirilmesi, kontrol teorisi ve ozellikle teknolojide uygulanmaya baglamustir. Her
gecen gin birgok alanda kendisine kullamm olanag: bulan Bulankk Kimeler kuramu;
belirsiz, kesin olmayan bulamik go6zlemler ve kavramlara ait problemlerin ¢ozimiinde

kullanilmaktadir.

Matematiksel programlamada, bir gercek problem matematiksel modellerle ifade edilir.
Sayet bir model, kisitlan olmayaﬁ gergek bir probleme yaklasirsa, model karmasik bir
model olur ve ¢ozimii bulmak giglesir. Ayrica geliskili sonuglar ortaya ¢ikar. Ornek
verecek olursak, belirsizlik ifade edilirken “yaklagtk hava sicakligt X tir” veya



“bugiin hava Y civarinda olacaktr” ifadeleri bir c¢esit belirsizlik, miiphemlik igerir.
Bulantkk Matematiksel Programlama (BMP), bu tiir belirsizlikleri bulamk kiimelerdeki
terimlerle ifade eder ve kavrayisimiza yakin hale getirir.

Genel (klasik) matematiksel programlama problemlerinde, kisitlamalara bagh olan
maksimize edilmis bir ama¢ fonksiyonun ¢Oziimii bulunur. Gergek problemlerde ise
nesnelerdeki klsltlér ve ama¢ fonksiyonlar1 esnek olarak ele almabilir. Bulamk Lineer
Programlama (BLP), klasik lineer programlamamn yetersiz kaldigi durumlardan o&tiirii
ortaya ¢ikmustir, Bir lineer programlama modeli su sekilde ifade edilir:

maksimum z=cXx
Ax<b (1.n
x20
Burada c: Amag¢ fonksiyonun kar katsayilarmn vektord,
x: Karar degigkenlerin vektori,
b: Mevcut toplam kaynaklarin vektordi,

A: Katsayilar matrisidir.

1.1 Bulanik Matematiksel Programlamanin Uygulama Alanlan

BMP’ nin pratik hayatta en ¢ok uygulandi: alanlar; liretim ve imalat planlar, nakil ve
tagimacilik, atama ve gorev verme, oyun, gevresel yonetim, bankaciik ve finans, tarm
ekonomileri olarak sayabiliriz.



2. BULANIK KUMELER ( FUZZY SETS)

2.1 Giris

Belirsizlik durumlannin ortaya ¢ikardifn olaylarla gergek diinyada ugrasabilen tek varlik
insandir. Nesnelere ait sifatlar ve nitelendirmeler yeterince kesin degildir ve anlam
genisligi bakimindan belirsizdirler. Insan beyni; “thik hava”, “glizel kadin”, “yuksek Mz”
veya “uzun insan” gibi belirsizlik ya da kisilere gore degisen yargilar igeren bulanik
anlatim ve iddialanin Gstesinden gelebilecek bicimde akil ylrtitebilme o6zellifine sahiptir.
Ornegin “ihik hava” dedigimizde, hava sicakh@min yitksek ya da disik olduguna kesin
bir sekilde karar veremeyiz. “Uzun insan” nitelemesinde ise belirsizlik uzun sifatindan
kaynaklanmaktadir. Ihk ve uzun nitelendirmeleri, thklikk ve uzunluk miktarindan
anlagilmaktadir. Eger belirsizlik igeren bu ve benzeri nitelendirmeler kullanilmaz ise,
sifatlar genelde miktar igerirler. Miktarlann belirtilmesi de 6zellikle muhendislik alaninda

gereklidir.

X [°C], 10°C-40°C arasindaki sicakhk miktarim gosteren bir dizi olsun. X [°C]
dizisinin  her bir elemam 0<pu<1 araligmnda derecelendirilirse bu  dizinin
elemanlarindan her biri derece p’ye karsihk gelir. Sekil 2.1°de vyatay eksendeki
degerler sicaklik miktarlarini, digey eksende yer alan degerler ise p degerlerini gosterir.’
Bu sekil sicaklik miktanindaki belirsizligin - grafigidir. Sekil 2.2° de ise boyla ilgili
belirsizligin grafigi gosterilmigtir. Bu grafikte yatay eksen boy miktanmn, diigey eksende

herhangi bir insana ait uzunluk derecesini gostermektedir.

0,5t

0 20 30 40 °cC
Sekil 2.1 Sicaklik grafigi



0,5(-

cm

v

0 160 175 190
Sekil 2.2 Boy grafigi

2.2 Bulamk Alt Kiime
X bir evrensel kiime olsun. Bir A < X kiimesini ele alalm.p:X —{0,1] seklinde bir
d6niisim olmak iizere;

1; xeA

P'A(.X)={O ; XEA

olarak tamimlansin. Bu doniigtime A nin karakteristik ya da tyelik fonksiyonu denir. Bu
durumda p,(x), x’in A daki tyelik derecesini verir. Herhangi bir A kiimesinden [0,1]

arahfma tammlanan her bir doniisime A nmn bir Bulamk Alt Kimesi denir.
(Zadeh, 1965)

2.3 Bulanik Kiime

X bir evrensel kiime olsun. x ise bu evrensel kiimenin bir elemam: olsun. Bu durumda

X ={x}’ tir. Evrensel kiime X’ in bir bulank alt kiimesi olan A, X’ deki her bir
eleman birbirine baglayan [0,1] araliginda bir reel sayr olan iiyelik fonksiyonu p, (%)
yardimyla tammlanr (Chen ve Hwang, 1992).

A bulamk kiimesi asagidaki sekilde tammlamr (Evans vd., 1989).

A={x,u,(x)xeX} .1



Bu tammlardan su temel bilgi ortaya ¢ikmaktadir: bulamk kiime kuramu esas olarak
klasik kiime kurammnm genellestirilmis seklidir. Daha ac¢ik olarak bulanik kiime
kuramindaki tammlar, teoremler ve ispatlar bulanik olmayan kiimeler icin de dogrudur.

O taktide X’ deki bir A bulamk kimesi A ={{x,p,(x)),xeX} sirah ikililerin bir
kiimesidir.

pa(x), [0,1] arahgmnda reel bir sayidwr. p,(x)’ in degeri 1’ e yaklastkca x’ in A
bulanik kiimesindeki tiyeligi artar. Her 6genin bir kiimeye iiyeligi bulamkhbk derecesi
ile atanur. Bulaniklik derecesi kisilere gére Oznel (subjektif) veya bir tammlama islevi
olarak verilir. Olgme kuramu belirtilerine dayanarak subjektif verilerin bulamkhk

derecesinin Ol¢ii niteligi belirlenir.

Tanmm 2.1

X ={X;,Xq ... ,X,} sonlu bir kiime olsun. X’ deki bir bulanik kiime sOyle tammlanir:

A=p, (X)X g (X)/X Fent 1y (X,)/X, (2.2).
=§;“A (x;)/x;
Tanm 2.2

X ={X,,X;,...,X, } Sonlu bir kiime degil de sonsuz olursa, buna ait bir bulamk kiime
asagidaki sekilde ifade edilebilir (Klir ve Folger, 1988).

A= fua (0)/x (2.3)
X

(2.2) ve (2.3) esitliklerindeki “/ ” semboli “aywag” olarak adlandirihr. Aywracin sagma
evrensel kiimenin bir elemam ve soluna da ilgili elemanin tanm yapilan kiimeye
tyelik derecesi yazilir. Diger elemanlarda aym gekilde yazilip “+” isaretiyle birbirlerine
baglanir. Normalde matematikte /” ve “+” swasiyla bdlme ve toplama anlamma gelir
fakat bulamk kimeleri tammlarken bu isaretler farkh anlamlarda kullamlirlar. Sonlu
ifadeleri bir araya toplarken Y. kullaniir ki buradaki anlanm yine normal anlanundan

farkhdir. Stirekli ifadelerde kullanilan f sembolii ise Y, nin siirekli evrene -tagmmasidir
ve integralle karigtirlmamaldir.



2.4 Bulamk Kiimelerde Temel Islemler

2.4.1 Birlesim

Bulanik kiimede tyelik fonksiyon tammli oldugundan A ve B bulamk kiimelerin

birlesimi A U B dir. Birlesimin tyelik fonksiyonu da;
Maus () =1 (%) v g (x) = max{it , (x), 1t ()} (2.4)

seklinde tamimlanir.

uAuB

A
1 AuUB

Sekil 2.3 A ve B bulanik kiimelerin birlegimi

2.4.2 Kesisim

A ve B bulamk kimelerin kesisimi A nB dir. Kesigimin tyelik fonksiyonu da;
Hanp () = Ha () A g () = minfit, (x), 15 (%)} (2.5)

seklinde tammlanir.
Ha~B
N

1

AB

Sekil 2.4 A ve B bulanik kiimelerin kesigimi



Ornek 2.1

X:{Burak,Ercan,Hasan,Kemal,Faruk} kiimesit verilmis olsun. A “c¢aligkan iscilerin”

B’ de “vakigikli isgilerin” alt kiimesi olsun.

A= 0.2/ Burak + 0.6/ Ercan + 0.3/ Hasan + 0.7/ Kemal + 0.4/ Faruk
B= 0.7/ Burak + 0.5} Ercan + 0.6/ Hasan + 0.8/ Kemal + 0.3/ Faruk
A ve B’ nin birlegimi,

A UB= 0.7/ Burak + 0.6/ Ercan + 0.6/ Hasan + 0.8/ Kemal + 0.4/ Faruk kiimesidir ve bu
kiime “caligkan” veya “yakigiklr” iggilerin bulanik alt kiimesidir.

A ve B’ nin kesigimi ise;

A "B =0.2/Burak + 0.5/ Ercan + 0.3/ Hasan + 0.7/ Kemal + 0.3/ Faruk kiimesidir.

2.4.3 Tiimleme — Degilleme (Disinda Tutma)

Bir A bulanik kiimesinin timleyeni A ile gosterilir ve A’ nin tyelik fonksiyonu:
VoxeX,  pz(0)=1-p,(x) (2.6)

seklinde tammlanur.

Ornek 2.2

Asagida sekilde verilen A bulamk kimesinin timleyeni olan A bulantk kiimesini

gosterelim.

H A4 HA A

0 4 5 8 X

Sekil 2.5 Ornek A bulanik kiimesi Sekil 2.6 A bulanik kiimesinin tiimleyeni



Ornek 2.3

Uzun bir aralikta seyir halindeki otomobillerin muhtemel hizlarmin (mph) kiimesi,

X = {10,20,30,40,50,60,70,80,90,100} olsun. Bir kisi tarafindan “uzun bir yolculuk i¢in

en uygun hiz” bulamk kimesi asagidaki gibi tanimlansin,
A = {(30,0.7),(40,0.75),(50,0.8), (60,0.8), (70,1}, (80,0.8), (90,0.3)}

Dikkat edilirse A kimesinde x = 10, 20, 100 hizlan yer almamaktadir. Bu hizlar uzun
bir yolculuk igin kabul edilebilir uygunlukta olmayan hizlar olarak kabul edilebilir.

Dolayisiyla bu hizlarin dyelik dereceleri sifir olmaktadir.

Bu omekte A, “uzun bir yolculuk igin en uygun hiz” bulanik kiimesinin timleyeni

olan A :

2

A ={(10,1),(20,)),(30,0.3),(40,0.25),(50,0.2), (60,0.2), (80,0.2), (90,0.7), (100,1)} dir.

2.4.4 Esitlik

V xeX, A=B & p,(x)=pzx) (2.7)

2.45 Kapsama

YV xeX, ADB & p,(x)zpugx) : 2.8)
Ornek 2.4

X={0,1,2,3,4,5,6,789}, A ve B bulank kimeleri agagidaki gibi verilsin.
A={04/1+07/2+05/3+08/4+0.9/5}

B={0.1/1+0.1/2+0.5/3+0.7/4+0.4/5}

Verilenlere gore 0.4>0.1, 0.7>0.1, 0.5=0.5, 0.8>0.7, 0.9>0.4 dir.

Burada A bulanik kimesinin tim uyeliklerinin B bulanik kiimesinin tiim uyeliklerinden
biyik ya da esit oldugu gorilmektedir. Dolayistyla A kimesi B kiimesini kapsar. Yani
A DB dir.



2.4.6 Fark Islemi

A-B=(A\B)=(ANB) (2.9)
B-A=(B\A)=(BnA) ‘ (2.10)
Ornek 2.5

X={0,1,23,4,5,6,7,89}, A ve B bulamk kimeleri asagidaki gibi olsun.
A={02/1+03/24+05/3+09/4+1/5} ve
B={03/4+0.6/5+0.7/6+0.1/7)

Bu iki bulamk kimeye fark islemlerini uygulayarak A-B ve B-A’ y1 bulaim. -

Oncelikle bu kiimelerin tiimleyenlerini yazalim;

A={1/0+08/1+07/2+0.5/3+0.1/4+0/5+1/6+1/7+1/8+1/9}
B={1/1+1/2+1/3+0.7/4+0.4/5+03/6+0.9/7+1/8+1/9}
A-B=(ANB)={0,2/1+03/2+0,5/3+0,7/4+0,4/5}
B-A=BNA)={0,1/4+0/5+0,7/6+0,1/7} olarak bulunur.

Gorildign gibi A—-BzB-A dir.

2.4.7 Cebirsel Carpim

AB  ©  pup(x)=pa(x)ppx) (2.11)

2.4.8 Simirli Carpim

A®B &  agp(x)=(a(x)+up(x)-1)v O O (2.12)

2.4.9 Cebirsel Toplam

A+B <« HA+_B(X):UA(X)+“B(x)““A(x)-uB(x) (2.13)
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2.4.10 Smirh Toplam

A®B © g =) +pg)AL

2.4.11 Smirh Fark

ABGB ©  pag(®)=(a(x)~pp(x))v 0

Ornek 2.6

X ={3,4,5,6,7,89,10}, A ve B bulanik kiimeleri asagidaki gibi verilsin;

A={0/4+02/5+0.4/6+0.6/7+0.8/8+1/9+0/10} ve

B={0/3+0.5/4+0.7/5+1/6+0.4/7+0.5/8+0/9}

(2.14)

(2.15)

X 3 4 5 6 7 8 9 10
B (%) 0 0 0.2 04 06 08 1 0
1y (%) 0 0.5 0.7 1 04 05 0 0
min(p, (x),pp(x)) O 0 0.2 04 04 0.5 0 0
max (u, (x),15(x)) O 05 07 1 06 0.8 1 0
Hap(X) 0 0 014 04 024 04 0 0
B agp (X) 0 0 0 0.4 0 0.3 0 0
g (X) 0 05 - 076 1 0.76 0.9 1 0
WA (X) 0 0.5 09 1 1 1 1 0
P agn (X) 0 0 0 0 02 03 1 0

Ornek olarak x=7yi ele alacak olursak buna gore,
min (5 (7), 5 (7)) =04,

max (4 (7), 15 (7)=0.6,

tas(D=pa(Dap(7) =024,

B aep (7) =max(0, pt, (7) + pg(7) — 1)=max (0,0)=0,
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BagD=pa(D+pg(D)—pas(Dpp(7)=06+04-0.6-04=1-024=0.76 ,
Raep (7 =min(,p (7) +pp(7))=min(L) =1,

Bage (7) = max(0, 5 (7) — g (7)) = max(0,0.2) = 0.2

degerleri hesaplanacaktir.

2.4.12 Diger Ozellikler

X evreninin bulamk alt kiimeleri A, B ve C olmak {izere yani (A,B,CcX);

AUB=BUA Degisme (Change) 2.16)
AnB=BnA egisme & (2.16)
AuByuC=AuvuBU() Bitl (Associativity) @.17)
Iricsme SSOC1ativy .
(ANB)NC=ANBAC) m rativity
AVA=A Denk giililik (Idempot (2.18
t .
ANA=A enk gii¢ (Idempotency) )
AuBnNnO)=(AuB)Nn(AUC) A,
Dagilma (Distribut 2.19
AnNBUC)=(ANB)U(ANC) agilma (Distributivy) (2-19)
AUX =X LERE-0 Birim eleman (Identity) (2.20
rim eleman (3181 .
AvPB=0 And=J ¢ Y )
AUB=ANB De Morgan kural 2.21)
AnB=AUB
A=A depilinin degili kendisidir. Cift degilleme kurali (Tnvolution) 2.22)
AcBgcC ise 0 zaman AcC Gegislilik (Transitivity) (2.23)
AcBise o zaman AUCcBUC Monotonluk (Monotonicity) (2.24)
Auv A#X Keskin kiimeler i¢in esit olan bu 6zellikler bulanik - (2.25)

ANA=D kiimeler igin bu sekildedir.
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2.5 Bulanik Kiimelerde Temel Kavramlar
Bir bulamk kiimede keskin kiimelerde bulunmayan bazi kavramlar vardir. Bunlar;
bulanik kiimenin normalligi (normality), konveksligi (convexity), destegi (support), o -kesiti

(a-cut), kardinalitesi (cardinality) ve m. kuvveti (m™ power) adi altinda agiklanacaktir.

2.5.1 Bulanik Kiimenin Normalligi

Bir A bulank kiimesinin normal olabilmesi i¢in en az bir x degerinin 1 olmasi
gerekir. Yani p, (x)=1 ise normaldir veya p,(x)’in en biyiik degeri (yikksekligi) 1’ e
esitse A bir normal bulanikk kiimedir. Sayet yiiksekligi 1’ den kiigilk ise bu bulanik
kiime normal olmayan kiime adi alr (Kaufmann ve Gupta, 1991).

Ha (X) A

Sekil 2.7 Normal bulanik kiime

>

PA(XM

v
>

Sekil 2.8 Normal olmayan bulanik kiime
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2.5.2 Bulamk Kiimenin Konveksligi
A bulank kiimesinin konveks olmasi igin gerek ve yeter kosul;

V x;,x,€X ve VAeg[0,]],

HalAx; + (1 =A)x, ]2 min [p, (), 1, (X,)] (2.26)

olmasidir (Kaufmann ve Gupta, 1991).

PA(X)\

Sekil 2.9 Konveks bulanik kiime

Sekil tizerinde herhangi iki nokta birlestirildiginde dogru bdlge digma ¢ikiyorsa o
bulanik kiime konveks degildir (nonconvex) (Mansur, 1995).

Ha(X) 4

>

Sekil 2.10 Konveks olmayan bulamk kiime



14

2.5.3 Bulanik Kiimenin Destegi

X’ deki p,(x)>0 noktalarnin olusturdugu kimeye A bulamk kiimesinin destegi denir.

X’ in kesin bir alt kiimesi olan bu kiime,
Supp (A) = {x eX|pa(x)> O} (2.27)

ile gosterilir. p,(x)=0.5 degerine sahip x elemanlan A bulanik kimesinin kopri

(crossover) noktalandir. A’ nin  yiiksekligi ise, A’ min dyeli§t en st olan noktasim

tanimlar. Diger bir ifadeyle, A’ min yuksekligt en kiigik st smirla (supremum) belirlenir.

2.5.4 Bulanik Kiimenin o — Kesiti

A bulamk kiimesinin o —kesiti A’ ya ait elemanlarn (en az o derecesine kadar

olanlann) bir sirali kiimesidir. Buna gore , A bulamk kiimesinin o — kesiti;
A, :{xeX[uA(x)za} (2.28)

seklinde tammlamr. o —kesiti, bir bulamk kimenin desteginin daha genellestirilmis bir

seklidir. =0 igin A =Supp(A)’ dir.

Ornek 2.7

X ={a,b,c,d,e,f} ve A bulamuk kiimesi asagidaki gibi verilmig olsun;

A={1/2a+08/b+05/c+0.2/d+0.04/e+0/f}

(Aa)=> A, ={a} Uyelik degeri 1 olan elemanlann kiimesi
Agg ={a,b} Uyelik degeri 0.8 ve daha biiyitk olan elemanlann kiimesi
Ays ={a,b,c} Uyelik degeri 0.5 ve daha biiyilk olan elemanlanin kiimesi

A, ={a,b,c,d}  Uyelik degeri 0.2 ve daha biyiik olan elemanlanin kimesi
A,, ={a,b,c,d,e} Uyelik degeri 0 ve daha biiyiikk olan elemanlann kiimesi

a =0+ verilmig ise degeri en kiigiik pozitif reel sayi olmaktadir. 0’ dan bilyiikk en
kigiik reel say1 0+ olarak gosterilir.
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Ornek 2.8

Ornek 2.3’ e tekrar bir g6z atacak olursak burada A bulank kiimesinin destegi,
B, (x)>0 icin biitiin x’ lerin kiimesidir. Yani,

Supp (A) ={30,40,50,60,70,80,90} seklindedir.

a=0.5 alacak olursak bu durumda,

A, s =1{30,40,50,60,70,80} olacaktir.

x =90 elemam p,(90)<0.5 oldugundan bu kiimeye ait olamayacaktr.

Eger a=0.9 olarak almmus olsaydi A, ={70} olacakt1.

2.5.5 Bulanik Kiimenin Kardinali

Bir A bulanikk kiimesinin kardinali, A> nin &zelliklerine sahip X’ deki elemanlarin

miktarm goéstermekte olup;

Kardinalite X sonlu ise; Al=Ypa(x) ,xeX (2.29)
X sonsuz ise;  |A|=fu, (x)dx (2.30)

seklinde tanmmlanir (Chen ve Hwang, 1992).

A’ nin bagl kardinalitesi (relative cardinalty) ise, A’ da agirliklar1 Uyelik dereceleri ile
verilen A’ ya ait X° deki elemanlarn oram olarak ifade edilebilir ve,

"A“;—:—%i seklinde tanumlanr (Chen ve Hwang, 1992). (2.31)

Ornek 2.9

X =40,1,2,3,4,56,789} ve A={0.4/1+0.1/2+0.5/3+0.8/4+1/5} olarak verilsin.

A bulanik kiimesinin kardinalitesini |A| ve bagl kardinalitesini |A] bulahm;

|A|=04+0.1+05+0.8+1=2.8 ]|A||=—2140§=0.28
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2.5.6 Bulamk Kiimenin M. Kuvveti

Bulanik kiimelerin m. kuvveti L.A. Zadeh tarafindan asagidaki gibi tammlanmgtir;

=l e

Ornek 2.10

X ={0,1,2,3,4,5,6,7,89) ve A={0.6/1+0.3/2+0.4/3+0.7/4+1/5} olarak verilsin.

x |0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
L, |0 06 03 04 07 1 0 0 0 0 0
wm)> |0 036 009 016 049 1 0 0 0 0 0

Ornek olarak x=3 icin;

1A* ) =[u,®F =0.16" dr.

2.6 Uzanim-Genisleme Prensibi

Bulank kiime teorisinin temel kavramlarindan biri, bulamk olmayan matematiksel
kavramlarin bulamk durumlara bir genel genislemesi olarak verilen, genisleme (extension)
kurahdir (Kandel, 1986). Bu kural bir iligki tanimma gore X’ deki noktalardan X’ in bir
bulanik alt kiimesine genisletiimesine olanak veren temel bir dzdesliktir.

f, X’ ten Y’ ye bir génderim ve A, X’ in bir bulanik alt kiimesi olmak {izere,
A=p /X +p, /X,y + e +p,/x,, A’nm f altindaki goriintiisii f{A);

FOA) =y /Xy + oo i/ X) =y I ) F et £(x,) dir.

f n-li fonksiyonu, X, xX, x........ xX, kartezyen carpmundan Y evrenine bir gonderim,
vani y =f(X;,X;50eeeeme ,Xp) ve ALA, A kiimeleri,
D, S0 CTR ,X, deki n tane bulank kiime, {p. A; (xi)}?=1 ler tyelik fonksiyonu

oldugu zaman, uzanim prensibi n tane bulamk kiimeden {Ai}le , Y’ de bir F bulanik
kilmesinin timevarmmmna neden olur ve asagidaki sekilde ifade edilir.
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He(y)= Sup  minfp, (Xp),enn sHan (X)), (2.33)

X15..-.Xp

Fl(y)=@ = pp(y)=0

Ornek 2.11

*, Y deki X, xX, in degerleri ile tamimh ikili iglem olsun. A, ve A, bulanik alt

kiimelert ;

* islemi ile, X; ve X, nin bulamk alt kiimelerine genisletiimesi asagidaki gibi

tamumlanmigtir;

A *A, :(Z“Au /xxi]*(ZHAﬁ /Xz,'] = _Z(“AH NHay; )/(xli * ij) (2.34)
i ) 1,]

X =X,={1,23456789}, A =3 in A, =5 in yaklagik degerler kiimesi olsun.
A =04/2+08/3+1/4 , A,=07/4+1/5+09/6

A, ve A, nin aritmetik ¢arpimi :

A *A,=(04/2+08/3+1/4)x(0.7/4+1/5+0.9/6)

=04/8+04/10+04/12+0.7/12+08/15+0.8/18+0.7/16 +1/20+0.9/24
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3. BULANIK SAYILAR (FUZZY NUMBERS)

3.1 Girig

Bulanikk sayilar bulanik kiimelerin 8zel bir formudur ve gergek sayilarin uzaymmda
tammlanmis olan bulanik ktimelerdir (Pedrycz, 1989).

Tanm 3.1
Bir bulanik say1 asagidaki sartlari sagladigimda R’ de taumh bir bulamk kiimedir;
i) A bulanmk alt kiimesi, V x € R i¢in, \nqu(x)=1 ise, yani p, (x) in en biyitk
degeri (yiiksekligi) 1’ e esitse normal bulamk alt kiimedir.

ii) Vx,X,€R ve VAe[0]] igin,

pa(Ax, + (1 =A)x, ) 2min (, (x;), 1, (X;)) ise AcR bulamk alt kiimesi
konvekstir. Ayrica A’ min biitiin o — kesitleri de konvekstir (Pedrycz, 1989).

Bagka bir ifadeyle R’ deki bir bulamk sayi, R’ de yiiksekligi 1 olan (normal) ve
konveks olan bir bulamk alt kiimedir. Bir bulanik sayi, giiven arabgmm bir
genellegtirilmesi olarak gozoniinde bulundurulabilir. Fakat bu higbir zaman bir Rassal
degisken degildir. Rassal degisken olasilik teorisinde taumh bir kavram olup objektiftir.
Bulanik say1 ise subjektiftir (Kaufmann ve Gupta, 1991). Ayrica giiven araligi kavramn
yerine “tahmin seviyesi” kavramm kullamlabilir. Sekil 3.1 de bir konveks ve normal
bulanik kiime gosterilmektedir.

> X

Sekil 3.1 Bir konveks ve normal bulanik kiime
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3.2 Bulamik Sayilarda Islemler

3.2.1 Bulanik Sayilarda Toplama

A ve B iki bulamk sayi, A, ve B, ise a€[0,]] tahmin seviyesi icin A ve B nin

gliven araliklar1 olsun. Bu durumda,
A, (B, =[a?, a1, b 1=[a® + b al® + (W] (3.1)

seklinde yazlabilir.Eger A,BcR ise o seviyesinde gliven araligi igcin A, ve B,
kiimeleri su sekilde tanmmlanir:

Ay =] p (20} (3.2)
B, = {x| pp(x) 20} (33)
Bulanik sayilarin toplamumu bir bagka sekilde tammlamakta miimkiindiir:

A,BcR, Vx,y,zeR icin,

Racns (@ =max (4a () A pg () (3.9

Z=X+Yy

Ayrica (3.2) ve (3.3) esitliklerinden,

A=l a.A, =Ja.[a®,a{® (3.5)
B= a.B, =Ja.[b!®,b] (3.6)
04 02

esitliklerini yazabiliriz. Simdi (3.4) esitligine geri déner ve her o seviyesi icin yeniden

yazacak olursak;

V xy,z € R igin, po,cp, 2 =max{pa, () A pg, () e

Z=X+y

esitligi ortaya gikacaktir. Sekil 3.2° de iki bulamk saymin toplamm gosterilmistir.
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p(x),

Sekil 3.2 Iki bulamk sayinn toplami

A ve B, R reel sayilar kimesinde iki bulamk sayr olmak tzere, A (+) B toplami da bir

bulantk  sayidir. Bulamk sayilarda toplama igleminin degisme ve birlesme ozelligi

vardir. Toplama iglemi R’ de oldugu gibi Z, R* ve N kiimelerinde de tammlidir.

Ornek 3.1

Asagida A ve B’ nin karakteristik fonksiyonlan tammlanmustir Bu iki sayimn toplamini

bulalim:
¥ x eR igin,
_x, 1 ~1<x <1 (.8)
2 2 T '
x 3
=——=+— I<x<3
2 2
=0 x=>3
pp(x)=0 Xx<-5
X2 5<x<2 3.9
= e e —5<Xx< . .
__x. 10 2<x<10
8 8
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Her o seviyesi igin given arah@m hesaplamak, tiggen bigimiyle tammlanacak o’ mn

fonksiyonuyla asagidaki gibi olur. (3.8) den,

(a)
ala 1 ()

o= + = = a; =2a-1
2 2
al® 3 (@ . T y
=- 5 +~2~ = a, =-20+3 elde edilir. o seviyesi i¢in giiven araligy,
A, =[a? a®]=[20 ~1,-20 + 3] (3.10)
(3.9) dan
b(a)
=22 o b =7a -5
7 7
b 10 ) Y. > ’
o=- 2 +? = b,”’ =-8a+10 ,buradan B’ nin o seviyesinde giiven araligy,
B, =[b{*,b{”]=[7a - 5,-8c +10] (3.11)

(3.10) ve (3.11) toplanrsa:
A, (9B, =[a{® +b,al +b{P]=[200 - 1+ T - 5,-2c + 3 — 8L +10]

=[%a - 6,-10a + 13] (3.12)
Buradan, 2 +b{* =9 -6 ve a{” +b{® =—100+13 elde ediir.

Sonug olarak,

Hap(x)=0 X <6
=X42 —6<x<3
9
13
=t — 3<x<13
10 10
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Sekil 3.3’ te bu 6mekte verilen iki iiggen bulamk saymmn toplamt gosterilmigtir.

> _-—-“"\;t\".\

EERBRREEN
-6 -5 -10123

X

LV

TTTTTTITTITT]
10 13
Sekil 3.3 Iki tiggen bulantk sayinin toplamt

Ornek 3.2

Z tamsayilar kiimesinde sayisal olarak verilmig A ve B bulanik sayilan sirasiyla,

A X | 0 1 2 3 4 5 6
L (%) l 0 03 0.8 1 0.5 0.1 0
B ; y ‘ 0 1 2 3 4 5
ug(y) I 0 0.6 1 0.9 0.5 0

C=A(+) B olmak uzere, n.(z) (0<z<10) degerlerini bulmak igin,

Ha,(+)By (z) = max (u Ag x)A By, (y)) > den faydalanarak asagidaki gibi hesaplanir:

Z=X+Yy
Re()=(0A06)v(0A03)=0

He(2)=(OADV(03A06)v(0.8A0)=03
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Le(3)=(AA0)V (08A0.6)v (0.3A1)v(0A0.9)=06
Le(4)=(0.5A0)v(1A0.6)v (08AT)v(03A09)Vv(0A05)=08
1 ()= (0.1 A0V (0.5A06) v (1 A1)V (08A0.9)v (03 0.5V (0A0)=1
1e(6)=(0A0) v (0.1A0.6) v (0.5A 1)V (1A0.9) Vv (0.8A0.5)v(03A0)=0.9
Le(T) =0 A0.6)v(0.1AT)V (0.5 0.9)v (I A05)V(08A0)=0.5
Le®) =0 ADV(0.1A09)v (0.5A05)v(1A0)=0.5
He(©)=(0A09) v (0.1A0.5) v (0.5A0)=0.1

e (10)=(0n05)v(0.1A0)=0

3.2.2 Bulanik Sayilarda Cikarma

Reel sayllarm: her x,y,zeR igin;
haop@= v (i) App(y) (3.13)
iki bulanik kiimenin farki bu gekilde tamimlanir yada ;
Vae[o,l];
Aa()B, =[a;”,a3” 1) b7, b5V ] =[a(" ~b5”,a” ~b{”] (3.14)
olarak tanimlanabilir.
Cikarma islemi bilindigi gibi toplama isleminin tersi oldugundan A(-)B islemini

A(+)(~ B) seklinde de diisiinebiliriz. Bu durumda,
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B, =[-b$",~b"] (3.15)
ve  pp(x)=pp(-x) (3.16)
seklinde olacaktir. Buradan,

Baee)@ = max (a () Apg(y))=max (s X) A p_5(¥)) (3.17)

Z=X+(~y) Z=X+y
seklinde toplama islemine doniistiiriilebilir.

Cikarma iglemi degisme ve birlesme Ozelliklerine sahip degildir. R reel sayiar
kiimesinde oldugu gibi Z tamsayiar kiimesinde de tamumlidir. R™ negatif gergek sayilar
ve N dogal sayiar kiimelerinde ise tamumh degildir. Ciinkii bu kiimelerde islemin
sonucu, negatif dyelik degeri Uretebilmektedir (Kaufmann ve Gupta, 1991).

Ornek 3.3

Asagida A ve B’ nin iiyelik fonksiyonlari tammlanmustir. Bu iki bulamk saymin

farkim bulalim:

VxeR igin,

Ha(x)=0 x<0
:% 0<x<2 (3.18)
=—— 2<x<4
=( x=4

Hp(x)=0 x=<3
=§_§ 3sx<8 | (3.19)
-_-_33.‘.+.1§1. 8<x <11
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(3.18)’ i kullanarak,

a(®
o= 12 = al® =20
a® 4
oa=- 22 + 5 = a{ =-2a+4 yazabiliriz. Buradan,
A, =[a?,a”1=[2a,-20 + 4] olur. (3.20)
(3.19)’ u kullanarak ise,
(o)
o= 3 b{* =50+3
5 5
by” 11 (@ o
=TT . N b, =—-3a +11 yazabiliriz. Buradan da,
B, =[b* b ]=[5c +3,~3a. +11] olur. (3.21)
(3.20)’ den (3.21) c¢ikanlirsa:
A, (B, =[a{® b, al” b =20 - (-3a +11),~2c + 4 — (50 + 3)]
(3.22)

=[50 - 11,~7a +1]

Buradan, a{® -b{® =50 -11 ve al® —b® =—Ta +1 degerleri elde edilir.

Sonu¢ olarak,

MA(—)B(X):O XS—ll
_x.u ~11<x <6
5 5
=t — -6<x<1
7 7
x2>1
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Sekil 3.4’ te bu 6mekte verilen iki ug¢gen bulamk sayimn fark islemi gosterilmigtir.

i
A
1
AC)B Alt 7B
; ’:\l\:/ \\_
JTTTTTTTETT BERR ll'llllll
-11 -6 01234 8 1011

Sekil 3.4 Iki iiggen bulamik saymnn fark:

Ornek 3.4

Z tamsaylar kimesinde sayisal olarak verilmis A ve B bulamk sayilan sirasiyla,

A x| 2 -1 0 1 2 3 4
uA(x)‘ 0.4 0.6 0.1 1 05 0.8 0
B : y | -l 0 1 2 3 4
uB(y)’ 0 0.3 0.2 0.7 0.5 0.9

Baep(z)= Z=\x/_y(p. A(X) Ay (y)) > den asagidaki degerleri elde ederiz:
Hayp(=6)=(04109)=04
Hayp(=5)=(04A105)v(0.61709)=06

Hacs(-4) =(04A0.7)v (0.6 A0.5) v (0.170.9)=0.5

Haop(=3)=(0.4A02)v (0.6 A0.T)v(0.1A05)v (1A 09)=09
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Hacp(-2)=(04A03)v (0.6 A02) v (0.1A0.7)v (1A 0.5V (0.5/0.9)=0.5
Has(-D=(04A0)v (0.6 A0.3) Vv (0.1A0.2)v (1A 0.7)v (0.5 0.5)v (0.810.9)=0.38
Hacp(0) = (0.6 A0)V (0.1A03)v (IA02)V(0.5A0.7)v (0.8A0.5) v (0A09)=0.5
Bas=(0.1A0)v(1A0.3)v(0.5A02)v (0.8A0.7)V(0A05)=0.7
Hacyp(2=0A0)V(05A03)v(08A02)V(0A0.7)=03
acyp(3)=(05A0)v(0.8A03)v(0A0.2)=03
Hacyp(4)=(0.8A0)v (0A03)=0

Hac)B (5)=(0A0)=0

z=x—yJ 6 5 4 3 2 1 0 1 2 3 4 5

04 06 05 09 05 08 05 07 03 03 O 0

Ha)B (z)

3.2.3 Bulanik Sayilarda Carpma

Bulanik sayilarda c¢arpma iglemi; R" pozitif reel saylar ve N dogal sayilarda =

tanimhidir. R™ pozitif reel sayilarda A ve B gibi iki bulamik sayiyi ele alacak olursak,

o giiven araligi i¢cin A ve B’ nin ¢arpim,

A OBy =[(®, a7 JOB, b5 1= [a® b®,a{® b)) (3.23)
seklinde tamimlamr. Carpma iglemi igin diger bir tamim;

Vx,y,zeR" :

Haos(2) =max (P-A (X) A 1g (Y)) (3.24)

Z=X.y
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Bulanik saylarda ¢arpma isleminin degisme ve birlesme ozellikleri vardir. Ayrica iki

bulantk saymmn g¢arpmu yine bir bulank sayidir. Fakat iki tggen bulanikk sayimn

carpimu liggen olmayan bir bulanik sayidir.

Ornek 3.5

Asagida A ve B’ nin iiyelik fonksiyonlan tammlanmigtir. Bu iki bulanik saymn
carpimni bulalim:

VvV xeR™ igin,

pLa(x)=0 x<2
=x-2 2<x<3 ‘ (3.25)
:~——+£ 3<x<S
2
=0 x>5
up(x)=0 x<3
X 3 3<x<5 26
= <x<£ 2
275 (3.26)
=—x+6 5<x<6
=0 X=>6

Buna goére A ve B bulanik sayilanna iliskin o seviyeleri asagidaki gibi bulunabilir;

a=a®-2 = a®=q+2

al®» s
o= ; += = al®=-20+5 yazabiliriz. Buradan,

Ay =[al®, al®1=[o +2,~20 + 5] olur. (3.27)
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(3.26)’ »1 kullanarak ise,

(@)
a3 b$ =20 +3
2 2

a=-b"+6 = b =-a+6 yazabiliriz. Buradan da,
B, =[b{*, b ]=[2a +3,~ + 6] olur. (3.28)

(3.27) ile (3.28) ¢arpihirsa:
A, (OBg =[al®b® al biP1=[(a +2).(2c + 3),(-20 + 5).(~ct + 6)]
=[20* + Ta + 6,202 — 170+ 30] (3.29)
Buradan,
202 +700+6-%x=0
ve
202 ~17a +30 - x =0 denklemleri elde edilir.

Bu denklemlerin [0, 1] arab@inda, iki koki mevcuttur. Denklemler ¢6ziildiigiinde;

_—7+\/1+8x 17 - V49 +8x

Qg=————— ve o=—-—" elde edilir.
4 4

Sonug¢ olarak,
v xeR"Y igin,
UA(.)B(X)ZO x<6

—T7+4/1+8 .
=——iz-£ 6<x <15

17-449 +8x
4

=0 x 230



Bu denklemler dogru denklemi olmadiklanindan iiggen bulamik sayr olamazlar.
Sekil 3.5’ te bu ornekte verilen iki iiggen bulanik saymin garpmm islemi gosterilmistir,

A ve B sayilan bulank {iggen sayr oldugu halde, A()B iiggen olmayan bir bulamk
sayidir.

Al 1B A()B

i
i
i
i
i
[
[
i
i

BEERRNEERRREREREEREREREREREENRER
0 23 56 15 30
Sekil 3.5 Iki bulanik saymnn garpimi

Ornek 3.6

N dogal sayilar kiimesinde sayisal olarak veriimiy A ve B bulamk saylan sirasiyla,

A X l 1 2 3 4 5
uA(x)l 0 0.3 1 0.6 0

B ; y | 1 2 3 4 5 6
ug(y) ‘ 0 0.2 0.5 1 04 0

seklindedir. ki bulamk sayiy1 carparken, (3.24) e gore; 6nce z’ nin degeri p=1 icin
bulunur. Buldugumuz bu deger maksimum degerin solundan sagina gecgerken 2z’ nin
hangi degerde oldugunu gosterir. Yukanda verilen A ve B bulamk sayilannda p=1

degeri, (3,4) say ikilisi i¢in saglamr. Yani,
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Bags (@ =p(xy=12)=p3B.4) =1 dir.
12’ ye kadarki degerler p=1"in solunda; 12° den sonraki degerler ise p=1’in

sagmnda yer alr.

p(x.y) degerleri hesaplanirken;
i) x.y<z oldugunda (3.24)’ e gore, z’ nin solundaki tiim sayr ikilileri isleme katilir.

i) xy=z ise yine (3.24) e gore, z’ nin sagindaki tiim sayr ikiliteri isleme katilr.

2x2

P
n(@)=(0.3A02)=0.2

2x2

n(5)=(0.370.2)=0.2

2x2 2x3 3x2

7 A ™~ r 2% ~ f—J;—\
1(6)=(03A02)v (0.3 A0.5)v (1A02)=023

2x2 2x3 3x2

Vs A "~ r A AN
w7 =(03A0.2)v(03A0.5v(1A02)=03

2x2 2x3 3x2 2x4 4x2
——A

——— —N— ——A—— [ e —
@) =(03A02)v (03405 v (IA02)v (03 AD)v(0.6A02)=03

2x2 2x3 3x2 2x4 4x2 3x3
——P——

r - Y r~ A B
1) =(03A02)v (0370.5v{1A02)v(03A)v(0.6A02)v(IA05=0.5

2x2 2x3 3x2 2x4 4x2 3x3 2x5

’ ~ r & -~ A e —— e ——
H10)=(03A0.2)v (037 0.5)v (1A 02)v (03 AD v (0.6 A0.2)v (I 0.5V (0304 =0.5

) 2x2 -, 2x3 3x2 2x4 4x2 3x3 2x5
pdD)=(0.3A02)v(0.3A0.5)v(1A0.2)v(0.3A1)v(0.6A0.2) v(AA0.5)v(0.3A0.4)=0.5
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p12)=1

3x5 4x4 4x5
p(13)=1A04)v (0.6 A1) Vv(06A04)=056

3x5 4x4 4x5
p(d4)=(1Ar04)v(0.6A1)v(0.6A04)=06

3x5 4x4 4x5
e

—N— Ay
u(15)=(1A04)v (0.6 A1)V (0.6 A04)=06

4x4 4x5

u(16)=(0.6 A1) v (0.6 A04)=0.6

4x5
0(17) = u(18) = n(19) = (0.6 A 0.4) = 0.4

4x5
1(20)= (0.6 A 0.4)=0.4

w(z>20)=0
z=xy l ..... 3 4 5 678 91011 12 13,.,16 17,.20 21...
Haop(?) , ..... 0 02 02 0.3 0.5 1 0.6 0.4 0.

3.2.4 Bulamk Sayilarda Bolme

Bulanik sayilarda bolme islemi, R™ pozitif reel saylarda tanimli olup iki bulamk

sayinin bolimii su sekilde tanimlanir:

Yae[01] ve b bl >0 igin,

AaOB, =[a®,a OB, b 1=[al® /b%,a{ /6] (3.30)
veya |
Vx,y,zeR":

L aes (@ =max (1, () Aug(y)) dir. (3.31)

z=x/y
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Bolme islemi, ¢arpma isleminin ters islemi olarak dusinulebileceginden, B, nin tersi;

Vaef0,1] ve b{*® b >0 igin,
B! =[1/b{"1/b{*] (3.32)

yazilabilir. Yani bolme isleminin asinda A ()B' seklinde oldugu disiniilebilir

Bulank sayilarda bolme isleminin defisme ve birlesme 6zellikleri yoktur. Iki tggen

bulantk sayimn bolimi iiggen olmayan bir bulanik sayidir.

Ornek 3.7

Asagida A ve B’ nin tyelik fonksiyonlan tammlanmugtir. Bu iki Gg¢gen bulantk sayimn

béliimini bulalim;

Vv xeR™ igin,

Pu(x)=0 x <18
x_I8 18 <x <22 333
= X<
=243 22 < x <33
11
=( X >33
pp(x)=0 Xx<5
—x-5 5<x<6 (3.34)
=214 6<x<8
2
=0 Xx>8

Buna gore A ve B bulanik sayilarina iliskin o seviyeleri asagidaki gibi bulunabilir;

(3.33) ten;

(@)
a 18

a=—t--— = al®=4a+18
4 4

(
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a(01)

a=- 121 +3 = al®=-1la+33 yazabiliriz. Buradan,

A, =[al®,al’]=[40 +18,~11a + 33] olur.

(3.35)
(3.34)’ i kullanarak ise,
a=b"-5 = b¥=a+5
b(a)
a=——2—1+4 = b(2°‘) =—-2a + 8 yazabiliriz. Buradan da,
B, =[b{*,b{*]=[a +5-2a +8] olur. (3.36)
40 +18 -1l +33
A, (B, =[a!® /b al™ /b= ) 3.37
a()a [1 2 2 1 ] —20.+8 o+5 ( )
al®  40+18 at?  —1lo+33 .
Buradan, = ve = elde edilir.
b{”  -2a+8 b a+5
Sonug olarak,
VxeR* igin,
9
Happ(x)=0 XS
4
4x -9 9 It
= Tax<—
X +2 4 3
- 5% +33 11 33
= — X< —
x+11 3 5
=0 x2—3—3—
5

Sekil 3.6 da bu omnekte verilen iki tiggen bulamk saymin bolimi gosterilmistir. A ve

B sayilan bulamk tiggen sayt oldugu halde, A()B iiggen olmayan bir bulanik sayidir.
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v

—
P
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1S 18 22 30 33

9]

Sekil 3.6 Iki bulanik saymnn boliimi

3.3 Ozel Bulamk Sayilar

Bircok durumda bulanik sayilarda uzanun-genisleme prensibinin kullanilmasi srradan bir
islem olacaktir. Bu nedenle bu konu iizerinde ¢alsan kisiler tarafindan bazi 6zel
bulanikk sayilar tanimlanmustir. Burada Dubois ve Prade’ min, L-R bulank sayilan ile,
yine ilk defa Dubois ve Prade’ nin kullandif: fakat daha sonralann Kaufimann ve
Gupta’ nin gelistirdigi ticgensel (traingular) bulanik sayilardan bahsedecegiz.

3.3.1 L-R Bulamk Sayilar

Ancak ve ancak agafidaki kosullari saglayan bir bulamk sayr L (left side - sol taraf)
veya R (right side - sa§ taraf) bulanik sayis1 olarak tammlanabilir (Pedrycz, 1989);

i) L(=L(x)

ii) LO)=1

iif) L, [0, +) araligmnda artar.

L-R tipindeki bir A bulanik sayis1 i¢in iyelik fonksiyonu;

?

8

- X

L ,X<m,a>0

a

BA(X) = (338)

RXB j ,X>m,B>0

B
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seklinde tammlamir (Chen ve Hwang, 1992). Burada m, A bulanikk sayisiun ortasidu. o
ve P ise sirastyla sol ve sa yayimalardir.

a=B=0 oldugunda A, bir m keskin (crisp) sayis1 olarak diisiinlilmelidir. A bulamk
sayist A =(m,o,PB) seklinde gosterilir ve Sekil 3.7° deki gibi ¢izilebilir.

Eger tepe noktast tek degilse bu durumda L-R bulamk sayisi A, A=(m,,m,,«,p)
seklinde gosterilir. Bu durumda Sekil 3.7’ den gériilebilir.

Sekil 3.7 L-R bulanik sayilar

3.3.2 Uggensel (Triangular) Bulanik Sayilar

V X,X;,X3,X; €Rolsun. Bu durumda A ggensel bulamk sayis1 asapidaki  gibi
tanmmlanir:

Ba(x)=0 X=X
= SXSX,
X2~X1
X3""’X
= X, SX<X;3
X3 —X;
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Sekil 3.8” de bir tiggen bulanik sayr olan A=(a,,a,,a;) gosterilmektedir.

a, 0 a, a,

Sekil 3.8 Bir tiggen bulamk say1 A =(a;,a,,a;)
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4. BULANIK MATEMATIKSEL PROGRAMLAMA

4.1 Giris

Bulank kiime teorisi ilk defa yapay zeka alamindaki kesin olmayan-belirsiz problemleri
¢ozmek ozellikle de dilsel terimleri modellemek i¢in kullamlmustir. Karar verme
problemlerinin ¢oziimiindeki ilk g¢aligmalar; Bellman ve Zadeh, Tanaka, Okuda ve Asai,

Negoita, Zimmermann, Orlovsky, Yager ve Freeling tarafindan yapilmistir.

Tanaka’ dan beri bir ok bulanik lineer programlama modelleri olusturulmustur. Kesin
olmayan bilgiyle, lineer programlama modelleri iki ana smfa aynimaktadir. Bunlar,
Bulanik (Fuzzy) Lineer  Programlama  (BLP) ve Possibilistik  (olabilirli) Lineer
Programlamadir (PLP). Biz bu ¢ahgmada sadece BLP kismindan bahsedecegiz. -

Dyson; fayda teorisinde oldugu gibi, BLP’ nin iyelik fonksiyonlan tercihsel kavramlara
dayandigindan {iyelik fonksiyonlarimin fayda fonksiyonlarina denk oldugunu belirtmistir.
Fakat bu, PLP’ deki olasthk dagilimlan igin dogru degildir.

“Matematiksel programlama™ terimi burada, yoneylem arastirmasinda oldugu gibi;

maksimum f(x)

g,(x)=0; 1i=1,.....,m 4.1)

seklindeki modellerin ¢oziimiinde algoritmik bir yaklasim olarak yorumlanacaktir.

f (x), amag fonksiyonunun matematiksel karakterine ve g,(x) kisitlarina bagli olarak

matematiksel programlama algoritmalaninin birgok ¢esidi vardir. Bunlardan birkagi; lineer

programlama, kuadratik programlama, kesirli programiama ve konveks programlamadir.
Biz,

¢,xeR" beR™,AecR™" olmak iizere

maksimum f(x)=z=c'x

kisitlar : Ax<b 4.2)

x>0
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seklinde ifade edilen en basit ve en sik kullanilan model olan lineer programlama
modelini kullanacagiz. Bu modelde, A’ nn katsayilan ile b ve ¢’ lerin reel saydar
oldugu, aynca “<” igaretinin klasik anlamda kullanddift ve “maksimum” ifadesinin de
kesin sart oldugu farzedilecektir. Bu da herhangi bir tek kisitin - aykinhmin, ¢oziimii
uygun kilmadigi ve biitiin kisitlarm esit Sneme sahip oldugunu ifade etmektedir.

Bu bolimde iki Onemli model {izerinde durulacaktir: simetrik ve simetrik olmayan
modeller. Simetrik modeller, Bellman ve Zadeh tarafindan Onerilen bulanik kararn
tanimma dayanir. Bellman ve Zadeh, kesin olmayan durumlardaki amaglarm ve kisitlarin
bulanik kilimelerle gosterilebilecegini  varsayarlar. Karar, bulanikk amaglar ve kisitlarin
karigmm olarak belirtilebilir ve max-min operatorii ile tammlanabilir. SOyle ki; bize X
alternatifleri uzaymda bir G bulamk amaglar kiimesi ve bir de C bulank kisitlar
kiimesi verilmig oldugunu varsayalim. Sonra, G ve C nin birlesmesinden bir karar
kiimesi olan D kiimesi olusur. D kiimesi G ve C nin kesisiminden olusan bir bulanik
kimedr ve pp=pgnpuc dir.. Bu G, C ve D arasindaki iliski Sekil 4.1° de

gOsterilmistir.
u
y
Wope® Be(x)
Hp (%)
0 X

Sekil 4.1 Bulanik kiimeler C, G ve D arasmndaki iliski

Simetrik olmayan modeller agagidaki iki yaklasim iizerine kurulmustur (Zimmermann,
1985). Bunlar;

1) Bulamk kiime kararmin belirlenmesidir.

2) Uygun doniiimler yapildiktan sonra kisitlarla birlikte amag fonksiyonunun

birlestirilerek kesin bir maksimize yapan kararm belirlenmesi.
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Bulamk lineer programlamanm yeni bir modelni gelistirmeden Once, klasik lineer
programlamaya karstt olarak bulamk lineer programlama modeli i¢in sadece bir tek
model tanimh olamaz, ancak varsayimlara veya gercek durumun modellenmesine bagh
olarak bir¢ok varyasyon miimkiindiir.

4.2 Bulanik Lineer Programlama Modelleri

Bu bolimde, bulamk lineer programlama problemieri ele ahmacaktir. Her bir problem
icin kullamlacak metodoloji (yontembilim) lineer tiyelik fonksiyon formlart ve max-min
operatorlerinin 6n kabullerinin 1518mda gdsterilmigtir. Diger iiyelik fonksiyon formlart ve
operatorleri de bazm 6zel durumlar igin  diiglintlmistir. Kolayhk igin; tyelik
fonksiyonlar1 ve operatorierini karar vericinin yargisiyla ve karar verme islemindeki

rasyonellikle uyumlu oldugunu varsayiyoruz.

4.2.1 Bulanik Kaynaklar ile Lineer Programlama Problemi

Bulamkhgin, lineer programlama (LP) problemlerinde, nasil ve nerede kullanildifim en
iyi gekilde anlamak i¢in basitlestirilmis bir lineer programlama problemi verilmistir.

Hardee oyuncak sirketi iki ¢esit oyuncak bebek iretmektedir. A bebegi yiiksek kaliteli
ve birim bagma 0.40$8 kar veren bir bebek, B bebegi ise daha diigiik kaliteli ve yine
birim bagma 0.30$ kar veren bir bebektir. Her oyuncak A bebegi i¢in, oyuncak B
bebegine gore iki kat daha ¢ok c¢aligma saati gerekmekte ve toplam mevcut ¢alisma
saati 500 saat olmaktadir. A ve B oyuncak bebeklerinin her ikisi igin de glinde sadece
400 oyuncak bebek icin yeterli malzeme saglanmaktadr. Fabrikamn (rettigi tlm
oyuncak bebeklerin satilabilecegi de varsayilmaktadir. Buna go6re, fabrika yoneticisi,
tiretim programmdaki toplam kar1 maksimize etmeyi istemektedir.

Yonetici, {iretim programlama problemini agagidaki gibi formiile eder:
max z=0.4x; +0.3x, (kar)
kisitlar g, (x)=x, +x, £400 (malzemeler)

g,(x)=2x, +x, <500 (¢alisma saati)
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Burada;
x, :Uretilecek A oyuncak bebek miktari,
x, :Uretilecek B oyuncak bebek miktaridir.

Sekil 4.2 deki gibi grafik metodu kullanimiyla yukaridaki LP probleminin optimal
(en uygun) ¢Gzimii : A oyuncak bebeginden 100 adet, B oyuncak bebeginden 300 adet
tretilmekte ve 130$ kar elde edilmektedir. Daha sonra yonetici, bazi sebeplerden otiirii
(6rnegin, tedarik eden firmalardan fazladan ek malzeme alabilir) mevcut malzeme
miktarmin belli bir arabkta degisebilir oldugu ve aym gsekilde mevcut ¢aligma saatinin
de, iscilere fazla mesai yaptinlarak degistirilebilir oldugu kamsma varr. Bundan dolays,
bulanikk kiime teorisini {iretim programlama probleminde uygulamaya baglar. Ve yonetici
artan kaynaklar sebebiyle, 1308 dan daha fazla kar elde edilebilecegine karar verir.

Cizelge 4.1 ve Sekil 4.3’ te yoOnetici tarafindan saglanan malzeme ve zamamn iyelik
fonksiyonlann gdsterilmistir. Y6netici, tyelik fonksiyonlarmin degerlerinin anlamm, g,
(malzeme) ve g, (caliyma saatleri) kisitlarindaki tatmin derecesi olarak agiklamaktadir.
Omegin, kullamlan toplam malzeme miktari 400’ den kiigiik veya esit oldugu zaman
“g,(x)<400” kisit1 tam olarak saglanmaktadir. Kullanlan toplam malzeme miktar1 500 e
esit veya biyllk oldufunda “g,(x)<400” kisitt tamamen ihlal edilmektedir.
Dolayisiyla, tatmin derecesi de sifira esittir. 400 ile 500 arasinda tiyelik fonksiyonunun

derecesi, monoton lineer azalandir. Meveut zaman i¢in {yelik fonksiyonu da aym
sekilde agiklanabilir. Boylece, yOnetici, uygulanabilir ¢bzilmlerin, malzeme, galigma
saatleri ve karin dyelik fonksiyonlarmm aym anda saglanmasiyla elde edilecegi
yargisma varx. Maksimum tatmin derecesi ile uygulanabilir alternatif ¢Sziimler, bu

{iretim programlama probleminin optimal ¢6zlimil olacak sekilde segilir.

Sekil 4.4’ ten anlagilacagi gibi, mevcut malzeme 400 ve mevcut calsma saati 500
oldugunda, optimal ¢oziim z = 130, tatmin seviyesi 1’ dir ve x, =100 ile x, =300
(b noktas: olarak goriiliiyor) degerlerinde ortaya gikiyor. g, (x)=450 ve g,(x)=550
j¢in optimal ¢6ziim z =145, tatmin seviyesi 0.5’ tir ve x, =100 ile x, =350
(b’ noktas: olarak gosteriliyor) degerlerinde elde ediliyor. Benzer sekilde g,(x)=500 ve
g,(x)=600 oldupu zaman optimal ¢dziim z =160, tatmin seviyesi de 0’ dir ve
x, =100 ile x, =400 (b" noktasi olarak gosteriliyor) degerlerinde elde ediliyor.
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Agik olarak goériiliiyor ki optimal ¢oziimler bulaniktir ve onlann tyelik degerleri,
kisitlarm tiyelik degerleri ile belirlenmektedir. (Ornegin; 0, 0.5, 1 gibi).

Tizal ¢oarue (350,200}

v .
100 200 300 200 50¢

Sekil 4.2 Lineer programlama problemi i¢in grafik yaklagum

Cizelge 4.1 Malzeme ve galigma saatlerinin tiyelik fonksiyonlar:

malzeme g (x) 150 200 250 300 350 400 450 500

mevcut Pgr (X) 1 1 1 1 1 1 0.5 0

zaman g,(x) 200 250 300 350 400 450 500 550 600

meveut  p,(x) 1 1 1 1 1 1 1 05 0
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Sekil 4.3 Calisma saatleri ve malzemelerin iiyelik fonksiyonlar1

Sekil 4.4 Bulanik lineer programlama probleminin grafik ¢6ztimleri -
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Bu &rnekte, BLP’ de , belli bir tolerans aralip: iizerindeki tiyelik fonksiyonu ile, mevcut
kaynaklarm  bulanikhigi nitelendirilmektedir. Optimal ¢oziimler, iyelik fonksiyonu ve
kisitlarm fiyelik fonksiyonlarmin katlari ile olusturulmaktadir.

Mevcut bulank kaynaklarla bu lineer programlamanm genel modeli su sekilde formiile
edilir: |

max Z=CX
(Ax); €b,,i=12,....m
x20 (4.3.2)

Vi,b, €[b;,b; +p;], p; verilen bir deBer. Ayrica asagidaki bulank esitsizlik kisitlarim

da g6z Sniinde bulundurabiliriz:

max Z=CX

x20 4.3.b)

burada <, “bulanik esit veya daha kiigik™ tiir anlamma gelmektedir. Her bulanik kisit

~

igin p; toleransinm bilindigi farzedilmektedir. Bu durumda Vive 0 <[0,1] icin, (Ax); < Si,

(Ax); <(b; +0p,;)’ ye denktir. Efer, her iki durumunda (iyelik fonksiyonlart aynt ise
(43.a) ve (4.3.b) denklemleri aym problemdir. Bylece, bu ¢ahsmada, her iki problem
denk olarak ele alinmaktadir.

Verdegay, (4.3) denklemiyle gosterilen problemin, kesin parametrik programlama
problemine denk oldugunu ik olarak ispatladi. Bundan dolays, elimizdeki bu ilk BLP
problemini ¢dzmek icin parametrik programlama metotlarm kullanabiliriz. Ote yandan,
Werners bulamk kisitlar yiiziinden amacin bulank olmasi gerektigini dilgiinmiistiir. Her

iki yaklagimda ele ahnmugtir.
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4.2.1.1 Verdegay’ in Yaklasimi — Simetrik Olmayan Model

(4.3) denklemi igin, bulamik kisitlanin iyelik fonksiyonlar :

1 (Ax); <b;
Hi(x)=41-[(Ax); -b;1/p; b; <(Ax); £b; +p; (4.4)
0 : (Ax); >b; +p;

seklinde olup sirekli ve monoton fonksiyonlar ise ve bu bulamk kisitlar arasinda

tercih yapabilme s6z konusu ise, (4.3) denklemi :
X ={x |1;(x)= 0, Vi,x 20}, hera €[0,1] igin,

max cX

xe X, e denk olur. (4.5)

o — kesiti kavramu, Tanaka ve Orlovski’ nin 6nceki g¢aligmalanina dayanmaktadir.
Uyelik fonksiyonlar1 eger;
(1) (Ax); <b; ise i-inci kisit tam olarak saglanmis olur, p,(x) =1 oldugunu;

(2) (Ax);=zb; +p; (p;,b;,” nin maksimum tolerans: olup karar verici tarafindan
sistematik veya sistematik olmayan bir yolla belirlenir) ise i- inci kisit kesinlikle

gecersiz olur, yani W, (x)=0 oldugunu;

(3) (Ax); e(b;,b; +p,) ise uyelik fonksiyonlart monoton azalandir.Bu sunu ifade eder:

“ne kadar fazla kaynak tiiketilirse, karar veren kisi o kadar az tatmin olur”, demektir.

Boylece (4.4) denklemindeki iiyelik fonksiyonlari (4.5) denkleminde yerine
yerlestirebilir ve a=1-0 olmak lizere, parametrik programlamaya denk olan asagidaki

problem elde edilir:
max  cx
(Ax); <b; + (I~a)p;, Vi

x>0 ve ae[0,1] (4.6)
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Dolayisiyla, (4.3) denkleminde verilen BLP problemi, bulamk kisitlara ait yelik
fonksiyonlarmm bazi uygun formlan kabul edildigi zaman  kesin parametrik lineer
programlama problemine denk ahnabilir. Her bir o igin bir optimal ¢6ziim vardir,
dolaywsiyla liyeligin o dereceli ¢dziimii gergekten bulaniktir.

Bu yaklagmu daha da agmak igin asagidaki su iki 6rnegi inceleyelim.

4.2.1.1a Orngk 1: Knox Uretim-Karisim Se¢me Problemi

Bir triin-karisim se¢me problemini géz 6niinde bulunduralim. Knox Mix sirketinin, dort
farkh tretim igleminden birini veya daha fazlasimi kullanma secenegine sahip oldugunu
farzedelim. Birinci ve ikinci iglemde A lirliniiniin pargalar1 ve figiincii ve doérdiincii
islemde de B riinlinlin parcalar1 elde ediliyor olsun. Her islem i¢in girdiler (veriler);
isci-glicli (caligma Olglisti olarak), Y malzemesi (agirhk birimi olarak) ve Z malzemesi
(kutu olarak) dir. Her iglemin girdi gereksinimleri degistigi igin islemlerin farkliliklarma
bagh olarak, aym Uriiniin tiretim iglemleri i¢in bile, islemlerin karhliklann farkh olur.
Imalatgimn haftalik iiretim programm iizerine karari, meveut isgi-giicti miktar1 ve her iki
hammaddenin mevcut miktar1 tarafindan belirlenen olanaklarm genisligi ile sinrhdir.
Biitin teknoloji ve girdi kisitlamalann Cizelge 4.2° de verilmigtir. 1,2,3 ve 4

islemlerindeki Uretim seviyeleri swasiyla x,,X,,X; ve x4 ile gosterilsin. Bu durumda,

problem agagidaki LP problemi olarak formiile edilebilir.

max  4x, +5x, +9x; +11x, (kar)
g, (X)=x; +x, +x; +%x, <15 (is¢i-giicii)
g2,(x)=7x, +5x, +3x; +2x, <120 (Y malzemesi)
g;(x) =3x, +5x, +10x,; +15x, <100 (Z malzemesi)

X{,X,,X3 Ve X, 20

Daha sonra bu LP problemini simpleks metoduyla ¢ozelim. Sonug tablosu Cizelge 4.3’
te gOsterilmistir.

Optimal ¢oziim: x* =(50/7,0,55/7,0)=(7.14,0,7.86,0) ve z" =695/7$=99.25$" dur.
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Kullamlan ger¢ek kaynaklar 15, 73.57 ve 100 birim sirasiyla iggi-gicii, Y malzemesi ve

Z malzemesidir.

Mevcut toplam is¢i-giici ve Z malzemesinin tam belirli olmadigim ve onlarn
maksimum toleranslarinin sirasiyla 3 ve 20 birim oldugunu varsayalim. Bu durumda

bulamk kisitlarin tyelik fonksiyonlan :

1 g,(x) <15
My () =11-[g,(x) - 15)/3 15<g,(x)<18
0 g,(x)>18
1 g4(x) <100
p3(x)=41-[g;(x)~100]/20 100<g,(x)<120
0 g5(x)>120

sekindedir. (Sekil 4.5).

Cizelge 4.2 Knox urun-kanigim segim problemi i¢in girdi bilgisi

Adet Isci-glici Y malzemesi Z malzemesi Birim

(agrrliklar) (kutular) kar

A Griiniiniin bir adeti

Islem 1 1 7 3 4

Islem 2 1 5 5 5

B iirtiniiniin bir adeti

Islem 3 1 3 10 9

Islem 4 1 2 15 11

Toplam

mevcut <15 <120 <100 maksimum

Cizelge 4.3 Knox tirin-kangim segim problemi i¢in simpleks metodun sonug tablosu

Temel 4 S 9 It 0 0 0 | Sag taraf sabiti
Degisken x1 x2 x3 x4 sl s2 s3 | (vektori) STS
4 x1 1 5717 0 -5/7 10/7 0 -1/7 50/7
0 s2 0 -6/7 0 13/7 -61/7 1 4/17 32577
9 x3 0 2/7 1 12/7 -3/7 0 1/7 55/7

zj = 0 2/7 0 11/7 13/7 0 5/17| 695117
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By (%)

| i g;(x)

H3(x)

T

] g;(x)
0 80 100 120

Sekil 4.5 Z malzemesi ve iggi-glicti kisitlarinin tiyelik fonksiyonlari

Bu durumda, asagidaki problem elde edilir:

max  4x; +5x, +9x, +11x,
px)za
g,(x) =7x, +5x, +3x5; +2x, <120
H3(x)za
ae[0,1] ve x,,X,,X;,X, 20 veya
max  4x, +5x, +9x5 +11x,
g, (X)=X; +X, +X; +X, <15+3(1~a)
g2, (x)=Tx, +5%x, +3x, +2x, <120
g;(x) =3x; +5x, +10x; +15x, <100+ 200

X1,X5,X3,X, 20



49

Burada, 6€[0,1] bir parametredir. Parametrik teknigin ve Cizelge 4.3° teki simpleks

metodun sonug tablosundan faydalamlarak agagidaki sonuglar elde edelir:

(10/7,0,-1/7

(~61/7,1,4/7)

(=3/7,0,1/7)

30
0
200

30
0
200

30
0
200

=100/7

=116/7

=-1030/7

Cizelge 4.4’ te sonug simpleks tablosu verilmistir. STS;50/7 +100/7,325/7-1036/7 ve

55/7+110/7, 0€[0,1] i¢cin her zaman sifirdan biytktir. O zaman optimal ¢ozim:

x* =(7.14+1.430,0,7.86+1.579,0) ve z*=(99.29+19.860)$ dir. Bu sonuglann agik

bir sekilde gostermek igin Cizelge 4.5 olusturulmustur.

Cizelge 4.4 Knox uriin-karisim segim problemi i¢in simpleks metodun parametrik tablosu

Temel 4 5 9 11 0 0 0 | Sag taraf sabiti
Degisken x1 x2 X3 x4 sl 52 s3 | (vektori) STS
4 x1 1 5717 4] 5/7 1077 0 -1/7) 50/7+106/7
0 s2 0 -6/17 0 13/7 -61/7 1 4/71325/7-1038/7
9 x3 0 277 1 12/7 -3/7 0 1/7) 55/7+118/7

zj— ¢ 0 2/7 0 11/7 13/7 0 5/7(695/7+1399/7




Cizelge 4.5 Parametrik programlama probleminin ¢dziimleri
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Gergekte kullanilan kaynaklar
¢ z isci-giicii Y malzemesi Z malzemesi
0.0 99.29 15.00 73.57 100.00
0.1 101.28 15.30 75.04 102.00
0.2 ©103.27 15.60 76.51 104.00
0.3 105.26 15.90 77.98 106.00
0.4 107.25 16.20 79.45 108.00
0.5 109.24 16.50 80.92 110.00
0.6 111.23 16.80 82.39 112.00
0.7 113.22 17.10 83.86 114.00
0.8 115.21 17.40 85.33 116.00
0.9 117.20 17.70 86.80 118.00
1.0 119.19 18.00 88.27 120.00

4.2.1.1b Ornek 2: Tasima Problemi

Bulanik talepli bir tagima problemini g6z oniinde bulundurahm:

min

Bulank  kisitlarm  diyelik  fonksiyonlan, pj(a),jeJ ve p;(a)iel

CX

inj ij9jeJ={ls 29

iel

inj Zai’iEI={1,29

jel

>0, Vi, j

-----

olmak tizere

sirasiyla siirekli ve kesin bir gekilde monoton oldugu farzedilsin. Bu durumda:

saglanabilir.

Yt @2Tp (@), aef0l].

iel

jei
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Bu yiizden bu bulamk tapima problemi kesin parametrik tagima problemi yardimiyla

¢Oziilebilir. Yani:

min

Y (@)=Y n;' @) i elde etmek icin

cxX

iel

Tx2pj (@), jel

Yox;zp(w),iel

jeJ

x;20,V1i ve j,ae[0,]

n-inci

Boylece asagidaki parametrik LP problemi elde edilir:

min

Simdi asagidaki bulamk tagima probleminin sayisal 6rnegini

Burada

CX

inj 2“?(0‘),)"5]:{1’2, """ ’n}

iel

2 X >u N (a),iel

jed

X >

0,V1 ve j,aae[0]l].

4 5 1

4 2 4 3

3 1 1 1
G40 (3,50 (36,0 (1,4
sadelik amaciyla, s,,s,,s; tg¢gensel bigimli

(Sekil 4.6).

yapay varilacak yer

tanimlansin.

g6z 6ninde bulundurahm:

(—o0, 8,13)
(0, 6,9)
(-, 5, 6)

notasyon olarak verilmigtir.
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M; veya i,

1

(-, 8,13)
(3,4, )

0 3 4 8 13

Sekil 4.6 Uggensel iiyelik fonksiyonlart

5. yapay hedef , Giyelik fonksiyonu (—o0,0,18) ile birlikte tanimlanarak asagidaki tablo

elde edilir.

4 5 2 1 0 13-~3a
6 2 4 3 0 9-3q
3 1 1 1 0 6o

3+ 3+2a0 3+3a 1+3a 18-18a

Bu bulamk tagimamin bulanik ¢6ziimiinii saglayan optimum ¢ozimii:

ael(0,3/5] igin :

3+q 6a 1+3a 9-15a
9-3a

3+ 2 3-3a

ae[3/5,12/13] igin :

3+ 9-9¢q 1+ 3a
-9+15x 18-18cx
12-13a | -6+12a
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o e[12/13,1] igin :

3+a ~3+4a | 13-10a
3+ 20 ~12+13c | 18—-18a

seklindedir.

OhEigeartaigh tagmima problemleri i¢in, bulanikk taleplerin iyelik fonksiyonlarmmn
liggensel formda oldugu durumlan goz 6niinde bulundurdu. Bazen karar verici, bazi 6zel
talep miktarma sahip olmayr tercih edebilir. Bu miktardan daha azt veya daha ¢ogu
daha az tercih edilir. Dolaywsiyla, ticgensel iiyelik fonksiyonu rasyoneldir. Chanas ve
Kulej’ de bulanik kaynaklarmn tiggensel dyelik fonksiyonlar1 ile LP problemini ¢8zmek
icin bir yaklagim vermislerdir.

4.2.1.2 Werners’ in Yaklasimi - Simetrik Olmayan Model

Werners, bulanik toplam kaynaklarin veya bulanik esitsizlik kisitlant yiiziinden denklem
(4.3) teki amac¢ fonksiyonunun bulanik olmast gerektigini One stirdii. Daha Onceki
bolime benzer sekilde , bulamk kaynaklar i¢in p, toleranslar1 mevcut ve verilmis

oldugunu farzetti. Bu durumda denklem (4.3)’ i ¢6zmek igin Werners ilk olarak z° ve
z' i asagidaki gibi taumlamgtir:

z° = max cx
(AX), <b., Vi, x 20
z' = max cx
(Ax); sb; +p;, Vi,x20 @7

Buradan z° ve z' i kullanarak amag icin, stirekli azalmayan lineer Uyelik fonksiyonu
olusturabiliriz. Optimal ¢bziim, z° ve z' arasinda olacagndan optimal ¢Oziimiin
saglanmasi, degeri arttikga artacaktir.Amacin tiyelik fonksiyonu p, (Sekil 4.7):
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1 cx >z
Ho(X) =11~ &' -cx)(z' ~2°) z°<ex<z! (4.8)
0 cx <z°

seklindedir.

Yukandaki uyelik fonksiyonu ile birlikte, optimal karan elde etmek ig¢in max-min
operatorlerini  kullanabiliriz. Boylece denklem (4.3), “max ., o, oo =min[py(x),..., 1, (X)]

de” denkleminin ¢oziimiyle ¢6zilir yani:
max o
Ho(x)za
pi(x)za, Vi

ae[0,1] ve x>0’ dr. 4.9

Denklem (4.9) Zimmermann tarafindan Onerilen modele benzer olan simetrik modeldir

(Bolum 4.2.2.1). Fark, ama¢ fonksiyonunun iiyelik fonksiyonudur.

Hq

Sekil 4.7 Amag fonksiyonunun dyelik fonkstyonu

4.2.1.2a Ornek : Knox Uretim-Karisum Se¢cme Problemi

Bir onceki 6rnegi yeniden ele alahm. Kesin LP probleminin ¢6ziimiinde de goraldugi
gibi, Y malzemesi kisiti igin 120 birim kullandiktan sonra elimizde pek ¢ok bosta
kaynak kalmaktadir. Simdi, Y malzemesinin kisitt olarak 80 binm kullandigimiz
farzedelim ve is¢i-gic, Y ve Z malzemelerinin toleranslan sirasiyla 5,40 ve 30 olsun.

Problemimiz bu durumda:
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max z=4x; +5x, +9x,; +11x4

Vs
gi(x)=x, +x, +xX3+x%x,<15

8, (x)=7x; +5x, +3x; +2x, <80
g5(x)=3x, +5x, +10x; +15x, <100
X1,X9,X3,X420

olur.

Burada i-inci bulamk kistt1 igin dyelik fonksiyonu p;(x)’ tir, Vi:

1 g,(x) <15
1y (0 ={1-[g,(x) ~151/5 155g,(x)<20

0 g,(x)>20

1 g,(x) <80
Ho(x)=<1~[g,(x)—801/40 80<g,(x)<120

0 g,(x)>120

1 g,(x) <100
pa(x)=41-[g3(x)—-100]/30 100<g;(x)<130

0 g4(x)>130

seklindedir.

Daha sonra, denklem (4.7)’ nin ¢oziimiiyle:
2’ =2"(0=0)=99.29
2t =2"0=1)=130

elde edilir.

Burada O yeni parametrik programlama problemindeki parametredir. Bu durumda

simetrik LP problemi su sekilde formiile edilebilir:
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max a

Y
R

)
2o, 1=1,23

a €[0,1]

Burada bulamk amacin iyelik fonksiyonu p,:

1 z>130
Ho(x)=<¢1-(130-2)/(130-99.29) 99.29<z<130
0 z <9929

sekilde tanimlanmugtir.
Bu problem ashnda asagidakine denktir:
min 0
2=4x%, +5x, +9x, +11x, 2130-30.716
g(X)=x, +x, +x; +x,<15+36
g8, (x)=7x; +5x, +3x%x3 +2x, <80+ 400
g4(x)=3x, +5x, +10x; +15x, <100 + 300
X1,X9,%X3,X,20 ve 0€[0,1]
0=1-a’ dir. Gergekte kullanilan kaynaklar isgi-giicii, Y malzemesi ve Z malzemesi
igin swrastyla 17.5, 86.78 ve 115.01 oldugunda ¢ozim:

x" =(8.57,0,8.93,0) ve 06=05"te z*=114.65%" dur.
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4.2.2 Bulamk Kaynakh ve Bulamk Amach Lineer Programlama Problemi

Burada, daha onceki boliimlerde bahsedildigi gibi, aym nedenlerden otiri asagidaki iki
problem birbirine denktir.

max Z=CX
(Ax), <b,, i=12,..,m
x>0 (4.10.a)
ve
max z=Cx

(AX)l Sbl’ i :1, 2,....,1’!1
P

x>0 (4.10.b)

Denklem (4.10)’ u ¢ozmek igin Zimmermann ve Chanas tarafindan onerilen metotlar bu

bolimde sunulmustur.

4.2.2.1 Zimmermann’ i Yaklasimi — Simetrik Model

Bu yaklagimda, b, amacit ve ona karsiik gelen bulantkk amacin toleransi p, baslangicta
verilmekte ve aym zamanda bulantk kaynaklar i¢in de b, ve ona karsihik gelen
toleranslar Vi i¢in p,” de verilmektedir. Daha sonra, bulamk ama¢ ve bulamk kisitlar
ve onlara karsiik gelen bolgeler, Vi igin, [b;,b; +p;] araliginda tammlanmaktadir.

Buradan, denkiem (4.10)’ u g6z 6nlinde bulundurarak x’i bulmak igin:
cx2bg,
(Ax); <b;, Vi,
x20 ‘ (4.11)

seklinde diigtiniiliir.
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Bulamk kime teorisinde; bulank ama¢ fonksiyonu ve bulanik kisitlar, onlara kargsihk
gelen dyelik fonksiyonlar: ile tammlanmaktadir. Burada bulamk amacin p, dyelik
fonksiyonunu, azalmayan surekli lineer fonksiyon ve ksitlann, Vi igin, p,; uyelik

fonksiyonlarinin, artmayan stirekli lineer fonksiyon:

1 cx>b,

Ho(x)=91~(by —cx)/p, by —py<cx<b, ’ (4.12)
0 cx <by —po
1 (Ax); <b;

Wi (x)=41-[(Ax); =b;1/p; b; <(Ax); <b; +p; (4.13)
0 (Ax); > b, +p;, Vi

seklinde oldugu varsayilsin. (Sekil 4.8).

Ho(x)
1
0 cX
by —po b, '
u; (x)
1
0 b, b, +p; (Ax);

Sekil 4.8 Bulaik amag kisiti cngo ve i-inci bulank kistt1 (Ax), Sgi i¢in uyelik

fonksiyonlan
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Zimmermann denklem (4.11)’ 1 ¢6zmek i¢in, Bellman ve Zadeh’ in  max-min

operatrlerini kullandi. Boylece optimal ¢oziim:

max pp =max {min [We(x), ki (X), ..., hm (X))} (4.14)

seklinde ifade edilebilir. Burada p, karar uzayr olan D’ nin dyelik fonksiyonudur ve

Up =min (Mg, Uyyeoor hy ) dir.
Eger o=y, ise denklem (4.14) ile denklem (4.11) denk olacaktir:
max o
Ho(x)=1—(by —cx)/py 2
pi(x)=1-[(Ax);, -b,V/p, 2,i=1,.....,m
B (x), Vi ve ae[0,1] (4.15)
veya
max «
cx2by —(1-a)p,
(Ax); <b; +(1-a)p;, Vi
x20 ve aef0,1] (4.16)

Burada Vi igin; ¢, A, by, py,b; ve p, baslangic olarak verilmistir.

Agikga goriliyor ki denklem (4.16) kesin bir lineer programlama problemidir. Tek bir
optimal ¢ozim elde edilebilir. Bu yaklagimn, bulanik kaynakh ve bulanik amagh bir

LP problemi igin ilk pratik metot olarak bilindiginin belirtilmesi gerekir.
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4.2.2.1a Ornek : Knox Uretim-Karisim Se¢me Problemi

Onceki Uretim-kangim segme problemi ele alinsin ve b, =111.57 ve py =10 oldugu

varsayilsin. Problemimiz, x” 1 bulmak i¢in:
go(X)=2=4%; +5%, + 9%, +11x, 211T.57
gi(x)=x, +x, +x3 +x, <75
g, (x)=Tx, +5x, +3x; +2x, <80
g4(x) =3x; +5x, +10x, +15x, <100
X{,X3,X3,X4 20

haline  gelir. Burada bulamk kisitlarm Gyelik fonksiyonlari 6nceki  bolimlerde

tammlanmugtir ve bulanik amacin p, tyelik fonksiyonu:

1 g,(x)>111.57
Ho(x)=41-[111.57 - g, (x)]/10 101.57<g,(x)<111.57
0 g,(x)>101.57

seklinde tammlamr. O zaman denk olan problem:
max o
go(x)=4x, +5x, +9x; +11x, 2111.57-10(0 - )
g (X)=%X, +X, +X; +x, <15+ 5(1-)
g8,(x)=T7x; + 5%, +3x; +2x, <80+ 40(1 - a)
83(x)=3x%x, +5x, +10x, +15x, <100 +30(1 - &)
X1,X9,X3,X4 20 ve ael0l]

seklinde olup kullamlan kaynaklar is¢i giicii, Y malzemesi ve Z malzemesi icin
sirasiyla 16.51, 81.57 ve 109.03 oldugunda, '

Cozim: x™ =(8.01,0,8.50,0) ve a.=0.70"te z* =108.54$’ dir.
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4.2.2.2 Chanas’ in Yaklagim: — Simetrik Olmayan Model

Denklem (4.10) igin, Chanas b, amaci ve onun p, toleransiun baglangigta belli

olamayacagmt disindii. Sebebi de bulamk wuygun bolge hakkindaki bilgisizlikti. Bu

yizden b, ve p,’ 1 belirleme konusunda Chanas, karar vericiye yardimeci olmak igin
ilk olarak asagidaki problemleri ¢ozer ve daha sonra sonuglan tekrar karar vericiye b,

ve p,’ 1 belirlemesi igin sunar:

max cX

x20 “4.17)

burada her b, icin p, toleransi verilmistir ve bulamk kisitlarin uyelik fonksiyonlan
denklem (4.13) teki gibi diginilmistiir. Daha sonra p; >1-[(Ax), —b;]/p; 2, Vi elde
ederiz ki bu da (Ax), <b;, +(1-a)p;, Vi’ ye denktir. Eger 6=1-a olursa, daha sonra
(Ax), <b; +0p, olacaktir. Agikga goraliyor ki, denklem (4.17) asafidaki parametrik
programlamaya denktir:

max cx
(Ax); <b; +8p;, Vi
x20 ve Be[0,]] (4.18)

burada Vi igin ¢, A, b,, p; verilmistir ve 6 bir parametredir. Her 6 parametresi igin,

x*(8) ¢ozimii elde edilmektedir, bu kosul:
1, (Ax*(0))=1-0, Vi igin gegerlidir.

Ote yandan her sifir olmayan temel ¢6zim ig¢in (eger p; >0 ise) en azindan bir tane

1, (Ax*(8)) >1-06 (veya (Ax), =b, +68p,) olacak sekilde i aktif kisit1 vardir ve bunun

neticesi olarak kisitlarin ortak tatmin derecesi:
He(AX*(0)=A; 1 ((Ax"(8))=1-86 | (4.19)

olur.
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Buradan her 0 igin (eger varsa) 1—0 derecesi ile birlikte kisitlan saglayan bir ¢6ziim

elde edilir.

Denklem (4.18)" in optimal ¢oziimlern z*(0) ve x™(0), daha sonra karar vericiye
sunulur. Karar verici gsimdi b, ve ona kargihik gelen p,’1 segebilir. Bu degerlere gore

ama¢ fonksiyonunun u, uyelik fonksiyonu (4.12) deki gibi olusturulur. Kesin optimal

¢Oziim x*(0)” da var olacagindan L, soyle olur:

1 ex"(6) > b, |
o (x*(8)) =41~ [by —cx"(©)/py by ~ o Scx*(B)<b, (4.20)
0 cx"(0) <b, —p,

Denklem (4.18)’ de bulamik kisit kiimesinin p. tim uyelik fonksiyonu 1-6° dir ve

min operatoriinii kullanarak bulunur. Bu yiizden kesin optimal ¢oziim x*(8) ve z"(0) :
max Hp (0) =max {min [j1q(8),1c(0)]} =max [u,(0) A e (0)] (4.21)
da var olur. (Sekil 4.9). Bu yaklagim: daha iyi agiklayabilmek i¢in Sekil 4.10° da bir

algoritma disiinildi.

Ho VE U¢

uD(O*)

0 0" 1 6

Sekil 4.9 u, ve uc’ nin kesigimi
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[ Bagla }

Y

1.Adim

Z{0) ve x*(8)” y1 elde
etmek igin (4.18)’1 olugtur
ve ¢0z.

2.Adim
Amacin belirlenmesi

y

z°71 elde etmek icin,
o =1-0 uygun deger mi
belirle.

0

yeni

o se¢

saglandi m?

Evet

3.Adim

p®’ 1 olustur ve

o (cx) 1 belirle.

4. Adim
Ho (07)=p (8") »
saglayan 0%’ y1 bul ve

tp,z" ve x" 1eldeet.

Sekil 4.10 Chanas’ 1n yaklagiminin prosediir ¢6ziim yolu (algoritmast)
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4.2.2.2a Ornek : Bir Optimal Sistem Dizayn Problemi

Zeleny tarafindan onerilen bir optimal sistem dizayn problemini ele alalm. Zeleny,
modern iiretim sistemlerinin, artan bir gekilde yeni aliglmamig yiksek verimlilik
nitelikleri (minimal tamponlar, sifira yakin envanterler, kaynaklardan tam istifade, kaynak
portfolyolart ve benzeri...) tarafindan karakterize edildigini ileri siirdi. Bundan dolay:
kesin (crisp) lineer programlama (KLP) ve onun matematiksel ayrnlmaz pargast olan
kaynaklanin vyararhlig: altinda, amacin tek fikirliligi ve sabit iizerine yerlestirmenin, bu
yeni gereksinimleri kargilamak igin yeterince esnek ve zengin olmadigi izlenimini

verdi.

Burada bir bulamk ¢evre igindeki basitlestirilmis optimal dizayn Ornegi ele alimp

¢ozildii. Amag ve kisitlar bulaniklagtirildi.

Kiig_:iik bir firma, son birkag noel mevsimi igin, olduk¢a yitksek karli dekoratif
malzeme iretiyor. Bu dekoratif malzeme x ve y olmak uzere iki ¢esittir ve bes farkh
bilesenden olusmaktadir. Bunlar: altin iplik, ipek, kadife, giimig iplik ve naylondur. Bu
girdilerin fiyatlart ve onlarin hem x’ e hem de y’ ye olan teknolojik katkidant Tablo
4.6> da verilmigtir. Kar paylan (miktarlar)) x i¢in birim bagina 4008 ve y i¢in birim
basina 3008’ dir.

Cizelge 4.6 Girdiler ve teknolojik katsayilar

Kaynaklar Teknolojik Katsayilar Fiyat/Birim
X y $
altn iplik 4 0 30
ipek 2 6 40
kadife 12 4 95
gumis iplk 0 3 20
naylon 4 3 10

Bu miktarlart elde edebilmek i¢in firma, 2600%° dan fazlastu bu bilesenlerin alimu i¢in
harcamaya izin vermemektedir. Eger karar verici 2600%° 1, 20, 24, 60, 10.5, 26 birim
sirastyla altin iplik, ipek, kadife, giimiis iplik, naylon almak i¢in harcarsa asagidaki lineer
programlama elde edilir ve verilen durum igin asafidaki optimal Uretim program elde
edilmektedir:
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max 400x + 300y (kar)
4x <20 (altin iplik)
2x +6y<24 (ipek)
12x +4y <60 (kadife)
3y <10.5 (gumus iplik)
4x +3y <26 (naylon)

Grafik teknigiyle, ¢6ziim x~ =(3.125,2.625) ve optimal kar 2037.5$° dir.

Yukandaki problem asagidaki gibi bulamik lineer yiiksek-verimlilik sistem programlama

modeli seklinde formiile edilirse :

max 400x + 300y (kar)
4x =b, (altin iplik)
2x+6y=b, (ipek)
12x +4y =b, (kadife)
3y=b, (glimiig iplik)
4x +3y =bs (naylon)
30b, +40b, +9.5b, +20b, +10b, <2600 (bitge)

X7Y>b1:b27b3>b4, b5 .>_0

seklinde olur.

Burada b;, i=1,.....5 olmak izere optimal kaynak seviyeleridir ve sifira yakin
envanterli yiiksek verimlilik sistemlerini elde etmekte kullanilir. Coziim islemleri

asagidaki gibidir:

1. Adim: Biitge kisitt i¢in maksimum toleransin 200$ oldugu varsayilsin, o zaman

parametrik programlama :
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max 400x + 300y
30(4x) + 40(2x + 6y) +9.5(12x + 4y) + 20(3y) + 10(4x + 3y) = 354x + 368y <2600 + 2000
x,y=20 ve 6€[0,1]

seklinde olur.
Optimal ¢ozim: x* = ((2600 + 2000)/354,0) ve z*(6)=(400/354)(2600 + 2000) dir.
2. Adum: Kolaylik igin, z, =3100 degeri kar amaciin hedefi olarak digtinilsan.

3. Adim: p, =200 oldugu ve kar amacmn uyelik fonksiyonunun denklem (4.12)" deki

gibi lineer oldugu farzedilsin. Bu durumda asagidaki uyelik elde edilir:

3100 — 400(2600 + 2000) /354
200

iy (@)=1~ =0.189+1.130

4. Adum: p. =p,, Sekil 4.11°de gosterilmigtir. 0.189+1.136=1-0 elde edilir ve

0=038 oldugunda pp =py=pc=1-038=0.62 olarak bulunur. Optimal g¢ozim:

x* =[2600 + 200(0.38)]/354=7.56, y* =0 ve z" =3023.73$’ dur,

b,” =3024, b," =15.12, by  =90.72, b," =0 ve bs" =30.24 ve biitce 2676.24$ olup

gerekli kaynaklardir.

Cizelge 4.7 kesin lineer programlama ile yiiksek-verimlilik i¢in bulanikk lineer

programlama ¢oziimleri arasindaki farklan gostermektedir.

u0*> uC
1

Ue

Up

0.189

0 0* 0.72 1

Sekil 4.11 Bulamk optimal sistem dizayn probleminin optimal ¢6ziimii
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Cizelge 4.7 Yuksek-verimlilik igin bulanik ¢oziim ve kesin ¢oziimiin karsilagtiriimas:

Kesin standart sistem

Yiiksek-verimlilik i¢in bulamk sistem

x*=4.125 x* =756

y* =2.625 y' =0
Kar _

2% =2037.5% z" =3023.73
Biitge = 2600$ 2676.249%
LhI—(aynaklar
b, =20 b," =30.24
b, =24 b, =15.12
by =60 b," =90.72
b, =10.5 b, =0
bs =26 bs* =30.24

4.2.3 Amac¢ Fonksiyonunda Bulamik Parametreli Lineer Programlama Problemi

Genellikle birim kar veya maliyet kesin olarak belirlenememektedir. Dolayisiyla, amag

fonksiyonunda, kesin olmayan katsayili lineer programlamayt goz Oniinde bulundurmak

gerekir. Bu problem:

max

(4.22)

seklinde formile edilebilir. Denklem (4.22) icin, Verdegay asafidaki denk parametrik

lineer programlamay1 Onermistir:

max

(9.4

ne)zl-a
(Ax), <b,, Vi

a.e[0,1] ve

(4.23)



68

Burada c=(c, ¢;,....¢,), w(e)=inf; pn;(c;) dir ve p(c), cx’in uyelik fonksiyonu, Vj igin

tic;), ¢;” nin uyelik fonksiyonudur. Denklem (4.23) ile verilen problem :

max cX
Uj(cj)ZI—aan
(Ax); <b;, Vi

oael[01] ve x=0

a denktir.
Bu da:
max chjxj
C; ?-Hj_l(l“a)a vj
(Ax); <b,, Vi
aef01] ve x>0
veya

max ijj'l(l—a)xj
(Ax), <b., Vi

ae{0,l]] ve x=>0’a denktir. (4.24)

Agikca gorildigu gibi, denklem (4.24) bir parametrik programlama problemidir,
dolayistyla denklem (4.24)’ Gn ¢ozimiyle denklem (4.22) nin ¢ozimi elde edilir. Bu
¢oziim bulaniktir ve bulanik amag¢ kimesinin her (1—a) kesiti igin ¢oziim tercihin bir

o derecesine sahiptir.

Diger yandan, Verdegay, denklem (4.22) veya (4.3) gibi, verilmis bir BLP ic¢in daima
bagka bir ¢iftinin (esinin) oldugunu ve aymi bulanik ¢ézime sahip oldugunu 6nermistir.
Dolayisiyla, denklem (4.22)’ nin gifti olan problem, Bolim 422 de tartigilan
yaklagimlanin kullammuyla ¢oziilebilir.
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Denklem (4.6)’ min benzeri olan problem:
min  [b+p(l-a)lu
uAT>c, u>0 ve a <{0,1]
seklinde olup bu da:

min au

a=b+p(l-a)
uAT >¢, u>0 ve ae [0,1}’a denktir.
f=1-a olsun. Problem:
min  au
as<b+pB (<=> 1-[b,-a;}/p;=21-B, Vi)
uAT>c, u=0 ve Bel0,1]
veya
min  au
bi(a;)21-B, Vi)
uAT >¢, u=0 ve Be[0,1]
halini alir. Son olarak:

min au

uAT >¢c, u>0"1 elde edilir.

(4.25)

(4.26)

Sonug olarak, amag fonksiyonunda bulamk parametreli lineer programlama Bolim 4.2.1°

de tartigilan yaklagimlarla ¢ozilebilir.
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4.2.4 Tiim Katsayillarn Bulamk Olan Lineer Programlama

Bazen lineer programlamanin tiim katsayilar kesin olmayabilir. Bu problem asagidaki
gibi formille edilebilir:

x>0 (4.27)

Denklem (4.27) i¢in, Carlsson ve Korhonen tiimiiyle takas yaklasimimm oOnerdiler. Onlar
Chanas’ m yaklagminmn, kisitin asimasi dereceleri arasinda herhangi siirekli takasi goz
oniinde bulundurmadigm tartistilar. Ornegin, eger p, =1-0, ve p,>1-0,, i=1,2..,m
ise pe=1-0," dir. Sonu¢ olarak, daha iyi olast ¢o6ziim i=2,...m ve p;21-6,

takasiyla 1-6,” den biiylik olan p,;’ nin 1-0,’ ye serbest birakilmasiyla ortaya gikar.

Su agiktir ki 6,, 0,” den kiigiik olacaktir. Dolaysiyla daha yiiksek tatmin dereceli daha
iyl bir ¢oztim pp =y =f; =H; = =n, =1-0, ile elde edilebilir.

Coziim iglemine girmeden Once denklem (4.27)° nin 