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OZET

Cogu mihendislik bilimi, matematiksel fizik ve uygulamali matematikteki lineer simir deger
ve baglangig deger problemeleri Fourier Dontistimlerinin kullanilmas: ile etkili bir sekilde
¢oziiltir. Bu doniistim diferansiyel ve integral denklemlerin ¢6ziimii i¢in ¢ok kullanighidir. Bu
na ek olarak Hankel ve Mellin Dontistimleri kompleks Fourier Déniigtimlerinden tiiretilir.

Kernel olarak Bessel fonksiyonlarini igeren Hankel Doniistimil, silindirik polar koordinatlarda
acik olarak ortaya ¢ikan asimetrik problemlerin ¢6ziimiinde kullanilir. Bu béliimde Hankel
Déniisiimiiniin temel zelliklerini ve tanimim verecegiz. Silindirik polar koordinatlarda
bulunan asimetrik problemlerin ¢ogu Hankel Doniistimleri yardimiyla ¢6ziiliir. Kismi
diferansiyel denklemlere Laplace ve Hankel Doniisiimlerinin birlikte kullanilmasiyla ¢oziilen
uygulamalar bu tezde yer verilmistir.

Bu tez diger kismi Mellin Doniigiimiiniin teori ve uygulamalar ile ilgilidir. Biz kompleks
Fourier Déniistimiinden Mellin Déniigtimii ve onun tersini tiiretecegiz. Mellin Déniigiimiiniin
temel islemsel 6zellikleri ve birkag 6rnek verecegiz. Ayrica sonsuz serilerin toplami ve sinir
deger problemlerine Mellin doniistimlerinin birka¢ uygulamasini verdik.

Anahtar kelimeler: Hankel Dontigtimii, Mellin Dontigtimii, Bessel Fonksiyonu, Fourier
Déniigtimii, Gamma Fonksiyonu.



ABSTRACT

Many linear boundary value and initial value problems in applied mathematics, mathematical
physics, and engineering science can be effectively solved by the use of the Fourier transform.
These transform ise very useful for solving differential or integral equations . In addition,
Hankel and Mellin transforms are derived from the complex Fourier transform.

The Hankel transforms involving Bessel function as the kernel arises naturally in the
discussion of axisymmetric problems formulated in cylindrical polar coordinates.This Thesis
deals with the definition and basic operational properties of the Hankel transform. A large
number of axisymmetric problems in cylindrical polar coordinates are solved with the aid of
the Hankel transform. The use of the joint Laplace and Hankel transforms is illustrated by
several examples of applications to partial differantial equations.

Another part in this thesis is concerned with the theory and applications of the Mellin
transform. We derive the Mellin transform and its inverse from the complex Fourier
transform. This is followed by several examples and the basic operational properties of Mellin
transforms. We discuss several applications of Mellin transforms to boundary value problems
and to summation of infinite series.

Keywords: Hankel transform, Mellin transform, Bessel function, Fourier transform, Gamma
function.

vi



1. GIRiS

Integral Déniigiimleri, lineer diferansiyel ve integral denklemleri igin baslangig deger
problemleri ve baglangi¢ smr deger problemlerini ¢6zmek igin giiglii bir iglem metodu saglar.
Gergekten, Integral Déniigiimlerinin iglemsel hesaplamalarmin gelismesini saglayan temel
etken, hig stiphesiz ki miihendislik biliminde, matematiksel fizikte, uygulamali matematikte
meydan gelen diferansiyel ve integral denklemlerin zorlugudur. Ileri diizeydeki arastirma ve
¢aligmalarda integral doniistimleri daha ¢ok uygulamalari vardir.(Depnath,1995) Integral
Déniigiimlerinin en énemlisi Fourier Déniistimleridir. Fourier Déniistimleri kullanilarak diger

bir¢ok doniigiim elde edilmigtir.

FeD) = [ feptiter)}f (s, (11)

—a0—00

Yukaridaki Fourier Integral formiilii kullanarak ve Bessel fonksiyonlarin yardimiyla
H{f@)} = T, () = [/, () f (r)ar, (1.2)
0

Hankel Déniistimlerini elde ederiz. Kernel olarak Bessel fonksiyonlarmi igeren Hankel
Doéniigtimii, silindirik polar koordinatlarda olarak ortaya c¢ikan asimetrik problemlerin
¢oziimiinde kullanilir.(Depnath,1995) Sonlu Hankel Déniigiimleride

f,<) = [rf (), (rx))dr (13)

uygulamalarda sik gériilmektedir.

Ayrica Mellin Déniistimleride Fourier Déniisiimlerinden elde edilir
M{f ()} = f(p)= [x f(x).dx, (1.4)
0

Genellestirilmis Mellin doniigiimti kiiresel ve silindirik koordinat sistemlerinin dogal

koordinat yiizeyleri tarafindan simrlanan alanlarda smir deger problemlerin ¢dziimiiniin




kullanmasinda kullamighidir.(Paris ve Kaminski,2001) Sonlu ve sonsuz alanlardaki smir deger

problemlerini ¢6zmek i¢in de kullanilir.

a<r<co tamimlanan f(r) fonksiyonunun genellestirilmis Mellin doniiglimii agagidaki integralle
gosterilmistir;

a**

M f(r);=F.(p)= I(f"’”l ~—)-f(r)dr, (1.5)

+1
rp

Mellin Déniistimleri ayn1 zamanda serilerin toplamina da uygulanir

C+ico

M@} = Foh Y s a) =2 [F )&y, (1.6
burada £(p,a) Hurwitz Zeta fonksiyonu denir. £(p,a) = i ! > 0<a<l, Re(p)>1

n=0 (B + a)

Bu tezde yukarida ifade ettigimiz Doniistimler genis sekilde ele alinip, birka¢ uygulamalarn
yapilmigtir.



2. FOURIER SERISi VE INTEGRALI

2.1 Fourier Serisi

f(x), (-n,m) araliginda taniml1 ve periyodik bir fonksiyon olsun. Bu fonksiyon,
%’+ a,cosx+b sinx+a, cos2x+b, sin2x +.....

bi¢iminde trigonometrik bir seriye agilabilir. Bu agilimlara “Fourier serisi” ad1 verilir.
Fourier serisi, agagidaki hipotezler altinda diizgiin yakinsaktir(Dirichlet kosullar1):

D f(x) siurhidir,

M) f(x)’in ekstremumlar sonlu sayidadir.

II)  f(x)’in sonlu sayida noktalarda “birinci tiir” siireksizligi vardir ve bu noktalarda

_SGr0+f(x=0) @.11)

S(x) 5

Jf(x+0)+ f(x-0) ‘dir.

dir. Bu gibi noktalarda serinin toplami >

lim0 f(x)# lin}0 f(x)

oldugu zaman x; noktasi “birinci tiir siireksizlik” noktasidir. Sagdan ve soldan limitlerin en

az biri belirli degilse, x; “ikinci tiir stireksizlik” noktasidir.[James,1993]

Simdi Fourier katsayilarin1 hesaplayalim

fx) = "—2°+z(an cosnx + b, sin nx), 2.12)

n=1

Iki yanin -w den 7 ye kadar integrali alinirsa,



1 ¥4
a,== [f(x)dx, 2.1.3)
ﬂ -
olur.
Iki yan cosnx ile garpilarak integre edilirse, p indisli terimde n#p igin
Icos nx.cos pxdx = % ﬂcos(n + p)x +cos(n— p)x]ch =0, (2.1.4)
ve n#p veya n=p i¢in
Icos nx.sin pxdx = % ﬂsin(n + p)x —sin(n— p)x]dx =0, (2.1.5)
ilk halde n=p i¢in
1 V4
a,=— If(x).cosnxdx, (2.1.6)
4 -
elde edilir.
Iki yan sinnx ile ¢arpilarak integre edilirse, p indisli terimde n#p igin
Isin nx.sin pxdx = % ﬂcos(n + p)x —cos(n— p)x]dx =0, 2.1.7)
Ve n#p veya n=p igin
Isin nx.cos pxdx = % ﬂsin(n + p)x +sin(n — p)x]dx =0, (2.1.8)
olup,
(2.1.9)

b, _1 [ £ ).sin medx *dur
T -z



Bu formiillerden Fourier katsayilari bulunarak Fourier serisi yazilir. Fourier katsayilarinin

hesabinda ¢ok kez agagidaki pratik yontem uygulanir.

a)Eger f(x) tek fonksiyon ise,

a, = L 7] f(x).cosnxdx = l—jf f(=x).cosn(—x)d(—x)
T !

Ve

ve dolayisiyla her n i¢in a,=0 olup,

n°

S ]-f(x).cosnxdx =-a
7[—75

Fourier serisi yalniz siniislii terimleri i¢erir. Bu halde

b, = —l]‘f(—x) sin n(—x)d (—x) + —l—ljf(x).sin nxdx,
2 0 z 0

b, == [f(9sinnxdx olur.
73 0

b) Eger f(x) ¢ift fonksiyon ise,

aynt bigimde b,=0 oldugu gosterilir ki Fourier serisi yalniz kosiniislii terimleri igine alir ve

8, =2 7@,

a, = 2 _[ f(x).cosnxdx bulunur.(Kraniauskas,1992)
7 0

2.2 Kompleks methodlar:

(2.1.2) ifadede
e’ =cosf +isin8, =1, cosf = %(e"g +e), sinf = —;—'(eio —e™)

Yukaridaki ifadeleri yerine koyarsak



) =i’;+§zan(ew FeY i (" — e
1

fx)= %0+-;—Z(a,, —ib,)e™ +(a, +ib,)e™ ,
1

Diizenlenleme yaparsak

4

f(x) fonksiyonunda yerine koyarsak, yeni katsayilar sGyle olur.

o0

o0
f®) =cy+ c,e™ +c_e™ =Y ce™ ,
1

—®©

n tamsayilar i¢in elde ederiz.(Reed,1995)

1 g —inx
cn=§—;—£f(x)e dx.

2.3 Fourier integrali

- a<x<a aralifinda f(x) fonksiyonunun kompleks fourier serisi

fx)= i a, exp(inmx/ a)

n=—00

4, = [ ©exp(cinat I
a_

2.2.1)

c = %, c, = %(an -ib,), c_, =%(an +ib,),n=1,2,3,...... seklinde tanimlayalim

(2.2.2)

(2.2.3)

asagidaki gibi gosterilir:

@2.3.1)

(232)

bu gdsterimde aralik 2a periyodundadir.a—o giderken f(x)’in (-0,0) aralifinda periyodik

olmayan integral gésterimini bulalim:



a— giderken k,=(nm/a) birlikte yakinlagir ve yogun bir kiime olusturur.
Eger dk=(ky+1-kn)=m/a olursa a, ‘yi f(x)’de yerine yazarsak sunu elde ederiz;

f6)=5-2 (ék)[ [re exp(—icfk,,)dé} exp(isk;). 233)

limitde a—o0 oldugunda k, siirekli degisken k ve dk’de dk olur.

Toplam limitteki ifade ile yer degistirilirse fourier integral formiilii olusur(Depnath,1995);

@ =§1; f f(§)e‘”‘¢d§Je"’“dk, 23.4)

f(x) fonksiyonu (-o0,00) integrallenebilir oldugunu séylememiz igin
flf @) Jdx <o 2.3.5)

olmas gerekir.



3. HANKEL DONUSUMLERI

3.1 Giris

Kernel olarak Bessel fonksiyonlarimi igeren Hankel Déniigiimii, silindirik polar koordinatlarda
acik olarak ortaya ¢ikan asimetrik problemlerin ¢dzlimiinde kullanilir. Bu boliimde Hankel

Déniisiimiiniin temel 6zelliklerini ve tanimim verecegiz.
3.2 Hankel Déniisiimii ve Ornekleri

Hankel Doniigiimiiniin tantmim iki boyutlu Fourier Déniistimiinden elde edilir. Fourier

Déniistimii ve onun tersi agagidaki sekildedir

F(k,])= % j j exp {—i(ic.r)} £ (x, y)dxdy, (3.2.1)

—0—c0

fxy)= L o]‘aj‘exp {i(x.r)}F (k,D)dkdl, (3.2.2)
2z

bu ifadede r=(x,y) ve w=(k,}) ‘dir. (x,y)=r(cos0,sin0) ve (k,])=x(cos@,sind) polar koordinat
tammmundan , k.r=kxrcos(0-@) ifadesini buluruz. Daha sonra denklemde yerine yazarak

o0

F(x,p)= i rdrzjiexp[— ix.rcos(@ — ¢)]f(r, 0)de, (3.2.3)

_ elde ederiz. f(r,0)=exp(in®)f(r) varsayip ve 0-O=a~(n/2) degisken doniistimii yaparak (3.2.3)
formunu azaltarak asagidaki formu elde ederiz

2z+¢,

F(x,$) = %wj;f(r)dr j exp[in(¢ - %) +i(na —x.rsin a)}da, (3.2.4)
Y %

éy = % ~¢ oldugu kabul edilmistir.

n mertebeden Bessel fonksiyonunun integral gésterimi

27+

J,(kr)= py '[exp[i(na —K.rsin a)]da (3.2.5)
do

(Koger,1974) (3.2.4) ifadesinde yerine yazarsak



F(x,$) = exp m(¢ -—)} [#, Ger) f(r)dr (3.2.6)

= exp| in(¢ — %)ilfn (x), (3.2.7)

elde edilir. Yukanidaki ifadede 7‘”(1(‘) , f(r)’nin Hankel Doniistimii olarak adlandirilir. Formal
olarak

H{f(t)} =1, (x) = wern (x.r) f(#)dr, (3.2.8)

seklinde tanimlanir.(Depnath,1995)

Benzer sekilde, (3.2.7)’Ir f(x,y)=f(r,9)=ei“9f(r) varsayimli polar degisken tanimmdan

ters Fourier doniistimii (3.2.2)

o 1) = 5= e fexplcreos(0- e gyis

o0

= L J‘Kfn (K')dxz"fexp[in(¢ — E) +ix.rcos(@ — ¢)}d¢,
3 5 2

0
olur.6, = ~(0 + %) ve 0—¢ = —(a+ %) degisken dontsimleri ile

27z+6,

=— J.K‘ [ (K)dx Iexp in(0 +a) - ix.rsinalda

=" [ic.J, (1), ()dx, (3.2.9)
0
(3.2.5) kullanarak yukaridaki ifadeyi bulduk. Bu ylizden Ters Hankel Déontigtimii
H;[7,00)|= () = [t (e T, ()i, (3.2.10)
0

seklinde ifade edilir.

};(K) ‘nin yerine , mertebeyl belirten Hankel Déniistimleri igin 7(1{) kolaylik i¢in
yazilir.(3.2.8) ve (3.2.10) integralleri, fiziksel uygulamalarda meydana gelen biiyiik dereceli
fonksiyonlarda da vardir.
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Alternatif olarak, {inlii Hankel Integral Formiilii
f) = e, (cr)dx [P, (<.0) £ (D)dp, (3.2.11)
0 0

Hankel Doniigtimii(3.2.8) ve onun tersi (3.2.10) tammlamak i¢in kullanilir.

Ozellikle , sifir(n=0) ve bir(n=1) mertebeli Hankel Doniisiimleri asimetrik silindirik

geometride laplace denklemleri i¢eren problemlerin ¢6zlimii i¢in kullanighdur.
3.2.1 Ornek
Asagidaki ifadelerin sifir sirali Hankel Doniistimlerini bulalim:

o(r)

(@) r' exp(—ar), (b) - (¢) H(a-r), (H(r) Heaviside unit step

function)

(@) fx)=H, {l exp(—ar)} = ICXP(—C"’ ) (.r)dr = —
s 0 k’+a

o(r)
r

®  F)=H ("2 = [8(r).Jy(cr)dr =1

© T =Hy{H@-)}= [y erdr = [pIy(pip
0 0

- iz[le " =27, (@ax).
K K

3.2.2 Ornek

Asagidaki ifadelerin birinci siralt Hankel Déntisiimlerini bulunuz?

@ f=e™, ®) f¢)=re™.

-

@ fO)=H{e™}= [reJ(xr)=

; (@® +x*)’

K

—ar ES 1
¢ 3= J‘e“‘”'J1 (x.r)dr = l|i1 —a(x® +a*) ? :l
K

0

(b) f(x)=H{

r

S
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3.2.3 Ornek
Asagidaki ifadelerin n siralt Hankel Déntistimleri bulunuz?
(@ fo)=r"H@a-1),  (b) f(r)=r"exp(-ar’).

n+l

@) f)=H,|r"H@-r)= ajr"“J,, (rydr=2—J,,
0 K
() F(x)=H,[r" exp(-ar™)]
= 5[ r"J, (kryexp(—ar®)dr = (2a)”+’ (——)

3.3 Hankel Déniisiimiiniin Islemsel Ozellikleri

3.3.1 Teorem (Scaling). H,{f(r)} = f,(x) ise

1 ~ x
Hn{f(ar)}=a—2f,,(;), a>0 (3.3.1)
Ispat. Tanim ifadesinden

H, {f(ar)}= 0]]’.] L (k) f(ar)dr

i J, (—s) F(s)ds = ij &) kanitlanus oluruz.
a a

0
3.3.2 Teorem (Parseval iligkisi). ]7(1(') =H, {f(r)} ve g(x)=H,{g(r)} ise,
J.rf (rg(r)dr = Ix.j?(lc)g(lc)dlc , iligkisi vardir. (3.3.2)
0 0
Ispat.Tanim ifadesini kullanarak

J.K'.?(K')E(K')dl(' = J K.f(l()dk‘ IrJ ,(k.r)g(r)dr integralde siray: degistirirsek
0 0 0

cj‘rg(r)drcj.lc.J Y (K.r)]N”(K)dK

0

Il

[re)f(rar
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3.3.3 Teorem (Tiirevlerin Hankel Donlistimii). /7" (x)=H, {f(r)} ise
Hf 0 =5 |(1-D ()= (4 D7 0] w21, (333)

H{f'()} = —&.J, (), (334
yukaridaki ifade r—0 ve r—oo giderken [rf(r)] yok olursa gecerlidir.

Ispat. Hankel Déniistimiiniin tamm ifadesinde £(r) yazarsak

H, {f'(r}= cer L(&r) f'(r)dr integralini alirsak

_ d
=[ef ), ) - | f(r)E:[rJn (c.r)dr (3.3.5)
4]
simdi Bessel fonksiyonunun agagidaki 6zelligini kullanacagiz
di [rJ ., (lc.r)] =J, (kr)y+rxd, (kr)=J,(kr)+rxJ, (kr)—nl, (kr)
r

=(1-n)J,(xr)+rcd, (kr). (3.3.6)

verilen kosullar 15181nda (3.3.5) ilk terimi, r—0 ve r—w giderken yok olur ve (3.3.5) deki
integralin igindeki tlirev, (3.3.6) ile yerdegistirebilir. O zaman (3.3.5) agagidaki gibi olur.

H, (' ("} = =1 [f()J, (cr)dr - .5, (%) (33.7)
0
Bessel fonksiyonlari igin standard recurrence iligkisini
Kr
Taery == [J, (cr)+J,, (k)] (3.3.8)
n

(3.3.7) ‘deki denklemde yerine yazarsak

w0

H,[f'®))=-x1,, (x>+zc.(”2—;1) [rf YT, Ger) + J,, (er)ber

= _Kﬂ?;x—l (K') + K.(nz—;l)?_l (K) + .7;1+1 (K)]

= (—2’—2)[(1'1 - 1).};,,+I (K)—-(n+1).f, (rc)] n=1 oldugu zaman (3.3.4) elde edilir.
n
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Benzer sekilde (3.3.3) tekrarlanmasi ile agagidaki sonucu elde ederiz

H{f"(r)} = 2"—n[<n “DH, (")} -+ DH, {f' ()]

= [("+1)f )fm (K)} (3.3.9)
3.3.4 Teorem H, {f(r)}= fn (x) ise
H,{(V? ——)f( p=m 2oL G ) =), (3.3.10)

r—0 ve r—oo giderken rf(r) ve rf (r) yok olursa yukaridaki ifade saglanir.

Ispat.(3.2.8) tammu ile

ld df n’

H,( ()= [} = jJ (x r)[—(r——)]dr— Sl wn)yar
0

- |:(r i)Jn (K.r)T wj J’ ! (ke.r)dr — wjﬁj— [7], ()] f ()dr,
dr ~ r

0 0

verilen varsayimdan dolay: ilk terim sifir olur. Diger kisimlarin integrallerini alirsak

2
0

) o 2
= —[K.rf )J, (lc.r)];;o + J.di [K.rJ M (K.r)lf(r)dr - In— [rJ Y (K'.I")] f(r)dr elde ederiz.
o ar r
verilen varsayimi1 ve Bessel Differansiyel Denklemi
d , , n
d—[lc.rJn (xr)]+r(x® =), (kr) =0, (3.3.11)
r r

kullanarak asagidaki ifadeyi elde ederiz[Koger,1974]

o

H, (V2 =" f 00} == [ =2 (), (erddr = [ [ OV, (e

0

= —szrJ,, (k) f(F)dr =—x*H,[f ()] =2 F, ()

Bu da teoremi kanutlar.
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Ozellikle n=0 ve n=1 oldugu zaman

1d df

{ )} = - f, (%), (3.3.12)

d, 1 ~
1&—(f%2ﬂm=«%W) (33.13)
Sonu¢ (3.3.10), (3.3.12) ve (3.3.13) asimetrik silindirik bi¢imlerde kismi diferansiyel
denklemlerin ¢6ztimii igin genisge kullanilir.
3.4 Kismi Diferansiyel Denklemlere Hankel Doniisiimlerinin Uygulamalari

Hankel Dontgtimleri silindirik polar koordinatlarda kismi diferansiyel denklemlerin bir
degiskenli ¢6ztimiinde son derece kullaniglidir.(Depnath,1995) Asagidaki uygulamalarda

Hankel Doniisiimiiniin bu 6zelligi kullamilmistir.
3.4.1 Uygulama (Biiyiik Dairesel Zarin Serbest Titresimi)

Baglangi¢ deger problemi

8*u 10u, 0’u
208 2 = 0<r<oo, t>0, 3.4.1
P r ar) or? < (4.1
u(r,0)=f(r), ur,0)=gr),  0<r<oo, (3.4.2ab)

( ¢® =(T/p) =sabit, T zarn gerilimi ve p zarn yiizey yogunlugudur) olan biiyiik dairesel
P

zarin serbest titresimini ¢6zliniiz?(Sagan,1989)

r bagli sifir mertebeli Hankel Doniistimiiniin
#(,0) = [1,(er)ur,Hdr, (3.4.3)
]

(3.4.1)-(3.4.2ab) uygulamasima uygularsak

25 2.2
g2 T =0, (3.4.4)
H(x,0) = f(x), #(x,0) = E(x). (3.4.5ab)

bu doniistim sisteminin genel ¢6ziimii
#(x,0) = f(x)cos(cx.t) + g(x)sin(ck 1), (3.4.6)

Ters Hankel Doniiglimii ¢6zimii verir
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u(r,t) = oj[i{.f(/c) cos(cx.t)J, (x.r)dx + O]K.g (x)sin(cx 1), (x.r)dx. (3.4.7)
ozellikle u(r,0) = £(r) = da(** +a*) 2, u,(r,0)=g(r)=0, (3.4.8ab)
g(x)=0 ve

- L
f(x)=Aa Ir(az +r?) 2J (kr)dr = iiﬁe"‘”‘ , (rnek 3.2.1(a) yardimiyla)
K
0
bu ylizden (3.4.7) formal ¢oziimii

u(r,t) = Aa Ie “*J,(xr)cos(cxt)dx = AaRe J exp[— x(a+ icl)]JO (k.r)dx
0 0

1
= AaRe{r® + (a+ict)*} 2, (6mek 3.2.1(a) yardimiyla) (3.4.9)
3.4.2 Uygulama (Sabit Is1 Kaynakli Yar: Sonsuz Katida Sabit Sicaklik Dagilimi)

Degismeyen ve simetrik 1s1 dagilimi Qoq(r)’lr sicaklik dagilimi u(r,z) igin Laplace

denkleminin ¢6ziimiinii bulunuz?
urr +lur +uzz = _Qoq(r)a O<1‘<OO, 0<Z<009 (3410)
r

u(r,0)=0, 0<r<oo, (3.4.11)
burad Q, bir sabittir. Bu siur kosulu, z=0 smirinda sifir sicakligi temsil eder.(Powers,1972)

(3.4.10) ve (3.4.11) nolu ifadelere sifir sirali Hankel Déniigtimleri uygularsak

d*u
dz?

-k’ =-0Q,4(x), #(x,0)=0. elde ederiz.
Bu sistemin smirlandirilmig genel ¢oziimii

g >4 (x), A doniistiirilmiis sinur kosullarindan elde edilen bir sabittir.
K

U(x,z) = Aexp(—«x.z) +

o

K2

Bu durumda 4 =—-=%q(x) ‘dir. Bu yiizden formal ¢6ziim

i(x,z) = %z(’c)(l—e—“). (3.4.12)
K
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Ters Hankel Déniigtimii tam integral ¢6zlimii verir.
u(r.z)=0, | 95 (1 _ )T (er)di. (3.4.13)
K
0

3.4.3 Uygulama (Asimetrik Difiizyon Denklemi)
u, =x.(u, + %ur), O<r<eco, t>0, (3.4.14)
burada k(>0) difiizyon(yayinim) sabiti ve
u(r,0)=f(r), 0<r<co, (3.4.15)
asimetrik difiizyon denkleminin ¢dziimiini bulunuz?(Sagan,1989)

(3.4.3) tanimlanan sifir sirali Hankel Dontiglimiinti uygularsak
%N‘ti + ki =0, #(k,0)= f(k), k, Hankel Doniisim degiskenidir. Bu doniisiim
sisteminin ¢6zimii
i(k,0) = f(k)exp(-x.k>£) . (3.4.16)

Ters Hankel Doniigtimii uygularsak asagidaki bagintiy1 elde ederiz.

u(r,t) = wj/g*(k).fo (kr)e ™" dk = Tkﬁuo (k1) f(l)dl}“""z‘ J, (kr)dk

= mzf(z)dzwjkfo (KI)J, (kr) exp(—x.k> £)dk. (3.4.17)

0

Bessel denklemlerini igeren standart tabloyu kullanarak

© 2 2
.[kJo (kl)Jo(kr)exp(—kz.K.t)dk = —1—exp — "+ I,( rl ), (3.4.18)
h 2kt 4t 2.1

1o(x), modified Bessel fonksiyonu ve 1,(0)=1 dir. Ozellikle, 1=0, J,(0)=1 ve (3.4.18)

2

< 1 r
kI (kr k2 xDNdk = —— — R 3.4.19
OI , (kr)exp( k= exp[ 4.,(.1} (3.4.19)

olur. (3.4.17) tekrar yazmak i¢in (3.4.18) kullanarak
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rl
2kt

u(r,t) = ;?Tlf(l)lo( )exp[~ M}dl. (3.4.20)

dx.t

f(r), yarigap: a olan bir dairede toplanmus bir 1s1 kaynagini ifade etsin ve a—0 giderse 1s1

kaynag1 r=0"da toplansin ve

ling 27 |rf (r)dr =1 olusur. Veya esit olarak
0

f(r)= %@, (6(r) Dirac delta fonksiyonudur).
T or

r=0’da 1s1 kaynaginda toplandigindan dolay1 sonug ¢6ziim sudur:

1 % rl r? +1?
,N=—"—16(DI exp| — dl
urh 4.7:./(.16[ 2 "(Z.K.t) P { dxt }
1 r?
= exp(— . 3421
daxt P 4.1(.2‘) ( )

3.5 Sonlu Hankel Doniigiimleri

Teorem 3.5.1. f(r), 0<r<a araliginda tanimlanirsa ve

VACHE ajrf(r)Jn (rx,)dr , (3.5.1.1)

olursa {r) ¢ yi fourier-Bessel serisi olarak ifade edilirse

‘]n (rKi)

2
i Jra(ax))’

a

fr)= (3.5.1.2)

37 ).

Ki(0<iki<kz<......)  Ju(ax;)=0 kokleridir.(Depnath,1995) J! (ax,), Jn.1(X) ve Ju1(X) arasindaki

iliski s6yledir:
J, (ax,) =Ip1(aki)=-Jn1(ax;). (3.5.1.3)

Ispat. f(r)’nin bessel serisi uzantist

f(r)= ici J,(rx,), (3.5.1.4)
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seklindedir. Bessel fonksiyonu Jy(ak;)’nmin pozitif sifirlann x;, «o,

. toplamda yer

alir.Yukaridaki ifadede her iki tarafi 0’dan a’ya kadar r.J,(rk;) tarafinin integralini alirsak

(]‘rf ("J,(rx,)dr =c, ].l".] 2(rx,)dr,

EACY

~ 2¢c; a
k) ="5-J2,(ax,), , = ,
fn( 1) 612 n+1( z) CI 2 J,i,.l (CZK‘.)
Tanmm. Bir f(r) fonksiyonun n dereceden, sonlu Hankel dontigtimii
H (M} = 1, (<) = [rf ()], (),
0

seklinde ifade edilir. Ters sonlu Hankel doniistimi ise

Jn (rx,)

2 2
n+1 (aKi )

H YT ()} = 1) = %—i

Ju(ax)=0 tiim pozitif koklerdir.

Sifir mertebede sonlu Hankel dontigimii
H{f ()} = £,() = [rf (), (rxc, )b,
0

ve sonlu Hankel Doniistimii tersi

J J,(rx,)

1) = 10 = 53 T e) 3550,

olur.Jo(ak)=0 pozitif kdkleri alinir.(Depnath,1995)

(3.5.1.5)

(3.5.1.6)

(3.5.1.7)

(3.5.1.8)

(3.5.1.9)

(3.5.1.10)

Benzer sekilde birinci dereceden sonlu Hankel doniisimii ve onun tersi asagidaki gibi

tanumlanir;
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H{f ("} = file) = [rf (), (i)

J,(rx;)
J3(ak,)’

HA ) =) =23 Fx,)

a

J1(ax)=0 pozitif olarak segilir. Sonlu Hankel déniistimiine 6rnekler verelim:
Ornek. f(r)=r"ise

a n+l
H {r"} = Ir””.]n (rx,)dr = a—J,hLl (ax;)
K

0 i
n=0 oldugu zaman H,{1}=(a/x;).J1(ax;)

Ornek. f(r)=(a’-r?) ise

H, {(a>-r")}= (]‘r(a2 —r*)J (ax,)dr = i‘;—Jl (aKi)—EJO (ax,)
; K K,

Jo(ax)=0 kokleridir. Hy{(a-r*)}=(4a/x;>).J (ax;) olur.

3.5.2 Sonlu Hankel Déniisiimiiniin Temel Ozellikleri
HA{f'(n}= ;—;[(n ~DH, {f(")}—(n+DH, {f(r)}]n>1,

r=0"da {(r) sonludur.

n=1 oldugu zaman,

HASL'(r)) =—x,H{f (")} =, [, (k.),
1d ., n’ 2 .

H, [——{rf )} - —zf(r)} = —k2f,(k,) - af (@k,J, (ak,),
rdr r

n=0 oldugu zaman

(3.5.1.11)

(3.5.1.12)

(3.5.2.1)

(3.52.2)

(3.5.2.3)
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H [ M+t f’(r)] — K2 f2(k) +af (kT (ak,), (3.5.2.4)
v

n=1 oldugu zaman

H, {f "(r)+ %f "r)- rizf (r )] = —k? f,(k,) - af (a)k,J; (ak,), (3.5.2.5)

Bu son iki ifade silindirik polar koordinatlarda problemler ¢&zmek igin
kullanilighidir.(Depnath,1995)

3.6 Sonlu Hankel Doniisiimiiniin uygulamasi

3.6.1 Uygulama (Uzun dairesel silindirlerde sicaklik dagilimzi)

ou *u 16u
— =K. +——), 3.6.1.1
ot K(6r2 r 6r) ( )

O<r<a, t>0 asimetrik 1s1 iletim denkleminin smir ve baslangi¢ kosullar1 soyledir:
u(r,t)=f(t), r=a,t>0
w(r,0)=0, 0<r<a

sonlu Hankel doniistimiiniin uygulayarak ¢6ziiniiz?(James,1993)

Uk,,t) = H, {u(r,f)} = j v, (rk,)u(r,0).dr
0
denklemde yerine konursa

U, +xk’U =x.ak.J (ak,).f )
U(k,,0)=0

Birinci mertebeden ¢6ziim s6yledir:
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U (x,,t) =x.ak,.J (ak). J. f(r).exp {—lc.k,.2 (t—1)}dt
0
Ters doniigtimii:

u(r,p) = 2% lekJJ((;k) D Oj F(0).expl—rk . (t-T)}dr

f(t)=Ty=sabit ise

u(r,t) =2 Z JJ(’; kk)) [1-exp{—k.kt}]
u(r,ty=T, -2.— ! iw exp{—lc.k,.zt}

k,.J (ak,)
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4, MELLIN DONUSUMLERI

4.1 Mellin Déniigiimii Tanm ve Ornekleri:

Kompleks Fourier Doniiglimii ve onun tersinden Mellin Doniisiimii ve Tersini

tiiretecegiz. Hatirlanacagi gibi Fourier Dontiistimii ve Tersi s6yledir;

o0

Fle@) =Gl = [ gz, (4.11)
FYG(k)} = g(&) = ﬁ [e* Gk, (4.12)

exp{&} ve ik=c-p degisken doniisiimii yapalim. Burada c sabittir.

G(ip —ic) = \/;—,, :jxp"“"l g(log x)dx, (4.1.3)
g(logx) = %Ex“m(z‘p —ic)dp, (4.1.4)
\/;—,, x.g(logx) = f(x),ve G(ip—ic) = f(p) tammlayalim.

M{f(x)}=/7(p)=jx""‘.f(x)-dx, (4.1.5)
M“l{f’(p)}=f(x)=2im.i§“".7(p).dp. an

f(x), (0,00) araliginda tanimlanmis reel degerli fonksiyondur ve Mellin Déniisiimii degiskeni p
ise kompleks sayidir. Bazen Mellin déniisimii f(x) fonksiyonu igin J7( p)=M{f(x),p},
seklinde de gosterilebilir. M ve M ™' lineer integral operatérlerdir.(Depnath,1995)



23

4.1.1 Ornek:

f(x)y=e™, n>0 ise

M{e™}=f(p)= [x"" e ™ dx,
0

nx=t koyarsak

= 1% L T(p),.
fp)=— [te .dt=—-,§f) dir.
0

4.1.2 Ornek:
fx)=(c*-1)" ise

1

M
{e" -1

~ °°p_l 1
}-ﬂm—y R

olur.

—-nx __ 1 22 - —~nx =
nz(;e =T e bu yiizden Z;e —

=3 [x7 e dx = i%l =T(p)s(p)

n=1 ¢ n=1

oo

Burada ¢(p) = 27117, (Re p>1) tinlii Riemann Zeta Fonksiyonudur.

n=l1

4.1.3 Ornek:
1 .
f(x)=——1ise
x+1

1, » o fa dx
zm;j~ﬂm=y —

4.1.7)

(4.1.8)
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xX= lt_t degisken doniisiimii yaparsak

f(p)= [t .1-n""" dt = B(p,l - p) =T(p)T (1 - p)

burada B, beta fonksiyonudur.

I'(p)I'(1- p)=rm.cosec(x.p)’dir.

4.1.4 Ornek:
2 X
X)= ise
f@ =
2~ 2 e
M{ zx_l‘}=f(P)=2.prl. =2 [xrle ™™
¢ 0 e” -1 -y

23 2B 2 ()Y =2 ()4 ().

n=l (2n)p n=1
4.1.5 Ornek:
1 ]

J(x)=— ise

e’ +1

1 _
M{——}=(1-2"")I(p)s(p)
e’ +1

Bu sonucu 6rnek 4.1.2 ve 8rnek 4.1.4°den elde ettik.

-1 e*+1| e* -

[ xl - ! }= 2 1 acgilimini kullandik.
e
4.1.6 Ornek:

1
(1+x)"

ise

fx)=

(4.1.9)

(4.1.10)

(4.1.11)




25

1 N p-1 -n
M{(l+x)n}—6[x (+x) " dx,

x= L degisken doniistimii yaparsak
= I P (1—0)" P dt
0

I'(p)I'(n-p)

= B(p,n—p)= T(n)

['(n)

B(p,q) standart Beta fonksiyonudur. Bu yiizden M ' {I'(p)I'(n— p)} = W olur
1+x

4.1.7 Ornek:

Coskx ve Sinkx’ in Mellin déniistimiinii bulalim:

M[e—ikx ] _ i 18)73 oldugunu birinci 6rnekte bulmustuk.

{g} 3 18’9 ) .(cos 2” —i.sin ﬂ) reel ve imajiner kisimlara ayiralim;
i

M (coskx) = k™ I( p).cos(%ff) : (4.1.12)

M (sinkx) = k™ I'( p).sin(pz—ﬂ) : (4.1.13)

bu sonuglar1 xP!* in fourier sine ve cosine hesaplamak i¢in kullanabiliriz:

pr"l.coslm.dx —% cos(p £7) veya

F (! \f =12 cos( 2,
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F{x""}y = %.%.cos(%), (4.1.14)

[Depnath,1995] Benzer sekilde

Fix""} = - ]gf)s (p”) (4.1.15)

4.2 Mellin Déniisiimiiniin Islemsel Ozellikleri

4.2.1 Scalling Ozelligi.

M{f(ax)}=a" f(p), 20 42.1)

Ispat. Tamm ifadesini kullanarak

M{f(ax)} = a}xp“l f(ax).dx, ax=tkoyarsak

M{f (ax)} = — jr""l Syt = f 7]
4.2.2 Shifting Ozelligi.
M f(x)|= F(p+a) tanimdan buluruz. 422)
423 M{f(x")} = %.7(5), 00 (4.2.3)
MEFO)} = F-p). (D (42.4)

M{logx-f(x)}=%7(p), am 4.2.5)
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ispat.

Sadece (IIT) ispatin1 gosterecegiz:

dix”"1 = (logx)x"" = M{logx.f(x)} = Ilog x.f(x)x”" dx
/4 0

_wi p-1 _iw p-1 __d_~ s
M{logx.f(x)} = Oj it F(x).dx = 7 ojx S o) dx = o 7(p)’olur.

4.2.4 Mellin Doniisiimiiniin Tiirevleri:

MlF@]=-(p-1.f(p-D

(4.2.6)
xP! f(x), x—0 ve x—w ortadan kalkarak yukaridaki ifadeyi elde ederiz.
M[f" @)= (p-D(p-2).f(p-2), 4.2.7)
Genel olarak;

I (F P _ plf ), p-n] (42.8)

1=0,1,2......(n-1) i¢in x—0 oldugunda x" ™ fO(x)=0"drr.

Ispat. Tanim bagmtisindan

Mlf')]= J. P f'(x).dx integralini alirsak;

M@= f (=D [x72 f@)de = ~(p-1.F(p-1)

425 M{f(x)}=Ff(p) ise

M{x.f'(x)}=-p.f(p), 4.2.9)
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xPf(x), x—0 ve x—oo ortadan kalkar, bu sekilde bu bagintiy1 elde ederiz.[Paris ve
Kaminski,2001]

M f"(0)} = (D p(p+D.f(p), (4.2.10)

olur. En genel sekli ise

Mix" f®(x)} = (-1)”.”5(—1“:)’“).7( p) dir. (4.2.11)

ispat.

M{x.f(x)} = [x.f(x)dx

[ S - p xS )i =—p F ()

4.2.6 Diferansiyel islemlerde Mellin Déniisiimleri:

M{f(x)} = f(p) ise

M[(x%)z . f(x)} = M[x2 S(x) +x. f'(x)] =(-D>.p>f(p), (4.2.12)
Genel olarak;

M {(x%)"f (x)} =(=D".p".f(p), (4.2.13)
olur.

ispat.

M[(x.%)z f(x)} = M[x2.f" () + x.£'(x)]

= Mz £"(x) |+ Mx.£'(0)] = -p.F () + p(p +1).F(P) = (~1)>.p>.F(p)
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4.2.7 Integralin Mellin Déniisiimii:
X 1 ~
M{[f@)dty=——F(p+1),
5 P
Genel olarak;

M{L,.f(0)} = M II L fOdt =Dy (F(”) T,

I,..f(x), f(x)’in integralinin n.kez tekraridir,
L.f(x)= [I..f©dt,
0

Ispat.

F(x)= j f@).dt , F (x)=f(x), F(0)=0

M{f(x)=F'(x),p}=—(p-1).M {] f(@®).dt,p—1}, p-1ilep yerdegistirelim;

M{ [f(t)dt, p} = —%-M{f(x),p = —%ﬂp +1)

4.2.8 Convolution Tipi Teoremler:

M{f(x)} = f(p) ve M{g(x)}=g(p) olmak iizere

M[f(x)* g(x)]= [ [r&e ; ﬂ F()&D),

Mf(x)og(x)]= [ [fx5)2© dz;] f(p)Ea-p)

olur.

(4.2.14)

(4.2.15)

(4.2.16)

(4.2.17)

(4.2.18)
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Ispat.

g g

M{f(x)*g(x)} = Mﬁf(é).g(g).i"ﬂ = [x"dx [£(£)-8(

DL - e F [ eGar

(x=Em)
= jf(é)— I(én)”"‘ £(m).£.dn = jéf“ S g jn » g(m)dn = F(p)-E(p)

Benzer sekilde ;

Mf(x)og(x)]= { If(xé)g(cf)dé] [ dx [ £ (x&).2(O)dE, (x&=)

= [g(&).dg [n7 £ .f(n).d?” = [ g(£)dE. [n?" f ().dn = E(1- p).f (P)

bu islem i¢in operation o commutative degildir.(Depnath,1995)

4.2.9 Parseval Tip Ozelligi:

M{f(x)} = f(p) ise ve M{g(x)}=E(p),

c+io

M[f(x).g(x)] =g [f)8(p-9)ds, (4.2.19)

c—in

c+io

veya egit olarak .[ 2?7 f(x).g(x).dx = 51— I f(s).g(p—s)ds,p=1 oldugu zaman
7T

7 c—iw

Mellin doniisiimii i¢in Parseval formiilii elde ederiz.

c+io

jf(x) gdr=——. Jx“f(x)g(x)dx— j "lg()dn. [z f()ds,  (4220)

0 c~iw
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C+ioo «©

= i _J.]N”(s).ds. _[ xP g (x).dx

Cc+io

= 2—1- 'U‘I(s)@( p—s).ds
7

4.3 Mellin Déniisiimlerinin Uygulamalar:

4.3.1 Uygulama

P, +xu, + u, =0, 0<x<oo, 0<y<I, 4.3.1)
40<x<1 "
u(x,0)=0, u(x,1)= ¥=1 A sabit'tir. 43.2)
0,x>1

x’e bagl olarak u(x,y) ‘nin Mellin déniisiimiinii yazalm; U(p, y) = Ix” T u(x, y).dx

0

verilen denklmede yerine yazalim;

~
U, +p>0=0, 0<y<l

1
T(p.0)=0, U(p)) = 4. [x* dx = al
0

p

Dontistim probleminin ¢dziimii

F(p,y) =250V Re pei
p.sin p

Ters Mellin Doniigtimii;

c+ioo -p .
4 fatsnp
2gd .5, p sinp

u(x, y) = (433)

olur.
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U(p,y), 0<Re(p)<r analitikdir ve yiizden 0<c< m’dir. u(x.y) integrali basit kutuplara p=n =,
n=1,2,3 sahiptir. Sag yarim diizlemde yar1 dairesel sekildedir. Rezidii teoremi ile

yorumlanirsa ¢6ziim asagidaki gibi olur;

A
uxy)=—

.zl.(—l)".x-"”.sin nz.y . (4.3.4)
n

n=1

4.3.2 Uygulama (Sonsuz takozda potansiyel)

7’4, +7, + 85 =0, (43.5)
0<r<w, —a<0<a smirkosullu

p(r.a)=f(r), ¢(r—a)=g(r), 0<r <o, (4.3.6)

—a <0 <a arahifinda tim @ igin ¢(r,0) — 0 olsun. laplace denklemini saglayan ¢(r,0)
potansiyeli bulalim:

M [¢(r,t9)]= é(p.0) = Ir 7 @(r,0)dr tamimlanan ¢(r,0) potensiyeline mellin doniisimiini

0

uygulayalim:

Differansiyel denklem sistemi

d*¢

" pié =0, (4.3.7)

$(p.@)=1(p), $(p.~)=E(p) (43.8)
Déniigtiirtilmiis olan denklemin genel ¢oziimii
é(p,0) = A.cos pf+ B.sin pg°, (4.3.9)

dir. Burada A ve B, p ve o ‘nin fonksiyonlaridir. Sinir kosullar1 A ve B bulmamizi saglar.
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A.cos pa + B.sin pa = f(p)
A.cos pa — B.sin pa = g(p)

Buradan

LT D+ED) L f(D)-§Wp)
2.cospa 2.sinpa

olur.

w+~p)w f(p).h(p,a+0)+g(p).h(p,a—6),

¢(p.0)=f(p). snpa) T E P )
~ _ sinpf _1, Sin p@ 1 r".sinné k2 _Z
h(p.0)= sin(2pa) = hr,0) =M sin2p a} (205) (1+2r" cosn0+r2”)’ " 24 2= n)

Ters Mellin doniistimiini ¢7 (p,0) uygulayalim:

#(r,0) = M {f(p).h(p,a +0)} + M {E(p).h(p,a — O)} convolution dzelligini kullanalim,

¢(r,e)=r"-°°sn9ﬁ§ Qe Ee@ds |y 7

2a P _2rE) . sinn@+r"  JE” +2(r&) .sinnf+r” 2n

bu problemin formal ¢dziimiidiir.
f(r)=g(r) oldugu zaman

<SPl _ F )i (p.0). (43.10)

$(p.0)=f(p )~

cos pé’

h(p.0) = o = M. 0)

Ters Mellin donlistimtii, convolution 6zelligini kullanarak ¢6ziim soyle olur;
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4(r,0) = | [r@nz.0 "f @3.11)
1 .cos pf (1+7°").cos(nB) o

Hr ) =M pa ospa} (a) (1+2.r".cos2n6 +r™") o (43.12)

4.3.3 Uygulama

wjf (&)k(x$)ds , x>0 (4.3.13)

integralini ¢Oziiniiz?
M [] f (xf).g(é‘)df} = 7( p).g€(1— p) 6zelligini kullanalim;
0

7(1 — p).E (p)=g(p), 1-p ile p yer degistirelim. 7( p)=g(- p)ﬁ (p), burada

h(p) = seklindedir.

k(- p)

Ters Mellin doniistimi uygulayarak

()= M FA- ) (p)} = :fg(é).h(xé)dé , (43.14)
h(x)=M"{h(p)} buyiizden problem ¢oziiliir.

k(p)k(1-p)=1,0 zaman h(p) =k (p)°dir.

4.3.4 Uygulama

If &) g(; % = h(x) , (4.3.15)

integral denklemini ¢6ziiniiz?
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f(x) bilinmeyen, g(x) ve h(x) verilen fonksiyonlardir. 7( p)= n (p)k(p), k

tersi olarak, convolution 6zelligini kullanarak

xd/,‘

f(x)= M {h(p)k(p)} = jh(:)k( R

elde ederiz.

4.4 Serilerin Toplamma Mellin Déniisiimiiniin Uygulanmasx:

4.4.1 Teorem. M { f (x)} = 7(p) ise

c+iw

Zf(n +a)= % [f(p)&(p.aydp,

c—iw

burada &(p,a) Hurwitz Zeta fonksiyonu denir.

0

&(p.a)= Z pre 0<a<l, Re(p)>1

seklinde tanimlanir.
Ispat. Mellin déniistimiiniin tersi i¢in

c+in

fora)=-. [Fp)n+a)"dp
/13

c—iw
tiim n’ler i¢in toplarsak

c+io

Zf(n+a)—— [f(p)&(p.ardp

n=0 c—io0

bu ispat1 saglar. Benzer sekilde;

(4.3.16)

4.4.1)

(4.4.2)

(4.4.3)
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Cc+ice

fom) =M Ty =[x o7 F o,

bu ylizden

C+in

Zf(nx) =—. Ix“” F@)E(p)dp = M™{F(P).E(P)}

n=1 c—ico

£(p) = Y, n~? Riemann zeta fonksiyonudur.
n=1

x=1 oldugu zaman

c+io

Zf(n) -~;; [F(p)&p)ap,

c—iw

a=0 aldik.

4.4.1 Ornek:
> (D" = (-2 (p)

oldugunu gosteriniz?

Z( D"t ar " —Z( D", 1).?x”“1.e“”".dx

n=1

(4.4.4)

(4.4.5)

(4.4.6)

0

1% te”
p—ldx 1 n-1 j" —nx_ . p—l’
r( ) s Ix ,,Z_:( Rl ij 1+

limitde t—1 gittigi zaman, sonug asagidaki gibi olur;

Ix” a1 dx = L X
1"(p) F+1 I'(p)

Z( D"

M{—Tl—l} =(1-2"7)I'(p)&(p) esitligini kullandik.
e +

F(p I

0

M{— )= (1-2"7).£(p), burada
e’ +1
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4.4.1.2 Ornek:
0a<zm, 3 (r-a) (4.4.7)
n=1 n 2
oldugunu gosteriniz?
f(x)= (smax) Mellin doniigtimii MERP pr—Z.Sin e dhe
0
- - I'(p-1) z.p
F{\/ip y=- pr= .cos(2)
© 1 C+ioo~
> fm==—. [F(p)£(p)dp kullanarak
n=l 2711 c—iw

o sinan 1 ”'“’F(p 1) pr
D s | £(p).cos(*)dp (4438)
Q2r)r £Q0 - p)=2I(p).&( p).cos(p—zﬂ) (44.9)

zeta fonksiyonu yerine yazarsak;

sinan _ EL ( )p 5(1 p)d
‘o n 2 27

B a -1

integral iki basit kutba p=0 ve p=1 sahiptir. Rezidiilleri 1 ve -m/a ‘dir.Rezidiilerin

hesaplanmasiyla komplex integralin sonucu bulunur.

Zsman L z—a) olur.
n 2
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4.5 Genellestirilmis Mellin Doniigiimii:

Genellestirilmis Mellin dontistimii, kiiresel ve silindirik koordinat sistemlerinin dogal
koordinat ytizeyleri tarafindan sinirlanan alanlarinda sinir deger problemlerin ¢6ziimiinde

kullanilir. Sonlu ve sonsuz alanlardaki sinir deger problemlerini ¢6zmek igin de kullanilir,

a<r<co tanumlanan f(r) fonksiyonunun genellestirilmis Mellin d6niisiimii asagidaki integralle

gbsterilmistir;
M _{f(r)}=F (p)= j(r""l - :’jpl ).f(r).dr . 4.5.1)
Ters dontigim

ME.(P} = () = [ F(p)p. 4.52)

burada L, Re{p}=c hatt’dir. F(p), ¢ <y olmak lizere [Re( p)| <y seritinde analitik’dir.

f(r)’nin sonsuzda uygun bir sekilde davrandig: saglandiginda
2

M_{rz.‘Z—{w.—Zi} =p*.F.(p)+2p.a’.f(a) (4.5.3)
7 r

gosterilebilir. Tam olarak;

lim|(r” = a®” # 7). f, — p(r” +a* r7).f|=0 (4.5.4)

>

olur. A¢ik sekilde goriildiigii gibi r=a i¢ sinirda f(r)’nin sinir deger problemini ¢6zmede gok

kullanighdar.

Diger yandan, f(r)’nin tlirevi r=a’da tanimlanirsa, baglantili integral déniisiimiinii

MU= F.) = [ + 220 1), [Rew)] <7 (45.5)

olarak tanimlamak kolaydir. Ve onun tersi
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- 1 _
MIf(p)]=fr) = P Ir ? F,(p).dp, r>a, (4.5.6)
L
olur. Bu durumda, kismi integrasyonlarla gosterilebilir

2 62f 6f 2 p+l 1
+ A2 = g, - N .
M {r = +7 ar} p .F(p)-2a"" f'(a) (4.5.7)

‘dir. Burada f’(r), r=a noktasinda var’dur.
4.5.1 Teorem(Convolution).

M {f(")}=F.(p),ve M {g(r)} =G, (p) ise

MAS ()80} = [F.(6)6.(p - e, (458)
Tl H

veya esit olarak

)20V =M. [F.E)C.(p-)de”. (45.9)

Re( p)l < y baz seritlerde analitik olsun. O zaman

Ispat: Varsayalim ki F.(p) ve G(p) ,

MO8 = [ + 07 ()0

= wfr”"‘f (r)g(r)dr + wjfjpl f(rg(r)dr, (4.5.10)
1 ) p-&-1 1 < a2p _
= EE-JF.(. (é)déo‘;'lr ¢ g(}")dr +5]‘£}‘er+1 g(r)dr.i’.r 5F+(§)d§ (4'5.11)

ilk integral teriminde —& ile & degistirirsek ve F.(&)=a’*F, (=£) ve (4.5.5) kullanirsak

asagidaki terimi elde ederiz:

[reF(&de = [réa™F,(&d¢ . (4.5.12)

L
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Integral yolu L, Re(§)=c Re(E)=-c olur. F(), biiyiik Im(£) i¢in sifira giderse, bu yol uygun
olabilir.

(4.5.11) kullanarak tekrar yazilabilir;

2p-2¢
j f(r)g(r)dr———— jF ©). éj e &(r).dr, (4.5.13)
Bu sonug (4.5.10) tekrar yazilirsa;

M {f (g} = [ +fp—fl)f(r)g<r)dr

- jrp—l F(Mgr)+ jprf(r)g(r)dr
2p-2§

— ¥ J’ F.(&)dE. jr 75 g (r)dr +— IF (&)dé. I o 8(r)dr

=7 [F.&G.(p-&)ae
iy

ispat tamamlanmisg olur.

Integral simr1 sonlu ise genellestirilmis sonlu mellin déniistimii denir.

a a ¥y _ az‘"
M} =F (p)= [0 - 0f (r)dr, Rep<y (4.5.14)
0
seklindedir. Bu ifadenin ters doniigiimii ise
1 ¥ \ppa
f(r)= Toai I(a—2) F “(p)dp, O<t<aolur.
L

p,-p ile yerdegistirirse ve F “(-p)=—a’F “(p),

= —1— [rF *(p).dp,0<t<a. (4.5.15)
2ri} -

Burada L yolu,

<y ‘Ii Re p=-c’drr.
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M@ f, +rf}= _[(r”~1 —%;—).(rz.f" +r.f,)dr = p’ F *(p)-2.pa”.f(a)

sonucunu kamtlamak kolaydir. Bu uygulamalar i¢in kullanigh bir sonugtur.

Benzer sekilde sonlu doniistim ¢iftinide tammlayabiliriz;

< G,

MO} =F(p)= [ +-

. [Re p| <7 degerindedir.
F©O =0 [F2 )= 5 [r Fr dp,
L

Sonlu déniigiimler igin ayn1 zamanda ispatlayabiliriz:
al.2 T o a’ . ,
M; [r S +r.fr]= I(rp +7;;)(r S, +r.f,)dr,
0

=p*.F!(p)+2a"".f'(a)

Bu sonug uygulamalar i¢in ¢ok kullamshdir.(Depnath,1995)

(4.5.16)

(4.5.17)

(4.5.18)
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S. SONUCLAR

Hankel déniisimleri ve Mellin doniistimleri 6zellikle Elektrik-Elektronik Miih. genis kullanim
alanlarma sahip olmaya bagladi. Kompleks miihendislik hesaplarim indirgemede, yeni
aragtirmalara onciiliik etmede bilyiik aracilik gorevini stirdiiriiyor. Ilerideki calismalarimizda

genis farkli miihendislik uygulamalarinda ele alacagiz.
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Ek1 Bessel Denklemi ve Coziimii

p’inci mertebeden Bessel differansiyel denklemi

Xy +xy'+(x* —p*)y=0

ile verilir. Bu denklemin ¢6ziimiinii Frobenius y6ntemi ile ¢6ziimiinii bulalim.
Once kisaca Frobenius yéntemini agiklayalim;

Po(x).y"+P1(x).y +P2(x).y=0 , yapisinda ikinci mertebeden homojen bir diferansiyel
denklemi ele alalim. x=a noktasi, Py(a)#0 ise adi nokta, aksi takdirde P,(a)=0 ise tekil nokta

denir.

x=a noktasi adi nokta ise

y=Y a.(x-a)f =a,+a(x-a)+a,(x—a)’ +...+a,(x—a)" +.... (E-1.1)
k=0

formunda bir ¢6ziim aranir. Bu yonteme kuvvet serisi yontemide denir.

x=a noktas1 bir tekil nokta olsun; diferansiyel denklemimiz su sekli alir

paR@ L R@

e a? ey =0, (E-1.2)

formunda yazalim. R;(x) ve Ry(x) fonksiyonlar1 x=a noktasi civarinda seriye agarsak , x=a
noktasina diizglin tekil nokta , Rj(x) ve Ry(x) fonksiyonlarina ise x=a noktasi civarinda

analitik denir.
y=xY a,x" =Y a,x" =a,x +a.x" +a,x" +....a,x" +... (E-1.3)

formunda bir ¢6ziim aranir. Bu yéntem Frobenius y6ntemi olarak bilinir.

Bessel diferansiyel denlemindeki ifadede R;(x)=1,Ra(x)=((x*-1)/x?) olup her ikiside x=0
noktasi civarinda seriye agilabilirler, yani analitiktir.Dolayisiyla x=0 noktasi bir diizgiin tekil

noktadir ve denklemin asagidaki formda bir ¢6ziimii vardir.
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Buradan hareketle olusturulan y ve y” degerlerini denklemde yerine koyduktan sonra gerekli

sadelestirmeleri yaparsak
y=2 ax", (E-1.4)

x*(c? - pPa, +x[(c+1)* - p*la, +x{[(c +2)* - p*la, +a,} + ..t X" {[(c + 1)’ — p*la, +a, ,} +...
Ve buradan da

[(c+n)* -p*la,+a,,=0, (*-pHa,=0 ,[(c+1])’-p*la,=0
buluruz.

a, ile ap arasinda olusan rekiirans bagintis1 asagidaki gibi olacaktir.

1
a =—————A H E"]..S
" (c+n)’-p* " ( )

Indis denklemi c*-p?=0 ve kokleri, p negatif olmamak tizere p ve —p ‘dir. c=p olgusunu

denklemde yerine koyup ve rekiirans bagintisinda kullanirsak a;=0 ve

a =——1——an_2,n22, (E-1.6)
n(2p+n)

Ve dolayisiyla aj=a,=as=... ve

1
a,=———a,
2 2 (p+D) °

1 1
Uy =— 50y =——=% a,
2°2(p+3) 23 (p+3)p+2)(p+1)
1 1

a=——= a,=— a,,
272(p+2) 220(p+2)(p+1)

(@8
a2k= 2k ao’
2 R(p+ )P+ k=1 (p+2)(p+1)

k>1).
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bulunur. (Koger,1974)Aradigimiz ¢éziim

. © . © © (_l)kak
() =xY ax"=x"[a,+ Y a,x"*]=ax"[1+ ]
! Z; ; 2 ;22kk!(p+k)(p+k—1)....(p+2)(p+l)

olacaktir. a, biiyiikliigii genel olarak a,=(1/(2’T'(p+1))) olarak segilir. Bu segimi yerine
yazarsak asagidaki ifadeyi elde ederiz.

1 v @ ( 1)k 2k+p © (_l)k x2k+p J
— _ + = = X E'1.7
W= ;22k+pklf(p+k+l) ;22k+pklf(p+k+l) p) E17)

Bessel foksiyonu y=J,(x) bessel denklemi olan x’y”+xy’+(x* — p?)y =0 salar. p pozitif
ve sifir olmadig1 zaman, J,(x) ve J.5(x) gibi linear bagimsiz ¢éziimleri vardur.

y=A. J(x)1tB. J5(x) genel ¢dziimii vardir. A ve B keyfi sabitlerdir. p=n oldufu zaman Jy(x)
ve Ip(x) artik bagimsiz degillerdir. J,(x)=(-1)".Jp(x) iliskisi vardur.

P pozitif tamsay1 ve sifir oldufu zaman bessel denklemi sadece bir ¢dziime sahiptir. Bu
¢Oziim agagidaki gibidir.

. (_1)' p+2r
J,(x) = Zrl( ) (E-1.8)

o +r)! 2

Ikinci ¢6ziimde Neumann ve Weber ¢6ziim olarak bilinir.

(cosvm)J, (x)— J_v(x)

Y,(x)=lmY(x), Y,(x)= (E-1.9)
vo>p sinvz

Genel ¢oziimde y(x)=AJ,(x)+BYn(x) seklinde olur.

J (%)= 2( 1) (E-1.10)

1)2
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_ > (=D x s
J1(x)—rz=;m(5) (E-1.11)

Yukaridaki iki denklemden su sonug ¢ikar: Jy(x) =-J,(x) elde ederiz.

Bessel denkleminin recurrence iligkisi soyledir;

Ty =)0, (E-1.12)
T ()= J (%) = 205 (%), (E-1.13)
T )+, (X)= (-Z—;’Z)Jp ), (B-1.14)
J (%)= (%)Jp (x)+J(x), (E-1.15)
elde ederiz.

(__l)rz—(n+2r+1) S

d = 1

LT ()] = =x"J E-1.16

LR ACIED Do e X", (%) (E-1.16)

Benzer sekilde gosterebiliriz;

A leng @))=-x"7,, (%) (E-1.17)

dx

Bessel ¢6ziimiin integral ¢6ziimii;

J (%) =ljcos(pa—xsin9)d9 (E-1.18)
74

Hankel déniisiimlerinde ¢ok kullanilan bessel fonksiyonlarinin integral sonuglart soyledir:
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3
- (2a)26)"T(p+2)
[exp(-arJ, (bt)e"dr = 2 p>-1 (E-1.19)
° Jz(@? +5%)"

1
[exp(-at)s, (beye?dt = P> (E-1.20)
0 V(@ +b*)"2
N 242 p+l bp b2
0[ exp(—a’t?)J , (br)t"dt = Ga) eXp(= ) p >~ (E-1.21)
o 2pu-p-1
j'Jp (bOyt* 7t = M,o <u< l, p> 1 (E-1.22)
o I(p-p+]) 2 2

Birgok uygulamada kullanilmaktadir.{Depnath,1995}
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Ek 2 Gamma Fonksiyonu

Gamma fonksiyonuna faktoriyel fonksiyonda denir , asagidaki sekilde tanimlanir:

I'(x)= J‘e"‘t""ldt,x >0,
0

(E-2.1)

0<a<b<oo, araliginda olan [a,b] de her x i¢in yukaridaki integral yakinsaktir. Ayrica I'(x), x>0

i¢in stirekli fonksiyondur.

I'(x)’in temel 6zelligini integrali agarak elde ederiz:
TG =[-e | +@-1 fer2ar
0

=(x-DI'(x-1), (x-1)>0
x+1 ile x yerlerini degistirirsek
I'x+1)=xI"(x),
x=n pozitif tamsay1 olmak iizere, (E-2.2) tekrarlarsak
['(n+1)=nl"(n)=n(n-1) I'(n-1)=.......=n(n-1)(n-2).....3.2.1. I'(1)=n!,
(=

t=u® (E-2.1) yerine koyarsak degisken doniiglimii yapilirsa
I'(x)=2 Iexp(—u Yu* " du, x>0
0

x=(1/2) yerine koyarsak

(E-2.2)

(E-2.3)

(E-2.4)
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r(%) = 2.wjexp(—u2 Ydu = 2—‘/2-;—- =z, (E-2.5)
0

3. 1.1 Az ]
F(E)—EF(E)— 5 (E-2.6)

Benzer sekilde olarak I'(5/2), I'(7/2),... I'((2n+1)/2) degerlerini elde ederiz. Gamma
fonksiyonunun x ‘in negatif degerleride tammlanabilir.{Koger,1974)

Mex)=1F*D o o-1-2,.. (B-2.7)
o
(——) =T =2)= 2z, (E-2.8)
2
I'(- ~)
3 _4
M) =—7 - 3 J_ (E-2.9)
2

Simdide Gamma fonksiyonunun tiirevini bulalim:

d d e’
—F :r' = \— tx _dt,
T =T"®) f )=
= J.i [exp(x log t)]f;— dt

“(logf)e™ dt , (E-2.10)

On_.S

x=1 yerine yazarsak I'(1)= -y, y euler katsayist denir ve degeri 0.5772’dir.
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Ek3 Beta Fonksiyonu
1

B(x,y)= [ (1-0)"dr, x>0,y>0 (E-3.1)
0

olarak tanimlanir. Beta fonksiyonu x ve y argumanlarima gore simetriktir. B(x,y)=B(y,x)

seklindedir.u=1-t degisken doniistimii yaparak bu 6zelligi gorebiliriz.
1
B(x,y)= [u™ (1-u)"" du = B(y,%)
0
(E-3.1) ¢ de t=u/(u+1) degisken doniigiimii yaparak beta fonksiyonunun diger gosterimini elde

ederiz;

o

B(x,y) = [u™ (1+u) """ du = [ @+u) e du, (E-3.2)
0

0

t=cos’0 ‘yi (E-3.1) beta fonksiyonunda yerine yazarsak;

/2

B(x,y)=2 [cos™ @.sin>™ 0.d6 , (E-3.3)
0

elde ederiz.Beta fonksiyonun birkag 6nemli sonucu sunlardir;

B(1,1)=1, B(1/2,1/2)== (E-3.4)
x—1
B(x,y)=( )B(x—1,y), (E-3.5)
x+y-—1
_I)rey) i
B(x,y) = Tty (E-3.6)

l+x 1—-x X7z
B(——,—) =n~. —), 0<x<1 E-3.7
( >3 ) ﬂseC(z) X ( )
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