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SIMGE LiSTESI

Hilbert uzay1
H uzaymi H’ uzaymna doniigtiiren tiim sinirh lineer operatorler uzay:
H uzaymm H uzayma doniigtiiren tiim sinirli lineer operatérler uzay1

T operat6riiniin eslenigi
T operat6riiniin normu

t formunun eslenigi

t formunun normu

t formunun kapanisi

u ile v elemanlarinin i¢ ¢arpimi

t formunun kapanig1

t formunun kuadratik formu
t formunun t’ genislemesi

t formunun reel kismi

t formunun sanal kism1

t formunun sayisal goriintiisii

{u,} dizisinin u elemanmna yakinsamasi

{u,} dizisinin u elemanina t-yakinsamast

(,), ic carpimiyla tammlanmig On-Hilbert uzay1
T operatGriiniin rezolvent kiimesi
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OZET

Yar1 sinirh simetrik operatoriin kendine es genisletilmesi ilk olarak bu operatdriin sesquilineer
formu ile baglantisina dayali olarak elde edilmistir. Bu tiir kendine es operatoriin
genisletilmesi Friedrichs Genigletmesi olarak anilir. Friedrichs Genigletmeleri eliptik
denklemler teorisinde ¢ok sayida uygulamalara sahiptir. Sonradan bu teori farkli sesquilineer
formlar icin genisletilmis ve operatorlerle iligkileri gOsterilmistir. Bu tez caligmasinda
sesquilineer formlarin 6zellikleri incelenmis ve diferansiyel denklemler teorisinin uygulama
esasina bagli olarak bir 6rnek ¢6ziilmiistiir.

Anahtar kelimeler: Sesquilineer ve kuadratik formlar, kapali ve kapanabilir formlar,
Friedrichs genigletmesi.



ABSTRACT

The first investigation of the selfadjoint extension of a semibounded symmetric operator was
obtained by the sesquilinear form of this operator. The extension of this operator is known
Friedrichs Extension. Friedrichs Extensions have lots of applications in the eliptic equations
theory. Afterwards, this theory was generalized to different sesquilinear forms and showed
relations with the operators.

In this survey, we investigate the sesquilinear forms and solve an example which depends on
applications of the differential equations theory.

Keywords: Sesquilinear and quadratic forms, closed and closable forms, Friedrichs
extension.
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1. GIRIS

Tam i¢ ¢arpim uzayma Hilbert uzay: denir. Calismalarimiz Hilbert uzaylarinda tammlanan
form ve operatérler lizerinde gergeklestirilecektir. D, H Hilbert uzayinin bir alt kiimesi olmak
iizere keyfi u,v,h € D elemanlari ve keyfi a,B sayilar igin;

tlos + Bv,h] = o tfu, h]+ Bt[v,h] (1.1
t[h,ocu + pv] = @ tfh,u]+ B th, v] (1.2)
esitliklerini saglayan t formuna sesquilineer form denir.

tfu] = tfu,u] ifadesi t[u, v] ile olusturulmus kuadratik form olarak adlandirilir. tfu] kuadratik

formu tfu,v] sesquilineer formunu,

fu,v]= %(t[u+ V- tla—v]+itfu+iv]-itu—iv]) (13)
ifadesi ile teklikle belirtir.

Bir t formu; her w,v e D(f) igin

t[u, v] = m (1.4)
ise simetriktir denir.

|lu|=1 igin hlu] degerlerinin kiimesi alttan smirh ise h simetrik formu alttan surlidir denir
ve bu ifade

hfu]zv[u]?, v e D(h) (1.5)

ile gosterilebilir.

Eger f{u,} dizisinin t-yakinsamas1 ue D(t) ve tfu, —u] >0 olmasm ifade ediyor ise t
sektorel formu kapalidir denir



Bir sektorel form eZer kapali bir uzantiya sahip ise kapanabilirdir.

Her yar sinirli, kapali simetrik bir sesquilineer formun bir yar1 sinirh kendine es bir operattr
olusturdugu ve tersine her yari simirlh kapali bir kendine es operatoriin yar smurli simetrik
kapal1 bir sesquilineer form olusturdugu bilinmektedir. S6zii gegen bu 6zellikler ilk olarak
1934 yilinda Friedrich tarafindan ortaya atilmigtir.



2. SINIRLI SESQUILINEER FORMLAR

H ve H' Hilbert uzaylari olmak iizere T:H —> H' lineer operat6rii Banach uzaylarinda
oldugu gibi tanimlanir. Bununla birlikte Hilbert uzaylarinda tanimli operatrlere 6zgii baz
Ozellikler de vardir. Burada smirh operat6rleri g6z Oniine alalim. B( H,H’) ile H uzaym H’

uzayina déniistiiren biitiin sinirli lineer operatérler uzayini gosterelim.

Once TeB(H,H') iken T™ =T oldugunu belirtelim.
T e B(H,H') operatorii ile HxH' uzayinda tanmimls, simirlt bir t sesquilineer formu arasmda;
tfu,u] =(Tu,u’) =(u, T'w') 2.1

seklinde bir bagmt1 vardir. Bu ifadede H'=H, H"" =H’ oldugundan T" e« B(H',H) dir.

(2.1) ile HxH' uzaymdaki tiim smirh t sesquilineer formlarmn kiimesi, tim T e B(H,H')
operatorlerinin kiimesi ve tim T B( H’,H) operatorlerinin kiimesi arasinda birebir iligki
vardir.

o0

Bu iligkiyi ispatlamak igin bir H tiniter uzayindan bagka bir H' {initer uzayina tanimlh bir T

lineer operatoriinii g6z 6niine alalim. T operatoriiniin normu;

Il
1] = Sep g =S e
olarak tanimlanir.

tfu,u’]=(Tu,u’) fonksiyonu HxH' uzaymnda sesquilineer bir formdur. Tersine, HxH'
uzayinda tammh keyfi sinirls bir t[u,u’] sesquilineer formu, H uzayindan H' uzayina uygun
bir T operatdriiniin se¢imi ile ifade edilebilir. t[u,u'] formu sabit bir u elemam i¢in H’
uzaynda yan lineer bir form oldugundan, tim w’ e H' icin tfu,u']=(w’,u’) olacak sekilde
teklikle belirli bir w’' eH' elemani vardir. w' elemani u ile tiretildiginden, w' =Tu kiimesini
iiretecek bir T fonksiyonu tammlayabiliriz.



Buradan kolayca goriilebilecegi gibi T fonksiyonu H uzayindan H' uzayma bir lineer
operatordiir. Ozel olarak t formu H (H = H') uzaymnda sesquilineer bir form ise, 0 zaman T
operatdrii, H’den H’ye lineer bir operatdrdiir. Ayn1 yolla, t[u,u'] formu, T" operat6rii H’
uzayindan H uzayma bir lineer operatér olmak tizere tfu,u']= (u,T'u’) seklinde ifade
edilebilir. Buradaki T" ifadesi T operatSriiniin eslenik operatorii olarak tanimlamr.

Bu iligkiyi agikladiktan sonra (Tu,u') ifadesinin sinirli bir form oldugu
| (T, w)f < T | <[ T ] '] 23)

bagntisiyla agiktir. Tersine, bir siirh t[u,u'] sesquilineer formu, sabit u eleman igin u’
elemanina gore sinirh yar lineer bir form oldugundan (V’,u'), v' €eH' formunda yazlabilir.

v’ =Tuifadesi, H uzaymmdan H'uzayma bir T lineer operatorii tammlar ve T operatSriiniin

sinirhilit
|(Tu, w)] |t[u,u’]
T} = Sup - = Sup - = It 2.4
=S5 ] =5 gy =
ifadesinden goriiliir.

H ve H' aynlabilir uzaylar iken bir T e B(H,H') operatorii igin, matris gosterimi sonlu
boyutlu uzaylarda oldugu gibidir. H ve H' uzaylarnmn aynilabilir ve {x, }, {x, | dizilerinin H
ve H' uzaylarinda tam ortonormal sistemler oldugunu kabul edelim. Bu tabanlar i¢in T

operatdriiniin matris elemanlar

Ty =(Txk,xf)=(xk,T'xf) (2.5)
olur. Buradan,
Txy = 3 (TXp. X5 )X (2.6)

J

yazilabilir.



H=H' olsun. Bir tfu,v] simetrik sesquilineer formu t[v,u]= tfu,v] ifadesi ile tammlanr.
Sturl: simetrik bir t sesquilineer formuyla (2.1) esitlizi tarafindan olugturulan T & B(H)
Operatorii, T* =T 6zelligine sahiptir. Bu durumda T simetrik operat6r olarak adlandinlir.



3. SESQUILINEER ve KUADRATIK FORMLAR

Onceki bslimde HxH ¢arpim uzayinda tamiml, simirh sesquilineer formlarla ilgilendik. Simdi
bu bolimde smirsiz t[u, V] formlanyla ilgilenecegiz; fakat kendimizi her iki u,v elemam da
bir H Hilbert Uzayimnin bir D lineer manifolduna ait olmak fizere kisitlayacagiz. Boylece
t[u,v] kompleks degerlidir ve her veD sabit elemam igin t formu, u elemam ile D

kiimesinde lineer ve her u e D sabit eleman igin v elemam ile yar1 lineer bir formdur. D, t
formunun tanim kiimesi ismini alir ve D(t) ile gosterilir. Eger D(t), H uzayinda yogun ise t
formu yogun olarak tammbhidir.

Keyfi u,v,h € D elemanlan ve keyfi a,B sayilan igin;
t[oru +Bv, h]= actfu,h]+ Bt[v,h] (3.1)
t[h, au +Bv]= & tfh,u]+ B t]h, v] (3.2)

esitliklerini saglayan t formuna sesquilineer form denir ( Weinberger, 1974; Kato, 1980;
Weidman, 1980; Akhiezer vd., 1993; Zeidler, 1995).

flu]=tlu,u] ifadesi, tfu,v] ile olusturulmus kuadratik form olarak adlandmihr. t[u]
kuadratik formu t[u, v] sesquilineer formunu,

tho, v]= %(t[u +v]-tfu- v]+itfu +iv]—it[u —iv]) (3.3)

ifadesi ile teklikle belirtir.

(3.3) esitliginin sadece kompleks Hilbert uzaymda dogru oldugunu belirtmek gerekir.
Kangikliga yol agmadigi takdirde t[u,v] veya t[u] ifadesini kisaca bir form olarak

kullanacagz.

Alinan tve t' formlarnin esit (t=t' ) olmasi i¢in gerek ve yeter kosul her ikisinin de ayn1
D tamim kiimesine sahip olmalan ve D kiimesindeki tiim w,v ¢iftleri igin tfu,v]=tTu,v]
olmasidir.



Formlarin genislemeleri ve kisitlamalarida ( ' ©t veya tct' ) , operatdrlerde oldugu
gibi tanimlamr. Yani A ve B herhangi iki operatdr olmak iizere eger D(A) = D(B) ve her
X€ D(A) icin Ax = Bx ise A operatdrii B operatoriine esittir denir. A=B seklinde gosterilir.
Eger D(A)cD(B) ve her x e D(A) i¢in Ax = Bx ise B operatorii A operatdriiniin bir

genislemesidir denir.

t,, t, formlannmn t=t, +t, toplamu:

tlu,v]=t,Ju,v]+ t,Ju,v] , D) =D(,)ND(t,) (3.4)
ile tammlanir.

Birt formunun bir o skaleriile at g¢arpimi:

(@t)u,v]=atlu,v] , D(at)=D(t) (3.5)
seklinde ifade edilir.

1fu,v] birim formu, (u,v) i¢ ¢arpimma esit olarak tanimlanir ve Ofu, v] sifir formu, tiim v,v
degerlerini “0” degerine gotiiriir. Bu iki form da ayni H tanim kiimesine sahiptir. Boylece her
t formu i¢in Ot < 0 ifadesine sahip oluruz. Ayrica t+a =t+al ifadesi her t formu igin:

(t+o)[u, v]=tu,v]+a(a,v) , D(t+a)=D(t) (3.6)
ile tammlidur.

Bir t formu; her wv € D(t) icin

tlu, v] = tfv,u] (3.7)
ise simetriktir denir.

(3.3) esitliginden goriildiigii gibi t formunun simetrik olmast i¢in gerek ve yeter kosul t[u]

formunun reel degerli olmasidir.



Ayrica her t formu ile baska bir t* formu

t* [u,v]= tlv,ul R D(t*)z D(t) (3.8)
seklinde tammlanir.

Buradaki t” ifadesine t formunun eslenik formu denir. t formunun simetrik olmasi i¢in gerek
ve yeter kosul t'=t olmasidir.

Bu bilgiler 15181 altinda;
(@it +oaty) =agt] +ayt; (3.9)

ifadesini yazabiliriz.

Her t formuigcin  Ret= -12—(t + t*) , Imt= ZL (t - t') ifadeleri ile Ret ve Imt formlan
i

tanimlanir.

Bu formlar simetriktir ve t= Ret+1Imt dir.

Ret ve Imt ifadeleri t formunun reel ve sanal kisimlar olarak adlandirilir]ar.



4. YARI SINIRLILIK

|luf=1 igin hfu] degerlerinin kiimesi alttan simrls ise h simetrik formu alttan smirhdir denir

ve bu ifade

h[u]Z'y"u 2 ueD() 4.1

ile gosterilebilir. Daha basit olarak h>y olarak yazilabilir. Bu 6zellige sahip en biiyiik sayi, h
formunun alt siin olarak adlandirilir ve y, ile gosterilir. Efer h >0 ise, h formuna negatif

olmayan form denir. Benzer gekilde istten smirlihigin, {ist sinirin ve pozitif olmayan formlarn
tammlarimi da yapabilirizz. Daha ¢ok alttan smirh formlarla ilgilendigimizden dolayi,
¥, semboliinii sik sik kullanacagiz.

Eger t negatif olmayan bir simetrik form ise,

t[u, v] < tfu]”” ] s%(t[u]+ i)

tfu+v]? <tlu]? +[v]? (4.2)
tlu+ v]<2tlu]+2t[v]

esitsizliklerini saglar.

Eger bir h simetrik formu alttan simirli oldugu gibi iistten de sinirh ise o zaman h formu iist ve
alt sinirlarin mutlak degerlerinin biiyiigiine esit olan bir sinirla sinirhdir. Diger bir ifadeyle, h
formu her u e D(h) igin

[fu]] < Ml 43)
ifadesi ile her u,veD(h) elemanlar igin

| hlu, v]| < M| |v] (4.4)
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ifadesini tanimlar. Bunun ispatini daha iyi anlamak i¢in sonlu boyutlu uzaylarda yapilan ispati

inceleyelim.

Bir H finiter uzaymnda tanimlanan bir tfu,v] sesquilineer formu simetrik ise tfu] kuadratik
formu reel degerlidir. Ayrica bunun tersi de dogrudur. Simetrik bir t sesquilineer formu i¢in
Schwarz ve liggen egitsizlikleri i¢ carpim uzaylarinda oldugu gibi tim negatif olmayan
formlar i¢in dogrudur. Buradan (4.1) esitsizliginin saglandif aciktir.

Simetrik bir t formunun y alt siniri, t[u] >y ”u||2 olacak sekilde en biiyiik reel say1 olarak
tanimlanir. y’ {ist stz da benzer sekilde tanimlanar.

Bu iki tanimdan

M| = max{ |7 } (4.5)

[tho, v] <MJulM

Tl Y

2|

ifadesini elde ederiz. Bunu ispatlamak igin, t[u, V] degerinin reel degerli oldugunu farz
edebiliriz. tfu] degeri reel degerli oldugundan, (3.3)°den

I tfu, v]| <47 (tu+v]-tfu—v]) (4.6)
ifadesi elde edilir. Tim u elemanlan igin |tfu]] <M ||u||2 oldugundan,
|4 ool s fa i} ol < o) 7

ifadesi elde edilir. Sirastyla u ve v elemanlarm o = ”v” / ”u” olmak lizere atu,v/a elemanlari

ile yer degistirirsek (4.5) esitsizliginin saglandigi ortaya ¢ikar.

Dikkat edilmeli ki daha genel olarak; h, k simetrik formlar ve h negatif olmayan bir form
olmak iizere, tim u e D = D(h)=D (k) icin

|k[u]| < M bfu] (4.8)

ifadesi tim u,ve D igin
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|ku, v]| < Mbu}2 B[v]2 4.9)
ifadesini tanimlar.

Simdi simetrik olmayan bir t formuyla ilgilenelim. |u]=1 ile ue D(t) elemanlan icin t[u]
formunun degerleri kiimesi, t formunun sayisal goriintiisii olarak adlandirilir ve 0(t) ile
gosterilir. Operatorler kisminda oldugu gibi 6(t) kompleks diizlemde kompleks bir kiimedir.
Bir h simetrik formu ancak ve ancak 6(h) sayisal goriintiisii sonlu bir aralik veya soldan sinirh
reel eksenin yar1 sonsuz bir aralii ise alttan smirlidir. Bunu genellersek; eger 6(t) sayisal
goriintiisi, Ret>Y formunun yart diizleminin bir alt kiimesi ise t formu alttan smirlidir.

Daha 6zel olarak; eger 6(t) sayisal goriintiisii, formun bir sekt6riiniin bir alt kiimesi olarak
|arg(c—7)| <0 , ose<§ , 7eR (4.10)
kosullarim sagliyorsa t formuna soldan sektorel olarak sinirh denir.

Bunun anlam:

h>y ve |mtfu]|<(TanB)(Ret-y)u] , weD() (4.11)
demektir.

Y ve 0 sayilari, t formu tarafindan teklikle belirlenmezler. y sayisina t formunun bir kosesi

ve 0 sayisma dat formumn yarm agis: deni.
Buradan,

|Ret -y, v]| < Ret -7l Ret-7)v}2

| 1mtfu, v]| < (Tan6)Ret —1)u}2 Ret-y)v}2 (4.12)
[(t= 1l ¥]| < (+ Tand)Ret - Y2 Ret—1)v)2

bagntilar elde edilir.



12

Ayrica bu bagintilan: kullanarak

(Ret- y)[u] < (t - y)[u] S(sec 0)(Ret— y)[u]

€=+ 1% Gs000)% {) -l 2 -] 2}
|t —y)u+v]|<2(sec®) {l (t—y)u]] + E-7)¥]| }

bagmtilarim da elde edebiliriz.

(4.13)
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5. KAPALI FORMLAR

t bir sektorel form, {un} e D(t) dizisi de D(t) kiimesine ait olmasi gerekmeyen bir u
elamamna yakinsayan bir dizi olsun. Bu durumda fu,} dizisi n,m - igin
’c[un —um]—> 0 kosulunu sagliyor ise t-yakinsak olarak adlandimlir ve wu, ——u,
n —>ow ile gbsterilir. Tanimdan agik¢a goriildiigii gibi, t-yakinsamasi her a skaleri igin

t+a-yakinsamasma denktir. Ayrica t-yakinsamasi Ret-yakinsamasina denktir. Bunun
dogrulugunu gorebilmek igin, (4.13) esitsizliklerinden yararlanalim. Buradan goriildiigii gibi
(Ret—v)[u, ~u,] >0 ifadesinin saglanmas: icin gerek ve yeter kogul (t—y)[u, —u,]—>0

ifadesinin  saglanmasidir.  Ayrnca u, ——>u ve v,——V yakinsamalan
ou, +Bv, ———t—>au+Bv olmasim ifade eder. Bu ifadenin dogrulufunu gostermek i¢in t

formunun simetrik ve negatif olmayan bir form oldugunu kabul etmek yeterlidir. O takdirde
(4.2) esitsizliklerinden au, +fv, —>au+ Bv oldugu goriiliir.

Eger {un} dizisinin t-yakinsamasi u e D(t) ve ’c[u,1 - u] — 0 olmasim ifade ediyor ise t
sektdrel formu kapalidir denir. Ayrica t-yakinsamasi Ret-yakinsamasina denk oldugundan, t
formunun kapali olmasi igin gerek ve yeter kosul Ret formunun kapali olmasi sonucuna

ulasiriz. Benzer gekilde t formunun kapali olmas: i¢in gerek ve yeter kosul t+a formunun
kapali olmasidur.

h simetrik ve negatif olmayan bir form olmak iizere
(u, v)h =h+ D[u, v]=hfu, v]+,v) , u,veD(h) (5.1)
olsun.

(u, v)h ifadesini D(h) kiimesinde bir i¢ ¢arpim olarak ele alabiliriz. Bu i¢ ¢arpim simetrik ve
tam olarak pozitif oldugundan

ol = (u)y, = (b +Dfu]=blu]+[u)* > fof? (5.2)

ifadesini saglar.
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D(h) kiimesini ( , )h i¢ carpimiyla bir On-Hilbert uzay1 olarak ele ahirsak, bu kiimeyi Hy,
notasyonu ile gésterebiliriz.

Bir t sektdrel formu verildigi zaman; vy, t formunun bir k&sesi olmak fizere h' =Ret—y 20 ile
H, uzayma denk olan bir H, On-Hilbert uzay: tammlayabiliriz. H,, t ile olusturulmus bir
On-Hilbert uzay1 olarak adlandirilir. H, bir vektor uzayi olarak D(t) kiimesi ile 5zdestir, fakat
H; uzaymm (,), =(,)y i¢ ¢arpimi y elemammnin segimine baghdir, bundan dolayr H,; uzay1 t

formu ile teklikle tiretilmez.

Bir u, € D(t) dizisinin t-yakinsak olmas i¢in gerek ve yeter kosul bu dizinin H, uzayinda bir
Cauchy dizisi olmasidir. Burada ueD(t) oldufu zaman, u, ——u yakinsamasi

u, —u, >0 yakinsamasina denktir.
(4.13) ve (5.2)’den

|t[u, v]| < | v)|+(+tan®) h'[u]l/2 h’[v]l/2 <[yl e V] + @ + tan O)u 1 v .

< (| +1-tan6) ul, M, .

esitsizligi elde edilir. Bu esitsizlik t[u, v] formunun H, uzayinda sinurli bir sesquilineer form
oldugunu gosterir.

Teorem 5.1: H uzaymda tanimh bir t sektorel formunun kapali olmas: igin gerek ve yeter
kosul H, On-Hilbert uzayimin tam olmasidir.

Ispat: t formunun kapali olmasi igin gerek ve yeter kosul h'=Ret—y formunun kapal
olmasidir. Bundan dolay: t =h formunun simetrik, negatif olmayan bir form oldufunu ve
H,=H, uzaylarmin i¢ carpiminn (5.1) esitligi ile verilebilecegini farz edebiliriz.

h formunun kapali oldugunu farz edelim ve {u, }dizisi H, uzaymda bir Cauchy dizisi olsun,
yani Ju, —um"h — 0 olsun. O takdirde {u,} dizisi (5.2)’den dolay1 H uzayinda bir Cauchy

dizisidir. Bundan dolay1 u, — u olacak sekilde bir ue H elemam vardur.
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(5.2) geregi hlu, —u,]—0 oldugundan, {u,} h-yakinsamasidir ve h formunun kapalilig,
ueD(h)=H, ve hfu, —u]—»0 olmasm ifade eder. Béylece |u, —uf, -0 olmas: Hy

uzaymin tam oldugunu gdsterir.

Tersine, Hy uzaymm tam oldugunu farz edelim. u, ——u olsun. Boylece (5.2)’den

u —um" ~0

gorldigh gibi Ju, —uyl, >0 olmast igin bfu, -u,]>0 ve |u,
ifadelerinin varolmasi gereklidir. Hy, uzaymin tamhgindan ||uIl ——u0||h — 0 olacak sekilde

bir ug € Hy =D(h) vardr. (5.2) esitsizligi hlu, —uy]—>0 ve |

u, ~u,| >0 oldugunu

gbsterir. Boylece u=u, e D(h) ve hfu, — u] — 0 sonucu otaya ¢ikar. Bu sonug h formunun

kapali oldugunu ispatlar.

Teorem 5.2: t bir sektorel form olsun. Eger u, ——>u ve v, ——>v yakinsamalarn varsa, o

takdirde limt[u,,v,| limiti vardir. Eger t formu kapali ise bu limit t[u, v] degerine esittir.

Ispat: (4.13) esitsizliklerinden genelli3i bozmayacak sekilde 7y = O kabul ederek
yararlanirsak,

lt[unavn]"t[umavm]l sIt[un _um’vn]|+|t[umavn _Vm]l
(54)
< (1+ tane){ Ret[un —um]l/ 2 Ret[v][x ]1/2 +Ret[um]]/2 Ret[vn ~Vn ]1/ 2}

ifadesini elde etmis oluruz. u, ——>u yakinsamasi Retfu, —u_]—>0 ifadesini
gerektirdiginden, Ret[un] siirl oldugundan ve v igin de gegerli oldugundan, Hmt[un,vn]
limiti vardir. Teoremin ikinci kismi t[un,vn]—t[u, v] bagintisim g6z 6niine alarak ayni yolla

ispatlanr.
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6. KAPANABILIR FORMLAR

Bir sektorel form eger kapal bir uzantiya sahip ise kapanabilirdir.

Teorem 6.1: Bir t sekttrel formunun kapanabilir olmasi i¢in gerek ve yeter kogul u, ——0
yakinsamasinin t[un] ——>0 yakinsamasim saglamasidir. Bu kosul saglandifi zaman, t
formu 't kapamg: formuna sahiptir. D(t ) kiimesi tim u €H elemanlarimin kiimesidir ki
burada u, —>u olmak {iizere bir {un} dizisi vardir ve tim u, ——>u ve v, ——>V

dizileri igin

T[u,v]=1imt[un,vn] 6.1)
ifadesi elde edilir.

Ayrnicat formunun her kapali uzantis1 T formunun da uzantisidar.

Ispat: t,, t formunun kapal bir uzantis olsun. u, —>0 yakinsamasi, t, formu kapah
oldugundan, t[un]= tl[un] =t,u, - O] — 0 olmasi i¢in u, ——>0 yakinsamas: gereklidir.

Bu sonug teoremin gereklilik kismim ispatlar.

Yeterlilik kismim ispatlamak igin, D(t ) kiimesini teoremde verildigi gibi tammlayalim. O
takdirde (6.1)’in sagmdaki limit, Teorem 5.2°den dolay1 vardir. Simdi bu limitin sadece u ve v
elemanlarina bagh oldugunu, {u,} ve {v,} dizilerine bagh olmadigim gdsterelim. fu'} ve
{v;} dizileri, u, ——u ve v, ——>Vv olacak sekilde iki dizi olsun. O takdirde kabuliimiiz
geregince u; —u, ——>0 ve v, —v, ——>0  oldugundan tlo’ —u, ] >0 ve

t{v' —v,]— 0 olmaldir.
Boylece Teorem 5.2°de yapilan ispata benzer sekilde
t[u;,v;]—t[un,vn]= tfu’ —u, ,V;]+ thu,, v, v, ]-o0 (6.2)

sonucu elde edilir.
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Eger u, —>u ise tlu, - u] —> 0 oldugunu belirtelim. Gergekten, (6.1) esitliginden

lim Tfu, —u]= lim lim tfu, -u,] (6.3)

n—>x% n—>0 m—>w

sonucuna ulagiriz ve u, ——>u oldugundan bu limitin degeri sifirdir.

Burada D(t) tamm kiimesi ile bir T formu tammladik. Agiktir ki, T formu sektoreldir ve
T ot dir

Simdi T formunun kapali olduunu gosterelim. T formu ile olusturulan H> On-Hilbert

uzayi g6z Oniine alalim. Teorem 5.1 geregince ? formunun kapal oldugunu gostermek icin
H7 uzaymin tam oldugunu gostermek yeterlidir.

T ot oldugundan , H, uzay: Hy uzaymn bir lineer manifoldudur. Yukarida verilen t
formunun ifadesi gosterir ki H, uzay1 , Hy uzayinda yogundur ve (6.3) esitliginden, H,
uzayindaki her Cauchy dizisi H; uzayinda bir limite sahiptir. Bu sonu¢ Hy uzaymn tam

oldugunu ifade eder.

1 formu,gizimi izleyen t formunun en kiigiik kapali uzantisidir. Eger t, ot ifadesi kapali ve

u, ——>u ise, o taktirde u ——>u olur ve bundan dolay1 u € D(t,) dir. Boylece (6.1) ve

Teorem 5.2°den D(T)c D(t,) ve T[u,v]=1,[u,v] ifadesi elde edilir.

Teorem 6.2:t ve 1 formlar yukarida oldugu gibi tammlansin. t formunun G(t) sayisal

goriintiisii, T formunun G(T) sayisal g6riintiistiniin yogun bir alt kiimesidir.

Ispat: ||u|| =1 olan her ue D(?) elemam igin , u, ——>u olacak sekilde bir {u,}e D(t)

=1 oldugunu farz edebiliriz; aksi taktirde u_ ile a_ ifadelerinin yerini
u

n

dizisi vardir. [u,

degistirmemiz gerekir. tlu, |- t[u,] oldugundan t formunun 6(t) sayisal griintiisd,

T formunun B(T) say1sal goriintiistiniin yogun bir alt kiimesidir.
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Somug 6.3: T icin verilen y kosesi ve © yarm agisi, t formu icin verilen niteliklere esit

olacak sekilde segilebilir. Eger h alttan simrh kapanabilir bir simetrik form ise h ve h
formlar aym alt sinira sahiptir.

Teorem 6.4: H tanim kiimesiyle verilmis t kapanabilir sektorel formu sinirhdir.

Ispat: t ve T formlan ayn1 H tanim kiimesine sahip olduklarndan, t formu kapali bir form
olmak zorundadir. Béylece t= 1 dir. t formunun 0 késesine sahip oldugunu farz edebiliriz. t
ile olusturulan tam H, Hilbert uzay1 [uf, 2 u] ile bir vekttr uzay: olarak H ile gakugir.

Kapal: graf teoremine gbre , bu iki norm denktir yani [u] <M/ju] olacak sekilde bir M sabiti

vardir. Boylece (5.1) esitliginden
0 <h[u]< M? ||u”2 ve |t v]|< (1 + tan@)M? ul ] 6.4)

elde edilir.

Kapali bir t sektorel formu g6z Oniine alalim.D’kiimesi de D(t) kiimesinin bir lineer
manifoldu olsun. Eger t formunun D’ tanim kiimesiyle verilent’ kisitlamasi, t kapamgina

sahip ise t formunun merkezi adim alir; yani t' =t dir.

Aciktir ki D’ kiimesinin t formunun bir merkezi olmasi i¢in gerek ve yeter kosul bu kiimenin
her o skaleri i¢in t+o formunun da bir merkezi olmasidir. Eger t formu sinirl ise, D’
kiimesinin t formunun merkezi olmas1 igin gerek ve yeter kosul D’ kiimesinin D(t)
kiimesinde yogun olmasidir.

Teorem 6.5: t kapali sekt6rel bir form olsun. D(t) kiimesinin bir D' lineer manifoldunun t
formunun bir merkezi olmas: i¢in gerek ve yeter kogul D’ kiimesinin t ile olusturalan H,

Hilbert uzayinda yogun olmasidir.

Teorem 6.6: t'vet”, t' ct” olacak sekilde iki sektdrel form, Hy veH,» uzaylar da bu iki

form ile olusturulmus Hilbert uzaylar olsunlar. Eger t” kapali ise, t' formunun kapali olmasi
icin gerek ve yeter kosul Hy uzaymmin Hy» uzaymm kapali bir alt uzay1 olmasidir.
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1" kapanabilir bir form oldugu zaman, t' = 1" esitliginin saglanmas1 i¢gin gerek ve yeter kosul
H; uzaymin H; uzayinda yogun olmasidir.
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7. SEKTOREL OPERATORLERLE OLUSTURULAN FORMLAR

Eger H uzayimnda tanimh bir T operat6riiniin sayisal gériintiisii, bir sektorel formun sektSriiniin
alt kiimesi ise T operatorii sektdreldir denir. T sektérel bir operatdr olsun ve

D(t)=D(T) ile t[u,v]=(Tu,v) kiimesini olusturalim.

Bu sartlarda T operatorii ve t formunun ayn sayisal goriintiilere sahip olduklar1 bilinmektedir.
Yine 6zel olarak eger T operatdrii simetrikse t formunun simetrik, eger T alttan smurl ise t
formunun alttan sinirli ve T sektorel ise t formunun sektorel oldugu bilinmektedir.

Baglangigta T operatdriiniin sektorel oldugunu belirttigimizden agiktir ki t formu, y k&sesi ve

0 yarim agisi ile sektoreldir.

Teorem 7.1: Bir T sektdrel operatorii form-kapamisidir, yani yukarida tanimladiimiz t formu
kapanabilirdir.

Ispat: Genelligi bozmamak kosulu ile T operatoriiniin Ret >0 olacak sekilde “0” kosesine
sahip oldugunu farzedebiliriz.

u, eD(t)=D(T) dizisi 0’a t-yakinsak olsun: yani u, ——>0 ve tfu, —u,] >0 olsun.

Teoremi ispatlamak igin tfu, | >0 oldugunu gdstermeliyiz.
(4.12)’den

[t ] <[ thansun —un]|+ | hins ]
<1+ tm0)Retfu, V2 Retfu, —up 2 + | (Tug,u)| (7.1)
yazabiliriz.

Ve >0 verildiginde n,m>NiginRetfu, —u, ]J<e? olacak sekilde bir N dogal sayis1
vardir.
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Ciinkii Retfu, —uy,]—>0 dir. Retlu,] smirh oldugundan (7.1) esitisizligi ile birlikte M
sabit bir say1 olmak {izere

|tfo, ]| <Me+|(Tu,,u,)] . nm2N (7.2)

ifadesi elde edilirr m—>o ve n2N igin |t[un]| <Me ifadesini elde ederiz. Boylece

tfu, ] -0 ifadesine ulasmis oluruz ve ispat tamamlanmus olur.

Sonug 7.2: Alttan sinirh simetrik bir operatdr form-kapanisidir.
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ARIN TOPLAMIARI

Teorem 8.1: t,,t,,....t, H uzaymndaki sekt6rel formlar, D(t) = D(t,)"D(t,)N...nD(t,)
olmak fizere t=t; +t, +...+1t, olsun. O takdirde t formu da sektSrel formdur. Eger t;
(j=1.2,...,s ) formlarin tiimi kapah ise t formu da kapalidir. Benzer gekilde eger t;
(j=1.2,...,s) formlarimn tiim{i kapanabilir ise t formu da kapanabilirdir ve

TeT+T+tT @.1)
ifadesi mevcuttur.

Ispat: Genelligi bozmayacak sekilde tiim t; (j=1,2,...,s) formlanmn “0” k6gesine sahip

olduklarm farz edebiliriz. 0; agisal degerleri “0” kdsesi i¢in t; formlarmin yarm agilar

olsun. t, formunun sayisal goriintiisii ]arg 'c| <6; <12t- sektoriiniin bir alt kiimesi oldugundan,

t formunun sayisal goriintiisii Iarg 1:[ <0 =max0; <§ sektoriintin bir alt kiimesidir. Bu

yiizden t formu, 6 yarim agis1 ve “0” kdsesi ile sektorel bir formdur.

Simdi tim t; formlarmn kapali oldugunu farz edelim ve u,——u olsun. O takdirde
Ret=Ret, +Ret, +...+Ret, oldugundan u, ——>u bagmntis1 elde edilebilir ve bu
bagmnti n,m —>» igin Retfu, —u,]>0 olmasm ifade eder. Ret; >0 oldugundan her j
icin Retj[un —u, |0 ifadesi elde edilir. Bundan dolayr u, —e U yakinsamasi
bulunur ve bdylece u, —u elde edilir. t; formlarim ispatm baginda kapali kabul
ettifimizden, her j i¢in ueD(t;) ve tj[un —u]——)O bulunur. Boylece ueD(t) ve

’c[un ~ u] — 0 sonucuna ulagilir. Bu sonug da t formunun kapali oldugunu ispatlar.

Simdi de tiim t; formlarinin kapanabilir olduklarm kabul edelim. O takdirde Tt

ifadesi iistte ispatladigimiz {izere kapalidir ve t formunun bir uzantisidir. Bu durumda t formu
kapanabilirdir ve (8.1) saglanir.
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t formu H uzayinda sekt6rel bir form olsun. t', H uzayinda sektSrel olmasi gerekmeyen bir
form, a ve b negatif olmayan sabitler olmak fizere; t' formu

D(t") > D(t) ve lt'[u] [ < a"u"2 +blt[u] , ueD(t) (8.2)

kosulunu sagliyorsa t formu ile goreceli olarak smirli ya da t-sinirh olarak adlandirilir. b
sayisinin miimkiin olan tiim degerleri igin en biiyiik alt siniri, t' formunun t-smir1 olarak
adlandirilir.

20 w2 o0

Acik bir sekilde goriildiigii tizere t-smmurlilifs her o skaleri i¢in (t+o)-smirlihma denktir.
Ayrica t-siirlilign Ret-simirhilifina da denktir. Clinki (8.2) esitsizlifi bu bagintidaki a ve b
degerlerine esit olmas: gerekmeyen, negatif olmayan a ve b degerleri i¢in

lt'[u] ] _<.a|lu||2 +bRetfu] , ueD(t) = D(Ret) (8.3)
ifadesine denktir.

Egert ve t' formlarmin her ikisi de sektdrel ve kapanabilir ise, (8.2) esitsizligi sirasiyla t ve
t" formlar;, t ve t' formlaryla yer degistirerek ve aymi a ve b sabitleriyle birlikte tiim
ue D(T) elemanlarina genisletilebilir.

Bunun dogrulugunu gérmek i¢in, her ue D(?) elemam icin u, —u olacak gekilde bir

{un } dizisi ve uygun bir limit se¢imini diigiinmek yeterlidir.

Simetrik formlar i¢in géreceli yar1 sinirliligi tanimlayabiliriz. h formu alttan simirh simetrik

bir form olsun.

Yan smurli olmasi gerekmeyen bir h' simetrik formu; a’ ve b’negatif olmayan sabitler
olmak iizere

D(h") > D(h) ve h'[u]>-a’[u|’ ~b'Bu] , ueDE®) (8.4)

kosulunu sagliyorsa h formu ile géreceli olarak alttan yari smirli bir form olarak adlandirilar.
Ya da kisaca alttan h-yar1 sinirli form denir.
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Benzer sekilde

7 L4 2 ”
D(h") > D(h) ve h'[u]<a"ful +b" hfu] , ue D) (8.5)
ifadesi mevcut ise h' formu {istten h-yar sinirlidir denir.

Eger h' formu hem alttan hem {istten h-yar1 sinirlilifina sahip ise h’ formuna h-sinirh denir.

Teorem 8.2: t sektérel bir form ve t' formu da (8.3) esitsizliginde, b <1 sabitiyle t-simurl bir

form olsun. O takdirde t+t’ formu sektdreldir. t+t’ formunun kapali olmas: igin gerek ve
yeter kosul t formunun kapali olmasidir. t+t' formunun kapanabilir olmas: i¢in gerek ve

yeter kosul t formunun kapanabilir olmasidir ve bu durumda D(t+t')” = D(T) dir.

Ispat: D(t) o D(t) oldugundan D(t+t')=D(t) esitlizgi kolayca goriilebilir. Genelligi
bozmayacak sekilde Ret>0 olmas: i¢in t formunun “0” kosesine sahip oldugunu farz
edebiliriz. Burada Ret formu ile Ret—y formunun yer degistirmesi (8.3) esitsizliginde ki a

sabitini degistirebilmesine karsin b sabitini degistirmez. t formunun yarim agisim 6 ile
gosterirsek,

| (tmt+ Bt )[u]] <|Em tha]| +Im tfu]| <|mtfu]| + |¢u]| < (tan® + b)Retfu]+au]*  (8.6)
(Ret+Ret')u]=Retfu]-|Ret'u]|2 (1-b)Ret[u] -2 Hu“2 (8.7)
ifadeleri elde edilir.
Boylece [u =1 igin
|(mt+Imt")u]| < (1-b)™ (tan6 + b)((Ret + Ret')[u] + 2 )+a (8.8)

ifadesi elde edilir. Bu baginti t+t’ formunun sayisal gériintiisiiniin, yeteri kadar biiyiik R
sayisi ve 0’ <m/2 agisi ile |arg(§+R )| <0’ sektoriiniin bir alt kiimesi oldugunu, yani t+t’'

formunun sektdrel oldugunu gésterir.
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(8.2) esitsizliginden, u, —u ifadesi u, —u ifadesini belirtir ve boylece u, —7u

ifadesi olusur. Tersine (8.7)’den u, —Rerrer Y ifadesi u, —Rer U ifadesini belirtir.

Benzer sekilde tlu, —u]—> 0 ve (t+1')[u, —u]— 0 ifadelerinin denklikleri de goriilebilir.
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9. BIRINCi GOSTERIM TEOREMI

Eger t[u, v] formu H uzayinda her yerde yogun, siirh bir form ise, t[u, v]= ( Tu,v ) olacak
sekilde bir T € B(H) siurli operatérii vardir. Simdi bu teoremi, yogun, sektorel ve kapali
olarak farz edecegimiz sinirsiz bir t formu igin inceleyelim. Ortaya ¢ikan T operatorii t
formunun sektérel sirhligindan umuldugu gibi sektorel olacaktir. Gergekten T operat6rii
m-sektorel bir operatordiir. Bu da T operatoriiniin kapali oldugunu ve P(T) rezolvent
kiimesinin, T operatdriiniin sayisal goriintiistiniin distm olusturdugunu ifade eder. Ozel olarak
t formu simetrik ise T operatorii kendine es ve alttan sinirhdar.

Teorem 9.1: t[u,v] formu, H uzayinda yogun olarak tanimli, sektérel ve kapali bir
sesquilineer form olsun. Bu durumda agagida verilecek olan fi¢ sart1 saglayacak sekilde bir

m-sektérel T operatorii vardir:

i)Her ueD(T) ve ve D(t) i¢in

D(T) c D(t) ve tfu,v]=(Tuv) 9.1)
ii ) D(T) kiimesi t formunun merkezidir.

iii ) Eger ueD(T) ,weH ve

tlu,v] = (w,v) 9.2)

esitligi t formunun bir merkezine ait her v elemam i¢in saflamiyorsa o takdirde
ueD(T) ve Tu=w elde edilir.

m-sektorel T operatorii i ) kosuluyla teklikle belirlidir.

Sonug 9.2: Eger bir t, formu, D(t,) =D(T) ile ty[u,v]=(Tuv) tarafindan

Teorem 9.1°deki T operatdriiyle tammliysa o takdirde t=1, dir.

Senug 9.3: T operatSriiniin 0(T) sayisal goriintiisi, t formunun 6(t) sayisal goriintiisiiniin
yogun bir alt kiimesidir.
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Somug¢ 9.4: Eger S , D(S)cD(t) olacak sekilde bir operatdr olmak {izere, her
ueD(S) elemam ve t formunun bir merkezine ait her v elemani igin t [u,v]= (Su, v) esitligi

saglanmyor ise o takdirde Sc T dir.

T operatérii, t formuyla olusturulmus m-sektdrel operatdr olarak adlandirihir. Bu iliskiyi ifade
etmek i¢in T=T, ifadesini kullanacagz.

Teorem 9.5: Eger T=T, ise o takdirde T = T. dur. Diger bir ifadeyle, efer T, yogun olarak
tanimlanmus, kapali, sektorel bir t formuyla olusturulmus bir operatdr ise o takdirde, T

operat6rii t formunun eslenigi olan t* formuyla ayn1 yolla olusturulmus bir operatdrdiir
(Burada t* eslenik formu da yogun olarak tamimli, kapali ve sektdrel bir formdur) .

Teorem 9.6: Eger h formu yogun olarak tammli, alttan sirli simetrik kapali bir form ise o
takdirde h ile olugturulmus T=T, operatdrii kendine estir ve alttan sinirhdir. T operatdrii ve h
formu ayni alt sinira sahiptirler.

Teorem 9.7: t — T =T, ifadesi ile tiim yogun olarak tammli, kapali sektorel formlar kiimesi

ve tiim m-sektdrel operatdrler kiimesi arasinda bire bir iligki vardir. t formunun smirh olmasi
icin gerek ve yeter kogul T operatSriiniin smirh olmasidir. t formunun simetrik olmas: igin

gerek ve yeter kosul T operatoriiniin kendine es olmasidir.
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10. BIRINCi GOSTERIM TEOREMININ ISPATI

Teorem 9.1 ve Teorem 9.5%in ispatlarinda genellii bozmayacak sekilde h = Ret> 0 olmasi
icin t formunun “0” kosesine sahip oldufunu farz edebiliriz. H, uzay: (u,v)t = (u,v)h i¢
carpimu tammlanarak D(t) kiimesi ile doniistiiriilmiis Hilbert uzay: olsun.

t,=t+1 formunu g6z Oniine alalim. t, formu da t formu gibi H, uzaymnda smrh bir

formdur. Boylece
t,[u,v]= (Bu,v), ,  uveH, =D(t) (10.1)

olacak sekilde bir B e B(H, ) operatrii vardir.

[} = ®Ret+1)u]=Ret,[u] = Re(Bu,u), <|[Bu|, [u], oldugundan, |u], <|Bu|, ifadesini elde
ederiz. B6ylece B operatdriiniin H, uzayinda kapali tamim kilmesiyle B™ sirli tersine sahip
oldugu ortaya grkar. Bu tanim kiimesi H, uzaymim tiimint icerir. Bundan dolay: [B~| <1

ile B! € B(H,) elde edilir. Bunu gdrmek igin H, uzaymda D(B™)=R(B) kiimesine dik
olan sadece sifir elemaninn oldugunu gostermek yeterlidir. O halde u|’ = Re(Bu, u), =0

ifadesinden sonug acikca goriiliir.

Her sabit ue Heleman igin, ve H, ile tammli v —1 [v]= (u,v) yan lineer formunu g6z
ontne alabm. |L,[v]| < [uv < |u[v], oldugundan , 1, formu H, uzaymnda [u] smm ile

stmrli bir formdur. Riesz teoreminden yararlanarak

(0.v)=L[]=@.v), .

o, <[] (10.2)
olacak sekilde tek bir u’ € H, elemans vardir (Kreyszig, 1978).

Simdi de Au=Bu' ifadesini kullanarak bir A operatdrii tammlayalim. A operatorii H
tamim kiimesi ve H, goriintii kiimesi ile lineer bir operatordiir.
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H uzaymda bir operator olarak dikkate alindiginda A operatorii, |A| <1 ile B(H) uzayma
aittir, ¢linkii

||Au|| = ”B"lu'l

<[ <

w, <uf (10.3)

ifadesi mevcuttur.

Buradan A operatoriiniin tanimi yardimiyla

(u,v) = (,v), = (BAW,v), = t,[Au,v]= (t+ 1)]Au,v] (10.4)
ifadest elde edilir.

Boylece;

t{Au,v]=(u-Au,v) , ueH, veH, =D(t) (10.5)
ifadesine ulagilir.

A terslenebilir bir operatordiir, ¢iinkii Au = 0 olmasi, tiim ve D(t) elemanlan i¢in (u,v)=0
olmasi anlamina gelir ve D(t) kiimesinin H uzayinda yogun oldugu anlasilir. (10.5)’te
w=Au,u=A"w yazarak, her weD(T)=R(A)cD(t) ve veD(t) igin T=A"-1
olmak iizere

tlw,v]= ((A’l - l)w, v) = (Tw,v)
ifadesini elde ederiz. Bu sonug Teorem 9.1°in i) sikkinim ispatidar.

A e B(H) oldugundan, T operatérii H uzayinda kapali bir operatordiir. T sektorel bir
operatordiir, ¢linkii Teorem 9.1 tarafindan (Tu,u)= t[u] oldugundan 6(T) c6(t) dir. T
m-sektorel bir operatérdiir, ¢linkii R(T+1) =R(A™)=D(A)=H dir.

Teorem 9.1’in ii) sikkinmn ispatt igin, D(T)=R(A) kiimesinin H, uzaymda yogun oldugunu

gGstermeliyiz.
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B operatorii tersi de stirekli olarak H, uzaymndan H, uzaymna bir tasvir oldugundan, BR(A) =
R(BA) kiimesinin H, uzaymnda yogun oldugunu gostermek yeterlidir. ve H, elemam H,
uzaymmda R(BA) kiimesine dik olan bir eleman olsun. O takdirde (10.4)’e gbre tiim ueH
elemanlar i¢in (u, v) = 0 oldugu goriilir ve bundan dolay1 v = 0 dir. Béylece R(BA) kiimesi
H, uzayinda yogundur.

Sonug (9.2) iistte ispatlanan ii) sikkinin bagka bir ifadesidir. Sonug (9.3) ise Sonug (9.2) ve
Teorem 5.2°den yararlanarak elde edilir.

Teoremlerin diger sonuglarm ispatlamak icin t formunun eslenik formu olarak t* formunu
g6z oniine almak uygun olacaktir. t formu da yogun olarak tammli, “0” kosesiyle sektorel
ve kapali olugundan, t formu yardimyla T operatdrii olusturdufumuz gibi aym yolla t’
formuyla bir T’ m-sektdrel operatorii olusturabiliriz. Béylece her ue D(t") =D(t) ve
ve D(T') igin,

t'[v,u]=(T'v,u) veya tfu,v]=(u,T"v) (10.7)
ifadelerine sahip oluruz.

Ozel olarak u e D(T) c D(t) ve veD(T) c D(t) olsun. (9.1) ve (10.7) esitlikleri

(Tu,v )~(u,T'v ) (10.8)

esitligini ortaya gikanr. Bu ifade T' < T* oldugunu ifade eder. Fakat T' ve T~ operatdrlerinin

her ikisi de m-sektdrel olduklarindan T' =T ifadesine sahip oluruz ve boylece T” =T
oldugu da goriiliir.

Bu sonuglar Teorem 9.1°in iii) sikkimn ispati i¢in bize yol goésterir. Eger (9.2) esitligi t
formunun bir merkezinin tiim v elemanlan igin saglanirsa, bu bagmnti siireklilikten tim
v eD(t) elemanlarma genisletilebilir.

Ozel olarak v elemanim D(T’) kiimesinin bir elemam olarak segersek,

(u, T'v) =tfu, v] =(w,v) (10.9)
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ifadesini elde ederiz. Béylece T’ operatoriiniin tanimi geregi
ue D(T’*) =D(T) ve w= T"u=Tu dur.

Sonug 9.4 iii) sikkinin direkt sonucudur ve i) sikkini saglayan m-sektdrel T operatSriiniin
tekligi bu sonugtan anlagilir.
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11. FRIEDRICHS GENISLETMESI

Bu kisimda S ile yofun olarak tanimh, sektdrel bir operatér ve D(s)=D(S)
ile s[u,v]= (Su,v) olacak sekilde s formunu tammlayalim. Bu taktirde, Teorem 7.1’den s
formunun kapanabilir form oldugu gériiliir. t=5 ve T=T, bir m-sektorel operatdr olsun.
Sonu¢ 94°’ten T>S oldugu ortaya cikar, ¢linki D(s)=D(S) kiimesi t formunun bir
merkezidir. T operatdrii S operatriintin Friedrichs genisletmesi olarak adlandinlir.( Kato,
1980; Birman vd., 1987 ). Baslangigta Friedrichs genisletmesi yar1 sinirli, simetrik bir S
operatérii igin tanimlandi, bu durumda Teorem 9.6°dan T operatorii kendine es bir

operatdrdiir.

Teorem 11.1: Eger S operatdrii m-sektSrel bir operatér ise S operatdriiniin Friedrichs
genisletmesi kendisidir. Ozel olarak yogun tamimli, sektorel bir T operatoriiniin Friedrichs

genisletmesinin Friedrichs genisletmesi, T operatSriiniin kendisidir.

Bu sonu¢ m-sektorel bir operator, diizgiin sektérel bir uzantiya sahip olmadigindan agik bir
sekilde goriiliir.

Asagida tamimlayacagimiz Teorem 11.2 ve Teorem 11.3  Friedrichs genisletmesini
karakterize eder. Burada S, s, t, T ifadeleri baslangicta tanimlanan ifadelerdir.

Teorem 11.2: S operatoriiniin tiim m-sektorel T' uzantilarnin icinde, T Friedrichs

genisletmesi en kiigiik form-tanim kiimesine sahiptir.

Espat: D(t)=D(T") olmak {izere t'[u, v]= (T'w,v) ifadesi ile t' formunu tanmimlayalim. O
taktirde T' operatdrii t formuyla olusturulmus bir operatsrdiir. Fakat T' > S oldugundan
t' > 's dir ve buradan da t' > § =t olur. Bu sonug D(1") o D(t) olmasim ifade eder.

Teorem 11.3: S operatriiniin Friedrichs genisletmesi, tanim kiimesi D(t)’nin alt kiimesi olan

S operat6riiniin tek m-sektdrel uzantisidir.

Ispat: T’ operatorii D(T") < D(t) ile S operatoriiniin herhangi bir m-sektorel uzantist olsun
ve t’' formu yukaridaki gibi tanimlansin.
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Bu durumda her u e D(T) ve ve D(t) igin, ' =T, , ' ot oldugundan

~

(T2, v) = Tu,v] = tu,v]
ifadesine sahip oluruz ve ayrica u e D(T’) <D(t) dir.

Sonug 9.4’ten T' < T oldugu goriiliir. Fakat T’ ve T operatorlerinin her ikisi de m-sektorel
oldugundan, T'=T esitligine sahip oluruz.
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12. FRIEDRICHS GENISLETMESININ UYGULAMASI

(2,b) sonlu bir aralik olmak tizere H =L, (a,b) olsun. p(x),q(x)r(x),s(x) kompleks degerli
fonksiyonlar ve h,,h; sabit sayilar olmak tizere,

tlu, v]= j {p(x)u'(x)??(x) + q(x)u(x) ¥(x) + r(x)0'(x) ¥(x) + s(x)u(x)?(x)}dx (12.1)

+h, u(a) v(a) + h, u(b) v(b)

formunu olusturalim. p,q,r,s fonksiyonlarinin [a,b] kapali aralifinda siirekli fonksiyonlar
olduklarim farz edelim ve D(t) kiimesi; u(x) fonksiyonu, u'(x)eH olmak tizere [a,b] kapal
aralifinda mutlak siirekli fonksiyon olacak sekilde tiim ueH elemanlarimin kiimesi olsun. t
formu yogun olarak tanimlidir. Eger p,q fonksiyonlan reel degerli ise t formu simetriktir,
'1(x) =s(x) dir ve h,,h, reel degerlidir. Eger D(t) kiimesini, u(a)=u(b)=0 olmak fizere
tim u(x) fonksiyonlarmmn kiimesi olarak kisitlarsak, t formunun bir t, kisitlamasmi elde
ederiz. t, formu yogun olarak tammlidir. Ayrica D(t)=C,”(a,b) ile t, formunun ayn bir 1
kisitlamasini da tammlayabiliriz. Eger [a, b] kapal1 araliginda p(x)>0 ise t formu sektoreldir.

Bunu gormek igin p(x)>8 , |q(x)| <M, |r(x)| <M, |s(x)|<M olacak sekilde & ve M pozitif

sabitlerini g6z Sniine alalim. Béylece,

Retfu] > [{8lu-M{ juf +2fu u . |, f[o(a) ~/b, (o) (122)
ades elde ol

2un’|<efu|? +&7 uf? (12.3)
oldufundan,

hfu]=Retfu] 25 u] ~M[u]’ (124)

esitsizlifi elde edilir. Bu egitsizlikteki 8 ve M pozitif sabitleri yukarida verilen & ve M
sabitleri ile ayn1 olmak zorunda degildir.
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Benzer sekilde p(x) fonksiyonun reel oldugunu gz dniinde bulundurursak, €>0 istenildigi
kadar kiiciik bir pozitif say1 olmak {izere,

| Imtfu]| < gu]’ +M, Juff (12.5)

esitsizligini elde ederiz. Boylece uygun y ve 0 sabitlerinin segimleriyle (4.11) esitsizligine
sahip oldufumuzu kolayca goérebiliriz. Eger —v sabiti yeterince biiyiik alinirsa, 6 sabiti
istenildigi kadar kiiciik segilebilir.

Baslangicta tammladigimuz t formu,

t][u,v]= jp(x)u'7 dx (12.6)
tz[u,v]= I{ qx)uv + r(x)u’'v + s(x)u?}dx (12.7)
t,[u,v]=h, u(a) v(a) + h, u(b) v(b) (12.8)

ve D(t,)=D(t,)=D(t,)=D(t) olmak tizere t=t, +t,+t, seklinde ifade edilebilir. Eger
onceki gibi p(x)>0 oldugunu farz edersek, t, formu; S operatori D(S)=D(t) ile
Su(x) =p(x)l/ ? u’(x) ile tammh lineer bir operatér olmak {izere t,[u, v]=(Su, Sv) olarak
yazilabilir. D(t) ktimesini Gstte oldugu gibi tammlarsak, S operatorii H uzaymda kapali bir
operatdrdiir. Bdylece t, negatif olmayan ve kapali formdur. Kapah oldugunu gérmek igin; S,
H uzaymdan bagka bir H’ uzayina (H uzaymmn kendisi de olabilir) bir operatér olsun, ve

blu,v]=(Su,Sv) , D(h)=D(S) (12.9)
formunu olugturalim. h formu negatif olmayan simetrik bir formdur.

Diger taraftan t, vet, formlan t, —simr1 0 olmak fizere t, —smurlidir. Bunu tistte ispatladik.
Bdylece Teorem 8.2°den t formunun kapali oldugunu elde ederiz.
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t formunu baslangigta tanimlamigtik. Simdi de T =T, ve ue D(T), Tu =w olsun.

(w,v)=(Tu,v)=tfuo,v] , veD(®) (12.10)
b b

jdex = j{pu'7 +quV +ru'v+ su7}dx+ha u(a) v(a) + h, u(b) v(b) (12.11)
anlamina gelir.

z, w-qu-ru’ niin belirsiz bir integrali olsun: z'=w—qu—ru’

O taktirde

j(w—qu—ru')de = Iz' v dx = z(b) v(b) —z(a) v(a)— j.z:szx ve (12.11) esitligi

b
[’ +z+su) v dx + [, u(@) + z@)]v(a) + [b, u(b) - z(b) ] v(b) =0 (12.12)

ifadesini verir.

(12.12) esitligi her veD(t) igcin dogrudur, yani v(x) mutlak-siirekli fonksiyon ve
v' eL,(a,b) olacak sekilde her v igin dogrudur.

b X
Iv' dx=0, v(x) =Iv'(x) dx olacak sekilde v' e L, igin v e D(t) ve v(a)=v(b)=0 sartlar

4

saglamir, bundan dolayn pu’'+z+suifadesi (12.12) esitliinden v’  fonksiyonuna
ortagonaldir. Béylece pu’ +z+su ifadesi bir c sabitine egit olmalidir.

(12.12) esitligini tekrar diizenlersek
[-c+h, u(a)+z()]v(a) + [c+h, ub) - z®d)]v(b) =0 (12.13)

elde ederiz.
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v, D(t) kiimesi {izerinde deZistigi zaman, v(a) ve v(b) degerleri tim kompleks sayilar
iizerinde degistiginden, (12.13) esitligindeki sabitler yok olur.

¢ =p(a)u'(a) + z(a) + s(a) u(a) = p(b) w'(b) + z(b) +s(b) u(b) (12.14)
oldugunu dikkate alirsak,

p(a)u'(a)+(s(a)~h, )u(a)=0 (12.15)
p(b)w'(b) +(s(b) +h;, Ju(b) = 0 (12.16)
ifadelerini elde ederiz.

c=pu'+z+su ifadesinden pu’ fonksiyonunun mutlak siirekli oldugu ve
(pu') =—2'—(su) =-w+qu+ru’~(su) veya

W= —(pu')' +qu+ru’ - (su)' esitliklerinin saglandig1 goriiliir.

Bu sekilde her u € D(T) elemaninin asagidaki 6zelliklere sahip oldugunu ispatlamig olduk:
i) u(x) ve u'(x) fonksiyonlart mutlak stireklidir ve u”eL,(a,b)

ii) u(x) fonksiyonu (12.15) ve (12.16) sinir sartlarimi saglar.

Tersine i) ve ii) kogullarim saglayan her ueL, eleman D(T) kiimesine aittir ve

Tu=w= —(pu’)’ +qu+r' - (su)' (12.17)
ifadesi mevcuttur.

T=T, operatéri, (12.15) ve (12.16) smur sartlariyla ikinci mertebeden diferansiyel
operatérdiir. Ozel olarak q reel degerli, r(x) =s(x) ve h,,h, reel degerli ise T operetorii

kendine egtir (Kato, 1980; Zeidler, 1995).



38

13. SONUCLAR

Bu tez ¢aligmasinda, Hilbert uzaylarinda tanimli sesquilineer formlar ele alinmig ve bu
formlarin baz1 temel dzellikleri incelenmistir. Simetrik form, eslenik form, yar1 siurli form,
kapali form ve kapanabilir formlarin tanimlar1 verilmis, bunlarla ilgili temel teoremler ifade
ve ispat edilmistir. Her sinirh sesquilineer forma sinirls bir operatr karsilik geldigi ve tersine
her sinirh operatére bir siirhi sesquilineer form karsilik geldigi gosterilmigtir. Sinirsiz formlar
icin de benzer bir ¢calisma Friedrichs tarafindan yapilmis, her yar1 sinirli, kapali bir simetrik
forma yar1 siurh, kapali bir kendine es operatoriin karsilik geldigi g6sterilmistir. Bu teori,
¢alismanin sonunda bir diferansiyel denkleme uygulanmig ve uygun bir kendine es operator
meydana geldigi g6sterilmistir (Kato, 1980).

Sonraki calismalarda da bu teorinin Kalf (1978) ve Niessen (1992)’deki farkli simir deger
problemlerine benzer uygulamalan ile ugrasilacaktir.
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