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ONSOZ

Temsil teorisi bir grubun matrisler grubu seklinde ifade edilmesiyle ilgilenir. Bir grubun
temsilini olusturmak i¢in bu gruptan ters ¢evrilebilir matrisler grubuna lineer bir doniigtim
tanimlanir. Temsiller sonlu gruplarin 6zelliklerinin anlagilmas: igin anahtar gorevi goriir.
Temsil teorisi bir 6zel grubun somut tanimini elde etmek icin Snemlidir. Bu, grubun bir
temsilini matrisler grubu seklinde bularak elde edilir. Ustelik grubun farkli temsilleriyle
caligarak , temsil teorisinin diginda kalan sonuclar kanitlamak miimkiindiir. Ayrica fizik ve
kimya gibi bir¢ok bilim dalinda uygulamalar temsil teorisine dayanir.

Temsil teorisinin ilgi cekici bir 6zelligi de grup teorisi ve lineer cebri birlestirmesidir.
Sonuglar vektdr uzaylarini, lineer transformasyonlarini ve matrisleri kapsayan lineer cebirden
elde edilir.

Bu calismada temsil teorisi vektor uzaylarinin bir genellestirilmesi olan modiiller ile
genigletildi. Modiiller ile temsiller arasindaki yakin baglanti aragtirildi. Temsiller kullanilarak
modiiller olugturuldu. Ozel bir vektdr uzayi olan grup cebri arastirildi. Grup cebirleri diizenli
temsilleri ve diizenli modiilleri kurmak igin kullanildi. '

Tezimi hazirlarken bana yardimci olan ve yonlendiren hocam , Saym Y. Dog. Dr. Fiigen
Torunbalci Aydin’a , benim her zaman yanimda olan ve beni destekleyen aileme, ¢alismamda
bana yardimc: olan arkadaslarima tesekkiirlerimi sunuyorum.
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OZET

Bu ¢alismada sonlu gruplar igin temsil teorisi ele alinmug ve teori modiillerle genisletilmistir.
Cebirsel olarak simetrik gruplar ve devresel gruplar ele alinip , dihedral gruplar ise geometrik
acidan simetrilerle incelenmistir. Bu 6zel gruplarin temsilleri drneklerle agiklanmustir. Her
b6liim tamimlarin , kurallarin ve teoremlerin tam ifadeleri ile baglar. Bunu ¢oziimlii
problemler izler. C6ziilmiis problemler sadece teoriyi genisletmek icin degil , aym zamanda
problemlerin kurulmasi ve ¢dziilmesinde pratik edinmeyi saglayacak sekilde sec¢ilmistir.

Temsil teorisine gecmeden ilk iki bolimde bazi hatirlatmalara yer verilmigtir. Birinci
boliimde , gruplarla ilgili temel bilgiler anlatilarak , bazi 6zel gruplar 6rneklerle agiklanmustir,

Ikinci boliimde , modiil teorisi igin gerekli olan vektsr uzaylar , bunlarin baz ve boyutlar: , alt
vektor uzaylari , lineer doniistimler , 6z degerler ve 6z vektorler bulunmaktadir.

Ugtincti bsliim , temsil teorisine ayrilmis ve sonlu gruplarin temsilleri , diiriist temsiller , denk
temsiller , temsillerin ¢ekirdegi ile ilgili konular yer almaktadir. -

Dérdiincti boliimde , FG-modiilleri ile bunlarin grup temsilleri arasindaki yakin baglanti
bulunmaktadir.

Besinci boliimde FG-altmodiilleri , indirgenebilir FG-modiilleri , indirgenebilir temsiller
anlatilmugtir.

Altmcr bolimde ozel bir vektdr uzayr olan grup cebri ele alinmis, grup cebrinden
yararlanilarak diizenli temsiller ve diizenli modiiller kurulmustur. .

Yedinci boliimde modiiller genisletilerek FG-homomorfizm, izomorfik FG-modiilleri ve
temsil teorisinin 6nemli sonuglarindan olan Maschke’s teoremi ve Schur’s lemma si
incelenmistir.

Sekizinci boliimde indirgenemez FG-modiillerine yer verilmigtir.
Son boliimde ise temsil teorisinin 6zellikleri Ozetlenmisgtir.

Anahtar kelimeler: Vektsr Uzay1, Baz , Temsil , Modiil , 1ndirgenebilirlik



ABSTRACT

In this study , representation theory of finite groups has been handled and further studied with
module concepts. Symmmetric groups and cyclic groups were studied and dihedral groups
were studied together with geometrical symmetrics. The representation of these special
groups were explained by a variety of examples. Every chapter starts with complete
expressions of definitions , rules and theorems. This is followed by problems with solutions.
The problems with solutions not only further explain the theory , but also chosen as to
practice setting up problems and finding their solutions.

In the first two chapters , before representation theory , there are some revisions. In the first
chapter , basic knowledge about groups are given and some special groups are explained with
examples.

In the second chapter , vector spaces which are necessary for module theory , their bases and
dimensions , subspaces , lineer transformations , eigenvalues and eigenvectors can be found.

Third chapter is reserved for representation theory and in this chapter there are representation
of finite groups , faithful representations , equivalent representations , kernels of
representations.

In the fourth chapter , FG-modules and their close connection with group representations are
explained.

In the fifth chapter , FG-submodules , reducible FG-modules and reducible representations
are explained.

In the sixth chapter, group algebra whichis a special vector space was analyzed and it was
used to form regular representations and regular modules.

In the seventh chapter , modules were explained in more detail and FG-homomorphism ,
isomorphic FG-modules and major results in representatio theory namely Masche’s Theorem
and Schur’s lemma were discussed.

In the eighth chapter irreducible FG-modules were given.
In the last part , the characteristics of representation theory were summirized.

Keywords: Vector Space , Basis , Representation , Module , reducibility
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1. GIRIS

Temsil teorisi matematik dalinda 6nemli bir yere sahiptir. Ciinkil matematigin esasim tegkil
eden cebir konularinin matrisler yardimiyla temsil edilmesini anlatir. Ayni zamanda fizik ve

kimya gibi birgok bilim dalinda da uygulamalar temsil teorisine dayanr.

Bu ¢alismada 6ncelikle temsil teorisinde gerekli olan gruplar, vektor uzaylar1 ve matrisler ile
ilgili temel bilgiler iizerinde duruldu. Daha sonra temsil teorisi modiillerle genigletildi.
Modiillerle temsiller arasindaki iligki arastirildi.Grup cebri konularina yer verildi. Grup

cebirleri diizenli temsilleri kurmak i¢in kullanildi.

1.1 Gruplar
G bos olmayan bir kiime olsun ve G de ¢arpma islemi tammlansin. G kiimesine, tanimlanan

carpma islemine gore agagidaki aksiyomlar sagliyorsa bir grup denir.

1) Her g,he G i¢in ghe G

2) Her g ,h , ke G igin (gh)k=g(hk)

3) Her ge G igin eg=ge=g olacak sekilde bir ee G birim elemant mevcuttur.

4) Her ge G igin  gg™'=g'g=e olacak sekilde g nin tersi olarak adlandirilan bir g'e G

mevceuttur,

Temel olarak bilinmesi gereken, G nin sadece bir tane birim elemani oldugu ve G deki her

elemaninim sadece bir tane tersi oldugudur. Genellikle G nin birim elemant igin 1 yazilir.

Eger G deki elemanlarin sayis1 sonlu ise G grubuna sonlu bir grup denir. Bu kiimenin eleman

sayisina da grubun mertebesi denir ve IGI ile gosterilir.

1.1.1 Ornekler |
1) n bir pozitif tamsay: olsun ve C, tiim kompleks sayilar kiimesini gostersin. C nin n. kdke

kadar olan elemanlarimn ¢arpimlarindan olugan kiime n.mertebeden bir grup olusturur ve

C, ile gosterilir. C | grubuna n.mertebeden devresel grup adt verilir

2

a=e¢ " vea'=| olmakﬁzereC“={l,a,az,...,a""} (1.1

dir.



2) Z , tamsayilar kiimesi toplama islemine gdre bir gruptur.

3) n, (n23 olmak iizere) bir tamsay:1 olsun. Diizgiin bir n-geni kendi iizerine doniistiiren

biitin déonme ve yansima simetrileri , tasvirlerdeki bilegke iglemi altinda bir grup olusturur.

Bu gruba dihedral grup denir ve D, ile gosterilir. Bu grubun elemanlar su sekilde bulunur.

o.

ha NSRIRE S

Sekil 1.1 Diizgiin n-gen

Diizgiin n-geni kendi {izerine doniistiiren biitiin dénme ve yansima simetrileri sunlardir;

n tane ddnme simetrisi vardir. Bunlari pg, p,,..., p,, ile gosterelim. Burada p, , O merkezi

2 . . .
etrafinda 27 acist ile saat yoniindeki doniistiir.
n

n tane yansima simetrisi vardir. Bunlar ise O noktasi ile gokgenin kdgelerinden gegen veya
O noktasi ile gokgenin kenar orta noktalarindan gegen n tane dogruya gore simetrilerdir.

A , ¢okgenin bir kosesi olsun. O ve A noktalarindan gegen dogruya gére yansima simetrisi

icin b, p, doniisii i¢in a yazalim.

2

Biitiin doniisler 1,a,a”,.,a" dir. | , O etrafinda 0° lik déniistiir. Birimi belirtir ve

cokgeni sabit hale getirir.
Biitiin yansimalarda b, ab,a’b,.., a"'bolur.

Boylece D,, in tiim elemanlar1 a nin kuvvetleri ile b nin ¢arpimlarindan olusur. Yani D,, a

ve b tarafindan iiretilen iki firetegli bir gruptur.

Burada a"=1,b*=1 ve b"ab=a" kabul edilir. Bu iliskiler gruptaki herhangi iki elemann

garpimimi belirler. Ornegin ba=a b iliskisi kullanilarak



ba’=a’b (1.2)
elde edilir.

Buradan,

(a'b)a'b)=a'ba’b=a'a’bb=a"’ ‘ (1.3)

olur. Bunlarin hepsi
D2"=<a,b:a" =b*=l , b"abza") . (1.4)

sunumunda Szetlenir.

Omegin eskenar iiggenin dihedral grubunu bulalim. Bu gmp 6 elemanli olup , eskenar
. . . 2r  4rm A - . . .
iggenin merkezi etrafinda 0 , T , T derecelik donmeleri ile kenar orta dikmelerine gore

simetrilerden olugur ( Senkon, 1993 ).

Eskenar {iggenin koselerini 1, 2, 3 sayilar ile numaralandiralim.

dy

Sekil 1.2 Eskenar Uggen

1 : O etrafinda 0 derecelik donme

a : O etrafinda %r_ liik dénme



a’: O etrafinda ﬂ;— likk dénme

Sekil 1.3 O etrafinda 0, -232,4% liik donmeler

T, : d, dogrusuna gore simetri
T,: d, dogrusuna goére simetri

T, : d, dogrusuna gore simetri

3 1
T/\ T /\
3 2 1 3 2
Sekil 1.4 d,,d, ,d, dogrularina gore simetriler

1 23) , (123
, a= ,a° =
2 31 31 2

T,=123,T2=123 T3=123
2 1 3 3 21 1 3 2

T, simetrisi igin b yazalim.
aT,=T, , a’ T,=T, oldugu goz 6niine alinrsa ab=T, ,a’b=T, yazlabilir. O halde

—
1l
TN
— —
NN
w W

ticgenin grubu D6={ 1,a,a%, ab,a’b,b } olur.

4) n bir pozitif tamsay1 olmak iizere { 1,2,...n } nin tiim permiitasyonlarmin kiimesi

tasvirlerdeki bileske islemi altinda bir grup olusturur. Bu gruba n. dereceden simetrik grup
f

f
!

Il



adt verilir ve S | ile gosterilir. S, , n! elemanh bir gruptur (Coxeter ve Moser, 1980 ).

5) F kiimesi , R (gercek sayilar kiimesi) veya C (kompleks sayilar kiimesi) olsun.

F de tanimli tiim nXn ters gevrilebilir matrisler , matrislerdeki garpma iglemine gore bir grup

olusturur. Bu gruba F de tammli n. dereceden genel lineer grup adi verilir ve GL(n,F) ile
gosterilir. Bu sonsuz bir gruptur. GL(n,F) grubunun birimi birim matristir ve I, ile ya da

sadece I ile gosterilir.

Her g,h € G igin gh=hg oluyorsa G grubuna abel grubu adi verilir. C ;| ve Z birer abel grubu
iken yukarida verilen diger 6rneklerin ¢gogu abel grubu degildir.

1.2 Alt gruplar
G bir grup ve H, G nin bos olmayan bir alt kiimesi olsun. Eger H, G deki ¢arpma islemine
gore kendi bagina bir grup ise H ye G nin bir alt grubu denir ve HLG ile gésterilir.

G bir grup ve J#H c G olsun. H nin bir alt grup olabilmesi igin gerek ve yeter kogul

D)1eH ve
2) Her h,ke Higin hk'e H

olmasidir.

1.21 Ornekler
1) Her G grubu igin, {l } ve G, G nin alt gruplandir.

2) G bir grup ve ge G olsun.
(e)={g":ne 2} (1.5)

alt kiimesi G nin bir alt grubudur. Buna g tarafindan iiretilen devirli alt grup denir. Bazi n>1

icin g" =1 ise <g) sonludur. Bu durumda g =1 olacak sekilde en kiigiik bir r pozitif tamsayisi

vardir. Oyleyse r, <g) deki elemanlarin sayisina esittir. Gergekten de

(e-Le g ...e™ (1.6)

olur. r sayisina g elemaninin mertebesi denir.



ge G igin eger G= <g> ise G ye devresel bir grup denir. C, ve Z gruplan devreseldir. Z , 1 ile

tiretilmig sonsuz bir devresel gruptur.

3) G bir grup ve a,be G olsun. H, G nin a ve b nin kuvvetlerinin ¢arpimlan olan tiim

elemanlarin1 kapsayan bir alt kiimesi olarak tanimlansin. Yani bazi n ler i¢in tiim elemanlarin
formu a"b"a’b" ..a"b™ (i,,j.€Z,1<k<n) seklindedir.
Oyleyse H, G nin bir alt grubudur. H, a ve b tarafindan iiretilen alt grup olarak adlandinilir ve

H= <a,b> yazilir.

G nin elemanlarmin herhangi bir sonlu S kiimesi verildiginde (S) yani G nin S tarafindan

liretilen alt grubu benzer sekilde tanimlanabilir.

4) G = GL(2,C) (C iizerinde tanimlanan 2x2 ters ¢evrilebilir matrislerin grubu) olsun.

A= 14 , B= o 1 alalim.
0 -+ 10

H= (A,B} , A ve B tarafindan iiretilen G nin bir alt grubu olsun.

A'=1 , A’=B?, B'AB=A" oldugu kolayca gbriilebilir.

Ugiincii baginti kullanilarak H nin her elemanimin baz i,j tamsayilan igin A'B’ formuna

sahip oldugu gdriillir ve ilk iki bagmt1 kullanilarak 0<i<3 ve 0 <j<1 almir. Bdylece H nin

en ¢ok 8 eleman bulunur.

A'B’ (0<i<3 ve 0<j<l) matrisleri farkli olduguna gore gergekten de IH} =8 dir. H grubu
8.mertebeden quaternion grup olarak adlandirilir ve Q, ile gosterilir. Yukaridaki ti¢ bagmt

Q; in herhangi iki elemaninin garpimunt belirler ve boylece
Q,=(AB:A'=], A*=B?, B'AB=A") a1.7)

sunumu elde edilir.

5) S, deki her g permiitasyonu bir takim transpozisyonlarin (2 li permiitasyonlarin) ¢arpim
olarak gosterilebilir. (6rnegin g=(1234)e S, i¢in g=(14)(13)(12) yazilabilir.) Bir permiitasyon

ne sekilde transpozisyonlara ayrilirsa ayrilsin biitiin aynliglardaki transpozisyonlarin sayisi ya



daima tek ya da daima gifttir. Tek ya da ¢ift sayida tranpozisyonlarin garprmi olarak

gosterilebilen g permiitasyonuna tek ya da ¢ift permiitasyon denir (Rotman, 1984).
A ={ge S, : g bir ¢ift permiitasyon) (1.8)

alt kiimesi S, nin bir alt grubudur ve bu gruba n. dereceden alterne grup ad verilir.

1.3 Direkt ¢arpim
G ve H iki grup olsun. Her (g,h), (g',h' )eGXH igin

(g.h)g',h')=(gg',hh") (1.9)
ile tanimlanan “.” iglemine gére , GXH bir gruptur. Bu gruba G ile H nin direkt carpimi denir.
GxH={(gh): ge G ve he H) (1.10)

seklinde gosterilir.

Daha genel olarak , G,,...,G, gruplanmn direkt garpimi

G,x..xG,={(g,,...g,): g, €G,, 1 <i<r} ' (1.11)
(€10 B N E s 8 )81 8] 58,8 ‘ (1.12)
seklindedir.

Eger tim G, (I <i<r) gruplan sonlu ise G,x..xG_ direkt ¢carpimi da sonludur ve eleman

sayist IGII‘“IGrl dir.

1.3.1  Ornek: C,X.XC, (r tane) grubu 2" tane elemana sahiptir. C, nin eleman sayis1 2

oldugundan C,x..XC, (rtane) grubunun eleman sayis1 2xX2x-x2 =27 dir.

: ' T tane
1.4 Fonksiyonlar
Bir G kiimesinden bagka bir H kiimesine bir fonksiyon , G nin herbir elemania bir ve yalmz
bir H eleman: tayin eden bir kuraldir. Bu ¢alismada fonksiyon sagda uygulandi. Yani bir ¢
fonksiyonu altinda g nin goriintiisii g& olarak yazildi. ¥:G - H notasyonu ile® nin G den H

ye bir fonksiyon oldugu belirtilir.



%:g—h (geG,heH) ile h=g?v (1.12)
oldugu ifade edilir.

Bir ¥ :G—H fonksiyonu , eger her ge G , he H igin

¢p:H—-G (gv)p=g ve(hg)d=h (1.13)

olacak sekilde bir ¢ fonksiyonu varsa ters gevrilebilirdir. Oyleyse , ¢ fonksiyonuna ¢ nin

ters fonksiyonu denir ve 1 ' ile gosterilir.

Bir ¥:G— H fonksiyonu hem bire bir ( Herg, ,g,€G icin g, ¥ =g, ¥ ise g,= g, dir.) hem
de tizerine ( Her heH igin g#=h olacak sekilde ge G vardir.) ise ters ¢evrilebilirdir. Bir ters

gevrilebilir fonksiyon ayni zamanda bijeksiyon olarak da adlandirilir.

1.5 Gruplarda Homomorfizm
Bu boliimde , bir gruptan digerine gruplarin cebirsel yapisim koruyan fonksiyonlar iizerinde

durulacaktir.

G ve H iki grup ve ©:G—H bir fonksiyon olsun.

Her g,,2,€G icin (g,g,)0=(g, 9)g, &) (1.14)

oluyorsa G grubu ¢ fonksiyonu ile H iizerine homomorf olarak resmedilmigtir denir. Bu
durumda ¢ ye G yi H igine resmeden bir homomorfizm adit verilir. Ters cevrilebilir bir

homomorfizme izomorfizm ad1 verilir . G den H ye bir ¢ izomorfizmi varsa G ve H nin

izomorfik oldugu soylenir ve G=H yazilir. ¥ , G den H ye bir izomorfizm ise o' de H

den G ye bir izomorfizmdir. O halde , H= G yazihr.

1.5.1 Ornekler

1)G=D,, = <a,b: a"=b’=l, b"ab=a"> olsun. G nin elemanlan a‘'b’ (0< iISn-l 0<j<l1)
formundadir.
H , herhangi bir grup olsun ve H nin x ve y elemanlar

x"=y’=1 , y'xy=x"

bagintilarini saglasin.



d:a'b) —x'y! (0<i<n-1, 0<j<1) ile tammlanan ©®:G—H fonksiyonu bir

homomorfizmdir. Soyle ki ;

0<r<n-l ,0<s<1, 0<t<n-1, 0 <u <1 olsun.

a'b'a'b'= a'b’ (0<i<n-1, 0<j<1) olacak sekilde i,j tamsayilan vardir. Ustelik i ve j,
a"=b’=l, bl'ab=a" bagntilarmin tekrar tekrar kullanilmasi ile belirlenir. x"=y’=1 ,
y'xy=x" den

re sl ,u

X y'x'y"=x'y’ oldugu sonucu ¢ikartilir. Oyleyse
(a'b*a'b")o=(a'b)d=x'y'=x"y*x'y"' =@'b*)d.(a'b*) ¥

dir. O halde ¥ bir homomorfizmdir.

2)G=Ss,x=123456Gvey=12345eGolsun.
2 3 4 5 1 1 543 2

x’=y*=l, y'xy=x" kosullan saglamir. H, G nin x ,y tarafindan dogurulan alt grubu olsun.

Yukaridaki bagmtilari kullanarak H= {xiyj: 0<i<4,0<5j<1 } nin 10 elemanl bir grup

oldugu goriiliir.

D, = <a,b: a’=b’=], b"ab=a"> grubu alimirsa

¥:a'bl —-)x‘yj (0<i<4 ,0<j<1)ile tammlanan ¥:D,, —H fonksiyonu bir 6nceki Srnekte
de goriildiigii gibi bir homomorfizmdir. ¢ ters gevrilebilir oldugundan bir izomorfizmdir.

O halde H=<x,y>z D, yazilabilir.

1.6 Kosetler

~ Ghirgrupve H, G nin bir alt grubu olsun. xe G icin G nin
Hx= {hx: he H} | (1.15)

alt kiimesine H nin G igindeki bir sag koseti adi verilir. Benzer sekilde sol koset de

tanumlanabilir.

H nin G igindeki farkli sag (ya da sol) kosetleri G nin béliimlendirilmesini sekillendirir. Yani
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G sonlu bir grup ve Hx,,...,Hx, Hnin G igindeki farkli sag kosetleri ise
G=Hx, u... U Hx, yazlabilir. Burada i#j igin Hx; nHx ;=0 tur.

Bu, G nin her bir elemaninin kosetlerin yalniz birinde olmasi anlamina gelir. Yani herhangi

iki koset ya tamamen birbirinin aynidir ya da tamamen birbirinden farklidir (Rotman,1984).
Timilerigin (0<i<r) ¢@:H-—-Hx, , h-hx, (heH)
fonksiyonunu tanimlayalim. ¢ fonksiyonu H den Hx; ye bir bijeksiyondur. Clinkii

be Hx,igin b=hx; olacak gekilde bir he H bulundugundan iizerinedir. Ote yandan ¢, bire

birdir. h, ,h, eH i¢inh,x;=h,x, ise G grup oldugundan kisaltma &zelligi kullanilirsa
h,=h, olur. Dolayisiylag bire birdir .
Su halde ¢ bir bijeksiyondur. Bu durumda H ile Hx, aym1 kuvvettedir yani |Hxi| =IH] dir.

Simdi G grubunun mertebesini belirleyelim.

G=Hx, u... U Hx, (i#jigin Hx; "Hx;=0 )
|G, |+ x|
|Gl =lHl +...+‘H] (r tane)

O halde IG[=r|H| bulunur.

1.7 Teorem ( Lagrange teoremi)

G sonlu bir grup ve H,, G nin bir alt grubu ise |H| , |G| yi boler ( Senkon, 1993 ).
G sontu bir grup ve H , G nin bir alt grubu ise H nin G igindeki birbirinden farkli sag(ya da

sol) kosetlerinin sayisina H nin G igindeki indeksi denir ve |G:Hl ile gosterilir.

9
GH| = (1.16)
o8~

dir.



1.8 Normal alt gruplar
Bir G grubunun bir N alt grubuna , Vge G icin g” Ng=N ise ( burada g“'Ng={g"ng:neN })
G nin bir normal alt grubu denir. Diger bir ifade ile her geG icin gN=Ng ise N ye G nin bir

normal alt grubu denir ve N < G yazilir. Su halde N< G ise N ye gore tanimlanan sag ve sol

kosetler aynidir.

N <G olsun. G nin N ye gore sag kosetleri kiimesi G/N ile gosterilir.

g'Ng=N (Her ge G igin ) kosulunun 6nemi her g, he G igin

{xy: xeNg ve yeNh }= Ngh (1.17)
oldugunu gostermek igindir.

G/N de garpma isglemi her Ng, Nh € G/N igin ( Her g, he G igin)

(Ng)( Nh)=Ngh (1.18)
ile tanimlanir.

G/N kiimesi tanimlanan ¢arpma islemine gore bir grup olugturur. N < G ise G/N grubuna

G nin N ye gore boliim grubu denir.

1.8.1 Teorem
Bir G grubunda indeksi 2 olan her alt grup normaldir ( Senkon, 1993 ).

Ispat: G bir grup, H<G ve |G:H| =2 olsun. Bu taktirde iki tane sag ve sol kosetler

vardir. H , hem sag hem de sol koset olarak diigiiniilebilir. ag H igin sol kosetler H , aH ve

sag kosetlerde H , Ha olur.

G=H uaH <(agH) ise aH=G-H .

G=H UHa ise Ha=G-H

dir. Dolayistylaa H=Ha olur. Suhalde H<G dir.

1.8.2 Ornekler
1) G bir grup olmak tizere {](3} ve G, G nin normal alt gruplaridir. Ciinkii ;

Her ae igin u{lo }={10}a={a} oldugundan {10}46
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Her ae G igin aG=Ga=G oldugundan G< G dir.

2) A, ={geSn: geift permﬁtasyon} alterne grubu S, simetrik grubunun normal alt grubudur.

Ciinkd ;

IS" A=

n ! .
IA I =l' =2 oldugundan A < S dir. Dolayistyla S, /A, vardir.
n!
2

A, in S, iginde iki tane sol koseti vardir.
S,=A, UsA, (se S, -A,) yazilabilir.

Ohalde S,/A,={A,,sA,}dir. Ayrica$S, /A =C, olur.

n?

3) G=D8=<a,b:a":b2=l,b"ab=a"> ve N=<a2>='{1,a2}olsun.

N={1a’] .  Na={a,a’}=aN |  No={b,a’b}=bN
Nab ={ab,a’b }=abN

Dolayisiyla her ge G igin Ng=gN oldugundan N <G dir ve G/N vardir.

G/N={N,Na,Nb,Nab} yazlabilir.

(Na)® =(Nb)*=(Nab)*=N olduguna gére G/N=C,xC,

1.9 Basit Gruplar
Bir G grubuna G ve {l} den bagka higbir normal alt grubu yoksa basit grup denir. Ornegin

mertebesi asal olan grup basittir. ]G| =p (p asal sayr) ve H, G nin bir alt grubu olsun.
Lagrange teoremine gore |I—I|/ p oldugundan lHl=l veya p olabilir. Buradan H= {1} ya da

H=G sonucu ¢ikar. Su halde G nin G ve {1 } den bagka hicbir alt grubu yoktur. Dolayistyla

Gve {1} den bagka higbir normal alt grubu olamaz.

1.10 Cekirdek ve Goriintii

G ve H herhangi iki grup olsun. 4} :G — H bir homomorfizm ise



Kel'zﬁ‘:{geG:ng‘:l} (1.17)
kiimesine ¥ homomorfizminin gekirdegi denir.

Ker# , G nin bir normal alt grubudur.

Ayni zamanda ¥ nin goriintil kiimesi

im® = {g0:geG} | (1.18)

dir. Im® , H nm bir alt grubudur. Asafidaki teorem U nin gekirdegi ile goriintiisii

arasindaki iligkiyi verir.

1.11 Teorem:

G ve H herhangi iki grup olsun. 1 :G — H fonksiyonu bir homomorfizm ise
G/Kerd = Imd

dir ( Fraleigh, 1982 ).

1.11.1 Ornek

8 :S,-C,

91 g I, eger g¢ift permiitasyon ise
-1, eger g tek permiitasyon ise

fonksiyonu bir homomorfizmdir.
Kerd = { geS,:g?d =1}= {geSn :geift permﬁtasyon}:A . VE
n>2 igin Imd ={g19: gesS, }:{-l,]}:C2

Ornek 1.8.2(2)’ de S,/ A, =C, oldugu gosterildi. Bu teorem 1.11%¢ drnektir.
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2. VEKTOR UZAYLARI ve LINEER TRANSFORMASYONLAR

Temsil teorisinin ilgi ¢ekici bir dzelligi de ana akim matematiginin (adlandirmak gerekirse
grup teorisi ve lineer cebir) iki kolunu birlegtirmesidir. Referans amaglari i¢in sonuglar vektor
uzaylarmi , lineer transformasyonlarini ve daha sonra kullanacagimiz matrisleri kapsayan
lineer cebirden elde edilir. Bu nedenle lineer cebri kapsayan vektdr uzaylar, lineer

transformasyonlar ve matrisler bu béliimde ele alind.

2.1 Vektir Uzaylan

F kiimesi , R (gergek sayilar kiimesi) veya C ( kompleks sayllﬁr kiimesi ) olsun. V toplama ve
skalerle ¢arpma kurallar ile bos olmayan bir kiime olsun. Bu durumda herhangi bir u,ve V ye
bir u+ve V toplamui ve herhangi bir ve V ve A €F ye bir A ve V ¢arpim tekabiil eder. Eger

agagidaki aksiyomlar saglaniyor ise V ye F iizerinde tanimli bir vektdr uzay: denir.

a) V , toplama iglemine gore bir abel grubu,

b)Her u,ve V ve 4, U € Figin,

1) A(u+v)= Au+ly,

2) (A+U)v=Av+Luy,

3) (A pv=A(uv),

4) lv=v. (1€ F birim skaleri) 2.1

V nin elemanlarma vektorler, F nin elemanlarina skalerler denir. V abel grubunun toplama

altinda birim elemant i¢in 0 yazilir ( Lipschutz, 1968 ).

2.1.1 Ornekler

1) R?, x ve y reel sayilar olmak {izere (x,y) ¢iftlerinin kiimesini belirtsin.
R?, Her (x,y), (x ',y )e R? igin
(X,y) +(x Ly )=(x+ xy+y)
Axy)=( Ax, 1y)
seklinde tanimlanan toplama ve skalerle ¢arpma iglemlerine gore bir vektdr uzayidir.

a)i)Her (x,y). (x ,y )e R¥igin  (x,y) Hx ,y )=(x+x ,y+y )e R’
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i) Her (x,y), (x , y ).(x ,y e R? igin

() L Y DY DI x X7,y Y )=k D), yHy Y )= (3 X X
(y+ ¥ Iy )=Cxbx, vy XY =IO+ (LY DIy

(R deki toplama igsleminin birlesme 6zelliginden)

iii) Her (x,y) , (x ', ¥y )e R? icin (x,y) +#(x, y )=(x+ X ,y+ ¥ )=( x +X, y +y)= (X, y J+(x,y)
(R deki toplama igleminin degisme 6zelliginden)

iv) Her (x,y) € R? icin 3(0,0) € R* > (x,y)+(0,0)=(x,y). dir. O halde (0,0) € R* birim

elemandir.

v)Her (x,y) € R*icin  3(x,y)" 3 xy+xy)"'=(0,0) = (x,y)"=(-x,-y) € R?
Su halde R? , bir abel grubudur.

b) Her (x.y), (x ',y )e R? ve 4,4 eRicin

DAY N=A 4y =(A ) A Gy D=(Ax+ A%, Ay+Ay )= (A, Ayt
HAX LAYy )=Axy)+ A(x,y)

(R deki garpma isleminin toplama iglemi iizerine soldan dagilma 6zelliginden)

it) (A+EN=((A+)x, (AHDY)=(Ax+ L x, Ay+ L y)=( Ax, A+(LX,1y)=
= (xy)+ L (xy)

(R deki ¢arpma isleminin toplama islemi {izerine sagdan dagilma 6zelliginden)

i) (2 )xY)=((A L)X, (A f)y)=(A (1 x), A(Ly)= A(LX, Ly)= (LX)
(R deki carpma igleminin birlesme 6zelliginden)

iv) Her (x,y) € R? icin  1(x,y)=(1.x,1.y)=(x,y)

Ohalde R? , bir vektdr uzayidir.

2) Daha genel olarak , herbir n pozitif tamsayist igin (X ,...,X,, ) satir vektdrlerini diginelim.

(X,».-X, F’e aittir.) Buna benzer tiim satir vektorlerinin kiimesi F" ile ifade edilir ve F"
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lizerinde toplama ve skalerle garpma islemleri su sekilde tanimlanir.
(X e X H(X | geens X )S(K X e X, X )
ACX X, )= AXp, 0 AX,)

F" | Fiizerinde bir vekt6r uzayidir ( Zeren, 1997 ).

2.2 Baz ve Boyut

V, Fiizerinde tanimh bir vektor uzayi ve v,,...,v,, 'V vektdr uzaymda vektorler olsun.

n

V ig¢inde herhangi bir v vektort

v=A v ++A v, (2.2)
seklinde v, ....,v nin lineer kombinasyonu olarak yazilabilir. Burada A,,...,A, € F dir.

Eger V deki her vektdr, v,,...,v, vektdrlerinin lineer kombinasyonu olarak yazilabilirse
v,...,v, vektorlerine SpanV adi verilir.

AV +. 44, v, =0 olacak sekilde hepsi birden sifir olmayan A,,..A €F skalerleri
bulunabiliyorsa v,,...,v €V vektorlerine lineer bagiml aksi takdirde bu vektorlere lineer

bagimsizdir denir. v,,..,v, €V vektorleri lineer bagimsizsa ve SpanV ise V nin bir bazim

olusturur ( Right ve Axler, 1996 ).

Bu ¢alismada sadece sonlu boyutlu olan V vektor uzaylan ele alindi. Bunun anlami yukarida
da sdylendigi gibi V sonlu birgok vektdrden olusan bir baza sahiptir. V nin herhangi iki bazi
ayni sayida vektorlere sahiptir. V nin bir bazindaki vektor sayis1 V nin boyutu olarak

adlandirilir ve dimV olarak yazilir. Eger V= {0} ise dimV=0 dir.

V...V, vektorleri V nin bir bazi ise V ye n-boyutlu bir vektor uzay denir ve dimV=n yazilir.

2.2.1 Ornek
V= F" vektér uzaym diigiinelim. (1,0,0,...0), (0,1,0....,0) ,..., (0,0,0,...,1) vektérleri lineer

bagimsizdir.

Ciinkii A, ,A,,..., A, € Folmakiizere 4,(1,0,0,...,0+4,(0,1,0,...0)+... + 4, (0,0,0,...,1)=0
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toplammda 4,=A,=..=A_ =0 bulunur. Ayrica F" deki her vektér (1,0,0,...,0) , (0,1,0,...,0)
+-+(0,0,0,...,1) in lineer kombinasyonu olarak yazilabilir. O halde (1,0,0....,0) . (0,1,0,....,0) , ...

, (0,0,0.,...,1) vektérleri V nin bir bazini olusturur. Dolayisiyla dimV=n olur. Diger bir baz
ise (1,0,...,0), (1,1,...,0), ..., (1,1,...,1) dir.

Bir V vektér uzaymimn v,,...,v,, baz verildiginde V deki her bir v vektorii v=24,v,+.. +4, v,

(4 ,..., A, € F) olacak sekilde tek tiirlii yazilir. Boylece v vektorii A, ,...,A, skalerlerini

belirler . V= {0} oldugu durum disinda , V nin birgok bazi vardir. Gergekten de , bir sonraki

sonug herhangi lineer bagimsiz vektorlerin bir baza yayilabilir oldugunu belirtir.

2.2.2 Sonug

Eger v,,..v, vektorleri V de lineer bagimsiz ise v,,....v, V nin bir bazint olugturacak

sekilde v, ,...,v, vektorleri bulunur.

n

2.3 Alt Uzaylar

U, F lizerinde tamml1 bir V vektdr uzayinn alt kiimesi olsun. Eger U nun kendisi , V deki
skalerle ¢arpim ve vektdr toplami islemlerine gore , F iizerinde bir vektor uzay ise U, V nin
bir alt uzay1 olarak adlandirilir. Alt uzaylan belirlemek igin basit kriterler asagidaki
sekildedir.

U , V nin ancak ve ancak asagidaki kosullar saglanirsa bir alt uzayidir:

Iy 0eU
2) wywvelUicinu+veU

3) AeFveueUigin AueU (2.3)

2.3.1 Ornekler
1) V herhangi bir vektor uzay: olsun. Sadece {0} stfir vektorden meydana gelen kiime ve

V uzaymn tiimil V nin alt uzaylandir,

2) up,...u, V de vektorler olsun. sp(u,,..,u,) u,,...u, nin tiim lineer kombinasyonlart

kiimesi olarak tanimlanir. Yani

sp(u ..., )-:{/'L,u,-!—,..-!-)trur 1 JL,EF} (2.4)

ey

dir (Right ve Axler, 1996 ).
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(2.3)’den sp(u,.....u,) V nin bir alt uzayidir. Buna u,,...,u, nin gerdigi alt uzay ad1 verilir.

3) V=R* olsun. V bir vektér uzayidir. W= {(a,b,O):a,beR} alt kiimesi R* iin bir alt

uzayidir. Séyle ki :

i) 0=(0,0,0)e R* diir. W nin verilisinden 0=(0,0,0)e W olur.

i1) u=(a,b,0)e W, v=(c,d,0)e W (a,b,c,de R) i¢in,
u+v=(a,b,0)+(c.d,0)=(a+c,b+d,0)

atc € R, b+de R oldugundan utve W

iii) Ae F ve u=(a,b,0) e W igin,

Au=A(ab,0)=( La, Ab,0)

AaeR, AbeR oldugundan Aue W dir.

O halde W, V nin bir alt uzayidir ( Zeren, 1997 ).

2.3.2 Not

U,V vektdr uzayinin bir alt uzay ise dimU < dimV dir.

Ancak ve ancak U=V oldugunda  dimU=dimV  olur.

2.4 Alt Uzaylarin Direkt Toplami

Bir V vektOr uzaymin alt uzaylan1 U,,...,U olsun.
U+ o+ U, =fu, 4+ 10,eU,, ISisr } 2.5)
kiimesi de V nin bir alt uzayidir.

U,+ ..+ U, toplamma , eger toplamdaki her eleman u,+.+u, (1<i<r , v,eU)) gibi tek

tiirlii olarak yazilabilirse direkt toplam denir ve
U,e.e U, (2.6)

seklinde gosterilir,

24,1 Tanmm

ue U ve we W igin bir ve V vektorii sade ve sadece v=u+w seklinde tek tiirlii yazilabiliyorsa
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V vektor uzayma U ve W alt uzaylarinin direkt toplami denir ve V = U@ W seklinde

gosterilir.

2.4.2 Ornekler

1) v,,..,v, Vninbazive I<i<ni¢in U, , v, tarafindan gerilen alt uzay olsun.
Ohalde V=U,®...&U  dir

2) U, V nin bir alt uzay: ve v, ... ,v, U nun bir bazi olsun. v, ... v, 1 Vninv,, ... ,v

n

bazina yayalim. W=sp(v ,, ,..., v, ) oldugunu farzedelim. Buradan V=U & W olur.
Dolayisiyla V = U @ W olacak sekilde sonuz sayida W alt uzay1 vardir.

3) V=U+W , u,,.., u, U nun bir bazi , w,,...,.w, W nin bir baz1 ise asagidaki ii¢ kosul

esdegerdir.

(hv=UeWw

Q) uysnu,, Wi, w_ Vnin bir bazidir.
3) Unw={}

4 ) U ve W, V nin alt uzaylan olsun. V=U® W yazilabilmesi i¢in gerek ve yeter kosul
V=U+W ve U mW={ 0 } olmasidir.

Ispat: [lk olarak V=U@ W olsun . Herhangi bir ve V vektori , ue U ve we W igin v=u+w
seklinde tek tiirlii yazilabildiginden V=U+W olur.

Simdi v,eUnW olsun.
v,e Uvev, e W dir. Ote yandan U ve W, V nin alt uzaylan oldugundan Oc U, Oe W dir.

vi=0+ v, , v, = v,+0 yazilabilir. v, in yazilis: tek tiirlii olacafindan bir geligkiden ancak

v, =0 almakla ¢ikilabilir. Dolayisiyla UnW= {0} olur.

Diger yandan , V=U+W ve UnW= {0} olsun. Herhangi bir ve V vektori V=U+W
oldugundan v=u+w (ue U ,we W) seklinde yazilabilir. $imdi bu yaziligin tek tiirlii oldugunu
gostermeliyiz. v € V vektoriiniin ikinci bir yaziligt yani v=u' +w’  ;u'eU, weW var

olsun.
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utw=u'+w’ oldugundan u-u'=w'-w olur. O halde u-u'= w'-we UnW dir. UnW={}

oldugundan u- u'= w'-w=0 dur.

u-u =0 = u=y’ , w-w=0 = w =w
Dolayisiyla yazilig tek tiirlidiir ve V=U®W dir.

5)R* uzaymmn U ve W alt uzaylar1 agagidaki gibi tammlansin.
U= {(a,b,c) : a=b=c} ve W= {(O,b,c)}

R* =U® W dir. Soyle ki :

U mW:{O}dlr. Cinkiiv=(a,b,c)e UNW isea=b=c vea=0dana=b=c=0olur.
Yani v = ( 0,0,0) bulunur.

Ayni zamanda R *=U+W dir. v=(a,b,c) € R® vektorii agagidaki sekilde yazilabilir.
V= (a,a,a)+(0,b-a,é-a)

Bu toplamda (a,a,a) e U ve (0,b-a,c-a) € W dir.

Biitiin kosullar saglandigina gére R* =U® W olur.

2.5 Lineer Doniigiimler

F kiimesinde tamiml iki vektor uzay1 V ve W olsun.9:V—W fonksiyonuna agagidaki iki

kosulu sagliyorsa lineer doniisiim (lineer transformasyon) adi verilir.
D) (u+v) d=u0+vy (Her u,veV igin)
2)(Av) ¥=A(v¥) (HerAeFveveV igin)

Diger bir ifade ile®:V— W fonksiyonu , bir vektdr uzaymmn iki esas iglemi olan vektor

toplamu ile skalerle ¢arpim iglemlerini koruyorsa lineerdir.
¥:V— W bir lineer dénilistim , v,,....v, V ninbirbaziise 4 |,...,4 ,€Figin
(A Vit +d v )0=4 (v, 0)+...+4 (v, ¥) dir.

V nin herhangi bir v,,...,v, bazi ve W de herhangi w,,...,w, vektorleri verildiginde tiim i ler

igin v, ¢=w; olacak sekilde tek tiirlii belirli bir ¢:V—>W lineer doniigiimii vardir ve ¢
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lineer doniisiimil

(A Vit +A v)o=4, w,+..+4A w,  ileverilir

2.6 Bir Lineer Doniigiimiin Cekirdegi ve Goriintiisii
¥#:V—W bir lineer doniigiim olsun. Im¢¥ seklinde yazilan ¢ nin goriintiisi W igindeki

goriintil noktalarinin kiimesidir.
imd={ve : veV} (2.7)

Kerd seklinde yazilan ¢ nin ¢ekirdegi , goriintiisit Oe W olan V deki elemanlarin kiimesi

olarak tanimlanir.

Kerz?:{veV:vz?:O} (2.8)
(2.3) kullanilarak Ker?} nin V nin bir alt uzay: oldugu kolaylikla anlasilabilir. S6yle ki

0% =0 oldugundan 0e Ker# dir. u, w € Ker®} olsun. Bu durumdau?d=0, w=0 dir.
(u+w) & =udd + w =0+0=0 = u+we Kerd

AeFveve Kerd icin (Av)® =A (v )=4.0=0=> Ave Kert}

Biitiin alt uzay olma kosullan saglandifina gére Ker} , V nin bir alt uzay1 olur.

Im®¥ , W nin bir alt uzayidir. Ispat: benzer sekildedir.

Bunlann boyutlart Rank-Nullity Teoremi olarak bilinen asagidaki denklem ile verilir.
DimV=dim( Ker ¢ }+dim( Im ) 2.9)
2.6.1 Ornekler

1) ©:V—W fonksiyonu her ve V ler igin v##=0 ile tanimlansin. ¥ bir lineer doniigiimdiir

Ciinkii u,ve V, A€ Figin
(utv) ¥=0=0+0=ud +v¥
(Av) 8=0=A1.0=4(vD)
Kerz?:{veV:v19=0}=V , 1mz§‘={0} olur.

2) #:V—>V fonksiyonu her ve V ler igin v =3v ile tanimlansin. ¥ bir lineer déniigiimdiir ve
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Ker9={0}, Imo=V dir
3) %:R'-R’

(x,y,z) O =(x+2y+z,~y+3z) (Her x,y,ze R)

fonksiyonu verilsin. ¢ bir lineer doniislimdiir.
Ker9={x.y,2R": (x,,2)0 =(0,0)}
={x-+2y+2,-y+32)=(0,0) }
= {x=—7z, y=3z, ZER}
= {(-72,32,2) IZER} =Sp((-7,3.1))

Im®¥=R?

Dim(Kerd)=1 , dim(im®)=2 dir.

2.7 Tersinir Lineer Doniisiimler

F de tammli iki vektdr uzayr V ve W olsun.#:V—W lineer doniisiimii Kerﬁ‘:{O} ise
injektif ( bire-bir ) dir.® kesinlikle surjektif (iizerine) ve Ker ¢ ={O} oldugunda tersinirdir. Bir

lineer doniiglimiin tersi de bir lineer doniigiimdiir. Eger V den W ye bir tersinir doniigiim

varsa V ve W ye izomorfik vekt6r uzaylari denir.

¥ :V >V lineer doniisiimii igin agagidaki {i¢ kosul esdegerdir.
1) &, ters cevrilebilirdir |

2) Kert={0}

3) Imy=v (2.10)

2.8 Endomorfizm
Bir V vektdr uzayindan kendisine bir lineer doniisim V nin bir endomorfizmi olarak

adlandirlir.

¥ ve ¢ V nin endomorfizmleri ve AeFolsun. Vden Vye ¢ + ¢, 0¢ ve A0

fonksiyonlari su sekilde tanimlanir. ( Her ve V ler igin)



V(O +¢)=vi+veo
v(d ¢)=(vd)¢
V(A3 )=A(vE)

U+ ¢,0¢ ve A fonksiyonlan da V nin endomorfizmleridir.

¢ ¥ igin ©* yazilr.

2.8.1 Ornekler

Iy I,:v=v (VveV) birim fonksiyonu V nin bir endomorfizmidir. Eger ¥ V nin bir

endomorfizmi ise tim A € Fler igin #-4 1, de V nin endomorfizmidir.
Ker(8-41,)={veV: vo=2v} dir. Soyle ki:

Ker(%-41 v)={veV: v(ﬁ-llv)zo} ={veV:v19-v(Alv)=0F{veV: vﬁ-l(vlv)=0}=
={veV: v -A v=0 }:{VGV:V'L?:?L v }

2) V=R’ , ®:V-Vve ¢: V-V fonksiyonlan asagidaki gibi tanimlansin.

(xy) 9= (x+y, x-2y)

(xy) ¢=(x-2y , -2x+4y)

Y ve ¢ ,V nin endomorfizmleridir. ¥ + ¢, ¥ ¢, 30 ve ¥’ fonksiyonlan asagidaki
sekildedir.

X y) P+ §)=(2x-y , -x+2y)
(x.y)( B ¢)=(-x+5y , 2x-10y)
(x,y)(30)=(3x+3y , 3x-6y)
(x.y) B’ =(2X-y , -X+5y)

2.9 Matrisler

V ., F iizerinde bir vektér uzayr ve ¥ , V nin bir endomorfizmi olsun. V vektdr uzaymnin

{vl,...,vu} bazi B ile gosterilir . v, ¢, ... ,v & ler V iginde vektorlerdir ve her biri {v,,...,vn}



24

bazinin elemanlarinin bir lineer kombinasyonudur.
vi¥=a,v,+..+a, v, olacak sekildea,e F( [<i<n, 1<j<n)

skalerleri vardir. n-kare (a;;) matrisine B bazmna gére ¥ nin matris gsterimi veya daha basit

olarak B bazi icinde ¢ nin matrisi denir ve [19]3 ile gosterilir.

2.9.1 Ornekler
1) d=1, (yani VveVigin vi¥=v) ise V nin biitiin B bazlan igin [’919=In dir. I, nxn lik

birim matristir.
2) V=R’olsun. ¥ , (x,y)— (x+y,x-2y) seklinde tanimlanan V nin bir endomorfizmi olsun.
B, Vnin (1,0), (0,1) baziveB' deVnin (1,0),(1,1) baz olsun.
B bazina gére ¢ nin matris gosterimini bulalim.
(1,0) ¥=a,,(1,00+a,,(0.1)
(LDh=(a,,a,) = a;=a,=I]
0,1) ¥=a,, (1,0) +a,,(0,1)

(1-2)=(a,,a,)=> a, =1, a,=2

o L)
a; a8, ) (1 -2
Benzer gekilde [19]5 = [g 1 } bulunur.

Eger A matrisinin elemanlar1 F kiimesine aitse A ya F de tanimli matris adi verilir.

A mn 1. satir j. siitunundaki a; elemanina A matrisinin genel elemani denir ve A=(a;) ile
gosterilir.

F tizerinde iki mXn lik matrisler A=(a;) ve B=(b;) olsun. A+B timi, j ler i¢in ij. elemant
a;tb; olan F iizerinde mx n lik matristir. A matrisinin bir A € F skaleriyle ¢arpimi olan 4 A

matrisi A mn her elemaninin 4 ile ¢arpilmasindan elde edilen matristir. Bir mXn lik A=(a;)
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matrisi ve nxp lik B=(b;) matrisi verildi§inde mxp lik AB garpim matrisinin ij. elemam

Yayb,; seklindedir.
k=1

2.9.2 Ornek

A= 12 , B= 0 -4 matrisleri veriliyor.
3 1 A |

- - (- 12 -
ae(? ) aas(? 6) ape(* 2 pasf12
5 0 CREE 2 13 53

B, V vektdr uzayimn bir bazi , V nin endomorfizmleri ©+ ve ¢ olsun. ¥ +¢ ve ¥ ¢ nin B

bazina gére matrisleri su sekildedir :

b+l =lok+ DL,
o L=lok lo;
Tim A skalerleri icin

As)=2 5], (2.12)

V vektdr uzaymnin bir bazi verildiginde V nin bir endomorfizminden nasil bir matris elde

edildigi gosterildi . Simdi ise matris kullanarak bir endomorfizm tanimlayalim .

A, F iizerinde bir nXn lik matris olsun. V vektor uzaynr V=F" seklinde tanimlansin. Yani V

vektor uzayr x;€ F (i=1,...,n) olmak iizere (x,,...,x,, ) vektdrlerinden olugsun. "
Her ve V ler i¢in vA matris ¢arpimi da V vektor uzayina aittir. Béylece V den V ye

v—oVvA (veF") ' (2.13)

fonksiyonu tanimlanabilir.

Bu fonksiyon F" nin bir endomorfizmdir.

2.9.3 Ornek

A=1 1 olsun.
3 2
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A matrisi kullanilarak F* nin yukandaki gibi bir endomorfizmi bulunabilir.

(x,y) 9 =(x,y) (; 21] =(x+3y , -x+2y)

2.10 Ters Cevrilebilir Matrisler
Eger AB=BA= I esitligini saglayan bir B, nxn lik matrisi bulunabiliyorsa A nXn matrisine
ters gevrilebilir matris denir veya A nin tersi vardir denir. Boyle bir B matrisi varsa tek tiirli

belirlidir. Buna A matrisinin tersi denir ve A™' ile gésterilir.

A matrisinin determinanti detA seklinde yazilir. Bir A matrisinin tersinin olabilmesi igin

gerek ve yeter kogul detA # 0 olmasidir.

Ters gevrilebilir endomorfizmler ve ters gevrilebilir matrisler arasindaki baglanti apagiktir.
Soyle ki:

V nin bir B bazi verildiginde , V nin bir ¥ endomorfizmi ancak ve ancak [19]13 matrisi ters

cevrilebilirse ters ¢evrilebilirdir.

Ters ¢evrilebilir matrisler iki vektér uzayinin bazlarini iliskilendirdigimizde ortaya cikar.
Ters ¢evrilebilir bir matris bir baz1 digerine d6niistiiriir ve bu ayn1 matris bir endomorfizma
matrisinin baza bagli olma yontemini tanimlamak i¢in kullanilir. Bu yorumlarin kesin anlami

asagidaki tanimda ve sonugta verilmistir,

2.11 Tanmm

V|V, V vektdr uzayinmn bir B bazi , v, ,...,v,

n

ise B bazi olsun. t; skalerleri igin (1<i<n)
VSt Vit ekt v, (2.14)
ise T=(t;) nXxn katsayilar matrisi ters cevrilebilirdir ve bu matrise B bazindan B’ bazmna

gegis matrisi denir ( Lipschutz , 1968 ).

2,12 Sonug

Eger B ve B’ V nin bazlari ve ¥ , V nin bir endomorfizmi ise

[oh=T"[oL T 2.15)
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olur. Burada T, B bazindan B’ ye gecis matrisidir.

2.12.1 Ornek
V=R’ alinsm. B, V nin (1,0), (0,1) baza ve B' V nin (1,0), (1,1) baz1 olsun. B bazindan B’

bazina ge¢is matrisi su sekilde elde edilir :
(LO)=t,, (1,O) +t,(0,1) = t,,;=1 ,t,,=0

(I,D)=ty, (1,0) + 1, (0,1) = t,, =1, t,,=1

oom IR W L I D T
ty 1y 1 1 101

¥: (x,y) = (x+y, x-2y) V nin bir endomorfizmi ise

SR o I 0%

olur.

2.13 Oz degerler ve Oz vektorler
V , F iizerinde bir n-boyutlu vektdr uzayr ve ¢ lineer doniigiimii V nin bir endomorfizmi
olsun. Eger vid=Av olacak sekilde sifirdan farkli , ve V vektdrii varsa A skalerine

operatoriiniin 6z degeri denir. Boyle bir v vektoriine ¥ nin 6z vekt6rii ad1 verilir. A, sadece
¥-41, ters gevrilebilir olmadiginda (Ker(¥-41,)# {0} durumunda) ¥ nin bir 6z degeri

dir. Bundan dolay1 eger B, V nin bir bazi ise ¢ tasvirinin 6z degerleri
det([8),-2 1. )=0 (2.16)

denklemini saglayan F ye ait A skalerleridir. Bu problemin ¢6ziimiinde n. dereceden
polinomlarin kdklerinin bulunmasi da rol oynar. Katsayillari C de olan her sabit olmayan

polinom , C de bir kdke sahiptir ve agagidaki sonug ¢ikar.
V , C iizerinde sifirdan farkli bir vektor uzayl ve # V nin bir endomorfizmi olsun. Oyleyse

¥ bir 6z degere sahiptir. (2.17)

2.13.1 Ornekler

1) V=C? olsun. ¥ tasviri V nin bir endomorfizmi olsun ve asagidaki gibi tanimlansin.
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(Xa)’) 19 = ('y’x)

B, Vnin (1,0), (0,1) bazt ise [}, ={0 (1)] olur.

Det([s], -2 1,)=4 241

A’+1=0 dan ~i ve i ¢ nin 6z degerleri olur. Bunlara karsilik gelen 6z vektorleri bulalim.
(x,y) ¥ =1(x,y) den (-y,x)=(ix,ly) dir. Buradan y=-ix , x=iy olur. x=1 alinrsa y=-i olur. (1,-1),

i nin 6z vektoriidiir.

(x,y) ¥ =-i(x,y) den (-y,x)=(-ix,-iy) dir. Buradan y=ix , x=-1y olur. x=1 alinrsa y=i olur. (L,1),

-1 nin 6z vektoriidiir,

2) V=R? olsun. ¢ endomorfizmi (x,y) ¥ =(-y,x) seklinde verilsin. V , R iizerinde bir vektor

uzayidir ve 9, R de hig 6z degere sahip degildir. Ciinkii A?+1 denkleminin R de ¢oziimii
yoktur.

A, F de tamiml1 bir n-kare matris ise A nin 6z degeri sifirdan farkli v € F" vektorii i¢in

.VA=Av kosulunu saglayan A degeridir. Bu durumda v , A nm A ya karsi gelen 6z

vektoriidiir. A matrisinin 6z degerleri det(A- A4 I, )=0 denklemini saglayan A4 € F degerleridir.

2.13.2 Ornek
Bir A=(a;;) kare matrisine , tiim i+ kogsulunu saglayan i,j ler i¢in a;=0 ise kdsegen matris
denir. Késegen matris su sekilde belirtilir.
A
0

0o -
e 0
A= &

o
o
PN

Burada 1<i<nigin a,; =4, dir. Bu A kdsegen matrisinin 6z degerleri A,,...,A, skalerleridir.

2.14 Yansimalar
V vektor uzayr U ve W alt uzaylarimin direkt toplami olsun. V=U@ W vektdr uzaymin
yansimasint tanimlamadan 6nce V nin 06zel bir endomorfizmi tanimlanmalidir. Bu

endomorfizm bir 6nerme ile su sekilde tanimlanr.
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2.141 Onerme
V=U® W olsun. Her ue U , we W igin
VoV
(u+w)7m =u
fonksiyonu tanimlansin.
7, V nin bir endomorfizmidir. Ustelik Imz =U, Kerr=W ve 7 *= 7 dir.

Ispat : V deki herbir vektér ue U , we W igin u+w formunda tek bir ifadeye sahiptir. Bunu

7 nin V de bir fonksiyon oldugu gergegi takip eder.
vvev Vyeaitolsun. Baziu,u €U , w,w € Wiginv=u+w ve v'=u +w olur.
(vH+v )T =+ U +w+ W )T =uk U
=(u+w) T+H(u + w7
=VA+ VT
AcFigin (Av) T=(Au+Aw) w =Au=A(vm)
O halde , £ V nin bir endomorfizmidir.

im7 cU oldugu agiktir. Ters kapsama igin ; Vue U icin uz =u oldugundan Uc Imz dir.

Dolayisiyla Im 7z =U olur.

(u+w) 7=0 & u=0 < u+we W dir. Buradan Kerz =W bulunur.

Son olarak (u+w) 7 2 =umw=u= (u+w)x ve 7 = 7 olur.

2.14.2 Tanim

7 *= 1 yisaglayan V vektor uzaymin 7 endomorfizmine V nin yansimasi denir.

2.14.3 Ornek
R? nin (x,y) = (2x+2y,-x-y) endomorfizmi bir yansimadir. Ciinkil ;

xy)r 2= (2X+2Y,-X-y) T =(2(2x+2y)}+2(-X-y),-2X-2y+X+Y)=(2x+2y,-X-y)=(X,y) &

dir.
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2.14.4 Onerme

7T, V vektdr uzaymin bir yansimast olsun. Oyleyse V=Imz @ Ker 7 dir.
Ispat: ve Vigin v=vz + (v-v7r ) yazilabilir. vz terimi Im 7z ye aittir.
(vr)m=vr-vx *=vxr-va=0 oldugundan v-vz , Kerm ye aittir.
Bu V=Iimz+Kerm vyikurar.

Simdi ve Imz N Kerz  olsun.
ve Im 7 oldugundan v=urx olacak sekilde ue V vardir. Buradan v =uzx ?=uz =v bulunur.
ve Kerzr oldugundan vz =v=0 dir. Béylece Imz N Kerz ={0} olur. Buise

V=Imz ® Ker x oldugunu gosterir.

2.14.5 Ornek

7 (x,y) = (2x+2y,-x-y) endomorfizminin R? nin bir yansimasi oldugu 6mek 2.14.3’te

gosterildi.
Imr= {(2x,—x) :xeR} , Kerm= {(x,-x) ¢ xeR} dir.

Kerz ={ (x.yER?: (x,y)7 :(0,0)}

= { *,¥)ER? :(2x+2y , -x-y) =(0,0) }= {(x,y)eR 2: 2x+2y=0,-x-y =O}= { y=-X X R}=

={(x,—x) {XE R}
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3. GRUP TEMSILLERI

Bir G grubunun temsili G yi bir matrisler grubu olarak gérmemize yol agar. Bir temsil , G den
bir ters ¢evrilebilir matrisler grubuna bir homomorfizmdir. Bu boliimde temsillere 6rnekler

verilerek temsillerin denkligi ve bir temsilin ¢ekirdegi kavramlar anlatildi.

G bir grup ve F kiimesi R veya C olsun. Birinci bolimde bahsedildigi gibi GL(n,F),

elemanlart F kiimesinden alinan nxn ters cevrilebilir matrisleri ifade eder.

3.1 Tanim

F de tamimhi G grubunun bir temsili , bazt n ler icin G den GL(n,F) ye bir p

homomorfizmidir. p nin derecesi n tamsayisidir (James ve Liebeck, 1993 ).

G den GL(n,F) ye tamml p fonksiyonu ancak ve ancak her ghe G icin (gh) p=(gp )hp)
esitligini sagladiginda bir temsil olur. Bir temsil aym zamanda homomorfizm oldugundan

Her p:G— GL(n,F) temsiliigin 1 p=I_ve g p=(gp)” (Her ge G i¢in)
dir.

Burada I, nxn birim matristir.

3.1.1 Ornekler
D G=D8=<a,b: a‘=b’=l , b"abza’1> olsun.

A ve B matrisleri asagidaki sekilde tanimlansin.
A [ 0 1) ’ B ( 1 0)
-1 0 0 -1
A*=B’=] , B'AB=A" saglanr.
p:G—-GLQ2,F) fonksiyonu
a'b’ 5A'B’ (0<i<3,0<j<1)
seklinde tanimlansin. Her ge G i¢in g p matrisleri gizelge 3.1°de verilmisgtir.

p nin derecesi 2 dir.
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Cizelge3.1 ge D, icin g p matrisleri

g ] a a? a’ b ab a’b a’b

gp 1 0
0 1

Ornegin a,b € D, icin

0 -1 0 1)1 O
b = = =
()9 [_1 0] ¥ 0] B treprees

D, in biitiin elemanlan igin p fonksiyonu islemi korur. Su halde p fonksiyonu D, in bir

temsili olur.

2) G bir grup olsun. p :G— GL(n,F) fonksiyonu gp=I ( Her ge G icin ) (I,, nxn birim

matris) ile tanimlansin.
Her ghe Gigin (gh) p=I,=1,.1,=(gp)hp)

oldugundan p , G nin bir temsilidir.
3) G m. mertebeden bir devresel grup olsun. G= <a : a"‘=l>. Ae GL(n,C) icin
paa’"—>A" (0£r<m-1) ile p:G—->GL(n,C) fonksiyonu tanimlansin.

Ancak ve ancak A™ =] oldugunda p fonksiyonu G nin bir temsilidir. $6yle ki :

{lk olarak ; p, G nin bir temsili olsun. Bu durumda
I=1,=(a")p=(ap)™=A" olur.

Tersine , A™ =1 olsun. O halde (a') p=A" (0< i<m-1)dir.

Her i,j tamsayilari igin (a'a’) p=(a™) p=A™"'= A'A'=(a’ p )@@’ p) olur.

O halde p bir temsildir.
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1 0
4)A= PO , B= um | | C= 01 veG=<a:a3=1>EC3 olsun.
0 1 0 e? 1A

p,:at =AT , p,:a" »Bf , p;:a’ —=C" (0<r<2)
fonksiyonlarini ele alalim.
A*=B’=C’=1 kosullart saglamir. Bir 6nceki 6rnekten p ; (1£j<3) G nin temsili olur.

3.2 Denk Temsiller

Bir temsilden bagka bir temsil su sekilde iiretilebilir.

p :G— GL(n,F) bir temsil olsun.

T, F lizerinde bir nXx n ters gevrilebilir matris ise tiilm nXn A ve B matrisleri icin

(T'ATX T BT)=T"'(AB)T (3.1
esitligi s6z konusudur. Bu esitlik kullanilarak p den yeni bir o temsili iiretilebilir.

Bunun i¢in

go=T"(gp)T (Her ge G igin) tammlanir.

Her g,he G igin (gh) o =T ((gh) p)T=T"((gp)h p ))T=T " (g )T. T (h p )T=(g0 )(ho )

o islemi korudugundan bir temsildir.

3.2.1 Tanimm
p :G—GL(n,F) ve 0:G—GL(m,F) fonksiyonlan F de tanimhi G grubunun temsilleri olsun.

Eger n=m ve her ge G igin go = T"' (g p )T olacak sekilde bir T nxn ters gevrilebilir matrisi

varsa p, o yadenktir denir.
F {izerinde tamiml1 G grubunun p, o ve 7 temsilleri i¢in agagidaki kogsullar saglamr.
1) p, p yedenktir.

2) p, o yedenkise o da p ye denktir.
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3) p,o yedenkve o da 7 yadenkise p, 7 yadenktir.
Diger bir ifade ile temsillerin denkligi bir denklik bagintisidir.
Ispat:1) Her ge Gigin, I (g p)I=g p oldugundan p,p ye denktir.

2) p, o ye denk ise her ge G igin go= T (gp )T olacak sekilde bir T ters gevrilebilir

matrisi vardir. Buradan g p=(T")" go T yazlabilir. Su halde o, p ye denktir.

3) p,o yeve o da7 yadenk olsun. O halde

go=S"(gp)S vegr=T"'(go)T (Her ge G i¢in) olacak sekilde S ve T ters gevrilebilir

matrisleri mevcuttur ., Buradan

gT=T" (S (g p)S)T den g7 =(ST) "' ( g p }(ST) yazilabilir. Dolayistyla p, T ya denk olur.

3.2.2 Ornekler
D G=D8=<a,b: a‘=b =l , b"abza"> olsun. Ornek 3.1.1 (1)’de goriilen G ninp temsilini

alalim. A=[01> é) ve Bz(:) (i) olmak iizere ap=A ve bp=B idi.

F=C olsun ve T= (1 1 ] matrisi tanimlanirsa T =G
i A

) ] olur. Gergekten T,
i

T'AT kdsegen matris olacak sekilde kurulur ve T AT=[:) 0] , T BT:(? 3] elde
4

edilir.

0] , bo =[§) ;] olacak gekilde D, in bir o temsili elde edilmis olur.

Boylece ac7=[1
0 4

Suhalde p veo temsilleri denktir.

-5

2) G=C 2=<a:a2=1> ve A=(~2

152) olsun. A*=I dir. p :1—>1 , a—A seklinde

tanimlanan p : G — GL(2,F) fonksiyonu G nin bir temsilidir.

- 1 0
Eger T=(12 ?) secilirse T AT=(; (i] elde edilir. p temsilinden 10’=(0 1) ,
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ao =(:) 01) olacak sekilde G nin bir ¢ temsili elde edilir.

Ohalde p ve o temsilleri denk olur.
Kolaylikla farkina varilabilecek iki durum vardir :

p nin derecesi 1 oldugunda ve her ge G igin gp =1 oldugunda p nin kendisine denk olan

tek temsil p nin kendisidir. Fakat genellikle p ye denk olan birgok temsil vardir.

3.3 Temsillerin Cekirdegi
Bu bolimde bir p :G—GL(n,F) temsilinin ¢ekirdeginden bahsedilecektir.

Bir p:G— GL(n,F) temsilinin ¢ekirde§i g p nin birim matrise esit oldugu ge G lerden

olugur. Yani
Kerp={geG:gp=l,} (3.2)
dir. Ker p ; G nin bir normal alt grubudur.

3.3.1 Tanim

Her ge G igin gp =(1) ile tammlanan p :G—GL(1,F) temsiline G nin trivial temsili denir.
Diger bir deyisle G nin trivial temsili tiim grup elemanlarint 1x 1 birim matrisine gonderen

temsildir.

Simdi ¢ekirdegi sadece birim alt grup olan temsilleri inceleyelim.

3.3.2 Tanim
Bir p:G—>GL(n,F) temsili eger Ker p ={l } ise diiriist temsil olarak adlandirilir. Yani p bir

diiriist temsil ise g p =1, kosulunu saglayan tek g eleman1 G nin birimidir.

3.3.3 Onerme
Sonlu bir G grubunun p temsili ancak ve ancak Imp, G ye izomorf oldugunda diiriist

temsildir ( James ve Liebeck, 1993 ).

Ispat:Oncelikle p , G nin bir diiriist temsili olsun. O halde lKerpl =1 dir.

Ker p < G oldugunu biliyoruz ve Teorem 1.11 ile G/Ker p grubunun Im p e izomorf oldugu
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gosterildi. G/ Kerp = Imp oldugu igin lG/Kerpl=IImpl dir. Dolayisiyla ~—‘(i—= |imp,
IKerpl

olur. 'Kerp] =1 oldugundan IGI =limp| dir. Buise Im p nin G ye izomorf oldugunu gosterir.

Tersine G=Imp olsun. O halde [Gl=limpl dir. Bu lKlGlpl:]impl esitliginde koyulursa
er

]Kerpl =1 bulunur. Bu ise p nin diiriist temsil oldugunu gosterir.

3.4 Ornekler

1) p , Dy in bir temsili olsun ve asagidaki gibi tanimlansin.

i j
(a‘bi)p=[°1 10][1) ‘1] (Ornek 3.1.1 (1)’ de oldugu gibi)

p diiriist bir temsildir. Ciinkii ¢izelge3.1” e bakilirsa g p =1 kosulunu saglayan tek g elemani

D, in birim elemanidir. [ ' &

i 0) ve ( :) (i} tarafindan iiretilen grup D’ e izomorf olur.

2)G=D ,=(ab:a’=b’=l ,b"ab=a") olsun.

in 1 \E

. . 5
a=l® 0 | (0 1) |2 2 | pft 0
‘i 1 0 31 0 -

0 e’ -~ 2

2 2

matrisleri tanimlansin.
p,'G—-GL2,C) (k=1,2,3,4)icin
p;:a’b* —>A'B®

p,:a’b* > A*(B)

p,:a’b* —>(-A)'B*

p, a’b*—>C'DY (0<r<5 ,0<s<1)
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fonksiyonlarinin G nin birer temsili oldugunu gosterelim.

Coziim: 1) S=A ,T=B , 2)S=A’,T=-B, 3)S=-A,T=B, 4)S=C,T=D durumlar i¢in
S°=T*=1 , T''ST=S" dir.

O halde p, bir temsildir.

A'B*® (0<r<5 ,0<s5<1) matrisleri farklidir. Bu yiizden p, diiriist temsildir. Benzer sekilde

p, temsili de diiriisttiir. Fakat p, vep, temsilleri diiriist degildir. Ciinkii a’® p,=1 ve

a’ p,=1I dir.

p, ve p, temsilleri denktir. Bunun igin T= (1. l] matrisini tamimlayalim.
A0

T'(gp, ) T=gp, (Her geG igin) ( T yi bulmak i¢in C nin 6z vektorleri alindi.)
j#2icina’p ;# I oldugundan p, , digerlerine denk degildir.
j#3igina’p, # I oldugundan p, , digerlerine denk degildir.

3)Bir G grubunun trivial temsili ancak ve ancak G= {l} oldugunda diiriist temsil olur.
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4. FG-MODULLERIi

Bu béliimde FG-modiil kavrami tamitildi ve FG-modiilleri ile F iizerinde tanmimli G grubunun

temsilleri arasinda yakin bir baglant: oldugu gosterildi.

G bir grup , F kiimesi R ya da C olsun.

G nin bir temsili p :G—GL(n,F) olsun. V=F" alalim. A, € F olmak tizere (4,,...,4,)e V dir.
Her ve V ve her ge Gicin

vigp) (4.1)
g p nXn matrisi ile v satir vektoriiniin matris ¢arpimidir.

Tanimlanan matris ¢arpimi V de bir satir vektdriidiir. (1 Xn matrisi ile nxn matrisinin ¢arpimi

1Xn matris oldugundan)

v(g p ) carpimunin bazi temel 6zellikleri gunlardir :

1) p bir homomorfizm oldugundan her ve V ve her g,he G i¢in
v((gh) p)=v(gp)hp)

2)1 p birim matrisi i¢in her ve V igin v(1 p )=v

3)Heru,ve V , AeFve ge Gi¢in

(AV)(gp)=A(v(gp))

(u+v)(gp)=u(gp) +v(gp)

4.1 Ornek
G=D8=<a,b:a4=b2=1,b’lab=a"> olsun. Omek 3.1.1(1)’de tanimlanan G nin

p :G—-GL(2,F) temsili

ape(0 1 bpfl  O) e, (04
1 0 ’ o 1)’ 10

olsun.
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v=(A,4,)e F? icin
v@ap)=(-14,,4)
v(b p)=(4.-2;)

v(@® p)=(1y.- )

4.2 Tanim
V, F iizerinde bir vektor uzayr ve G bir grup olsun. Her uve V, AeF ve ghe G icin
asagidaki kosullart saglayan vg carpimi tanimlanmigsa V vektor uzaymna bir FG- modiilii

denir.

1)vge V

2) v(gh)=(vg)h
3) vi=y
A(AV)g=4(vg)
S5)(u+v)g=ug+vg

FG —modiili isminde V nin F {izerinde bir vektdér uzayr ve G nin de vg (ve V) ¢arpimini
olusturmak i¢in g elemanlarinin alindign grup oldugunu belirtmek i¢in F ve G harfleri
kullanilir,

1) , 4) ve 5) kosullarindan her ge G icin v—vg (veV) fonksiyonu V nin bir

endomorfizmidir.

4.3 Tanim
V bir FG-modiilii ve B, V nin bir bazi olsun. Her ge G icin

e, 42)

matrisine V nin B bazina bagh v — vg endomorfizminin matrisi denir.

FG-modiilleri ve G nin temsilleri arasindaki baglant1 asagidaki temel sonucu ortaya ¢ikarr.
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4.4 Teorem

1) p:G—>GL(n,F) F detanimli G nin bir temsili ve V=F" olsun. vg carpim1 vg=v(g p )
(ve V, ge G) seklinde tanimlamirsa V, bir FG-modiilii olur.Ustelik g p = [g]B (Her ge G icin)
olacak sekilde V nin bir B bazi vardur.

2) V bir FG- modiilii ve B, V nin bir baz1 olsun. O halde g -e[g]B (ge G i¢in) fonksiyonu

F de taniml1 G nin bir temsilidir ( James ve Liebeck, 1993 ).

Ispat : 1) Her u,ve F" ,AeF ve gheGicin vg=v(gp)e F" (vg carpimu 1xn matris

oldugundan F " uzayina aittir.)
v(gh)=vI(gh) p I=v[(g p )(b p)I=[v(g p)I(h p )=(vg)(h p )=(vg)h
vi=v(1 p)=v], =v
(Av)g=(2v)(gp)=A(v(gp)=2(vg)
(u+v)g=(u+v)(g p )=u(g p ) + v(g p J=ug+vg
Biitlin kosullar saglandigma gore V bir FG- modiiliidir.

B bazii¢in, F" in (1,0,...,0) ,(0,1,0,...,0),...,(0,0,...,1) bazi alinirsa her ge G igin g p =[g]B

olur.
2) V, B bazh bir FG- modiilii olsun. Her ghe G ve V nin B bazndaki tiim v ler i¢in

v(ghy=(vg)h oldugundan [gh}.= [g], o], dir.

Ozellikle , her ge G igin [L= [e], [g’L olur.

Her ve V igin vl=v dir. Bu yiizden [1]B , birim matristir. O halde her bir [g]B matrisi ters

gevrilebilirdir ve tersi Jg' |, dir.

g— [g]B fonksiyonu G den GL(n,F) e (n=dimV) bir homomorfizmdir ve F de tanimli G

grubunun bir temsilidir.

Simdi Teorem 4.4 (1) i¢in agagidaki 6rnegi inceleyelim.
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4.5 Ornekler
1) G=D8=<a,b:a4=b2:1 ,b"abza"> ve G nin bir p temsili

0 1 1 0 )
ap= , bp= eklinde verilsin.

V=F? alalim. vg=v(gp ) (veV ,ge G) tammlanirsa Teorem 4.4 (1)’den V bir
- w .. 0 1 .
FG -modiilii olur. Omegin (1,0)a=(1,0) [ . 0]:(O,l) dir.

v,,v, Vnin(1,0),(0,1) bazi olsun. O halde
via=v,, v,a=-v,, v;b=v,, v,b=-v, eldeedilir.
B ,v,, v, bazimm temsil ediyorsa g— [gL (ge G) temsilinin sadece p temsili oldugu

gOriiliir.

2) G=Q8=<a,b:a4=l,a2=b2, b’]ab=a']> olsun. Ornek 1.2.1(4) ’te Q, A=[:) 0.) ve
-

Bz[o1 (1)] ile iiretilen GL(2,C) nin alt grubu olarak tanimlandi. Béylece C iizerinde G nin
bir temsiline sahip oluruz. F=C olursa v,a=iv,, v,b=v, , v,a=iv, , v,b=-v,
olacak sekilde v, , v, bazlh bir CG-modiilii elde edilir.

Yukaridaki érneklerden dikkat edilecegi gibi, v,a,v,a, v,b ve v,b vektorleri vg
(tiim ve V , ge G) yi belirler. Ornegin , 6rek 4.5.(1) *de
(v;+2v,)ab=v,ab+2 v,ab=v,b-2 v,;b=-v,-2 v, olur.

Benzer bir yorum tiim V FG-modiilleri igin gegerlidir. Eger v, ,...,v, 'V nin bir baz1 ise ve

8 »--8, G yi liretirse v, g; vektorleri (1<i<n, 1< j<r) , tim veV, geG igin vg yi

belirler.

Bir FG-modiilii temsil kullanmadan da kurulabilir. Bunun i¢in F de tanimh bir V vektor uzay:

V nin v, ,..,v, baz iizerinde grup elemanlarimin hareketini belirleyerek ve daha sonra bu
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hareketi tiim V de lineer olacak sekilde yayarak bir FG-modiiliine doniistiirilecektir.

Ilk olarak her i ve her ge G igin v, g ¢arpimi tanimlanir. Daha sonra

(A v, +.+4, v,)g (AeP

(A4 (v,2+.+4, (v, g)olarak tanimlanir.

v, g vektorlerinin nasil tanimlanacag konusunda kisitlamalar vardir. Bir sonraki 6nerme

se¢ilmis carpimimizin V yi FG-modiiliine doniistiirmesinde sik sik kullamlir.

4.6 Onerme
F de tamimh bir V vektdr uzaymin bazt v, ,..,v,olsun. Her ve V, ge G olmak iizere vg

¢arpimi asagidaki kogullar: saglarsa V bir FG-modiilii olur.

1 <i <n , her g.he G ve her Ay s Ay € F igin

1) v,geV

2) vi(gh)=(v;gh

3) vil=v,

4) (7[1.v,+...+).rl v,g=A(v,e+.+ A (v,

Ispat: 3) ve 4) den agik oldugu gibi her ve V igin vl =v dir. 1) ve 4) kosullari her ge G icin
v—vg (ve V) fonksiyonunun V nin bir endomorfizmi oldugunu saglar. Yani

VuveV , AeFve geG igin vge V. , (Av)g=A(vg) , (u+v)g=ug+vg dir.
Buradan her A,,..,4, €F , u,,..,u, €V, he Gigin

(Au+.4+4, udh=A (uh)+.+ A (u_ h) 4.3)
olur. $imdi ve V ve ghe Golsun. Bazi 4,,...,4, €F iginv=A, v,+.+A4, v  ve

v(gh)= A, (v, (gh))+..+ 2, (v, (gh)) (4. kosuldan)

=A4 (v, gh)+..+ A, (v, 2h) ( 2. kosuldan)
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=(4, (v,@)+..+ A (v g)h (4.3) *den
=(vg)h (4 kosuldan)
dir.
Biitiin kosullar saglandigina gére V bir FG- modiiliidiir.

Asagida trivial FG- modiilii ve diiriist FG- modiilii kavramlan verilmigtir.

4.7 Tanimlar
1) HerveV ,ge G igin vg=v olan F de tammhi 1-boyutlu V vektdr uzayma , trivial FG-

modiilii denir.
2) Her ve V i¢in vg=v kosulunu saglayan tek g elemam G nin birimi ise V' FG - modiilii
diiriisttiir.

Omnegin 4.5(1) *de verilen FD ;- modiilii diirtisttiir.

Bir sonraki amacimiz &nerme 4.6 *y1 kullanarak simetrik gruplarin tiim élt gruplari igin diiriist
FG- modiilleri insa etmektir.

4.8 Permiitasyon Modiilleri
{1,---,11} nin bir permiitasyon grubu olan S in bir alt grubu G olsun. V, v, ,...,v_ bazli F de
tanimh n- boyutlu vektdr uzayr olsun. 1<i<n olmak iizere G deki her g permiitasyonu igin

Vig=Vy : 4.4)
tanimlansin.

v,geV ve v, l=v, olur.

Her g,he G igin v, (gh)=v ) =V ¢ =( v, g)h dir.

g nin hareketini tiim V ye lineer olarak yayalim. Her 4, ,...,4, € F i¢in ve ge G igin

(A v, +.t A, v )g= A (v,@+.+ A (v, )gtanimlanirsa Onerme 4.6’dan V bir FG ~modiilii

olur.



4.8.1 Ornek

G=S, olsun ve B , V nin v,,v,,v,,v, bazini ifade etsin. g=(12) ise v,g=v, , v,g=v, ,

vV,8=v; , v,g=v, olur.

Eger h=(134) ise v,h=v, , v ,h=v, , v h=v,, v ,h=v, dir

0100 0 01 O
[g]BIOOO [h]BOIOO
0010]| 0 001
0 0 01 1 0 0O
elde edilir.
4.9 Tanim

G , S, in bir alt grubu olsun. 1 <i<n ve her ge G i¢gin

v,g=v,, kosulunu saglayanv, ,..,v, bazliV FG-modiiliine F de tanimli G nin permiitasyon
modiilii denir. v, ,..,v, V nin dogal bazi olarak adlandirilir. Permiitasyon modiiliiniin
V,,..,v, baziigin B yazilirsa , her ge G i¢in [g]B matrisi her satir ve siitunda sadece bir tane

sifirdan farkh elemana sahiptir ve bu eleman 1 dir. Bu matrise permiitasyon matrisi denir.

v,yi sabitleyen G nin tek elemani birimi oldugundan permiitasyon modiilii bir diiriist FG-

modiiliidiir. n. mertebeden her G grubunu S | in bir alt grubuna izomorf oldugu gercegiyle G

nin n. mertebeden bir diiriist FG-modiiliine sahip oldugunu gorebiliriz ( Passman, 1968 ).

4.9.1 Ornek

G=C3=< a:a’ =1> olsun. G, (123) permiitasyonu ile tiretilen S, {in bir devresel alt grubuna

izomorftur. Bu bizim , eger V, F {izerinde bir 3 boyutlu vektdr uzay ise (v,,v,,v, bazl) V yi

asagidaki gibi FG modiiliine gevirebilecegimiz gercegini gormemizi saglar.
v,l=vi , vyl=v, | v,l=v,
v,a=v, , V,a=v; , V;a=v,

2_ 2 _ 2__
v,a’=v, , v,a‘=v, , v,a’=v,
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Tabii ki, V deki keyfi bir v vektorii ve g=1, a, a* igin vg yi
(A Vv +A4, v, +4,v,)g= 4, (V,8)+A, (V,2)+A, (v,g) ile tanimlaniz.

4.10 FG- Modiilleri ve Denk Temsiller

Bu bdliimde FG-modiilleri ve G nin denk temsilleri arasindaki iligki aragtirilacaktir. Bir FG-
modiilii , bize tiimii g— [g]B (g € G , V nin bazi bazlan igin) formunda birgok temsil

verir. Bir sonraki teorem bu temsillerin ¢ogunun birbirine denk oldugunu ve iistelik G nin

herhangi iki denk temsilinin bu yolla bir FG-modiiliinden meydana geldigini gosterir.

4.10.1 Teorem
V , B bazli bir FG-modiilii olsun ve p: g— [g]B (ge G) fonksiyonu F de tanimli bir G

grubunun temsili olsun.
1) B V nin bir bazi ise ¢: g%[g],s: (ge G) temsili p ye denktir.

2) Eger o , p ye denk olan G nin bir temsili ise o :g -—>[g]8-( ge G) olacak sekilde V nin

bir B" bazi vardir ( James ve Liebeck, 1993 ).
Ispat: 1) T,B den B’ ye baz degisim matrisi olsun. Su halde (2.15) den biitiin ge G ler icin
[g]B =T"! [g],, T dir. Oyleyse ¢ , p ye denk olur.

2)p ve o G nin denk temsilleri olsun. g p =T'(go)T ( HergeG igin) olacak sekilde bir

T ters gevrilebilir matrisi vardir. B™ , V nin bir bazi olsun . B den B’ ye baz degigim matrisi

olarak T alinirsa her ge G icin

[g]B =T" [g]B-T yazilabilir. Buradan go = [g]B olur.
4.10.2 Ornek

G=C, =< a:a’ =1> olsun. G nin bir p temsili
10 0 1 104 GO
01 -1 -1 1 0 ™
@g ﬁ‘o;\ ;WM

seklinde tanimlansm. (ap)?=a’p ve (ap)’=l dir. W
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V, C de tamumli 2-boyutlu bir vektor uzay1 ve V nin bir B baz1 v, , v, olsun.

Teorem 4.4.(1)’ den [I]B:(; 10) , [a]B=(0 I ) R la2JB= (—11 _é] alimirsa v, g

-1 -1

(1<£i£2 , ge G) carpimlan su sekilde tamimlanir .
v, l=v, , via=v, ,v,a’=-v,-v,

vyl=v, ,v,a=-v,-v, ,v,a’=v,

Viasty Vit v,

v,a=0.v,+l.v, isev,a=v,

vya=ty Vi+t,, v,

vya=(-1) v,+(-1) v, ise v,a=-v,- v,

Digerleri de benzer sekilde bulunur.

Dolayisiyla V, bir CG —modiiliidiir.

Simdi u,=v, veu,=v,+v, olsun. u,,u, V nin diger bir bazidir.

u, l=u, , u,a=-u,+u, , u,a’=-u,

u,l=u, , u,a=-u, , u,a’ =u,-u, olur. u,,u, baz1 B' ile adlandirilirsa

g [g]B temsili elde edilir. Burada

1 O B S G I S S A

T=[i ?) icin gl =T"[gl, T eldeedilir. Ohalde p ve ¢ denktir.

4.10.3 Ornekler

1)G=S,; ve V=sp(v,,v,,v;) ,C lizerinde G nin bir permiitasyon modiilii olsun. (tamim 4.9

gibi) B, Vnin v,v,,v, baziveB, bazt v,+v,+v, , v,-v, , v;-v; olsun. [g]Bl
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ve [g]l.:,z (Vge S,) 3%3 matrisleri agagida hesaplanmigtir.

Cizelge 4.1 [g]a, ve [g]B2 matrisleri

g 1 (12) a3 (@3  (123) (132)
100 010(001 100Y(o10Y)(0 01
bl o100 | (toof|otof{o0 1{{o01]|{l1 00
0 o1)]loo1jltooflo1ofltoo0]{o 10
1 00)(1 00Y100)(100)(1 0 0)(10 O
kl, lo1ojjo1ofjo1r afjoo 1|lo1 1o o0 4
0 01){0 4 1jlo0o-]lo10]{0o-10]01
10 0
Biitiin [g]B2 matrisleri |0 o o formundadir.
0 o e

2)G=S, ve V, F de taniml bir vektdr uzay1 olsun.

v, g ¢ift permiitasyon

VveV , vgz{ } icin V bir FG modiilii olur.

-v , g tek permiitasyon
Coziim: ge S, olsun. Vu,ve Vve AeFigin

vgeV, vi=v , (Av)g=A(vg) , (utv)g=ugtvg oldugu agiktir.

ve V ve ghe S, i¢in v(gh) =(vg)h kosulunun saglandigim gdstermek yeterlidir
Once ghe A, olsun. Bu halde iki durum vardr.

Eger g ,he A ise vg=v=vh dir.

Egerg ,h¢ A ise vg=-v=vh dir.

Dolayisiyla her iki durumda da v(gh)=v , (vg)b=v olur.

Simdi ghe A olsun. Bu durumda ise g ve h dan sadece biri A | € ait olacagindan

v(gh)=-v , (vg)h=-v olur.
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Tanim 4.2 *deki biitiin kosullar saglandigina gére V bir FG- modiiliidiir.
3)Q, =< ab:a’=l ,b*=a’ b'ab=a" > olsun.

v,a=v, , V,a=-v, ,Vv,a=-v, , V,a=V,

v,b=v, , v,b=v, ,v;b=v, , v, b=-v,

seklinde tammlanan v, ,v, , v, , v, bazli 4- boyutlu RQ, modiilii vardir.

010 O 0 010
A= 10 ve B= 0 01 matrislerini alalim.
- 100 0 .
0 0 -10 0
A'=l , B?=A’ , B'AB=A" oldugundan

p:a'’b’>A'B’ (0< i<3 , 0<j<1) fonksiyonu R tizerinde Q, in bir temsilidir. V=R*
olsun. vg carpimi1 Teorem 4.4 (1) den her veV , ge Q, icin vg = v(gp) seklinde
tanimlanirsa V, RQ, modiili olur. Eger v,=(1,0,0,0) ,v, =(0,1,0,0) , v,=(0,0,1,0) ,

v 4 =( 0’050’ 1)

iseheriicinv;a vev,b vektorleri soruda verildigi sekildedir.
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5. FG-ALTMODULLERI ve INDIRGENEBILIRLIK

G bir grup ve F kiimesi R ya da C olsun.

5.1 Tanim
V bir FG-modiilii olsun. Eger W bir alt uzay ve her we W, ge G i¢in wge W ise V nin bir
W alt kiimesi V nin bir FG-altmodiilii olarak adlandirilir. O halde V nin bir FG-altmodiilii

ayn1 zamanda bir FG-modiil olan bir alt uzaydir.

51.1 Ornekler ,
1) Bir V. FG-modiilii igin {O} alt uzay1 ve V nin kendisi V nin FG-altmodiilleridir.

2)G=C 3=< a:a’ =1> olsun ve V, 6rnek 4.9.1° de tamimlanan 3-boyutlu FG-modiilii olsun.
V, v,,v, , v, bazmna sahiptir ve

vil=v, , vyl=v,, v,l=v,

via=Vv, , V,a=V; , Via=vV,

via’l=v,, v,a’=v, v,a’=v,

dir. w=v,+v,+v; ve W=sp(w) (w tarafindan gerilen 1-boyutlu alt uzay) olsun.

wl=wa=w a’=w oldugu i¢in W, V nin bir FG-altmodiiliidiir. Fakat sp(v,+ v,) bir FG-

altmodiilii degildir. Clinkidi (v,+ v,)a=v,+ v, & sp(v,+v,)dir.

5.2 Indirgenemez FG-Modiilleri
Sifirdan farkli bir V. FG-modiiline {0} ve V den bagka highir FG-altmodiilii yoksa

indirgenemez FG- modiili denir.

V FG-modiiliine {0 } yada V den farkli FG-altmodiillere sahipse indirgenebilirdir denir.

Benzer sekilde , bir p:G— GL(n,F) temsili eger buna karsilik gelen vg=v(gp) (veF" ,

ge G ) carpii ile tanimhi F* FG-modiilii indirgenemez ise indirgenemezdir.

F" indirgenebilir ise p indirgenebilirdir ( James ve Liebeck, 1993 ).
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V bir indirgenebilir FG-modiilii olsun. O halde 0< dimW< dimV olacak sekilde bir W

FG-altmodiilii vardir. W nin bir B, bazin1 alalim ve bunu V nin B bazina yayalim. Her ge G

olmak tizere X, , Y, Z, matrisleri i¢in ( burada X g s kxk matristir , k=dimW , O<k<n)

[g]B matrisi

X, |0
[Yg zg] (5.1)

formundadir.

n dereceli bir temsil ancak ve ancak (5.1) formundaki bir temsile denk ise indirgenebilirdir.

g— X, ve g— Z, fonksiyonlari G nin temsilleridir. Bunu gérmek i¢in g,h € G igin (5.1)

formunda verilen [g]B ve [h]B matrisleri ¢arpilir. V, indirgenebilirse dimV > 2 olur.

521 Ornekler
1) G=C, =< a: a3=1> ve V, 3-boyutlu FG- modiilii olsun.

vi,a=vVv, , V,a=v, , V;a=V,

seklinde tanimli v, , v,, v, V nin bir baz1 olsun. Ornek 5.1.1 (2) *de goriildiigii gibi V

indirgenebilir FG- modiiliidiir ve W=sp(v, + v, + v,) FG- altmodiiliine sahiptir.

B,Vninv, +v,+v,;,v,,v, bazi olsun.

10 o 1]0 0 1]0 0
ih=lof1 o] ., [EL=lofo 1 L R
olo 1 1141 41 ol1 o

olur. Bu indirgenebilir temsil bize iki farkl: temsil verir:

Ust solda trivial temsil ve alt sagda

1 Lo , a—> 0 1 , a’— 1 ile verilen temsil vardir.
0 1 -1 -1 1 0

2) G=D, ve V=F? &mek 4.5.(1)’de tanimlanan 2-boyutlu FG-modiilii olsun. Boylece
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G=<a,b> ve V(A,u)eV igin (A,u)a=(-pu,A) , (A,u)b=(A ,- ) elde ederiz. V bir

indirgenemez FG-modiiliidiir. Bunu gérmek i¢in , V ye esit olmayan bir U FG-alt modiilii

oldugunu farzedelim. O halde dimU< 1 dir.Bu yiizden baz1 &, € F igin U=sp((c,f3 )) olur.
U bir FG- modiilii olduguna gére (a,B )b, (o,B) nin bir skaler katidir ve buradan ya o=0

ya da f=0 olur. (&,8)a da (,B) nin skaler kat1 olduguna gére o¢=pF=0 dir ve U= {0}

elde edilir. Sonug olarak V bir indirgenemez FG-modiiliidiir.
3) G = C, =< a:a2=1> ve V=F? olsun. (&,8)eV icin (o,B)I=(c,B) ve
(a,B)a=( B ,a) tanimlansin.

V nin tanmm 4.2° deki kosullan sagladifi kolayca goriilebilir. Dolayisiyla V bir FG-

modiiliidiir. V nin tiim alt FG-modiillerini bulalim.

U, V nin sifirdan farkli bir FG-altmodiili ve (&, )# (0,0) olmak iizere (o, )e U olsun.
(a,B)Ha,Bla=(a+B ,a+B)eU ve

(a,B)-(a,Bla=(a-B, f-a)eU dur.

o+ ve a-f den en az biri sifirdan farkhdir. Buradan (1,1) ve (1,-1) in U ya ait olduklan

sonucunu gikartiriz. Buradan V nin FG-altmodiilleri {0} , sp((1,1)), sp((1,-1)) ve V dir.
4)p ve o F de tanimli G grubunun denk temsilleri olsun.
p indirgenebilir ise o indirgenebilirdir.

p indirgenebilir ve mertebesi n olsun. O halde p temsili

X |0
T:g8> (Y_g{?) (ge G) (Burada X, bir kxk matris ve O<k<n dir)
g B

formunda verilen bir 7 temsiline denktir.

p ile o denk temsiller oldugundan ¢ , 7 temsiline de denktir. Dolayisiyla o

indirgenebilirdir .
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6. GRUP CEBIRLERIi

Sonlu bir G grubunun grup cebri , G deki ¢arpma islemini igeren ekstra bir yapi tagiyan , |G|

boyutlu bir vektér uzayidir . Bir bakima , grup cebirleri temsil teorisi lizerine bilmeniz
gereken herseyin kaynagidir. Ozel olarak , temsil teorisinin amacina yani sonlu gruplarin tiim
temsillerinin anlagilmasi amacina ancak grup cebirleri tam olarak analiz edilirse ulagilabilir.

Bu nedenle grup cebirlerinin 6nemi biiyiiktiir.

6.1 G Grubunun Grup Cebri

G, elemanlan g, , .., g, olan sonlu bir grup ve F kiimesi R ya da C olsun.

Fdeg, , .., g, bazll bir vektdr uzay: tanimlanir ve bu FG-vektdr uzay: olarak adlandirilir.

FG nin tiim elemanlan

A g+t A, g, (VA ePR . (6.1

formundadir.

u= ;’l i8i ve v =gﬂ i8i

FG nin elemanlar: olsun.

FG -vektor uzayinda toplama ve skalerle ¢arpma islemleri asagidaki gibi tanimlanir.

utve YA 4u g ve Au=Y(Ad)g (e F) (62)

i=1 i=]

Bu kurallarla FG, F de tammli n -boyutlu g, , ..., g, bazh bir vektor uzayidrr. g, , ..., g,
bazina FG-vektor uzayinin dogal bazi ad: verilir.

6.1.1 Ornek

G= C3=< a:a’ =e> ( F nin birim elemamn ile karismasim1 6nlemek igin , bu drnekte G nin

birim eleman i¢in e yazild: )

F kiimesi olarak C alinirsa C lizerinde €, a, a® bazli CG-vektdr uzayr tanimlanabilir. CG nin

elemanlari
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Aet+A,a+ A, a® formundadir. ( 4, , A, , 4,;€C)

u=¢-a+2a’ ve v= %e+5a elemanlann CG-vektor uzaymna aittir. Bu iki elemanin

toplami

Utv= %e+4a+2a2 dir.

U nun % ile skaler ¢arpimi ise

FG-vektor uzayinin elemanlar1 bazen

Yi,g (A,eF) (6.3)
geG

formunda da yazilabilir.

FG de ¢arpma islemi asagidaki gibi tanimlanir.

heG g,heG geG heG

[ZA gg][‘;u .,h]= DAty @)= (A, )8 (6.4)
(Burada A, , 4, €F)

6.1.2 Ornek

Ornek 6.1.1° de tanimlanan CG nin u , v elmanlarini alirsak
uv = (e-a+2a?) (le+5a )= 1 +52 -La-5a2 +a*+10a’ =21 +—9—a -4a?
2 2 2 2 2

olur.

6.2 Tamm

{ZA' gg][Zﬂ hh]= Z/Tg#h(gh) (A’g by €F)

heG g.heG
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carpma islemi ile tanimlanan FG vekt6r uzayina F de tanimli G nin grup cebri ad1 verilir.

FG-grup cebrinin ¢arpma iglemine gore birim eleman 1, dir. Burada 1 , F nin birim eleman

e ise G nin birim elemanidir. Bu eleman basitge 1 ile gosterilir.

6.3 Onerme

FG deki ¢arpma islemi agagidaki 6zellikleri saglar
Herrs,t e FG ve A eFigin

1) rse FG ;

2) r(st) =(rs)t ;

3) rl=lr=r ;

4) (Ans=A@as)=r(As);

5) (r+s)t=rt+st;

6) r(s+t) =rs+rt ;

7) 0=0r=0 .

Ispat: 1) s nin tammindan rse FG oldugu agiktrr.

2)r=27tgg ] S=Z“ B t=z‘u ko (A4, 1,0 €F) olsun,
geG

heG keG

@)t= Y A0 gk = YA, 11,0, ghk) =1(st)

8.hkeG ghkeG
Diger esitliklerin ispatlar1 kolay oldugu igin gosterilmeyecektir.

Onerme 6.3’{in 1) — 7) kosullarim1 saglayan garpma islemi ile tanimli herhangi bir vektor

uzayma cebir denir. Bu ¢aligmada sadece grup cebirleri ele alinacaktir.

6.4 Diizenli FG - Modiilii
Grup cebri dnemli bir FG ~ modiiliinii tanimlamak i¢in kullanilacaktir.

V=FG olsun. V , F de tanimli n- boyutlu bir vektor uzay: ve n= IGI dir.

Heru,ve V, AeF ve ghe G icin 6nerme 6.3’ iin 1) ,2) ,3) ,4) ve 5) kosullarim kullanarak
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vgeV
v(gh) = (vg)h

vi=v

(Av)g=A(vg)

(u+v)g =ug+vg

elde edilir. Bu nedenle V bir FG-modiiliidiir.
6.5 Tanim

G sonlu bir grup , F kiimesi R ya da C olsun. Dogal vg (ve FG, ge G ) ¢arpimu ile tanimlt

FG-vektdr uzayma , diizenli FG —modiili adi verilir.

FG nin B dogal baz: alinarak elde edilen g——)[g]B temsiline F de tanimli G grubunun diizenli

temsili denir.

Diizenli FG-modiiliiniin boyutu IGI ye esittir.

6.6 Onerme
Diizenli bir FG- modiilii diiriisttiir ( James ve Liebeck, 1993).

Ispat: ge G ve her ve FG icin vg = v olsun. O halde 1g=1 dir. Bdylece g=1 olur.

6.7 Ornek

G= C3=( a:a’ =e> olsun. FG nin elemanlan

Aetda+da’ (A eF)

formuna sahiptir.

(Aetda+ha’ Je=Aetd,a+A,a’
(Aetda+d,a)a=AetAatd,a’
(LetAa+Aa’)a’ =AetAa+Aa’

elde edilir.
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FG nin e,a,a’ baz ile ilgili olan matrisleri alarak G nin diizenli temsili elde edilir.

1 00 010 0 0 1
e=0 1 0] , a—|0 0 1 , a1 0 0
0 0 1 1 00 010

6.8  FG- Modiilii Uzerinde FG Hareketleri

Bir FG-modiiliiniin ve V ve ge G i¢in vg carpimu ile F de tanimli bir vektdr uzay:r oldugu
gosterildi. Bu garpma tamimini , FG grup cebrindeki tim r elemanlan igin V nin vr
elemanna sahip olacak sekilde genisletilmesi bazen faydali olur. Bu agafidaki dogal

yOntemle yapilir.

6.8.1 Tanim
V bir FG modiilii , v € V ve re FG olsun.

r= D8 (4eF)

ecG
vr agagidaki gibi tanimlanir.
V= 1, (vg) (6.5)
egeG

6.8.2 Ornek
1)V, S, iin bir permiitasyon modiilii olsun.( Ornek 4.8.1°de tanimlandig: gibi)

r= A (12)0+ 4 (134) (A,neF) ise
vir=A v, (12}+ p v,(134)= Av,+ uv,
V,r=s A v +u v,
Cvi+vyr=A v, +QA+u)v, 21 v,
diir.
6.9 Onerme

V bir FG - modiilii olsun. Her u,ve V ,her AeF , herr, s € FG i¢in agagidaki aksiyomlar

saglanir.



57

1) vie V

2) v(rs)= (vr)s

3) vi=v

2) (Av)r=A(vr)=v(Ar)

3) (u+v)r =ur+vr

4) v(r+s) = vr+vs

5) v0=0r=0

Ispat : 2) disindaki aksiyomlar agiktir. 2. aksiyomun ispati su sekildedir.

veV, 1,5 € FG olsun ver,s agagidaki gibidir.

1*:22, £ s=2u 1

geG heG

v(rs)=v (Zﬂguh (gh))
=§Aguh (V(gh)) = ghylguh ((vg)h)
=( g/lg (ve) x;u 3h)
=(vr)s$

6.9.1 Ornek

F de tanimh C, XC, grubunun diizenli temsilini bulalim.
G=C, xC, =< a,b: a’=b’=l, ab:ba>
F(C, xC, )-modiiliiniin birbaz1 1 ,a, b, ab dir.

Bu baz B ile gosterilirse p : g—lg], diizenli temsili su sekildedir.
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7. FG- HOMOMORFIZM

Gruplar ve vektor uzaylar i¢in yapiy: koruyan fonksiyonlar , sirastyla grup homomorfizmleri
ve lineer doniliglimlerdir. FG—modiilleri igin ise yapiyt koruyan fonksiyonlar FG-

homomorfizmleridir.

7.1 Tanim

Vve W birer FG-modiilii olsun.
% : VoW
lineer doniistimiine her ve V, ge G igin
(vg)?=(vd)g (7.1)
esitliini sagliyorsa bir FG-homomorfizm denir.

Diger bir deyisle , ¥ lineer doniisiimii altinda v nin goriintiisii w ise vg nin goriintiisii de wg

olur.

G sonlu bir grup ve ¥ : VW bir FG-homomorfizm ise

HerveV ve r= 2/1 & €FG igin

£eG
()=o) A (7.2)

elde edilir. Ciinkii ;

(D) B= DA, (V)0 = D A, (vg=(vS)r dir.
geG geG
Bir sonraki sonu¢ FG- homomorfizmlerin dogal olarak FG-altmodiillerini dogurdufunu

gosterir.

7.2  Onerme
V ve W birer FG-modiilii ve ¥ : V—W bir FG-homomorfizm olsun. Bu durumda Kerd ,
V nin bir FG —altmodiilii , Im ¥ ise W nin bir FG-altmodiilii olur.

Ispat: ¥ bir lineer déniisiim oldugundan Ker , V nin bir alt uzay1 , Im®9 de W nin bir alt

uzayidir.
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ve Kerd ve ge Gigin

(vg)d= (v1)g=0g=0 oldugundan vge Ker?d olur. Dolaysiyla Kerd V nin bir FG-

altmodiiliidiir.
Simdi we Im® olsun. w = v# olacak sekilde ve V vardir. Her ge G icin

wg=(v1)g=(vg)® € Im? olur ve bdylece Im ¥ , W nin bir FG —altmodiilii olur.

7.3 Ornekler
1 ) Her veV i¢in vi#=0 ile tanimlanan ¢ : V—W fonksiyonu bir FG-homomorfizmdir.

Ciinkd ¥ bir lineer doniigiimdiir ve her ve V , ge G i¢in (vg) ¥ =0=0.g=(v ¥} )g dir.
Kerd =V , Imo={0} dr

2) AeFolsun ve her ve V i¢in v¥=A viled : V-V fonksiyonu tanimlansin.

¥ bir lineer déniistimdiir. Ciinkii her u,ve V ve u € Figin

(u+v)¥= A (u+v)= AutAv=ud +v}

(LV)O= A(UV)=(A pL)v=(l A)v= (AV)= pL (V)

dir.

Ayricaherve V, ge Gicin  (vg)¥= A (vg)=( AVv)g=(vd)g

oldugundan ¢ bir FG-homomorfizmdir.

A#0 igin Kerd={0}, im®d =V bulunur.

3)G, S, inbiralt grubu , V=sp(v,, ..,v,) , G nin F de tamimli bir permiitasyon modiilii

ve W=sp(w) trivial FG-modiilii olsun.

U: VoW

0:2&,vi—>(zk,}v (4 eF)
i=l i=l

fonksiyonu bir FG-homomorfizmidir,

v=YAv,eV u=§piviev LeF igin

—_



61

(v+u) 9 =( i(ﬂ,l FU V)G =(i()»i +u))w = ik,w +i,uiw =vi+ud
i=1 i=1

i=l i=l

(uv) ﬂ=i&uw=§u‘,uk,w=u i&ww(vﬁ)
i=1

i=1 i=l
Oyleyse ¢ bir lineer doniisiimdiir.

Her v=22,,v,.eV ve herge G igin
(vg) P =( DAV )= A)Iw  ve

v)g= (XA Iwg=(DA)w
elde edilir.

Bu nedenle ¥ bir FG ~-homomorfizmdir.

Kerd ={ znlﬂ,ivi : ikl :0}
= i1

Im9=W
Onerme 7.2’ den Kerd ,V permiitasyon modiiliiniin bir FG-altmodiiliidiir.
74 Tzomorfik FG - Modiilleri

V ve W birer FG- modiilii olsun. ¥ : V—-W FG-homomorfizmine eger ters ¢evrilebilir ise

FG- izomorfizmi denir. Bu durumda V ve W FG- modiilleri izomorfik olur ve V=W yazilir.

Bir sonraki 6nerme V=W ise W=V oldugunu gostermektedir.

7.5 Onerme

¥ : VoW bir FG-izomorfizm ise 8" : W— V de bir FG-izomorfizmdir.

Ispat: ¥ in ters gevrilebilir bir lineer doniisiim oldugu agiktir. O halde sadece ¥ in bir

FG-homomorfizm oldufunu gdstermek yeterlidir. we W ve ge G i¢in
(W) d=((wd")d)g (© bir FG-homomorfizm oldugundan)

=wg=((wg)9")o
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Su halde (wd")g =(wg) ¢ dir. Dolayistyla ¥ bir FG ~homomorfizmdir.

7.6  Ozellikler
¥ : VoW bir FG-izomorfizmi olsun. O halde asagidaki 6zellikler gecerlidir.

1) dimV=dimW dir.

Ciinkii , ancak ve ancak v, % ,..,v, ¥ W nin bir baz1 oldugunda v,,..., v, , V nin bir

n

bazidir.
2) Ancak ve ancak W indirgenemez ise V indirgenemezdir.

Ciinkii , ancak ve ancak X , W nin bir FG-altmodiilii oldugunda X , V nin bir FG-

altmodiiliidiir.

3) Ancak ve ancak W bir trivial FG -altmodiile sahipse V de bir trivial FG-altmodiile
sahiptir.

Clinkdi , ancak ve ancak X1, W nin bir trivial FG -altmodiilii ise X , V nin bir trivial FG-

altmodiiliidiir.

Izomorfik FG-modiilleri arasindaki benzerlikleri vurgulamaya devam edecegiz. Bir sonraki

teoremde izomorfik FG-modiillerinin denk temsillere kargilik geldigi gosterilecektir.

7.7 Onerme

V ve W FG-modiilleri ancak ve ancak [g]B1 =Lg],32 ( Her ge G i¢in) olacak sekilde W nin

bir B, bazi ve V nin de bir B, baz1 varsa izomorfiktir ( James ve Liebeck, 1993 ).

Ispat: Once ¥ : V— W bir izomorfizm olsun. v,,..., v, V nin bir bazi ise v, % ,...,v_ ¥ de

W nin bir bazi olur. V nin bazim B, ile , W nin bazim B, ile gosterelim.

ge G olsun.
(vig) =(v,®)g (heriigin)oldugundan [g], =[g], olur.

Simdi v,,..., v, V nin bir B, bazi , w,,..w, W nin bir B, ve [E]BF[E]B, oldugunu

farzedelim.

¥ : VoW v, ¥=w,; (‘heriigin ) olacak sekilde ters gevrilebilir bir lineer doniisiim
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olsun.
ge G alalm. [g]Bl = [g]B2 oldugundan (v, g)¥=(v,¥)g (heriigin) olur.

Oyleyse ¥ bir FG —izomorfizmdir.

7.8 Teorem
V, B bazli bir FG —modiilii ve W, B’ bazli bir FG-modiilii olsun . V ve W FG — modiilleri
ancak ve ancak p : g — [g]B ve 0:g8— [g]B temsilleri denk oldugunda izomorfiktir

( James ve Liebeck, 1993 ).

Ispat: V ve W FG-modiilleri izomorfik olsun. Onerme 7.7°den her ge G igin [g],al=[g]32

olacak sekilde W nin bir B, bazi ve V nin de bir B, baz1 vardir.

¢:g—> [g]Bl ile G nin bir ¢ temsili tanimlanirsa teorem 4.10.1.(1) ’den ¢ , p ve o yadenk
olur. Buradan p ve ¢ nun denk oldugu sonucuna vanlir. Diger yandan p ve o temsilleri

denk olsun. O halde teorem 4.10.1. (2) *den her ge G i¢in i¢in go = &]B olacak sekilde V nin

bir B baz1 vardir. Yani [g]B = [g]E ( Her ge G ) dir. O halde Onerme 7.7 den V ve W FG-

modiilleri izomorfik olur.

7.9 Ornek

G =< a:a’=l ) olsun. W diizenli FG-modiiliinii temsil etsin .

Suhalde 1,a,a* W nin bir bazadir. Bu B’ ile gosterilirse

1 00 010 0 01
ih={o 1 o, kL ={o o 1|, 2L =1 00
0 01 1 0 0 010
elde edilir.
Omek 4.9.1’de v, , v, , v, bazi
vil=v, , vy,l=v, , v,l=v,

via=v, , v,a=vVv, , Via=V,
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2 _ 2 _ 2 _
via‘=v, , v,a‘=v,, vya‘=v,
seklinde verilen V. FG-modiilii tanimland1. Vninv, , v, , v, bazi i¢in B yazilirsa

el = [l (veeq)

oldugu gbriiliir. Onerme 7.7 *den V ve W FG-modiilleri izomorfik olur.

Gergekten ;

O 0 AVHAV,+A v, > A l+AatAa’ (4, €F) fonksiyonu V den W ye bir FG -

izomorfizmdir.
7.10  Ornek
G=D8=< a,b:a4=b2=1,b"ab=a"> olsun. G nin asagidaki gibi tanimlanan p ve ¢ temsilleri

denktir.

ap_01 bp_lO aocfi O boef0 1
10/ 0 1) 0 4] 10

V vektdr uzay1 v, , v, bazli CG-modiilii olsun ve v, , v, bazi su sekilde tanimlansin:
via=v, , v,b=v,
vy,a=-v, , v,b=-v,

Aym sekilde W vektdr uzayr w, , w, bazli CG- modiilii olsun ve w, , w, bazi su sekilde

tanimlansin:

w,a=iw, , w,b=w,

w,a=-iw, , w,b=w,

v,,v, baziBile, w,,w, baziise B’ ile gosterilirse her ge G icin
p:g— [g]B ve 0:g— [g]B temsilleri tanimlanabilir.

Teorem 7.8° e gore V ve W CG-modiilleri izomorfik olur.
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Bunu dogrudan ispatlamak igin

9 VoW

vV, W, +wW,

vV, >iw,-iw,

ters cevrilebilir lineer doniigiimii tanimlanir.

=12 igin (v;a)d=(v;¥)a ve (v;b)d=(v;8¥)b oldugundan 4 , V den W ye bir CG-

izomorfizm olur.

711 Ornekler
1) Sy in (12345) tarafindan iiretilen alt grubu G olsun. F de tanimli G nin permiitasyon

modiilii diizenli FG-modiiliine izomorftur.

a=(12345) ve v,,...,v5 G nin permiitasyon modiiliiniin dogal baz: olsun.
VA v+t v, — Al+datdat + 4,20+ 8¢

istenilen FG-izomorfizmidir. Ciinkii

v,0=a' , (v;a) d=v, 0=a""=(v,¥)a dir.

2) V bir FG-modiilii olsun.

V,= {VGV :vg=v, her geG igin } alt kiimesi V nin bir FG-altmodiiltidiir.

Vv ng (ve V)

2eG
fonksiyonu V den V  a bir FG-homomorfizmidir.

V, 1V nin bir FG-altmodiili oldugunu géstermek kolaydir.
u,v € Vicin

(utv) ¥= Z(u+v)g = Z(ug-l—vg) = Zug + ng =ud+vd
geG geG

geG geG
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(AV) ﬁ:E(lv)g:)L 2vg=/l(vﬁ)

geG geG

oldugundan ¢ bir lineer doniistimdiir.

Ayrica xe G olsun. (vx)¥= vag = ng = ngx =(vJ)x

geG geG 2eG
(vx)¥=v 9=(v)x
Suhalde ¥, Vden V, abir FG-homomorfizmidir.

Dikkat edilirse V9 ¢ V dur.

7.12 Direkt Toplamlar
Simdi FG-modiillerinin direkt toplami ele alinarak bunlarin FG-homomorfizmleri meydana

getirdigi gosterilecektir.

V , bir FG-modiilii olsun. U, W V nin FG-altmodiilleri olmak tizere
v=Ue&Ww

oldugunu farzedelim.

u,..,u, UnunB, bazivew,,.,w W nin B, baziolsun. O halde u,,...,u , w,..w_ V

n

nin bazidir. Bunu B ile gdsterirsek ge G i¢in
ek, | o
ol

olur. Genellestirirsek
v=U,®..8U, , U, (1<i<r) FG-altmodiillerinin direkt toplamive B, , U, (1<i<r)

nin bir baz1ise B, ,...,B, bazlarim birlestirerek V nin bir B bazi olusturulur ve ge G i¢gin

e, o
el =l ..
o [gl

T

elde edilir.
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Asagidaki 6nerme direkt toplamlardan FG-homomorfizmlerin meydana geldigini gdsterir.
7.13 Onerme

V bir FG-modiilii ve V=U,®. ...®U, olsun. Burada U; (1<i<r) V nin FG-altmodiiliidiir.
Birve V v=u,+..4u, (u;€ U;) seklinde tek tiurlii yazilabilir.

7;: V-V (1<i<r) fonksiyonu v7;=u, seklinde tanimlansin.

7; bir FG-homomorfizmdir ve V nin bir yansimasidir.

Ispat: 7, nin lineer bir ddniigiim oldugu ve bir FG- homomorfizm oldugu agiktir.
v=u,+..+u, (u;e U,)vegeGicin

(vg) m;=(u,g+..+u g m,=u, g=(vr,)g elde edilir.

Ustelik , vz} =u, w,= u,=vrx, dir. Yani 7} =7,

Buradan 7, bir yansima olur.

Temsil teorisinin 6nemli sonuglarindan biri Maschke’s teoremidir. Bu teoreme gore her FG-

modiilii indirgenemez FG-altmodiillerinin direkt toplami seklinde yazilabilir.

7.14 Maschke’s Teoremi
G sonlu bir grup, F=R veya C olsun. V bir FG-modiilii ve U, V nin bir FG-altmodiilii ise

V=U® W (7.4)
olacak sekilde V nin bir W FG-altmodiilii vardir ( James ve Liebeck, 1993) .
Te;)remin ispatina gegmeden Once agagidaki ornegi inceleyelim.
Ornek: G=S, ve V=sp(v,,v ,sV3) , G nin permiitasyon modiilii olsun.
u=v,+v, +v, ve U=sp(u) yazalim.
ug=u (Her ge G i¢in) oldugu i¢in U, V nin FG-altmodiiliidiir. V=U@® W olacak sekilde

V nin birgok W alt uzayr vardir. Omegin sp(v,,v,), sp(v,,v,-2 v,) gibi . Fakat bu kosulu
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saglayan W alt uzaylarindan yalnizca biri V nin FG-altmodiiliidiir. Iste Maschke’s teoremi bu
kosulu saglayan W FG-altmodiiliinii bulmanmizi saglar.

Ispat : U, V nin bir FG-altmodiilii olsun.

V=U®W,
olacak gsekilde V nin herhangi bir W, alt uzayi segilsin.

(W, i¢in bir ¢ok se¢im vardir. Basit olarak U nun v,,...,v  baz alinir ve V nin bir v,,...,v

n

bazma yayilir. W =sp(v ..., v, ) alinir)
ve V i¢in v=u+w olacak sekilde tek ue U ve we W ; vektorleri vardur.

¢ :V—V fonksiyonu v ¢ =u olacak sekilde tanimlansm. Onerme 2.14.1 *den ¢ , V nin bir

yansimasidir. Ker¢= W, ve Im¢ =U dur.

V den V ye goriintiisii U olan bir FG-homomorfizmi yaratmak i¢in ¢ yansimasini

kullanacagiz.
vé‘:—l— ZVggb g' (veV) (7.5)
IG geG

seklinde ¢ :V—V fonksiyonu tanimlanir. 4 , V nin bir endomorfizmidir ve im® < U dur.
¥ nin bir FG ~homomorfizm oldugunu gosterelim.

Her ve V ve xe G i¢in

_1 )
(vx) ¥= G g;}(VX)M g

h=xg olacak sekilde he G vardur.

(vx) D= Y vhph'x = i2vh¢ h? x=(vo)x
IG heG |G heG

ue U, ge G icin uge U olur ve (ug) ¢ =ug dir.

Bunu kullanarak,
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1 a1 a 1
O= — - = SYu= 7.6
u I G gEEG,Ug‘P g | G gzes,(ug)g |G gezc ! (7.6)

elde edilir.

ve Volsun. v € U dur. Boylece (7.6) *dan (v&})®=v® elde edilir. Béylece ¥ =1 olur.

Su halde ¥ :V — V fonksiyonu hem bir FG-homomorfizm hem de bir yansimadir. Ustelik
(7.6) , Im 9 =U oldugunu gdsterir. W=Ker? olsun. W, V nin bir FG-altmodiiliidiir ve

Onerme 2.14.4’ den V=U® W yazilabilir. Bu teoremin ispatini tamamlar.

7.14.1 Ornek

G=S, ve V=sp(v,,v,,v;) , G nin permiitasyon modiilii olsun.

V nin Us=sp(v,+v,+v,) alt modiiliinii alalim. Maschke’s teoreminin ispatim kullanarak

V=U @ W olacak sekilde V nin W FG-altmodiiliinii bulalim.
Ik olarak W ,=sp(v,,v, ) olsun.

V=U® W, (W, FG-altmodiil degil)

U iizerinde taniml1 ¢ yansimasi

¢:v,—0,v, >0,v,; > v,+v,+v, seklinde tanimlanir. (7.5) den ¥ FG-homomorfizmi

v, - %( v,+v,+vy) (1= 1,2,3) seklinde bulunur. Buradan W FG-altmodiilii ker ye
esit olur. Yani W=sp(v,-v,, v,-v,) dir.
Gergekten W= {Zk, vii Y A=0 } dir.

e 00
Eger B, Vninv,+v,+v, ,Vv,, v, baz ise her ge G i¢in [g]B= e o o |formundadir.

Sifirlar U nun V nin bir FG-altmodiilii oldugu gergegini yansitir.

V,+V,+V,, V,-V,,V,-V,bazim kullanirsak ve bu baz1 B ile gosterirsek
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e 0 0
[g]B ={0 e e | eldeederiz. Ciinkii sp(v,- v,, v, -v,) de V nin bir FG-alt modilidiir.
0O o o

Bu 6rnek Maschke’s teoreminin matris versiyonunu resimlendirir. Bir sonlu G grubu i¢in ,

[g]B =[*~‘>0} (her ge G i¢in ) ( bakimiz 5.1)
* | %
formunda olacak sekilde bir V FG-modiiliiniin B bazin1 segersek [g]B (her ge Gicin)

(3'—0) formunda olacak sekilde bir B baz1 bulabiliriz.
*

Bu sonucu indirgenebilir temsillerde kullanabiliriz. p, n. mertebeden bir G sonlu grubunun

bir indirgenebilir temsili olsun. p nin

X, |0
g ‘{ Yg > } (geG) (X, kxk matris 0<k<n) formunda bir temsile denk oldugunu
g g

biliyoruz.

0
B

A
Maschke’s teoremi p nin g—){ Og
g

] ( A, bir kxk matris ) formunda bir temsile denk

oldugunu ileri siirer.

7.14.2 Not: (Maschke’s Teoreminin Sonucu)
G sonlu bir grup olmak iizere her sifirdan farkli V FG-modiilii

V=U,® .. ®U,

seklinde U, ... ,U, indirgenemez FG-modiillerinin direkt toplamudir.

7.14.3 Ornekler
1)G sonlu bir grup ve p:G—GL(2,C), G nin bir temsili olsun. (gp)hp)=thp)(gp)

olacak sekilde gheG oldugunu farzedelim. O halde p indirgenemezdir.

Coziim: p nin indirgenebilir oldugunu farzedelim. Maschke’s Teoreminden p temsili
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A, 0 . ori .
gO':[ 0 g ] (Ag ;1 € C) formunda bir o temsiline denktir.
Diagonal matrisler ¢arpma iglemine gore degismeli oldugundan

(go )ho)=tho )go ) (tim ghe G lerigin) dir.

Buradan p ve o denk olduklarindan (gp)hp)=(hp)gp) (tiim g,he G ler i¢in) olur.
Bu bir ¢eligkidir. O halde p indirgenemezdir.

2) Her sonlu basit G grubu i¢in , bir diiriist indirgenemez CG-modiilii vardir.

Coziim: Diizenli bir CG CG-modiiliiniin diiriist oldugunu biliyoruz.

U,,...,U, CG nin indirgenemez CG-altmodiilleri olmak tizere CG=U,®..@QU, yazalim.

Bazi ueU; ler i¢in ug#u olacak sekilde ie{l,...,r} ve g€ G vardir. ( Aksi takdirde her ve CG

icin vg=v dir. )

K= {xeG :vx=v , tiim veU, lerigin } kiimesini tanimlayalim.
K, G nin bir normal alt grubudur.

ge K oldugundan K # G dir.

G basit bir grup oldugundan K={I} olmak zorundadir. Bumun anlam: U, bir diriist

indirgenemez CG-modiiliidiir.

7.15 Schur’s Lemma
Schur’s lemma indirgenemez modiillerle ilgilidir. Schur’s lemmasi RG-modiillerinden ¢ok

CG —modiillerini igerir.
G sonlu bir grup , V ve W indirgenemez CG-modiilleri olsun.
1) Eger ¥:V—W bir CG-homomorfizm ise ya ¥ bir CG-izomorfizmdir ya da her ve Vigin

v#=0 dir.

2) ©9:V—-V bir CG-izomorfizm ise ¥ , 1, birim endomorfizminin bir skaler katidir.

Ispat: 1) v& %0 (bazi ve V igin ) olsun. O halde Im® # {0} olur. im® , W nin bir CG -
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altmodiilii ve W indirgenemez oldugundan Im©¥=W elde edilir. Ker®, V nin bir CG-
altmodiiliidiir. Ker?* #V ve V indirgenemez oldugundan Ker19={0} dir. ¥ ters cevrilebilir
oldugundan ¢ bir CG-izomorfizm olur.

2) (2.17)’den ¥ endomorfizmi bir Ae C 6zdegerine sahiptir ve Ker(d-41,)# {0} dir.
Buradan Ker(¥-11 v) » V nin sifirdan farkli bir CG-altmodiiliidiir. V indirgenemez

oldugundan Ker(#-4 1 )=V olur. Bu yiizden

v(9-A1,)=0 (herve Vigin) olur. Yani 9=41, dir.

7.16 Onerme
V , sifirdan farkh bir CG-modiilii olsun. Her V den V ye bir CG-homomorfizm 1, nin bir

skaler kat1 iseV indirgenemezdir ( James ve Liebeck, 1993 ).

Ispat: V nin indirgenebilir oldugunu farzedelim. Su halde {0} ve V den farkli bir U CG -
altmodiiliine sahiptir. Maschke’s teoreminden V=U @ W olacak sekilde bir W CG-altmodiilii

vardir.

Her ueU , weW i¢in (u+w)m=u seklinde tanimlanan =z :V—V yansimasi bir CG-

homomorfizmdir ve 1, nin bir skaler kat1 degildir.

7.17 Onerme
p :G—>GL(n,C), G nin bir temsili olsun. Ancak ve ancak

(gp)A=A(gp) (hergeGigin)

kosulunu saglayan her A nXn matrisi A=A1, (AeC) formuna sahipse p

indirgenemezdir.
Ispat: C* , vg=v(gp) (ve C" , ge G)ile tammh bir CG-modiiliidiir. A , C iizerinde
nxn matris olsun. C* in v— vA endomorfizmi ancak ve ancak

(v@)A=(vA)g (ve C" , ge G) oldugunda bir CG-homomorfizmdir.

Yani (gp)A=A(gp) (her ge Gigin) olur.
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*7.17.1 Ornekler
1) G=C3=( a:a’=l ) ve p:G—>GL(2,C) temsili

1 0 0 1 2 -1 . oy .
1p= s ap= , a° p= eklinde verilsin.

olmadigindan p indirgenebilirdir.

27

2)G=D,0=<a,b:a5=b2=1,b"ab=a"> ve @=e ° olsun.

p :G—>GL2,C) temsili

ap= ® 0] , bp= e seklinde tammlansin.
0 o 1 0

A= (a l; J matrisi (ap)A=A(ap) ve(bp)A=A(p) kosullarini saglasin.
Y

(ap)A=A(ap)den B=y=0 elde edilir.
(bp)A=A( p)den o= olur.

O halde A= (Z 0

] =] dir. Dolayisiyla p indirgenemezdir.
o



74

8. INDIRGENEMEZ MODULLER ve GRUP CEBRI

G sonlu bir grup ve CG , G nin bir grup cebri olsun. CG yi CG —modiilii olarak diisiiniin.

Maschke’s teoreminin sonucundan

CG=U, ® ... ®U, yazilabilir. Burada U,,...,U, indirgenemez CG-modiilleridir.

Bu boliimde her indirgenemez CG-modiiliiniin U,,...,U, CG- modiillerinden birine izomorf

oldugu gosterilecektir. Sonug olarak , izomorf olmayan sonlu sayida indirgenemez CG-
modﬁlii vardir. Tiim indirgenemez CG-modiillerini bulmak i¢in CG yi indirgenemez CG-
altmodiillerinin direkt toplami olarak ayristirmak yeterlidir. Fakat bu yontem eger G kiigiik bir
grup olmazsa pek de pratik degildir.

CG nin Indirgenemez Alt Modiilleri

Maschke’s teoreminin bir bagka sonucunu verelim.

8.1 Onerme
V ve W CG-modiilleri ve % :V — W bir CG-homomorfizm olsun. O halde V nin

V=Kerd ®U ve UszIm?®
olacak sekilde bir U CG-altmodiilii mevcuttur.

Ispat: Ker® , V nin bir CG-altmodiiliidiir. O halde Maschke’s teoreminden V=Ker ¥ ® U
olacak sekilde V nin bir U CG-altmodiilii vardar.

¥ :U—imo
ud =ud (ueU)
fonksiyonu tanimlansin.
¥ nin bir CG-izomorfizm oldugunu gosterelim.
¥ nin bir CG- homomorfizm oldugu agiktir. Ciinkii ¢ bir CG-homomorfizmdir.
ue Kerd ise ue Kertd N U= {0} dur. Buradan Kerd = {0} olur.
Simdi we Im® icin w=v® olacak sekilde ve V vardir.

ke Ker? , ue U igin v=k+u yazalim. O halde
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w=vd=ko +ud =ud=ud
Dolayisiyla im % =im ¢ dir.

Su halde ¥ fonksiyonu ters gevrilebilir bir CG-homomorfizmdir. Buradan U=im® olur.

8.2 Onerme

V, bir CG~-modiilii olsun ve U,,...,U indirgenemez CG-altmodiilleri i¢in
vV=U,®..® U,

yazilsin. Eger U, V nin herhangi bir indirgenemez CG-altmodiiliiise U=U, (1<i<s)

olur.

Ispat: ue Uigin u=u,+..4+u, (u,e U,,1<i<s ) seklinde tek tiirlii yazilabilir.
w; :U—>U,; , um=u; fonksiyonu tanimlansin.

Baziue Ularicini yi u; # 0 olacak sekilde segersek 7, # 0 olur.

7; bir CG-homomorfizmdir.

U ve U; indirgenemez ve 7; # 0 oldugu igin schur’s lemma 7.15.(1) *den x, bir CG-

izomorfizm olur. Bu yiizden U= U, olur.

U,U,; (1£i<s ) lerden herhangi birine esit olmadan U, ®..@ U, (U,,...,U,

indirgenemez CG-modiilleri) nin indirgenemez CG-altmodiilii olabilir. Bu agagidaki smekte
gosterilmistir.

8.3 Ornek
G herhangi bir grup ve V, 2-boyutlu v,,v, bazli vg=v (her ve V ve ge G i¢in ) seklinde

tanimlanan bir CG-modiilii olsun.
U,=sp(v,), U, =sp(v,) indirgenemez CG-altmodiilleridir.

V=U, ® U, yazlabilir. U=sp(v,+ v, ) de indirgenemez CG-altmodiiliidiir ve U, ve U, ye
esit degildir.
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8.4 Teorem

CG yi diizenli CG-modiilii olarak diigiiniin. CG, U,,...,U, indirgenemez CG-altmodiillerinin

direkt toplami1 olsun. Yani CG=U, ®..@U, yazlsm.

O halde her indirgenemez CG-modiilii U,,..,U, CG-modiillerinden birine izomorftur.

Ispat: W, indirgenemez CG-modiilii olsun ve sifirdan farkli bir we W alalim.

{wr:reCG } , Wnin CG-altmodiilii oldugunu ileri siirelim. W indirgenemez oldugundan
W={wr:reCG } : @)
olacaktir. $imdi ¢#:CG—-W , rd=wr (re CG) fonksiyonunu tanimlayalim.

¥ nin bir lineer doniisim odugu agiktir. (8.1)’den Im®=W dir. Ustelik ¥ bir CG-

homomorfizmdir. Ciinkli r,se CG igin
(rs) ¥ =w(rs)=(wr)s=(r ¢ )s dir.
Onerme 8.1’ den CG=U ®Ker?d ve Uz=imd=W

olacak sekilde CG nin bir U CG-altmodiilii vardir.

W indirgenemez oldugundan U da indirgenemezdir. Onerme 8.2 ile baz1 i ler igin U= U, olur.

O halde W= U, istenen sonugtur.

Teorem 8.4 indirgenemez CG-modiillerinin sonlu bir kiimesinin var oldugunu gosterir. Her

indirgenemez CG-modiilii bu kiimedeki indirgenemez CG-modiillerinden birine izomorftur.

Not : G sonlu bir grup ise sonlu sayida izomorf olmayan indirgenemez CG-modiilii vardir.

8.5 Ornek

2
G=C3=<a:a3=l> ve @=e * olsun.
VeV, ,V,€CG
v,=l+a+a’

v, =l+o *atw a’
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v,=l+wat+ o *a’
seklinde tanimlansin.
i=0,1,2 i¢in U, =sp(v,) olsun.
va=at @ a’+w =0 v,
Benzer sekilde
via=w'v, (i=0,1,2 igin)
Buradan U, ( i=0,1,2 ), CG nin bir CG-altmodiiliidiir.

Vos Vi » V, , CG nin bir bazidir ve buradan CG, U,; ( i=0,1,2) indirgenemez CG-

altmodiillerinin direkt toplamudir. cG=U,eUu,aeUu,

Teorem 8.4 * den her indirgenemez CG-modiilii U, U, yada U, den birine izomorftur.
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SONUC

Sekiz boliimden olusan bu ¢alisma Ozetlenirse temsil teorisi ile ilgili agafidaki sonuglar elde

edilir.

1)

2)

3)

4)

)

b)

6)

7

8)

9

Bir G grubunun bir temsili bazin ° ler igin G *den GL(n,F) ’ye bir homomorfizmdir.

G nin p veo temsilleri ancak ve ancak tiim ge G * ler i¢cin go =T (g p )T olacak sekilde

bir T ters ¢evrilebilir matrisi varsa denk olur.
Bir temsil eger bire bir ise diiriist temsildir.

Bir V FG —modiilii , elemanlarinin sagdan G grubunun elemanlar ile ¢arpimu islemine
gore F lizerinde bir vektdr uzayidir. Bu garpma iglemi tanim 4.2 ° deki (1)-(5)

ozelliklerini saglar.

Asagidaki sekilde , FG-modiilleri ile G nin temsilleri arasinda yakin bir iligki vardur.

p:G—=GL(n,F) , G nin bir temsili olsun. Eger vg=v(gp) (veF" , geG) carpim

tanimlanirsa F* bir FG-modiilii olur.
Eger V, B bazli bir FG-modiiliiise p: g— [g]B , G nin bir temsilidir.

Eger G , S, in bir alt grubu ise G nin permiitasyon modiilii V,,...,¥, bazina sahip olur ve

tiim ge G lerigin v; g=v,, (1<i<n) olur.

V, bir FG-modiilii ve W , kendisi de FG-modiilii olan V nin bir alt uzay: ise W, V nin bir
FG-altmodiiliidiir.

V  FG-modiilii , eger sifirdan farkh ise ve FG-altmodiilleri sadece {0} ve V ise
indirgenemezdir.
F de tammli G nin FG grup cebri , G nin elemanlarinin tiim lineer kombinasyonlarindan

olusur ve dogal bir garpmaya sahiptir.

10) vg (ve FG, ge G) dogal ¢arpimui ile tamimli FG-vektor uzayr , diizenli FG-modiiliidiir.

11) Diizenli FG-modiilii diirtisttiir.

12) V ve W FG- modiilleri i¢in tanimlanan ¢#:V — W lineer d6niigiimii (vg) 3 =(v#})g

(her ve V, ge G i¢in) esitligini saglarsa bir FG-homomorfizm olur.
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13) FG-homomorfizmlerin ¢ekirdek ve goriintiileri de FG-modiilleridir.
14) Izomorfik FG-modiilleri denk temsillere karsilik gelir.
15) U, V nin bir FG-altmodiilii ise V=U @ W olacak sekilde bir W FG-altmodiilii vardir.

16) Her sifirdan farkli V FG-modiili bir takim indirgenen'iez FG-modiillerinin direkt

toplamudir.
v=U,@..eU,

17) Schur’s lemmas1 sunu belirtir: Indirgenemez CG-modiilleri arasinda tanimh her CG-
homomorfizm ya sifirdir ya da bir CG-izomorfizmdir. Ustelik bir indirgenebilir CG-

modiiliinden kendisine tanimli CG-homomorfizm birim elemanin bir skaler katidir.

18)V ve W CG-modiilleri ve 9:V—W bir CG-homomorfizm olsun. O halde V nin bir U
CG-altmodiilii vardir ki :

V=Kerd ®U ve U=z=imd
kosullarini saglar.
19) V, bir CG-modiilii olsun ve U,,...,U, indirgenemez CG-modiilleri igin

V=U,9..8 U,

yazilsin. Eger U, V nin herhangi bir indirgenemez CG-altmodiilii ise U=U,; (1< i< s)olur.
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