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OZET

Tez galigmasinda Hilbert uzayinda kompakt operatorlerin spektral 6zeltikleri incelenmis ve
kompakt operatorlerin siniflandirilmasi yapilmigtir. Yapilan ¢aligmanin sonuglan ise cesith

orneklere uygulanmustir.

Analifar kelimeler: Hilbert uzay1 , kompakt kiime , kompakt operator , operatorim izi .



ABSTRACT

In the thesis spectral properties of compact operators which transforms in Hilbert Space
investigated and clasification of compact operators are maden. With several problems the
results of the thesis are applicated.

Keywords: Hilbert space , compact set , compact operator , trace of the operator .
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1. GIRIS

Genellikle sinrsiz bir lineer operatoriin kendisinin spektral 6zelliklerinin incelenmesinden ,
bunun rezolventinin incelenmesi daha kolay olur. Bir Hilbert uzaymnda tanimli her Iineer
diferansiyel operatér sirsiz bir operatordiir. Cogu kez bu tip operatorlerin rezolventi
kompakt operator olur. Regular lineer diferansiyel operatorlerin rezolventi ise her zaman
kompakt operatoérdiir. Buna gore Hilbert uzayinda tanimli kompakt operatérlerin spektral
ozelliklerinin incelenmesi bilyik Oneme sahiptir. S6zii edilen konu ¢ok sayida kaynaklarda
yer almigtir. Bu konuya ait Weidmann (1980), Debnath ve Mikusinski (1990), Kato (1980),
Vulikh (1963), Gohberg ve Krein (1969), Lyanse ve Storoj (1983) kitaplarim gosterebiliriz.
Bu tez calismasinda kompakt operatdrlerin bazi 6zelliklerinin anlatilmasmin yam sira bu
operatorlerin 6zel siniflar1 olan Hilbert-Schmidt tipli ve ¢ekirdek operatérleri incelenmigtir.
Bunlann yam sira bir gekirdek integral operatéri i¢in iz formiilii verilmigtir. Ele alinan konu

diferansiyel ve integral operatorlere uygulanmistir.

1.1  On Bilgiler

Bilindigi gibi kompakt operatoriin tanimi ve 6zellikleri kompakt kiime ve kompakt kiimelerin
bazi ozelliklerine dayanir. Bundan dolay: biz bu kisimda kompakt kiimelerden bahsedecegiz.
Genelde kompakt kiimelerin 6zellikleri metrik araghig: ile verildiginden dolay: biz bu tir
kiimelerin lineer normlu uzaylara ait oldugunu varsayacagiz. Dolayisiyla biz bu kisimda

lineer normlu uzayda verilmis kompakt kiimelerin bazi 6zelliklerini verecegiz.

Kompakt Kiimeler

Matematik analizin onemli teoremlerinden biri olan Bolzano-Weierstrass Teoremine gore; her

sonsuz ve sl X, X,,..X_,..sayilar dizisinden sonlu bir limite yakinsayan bir

X, ,X X, (1 <n, <..<n, <..)kismi dizisi segilebilir. Eger A keyfi bir sinirlt sayilar

kiimesi ise Bolzano-Weierstrass Teoremi A kiimesinin sayilarindan olusan herhangi bir diziye
uygulanabilir. Diger taraftan , eger A sinirh degil ise A dan o a giden bir dizi segebiliriz.

Boyle bir diziden sonlu bir limite yakinsayan bir kismi dizi secilemez. Bu nedenle R,

uzayinda asagida verilen sonug ¢ikarilabilir.



AcR,olsin. A kiimesinin sinirli olmasinin gerek ve yeter sartix_ €A olacak sekilde herhangi
bir {xn }dizisinden, sonlu bir limite yakinsayan bir kismi dizinin segilebilmesidir. Fakat , bunu

herhangi bir normlu uzaya uygulamaya kalktifimizda bu kadar yalin bir sonuca
ulagilamayabilir. Bu nedenle Bolzano-Weierstrass Teoremini saglayan kiimeler simfim

segebilmek igin asagidaki verilecek olan tamima gerek duyulmaktadir.

Tamm : Eger E normlu uzayina ait bir A kiimesi , her x_€A noktalarinin sonsuz dizisi E de
yakmnsak olan bir x,,X, ,...X, ,..(n, <n, <..<n, <.) kismi dizisine sahip ise A ya
kompakt kiime denir. Eger E uzay: bu 6zelligi saghyor ise o zaman E kompakt uzaydir denir.
Buradan goruldigi gibi R, deki bir kimenin kompakthg: bu kimenin sirhlhi ile
esdegerdedir.

Sonlu boyutlu normlu uzayin her sinirh kiimesi kompakt kismedir.

A= {y] A }ve {x, }, A kiimesinin noktalarindan olusturulan herhangi bir dizi olsun. Burada

y, noktalarindan en az bir tanesi x_boyunca sonsuz kez tekrarlanir. Ornegin baz1 i ler igin ,

X, =X, =..=X, =y, vekismi dizix, —vy,; dir.

Teorem 1.1.1: Kompakt bir kiime sinrlidir.
Ispat :A kimesinin smurli olmadigim kabul edelim. A dan bir x, noktas: segelim. r,=1

oldugunu kabul edelim. A sinirlt olmadigindan S(x ,r,) kiresinde yer almayan bir elemam

bulunabili. A dan bu kireye ait olmayan bir x, noktasi alahm. |x, -x,|>r dir.
r,=[x, -x,||+1 olsun. A, S(x,,r,) kiiresinde yer almadiindan , A dafx, -x,|>r, olacak
sekilde kiireye ait olmayan bir x, noktas: bulunabilir. r,=[x, -x,|+1 olarak bu varsayim

sonsuza kadar surdiirebiliriz. Sonug olarak, bu sekilde x, €A noktalarimn dizisi elde edilir ve

herhangi n=2.3,... sayilari i¢in r sayilarimin artan dizisinde;

Ik, —x,|=r, 121, - dir.
Buradan herhangi n>m>2 i¢in,

“xl —xn": r,-1>2r,2>r, ; “xl -me: r, —1 dir.



Buradan ,

o -x < - b+, x|
esitsizliginden

r, <(r, -D+[x, -x,] R
dolaysiyla ,

% - x, | 21 dir.

Tersine , {x'n }den alinan higbir kismi dizi bir temel dizi olamaz ve bir limite yakinsayamaz.

Buda A nin kompakt olmadig) anlamina gelir.

Bu tersinir durum,6rnegin £, de, dogru degildir. Gergekte £, deki her e_ bilegsen birim
vektoriniin sifir vektériinden uzakli§t birdir. Bundan dolay: bu vektorler simrh bir kiime
olusturur. Diger taraftan , m#p icin ”ém -€, “ = 2 dir. Bu nedenle {em }dizisinden yakinsak

bir kismi dizi saglayamayiz.

Simdi , R uzayinda Bolzano-Weierstrass Teoreminin gegerli oldugunu gosterip, “ AcR

kiimesinin kompakt olmasinin gerek ve yeter sarti A nin siurli olmasidir.” seklinde verilen

kompakthik kriterini elde edelim.

Gerek sart Teoreml.1.1 de herhangi bir normlu uzay i¢in ispatlanmisti. Simdi yeter sarti

gOsterelim.

R, deki her S(a,r) kiiresi

fx-a) = \,"Z«: “a) <r

1=t

olacak sekilde timx = (£,,£,,...,&, Jnoktalarim igersin. Burada a. ler a mmn bilesenleridir.
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Eger xeS(a,r) ise herhangi't sayisi i¢in Iaji -ai[,<r veya a,—1<& <a 4r dir. Tersinir olarak,

R de simrl: bir dizi olusturan noktalarin bilesenleri toplamda stmrlhidir.

AcR_ ve A simirh olsun.x_ € A:x,, :( AR 2(‘“),...,515’")) noktalarmin herhangi bir dizisini
alahm. {£™} sayisal dizisi yakinsak oldugundan Bolzano-Weierstrass Teoremine gore

EM) 5 & olacak sekilde sonlu bir limite yakisayan bir kismi dizi segilebilir. Bu kismi

dizinin noktalarinin ilk bilesenleri yakinsaktir.

X,, noktalarimn ikinci bilesenlerinin dizisi { £™ } y1 igeren yeni bir {x,, } kismi dizisi,

my

.....

ozelligi de goz 6niine alinarak, verilen noktalar dizisi n defa boyle bir iglemden gegirilirse;
sonlu limite yakinsayan tiim bilesenlerin dizileri igin noktalarin kismi bir dizisi elde edilir. Ra
deki yakinsaklik, bilesenlerinin yakinsakhig: oldugu sirece segilen noktalarin kismi dizisi Ra

de bir limite sahiptir. Boylece A min kompakthg: ispatlanmig olur.

Bilinen s uzayinda bir 6nceki kompakthk kriterinin gecerli olmadigini belirtelim. Gergekte, s
de iki nokta arasindaki mesafe daima birden kugiktir. Bundan dolayi, S(a,1) kiresi ile
herhangi a merkezli s simrhdir. Diger taraftan, s de yakinsak bir kismi diziden

saglanamayacak noktalarin bir dizisi kolaylikla bulunabilir. Ornegin ,x_=(n,0,0,..) olarak

almabilir. s deki kompakthk kriteri bazi genel teoremler ispatlandiktan sonra ele almnacaktir.

Rn deki kompakthk kriterinin ispatinda ele alinan Bolzano-Weierstrass Teoreminin agik bir
genellestirilmesi yapihirsa su sonuca ulasabilirizz Bir n-boyutlu vektor uzaymin tim
bilesenleri simrli olan noktalarinin herhangi sonsuz dizisinden alinan elemanlarindan bir

kismi yakinsak dizi segilebilir.

Tanmm : E bir normlu uzay, ACE ve >0 verilen bir say1 olsun. BCE olmak uizere, herhangt
x€A igin ||x-y]l<e olacak sekilde bir yeB noktas: var ise B kiimesine A kiimesinin bir

e-agidir denir.
Teorem 1.1.2 : Her £>0 icin kompakt bir kiime sonlu e-agina sahiptir.

Ispat : A mn bir kompakt kiime oldugunu, fakat baz1 €>0 i¢in sonlu bir e-agma sahip

olmadigim1 varsayalim. Herhangi birx, €A noktasi alalhm. Buradan ,"x] -X2”28 olacak

sekilde birx, €A noktast vardir. Aksi takdirde, A daki agt sadece bir tek nokta olusturmus



olacakti.

i#zk i¢in ik=1,2,..,n olmak tzere ||x;-x,|> olacak sekildex,,...,x, €A noktalarimn

varligini kabul edelim. Varsayimimizdan dolay: sonlu sayidaki x,,...,x, noktalan A kiimesi

i¢in e-agt olugturamaz. Bu nedenle,

"x1 -XHHHZE ,"x2 —xnﬂnzg ,...,”xn -X ]z £

n+}

olacak sekilde birx_, €A mevcuttur. Bu yontem devam ettirilirse herhangi n#m igin

n+l

Ix, - x| 2€ olacak sekilde x, €A noktalarmin sonsuz bir dizisi ile karsilagilir. Fakat , bu

diziden hicbir kismi yakinsaklik segilemez. Bu A nin kompakthid: ile gelisir. Bu nedenle de

herhangi €>0 i¢in A da sonlu bir e-agt mevcuttur.

Teorem 1.1.3 : Eger tam normlu E uzayinda yer alan A kimesinde herhangi €>0 igin sonlu

bir g-ag1 mevcut ise A kompakttir.

Ispat : x, €A noktalarimin keyfi bir dizisini alahm ve bundan E de bir limite yakinsayan

kismi bir dizi segebilecegimizi gosterelim.

g,=1 ve E de A kumesi i¢in sonlu bir ¢, -ag: segelim. Bu agin a,(i=1,2,...,k) noktalarindan
olustugunu kabul edelim. Bu noktalarin herbirinin etrafin1 birim yanigaph bir kiire ile saralim.

&, -agiin tammina gore A kiimesinin herbir noktasi, yani her x  noktasi, a; noktalarinin en

az bir tanesinden bir birimden daha az uzakhktadir.

Diger taraftan her x_ noktasi bu olusturulan kirelerden en az bir tanesinde bulunabilir. Fakat
sonlu sayida kiire oldugundan bu kiirelerden en az bir tanesi , ki bunu S, olarak
adlandinyoruz ,{xn}dizisinin terimlerinin sonsuz bir kiimesini kapsar. Aksi takdirde , dizi
sonlu terime sahip olacaktir. S, de bulunan x, noktalarimi kismi bir dizi olacak gekilde

numaralandirip

M LM o)
Xy, X5 Xy e

seklinde siralayalim.

Simdi , &€,=1/2 olsun. Segilen {xg)}dizisinde oldugu gibi , aym yolu izlersek 1/2 yarigaph

S, kiresinde sonlu ¢, -ag1 oldugu ve sonsuz



@ @ @
X1 Ky s Xy e

kismi dizisinin varhg gorilir.

Benzer sekilde , bu kismi dizilerin olusturulmasina sonsuza kadar devam edilebilir. Eger

&,=1/n yanigapli Sn kiiresindeki bir kismi dizi segilmig ise£,,, =1/n +1oldugunu kabul edip

bunu sonlu &_,, -agina uygularsak , bu diziden 1/n+1 yangcaph S_,, kuresinde yer alan yeni

n+}

bir kismi dizi segebiliriz.

Butiin bu serileri diizenleyip asagidaki sekilde yazalim;

®H O M Q) b
X, X5, X5 X e

@ @ @ @
X,7,%57,X5 0%

X e
@ & (B ®
X,7,X5 X5 50X

I S \ (1.1)

x® xP x®  x®

Burada herbir sira kendinden bir 6nceki siradan segilmis bir kismi diziyi temsil eder. Buna ek

olarak , n+k. siradaki biitiin elemanlar 1/n yarigaph S» kiiresinde yer alir.

Matematikte sikga kullanilan bir metod da diyagonal metodudur. (1.1)deki diyagonal

uizerindeki tiim noktalarin dizisini olusturursak ;

x® x®  x® (1.2)

PR IR

elde edilir.
Bagta verilen {xn}dizisi g6z Oniine ahinirsa , bu dizinin kismi bir dizi oldugu goériliir. Eger |
herhangi n i¢in (1.2) diyagonal dizisinden

@O @ (n-1)
X)Xy Hhe LX)

elemanlar ¢ikarilir ise geri kalan elemanlar (1.1)in n. sirasinda bulunur. Bundan dolay1 da bu
elemanlar Sn kiiresinde yer ahrlar. Diger taraftan , efer a kiirenin merkezi ise herhangi

m,p>n i¢in ;



o<k et

ve buradan da,
e -x0 <fx-a+fa-x0] <2 i

Buradan m,p—o iken,
5] o

oldugu goruliir.

E uzaymin tamhgmnin bir sonucu olarak (1.2) dizisi bir limite yakinsar. Boylelikle A

kiimesinin kompaktli31 ispatlanir.

Teorem 1.1.4 : Eger tam normlu E uzayinda yer alan A kiimesi , herhangi €>0 igin bir

kompakt e-ad1 igeriyor ise A nin kendisi de ayni zamanda kompakttir.

Ispat : Keyfi bir £>0 igin A kiimesinin kompakt % g-ag1 , BCE olacak sekilde bir B kiimesi
olsun. B nin kompakthgindan ve Teorem 1.1.2 den sonlu sayida Y2 e-ag vardir. Agin

a,,...,a, noktalarindan olustugunu kabul edelim.

Bu noktalardan herhangi birini x€ A olarak alahm. B | A i¢in % e-a@1 oldugundan ||x-y|| <e/2
olacak sekilde yeB wvardir. Aynica , ' e-agindaki a,,..,a, noktalann B de oldugundan ,

bunlardan en az bir tanesi , ki buna a, diyelim , ||y-a, ]J<e/2 kosulunu saglar. Fakat burada
|| x-a, || <e dur. Bu nedenle herhangi xe A noktast a,,...,a, noktalarindan en az birinden daha
az bir mesafededir. a,,...,a, noktalan1 A kiimesinin sonlu e-agim olusturur. Teorem 1.1.3 den

g un keyfiligine bagh olarak A kiimesi kompakttir.

Simdi s deki kompaktlik kriterini agiklayalim: Ac s kiimesinin kompakt olmas: i¢in gerek ve
yeter gart , her i=1,2,... i¢in A, toplulugunun xeA noktalarmin 1. & bilesenlerinin simrh

olmasidir.

(a) Gereklilik : s deki yakinsaklik , bilesenlerinin yakinsaklig: oldugundan , her sayisal A;



kiimesinin kompaktlig1 bir A kiimesinin kompakthgindan gelmektedir. Buradan , butin bu

kiimelerin sinirli oldugu gorilir.

(b) Yeterlilik : Bitiin A, ler sinirh olacak sekilde bir A kiimesi segelim. £>0 oldugunu kabul

edip,
- 1 1
il <é&
x—p+l2 2°

olacak sekilde p yi segelim.

Burada her x= {{i } €A noktasina karsthk ilk p bileseni x ile aymi ,geri kalam ise sifir olan bir

y= {51 >§z,-~-,«§p,0,0,...}nokta31 alalim.

Her x€ A ya karsihik gelen tim y noktalarinin kiimesini B ile gosterelim. Her xeA ve buna

karsilik gelen yeB icin

21 | o~ 1
fol= Syt Sy e

Diger taraftan ; B kiimesi , A kiimesinin g-agindan olugmaktadir. Simdi , B kiimesinin
kompakthgim gosterelim. y, €B noktalarinin dizisini alahm. Verilen varsayimdan y  lerin
bilegenlerinin hepsi simrhidir. Eger her y_ i¢in , (p+1).den baslayarak sifira esit olan biitiin
bilesenleri ¢ikartirsak , bir p-boyutlu vektor uzayr olan {y_ } noktalarmn bir dizisini elde

ederiz. Genellestirilmis Bolzano-Weierstrass Teoremine gore bu diziden , bilesenleri ile

birlikte yakinsak olan {y;k} kismi dizisi gekebiliriz. Fakat ,y, noktas: y, noktalarindan

sadece sifir bilesenlerde farkl: oldugundan ; s deki bir mesafeye yakinsaklikta oldugu gibi
{ynk } dizisinin bilegenleri yakinsak olacaktir. Dolayisiyla , B kiimesi kompakttir.

Boylelikle A min kompakthig: Teorem 1.1.3 ten kesin olarak elde edilmistir.

¢, uzayinda bir mesafeye yakinsaklik , bilegenlerin yakinsaklig: ile ayni degildir. Bu yiizden
Ra ve s deki kompaktlik kriteri £, de gegerli degildir. £, deki kompakthk kriterini kisa bir

ornekte gosterelim:



¢,deki temel paralelkenar prizma , her i igin |&|< -zll— olacak sekilde bitiin

X = {.fi}e £, noktalanimn kiimesi 1 ya verilen addir. I min kompakt oldugunu gosterelim.

Bunun i¢in keyfi bir e>0 i¢in p yi,

1
- <&
i=p+12

olacak sekilde alalim. I dan elde edilen B kiimesi , 6nceki ispatta A dan elde edilen kiime ile
aym oldugu takdirde 1 kiimesinin ¢ -agidir. B kimesinin kompakthig1 Bolzano-Weierstrass

Teoreminin yardimyla elde edilir. Buradan da I nin kompakthigi gorilir.

2 HILBERT UZAYINDA SONLU RANKLI VE KOMPAKT OPERATORLER

2.1 Hilbert Uzayinda Sonlu Rankli Operator

Tanm : H,veH, iki Hilbert uzay: olsun. H den H, ye bir T operatori i¢in , R(T) sonlu

boyutlu (m boyutlu) ise ranki sonludur (m dir) denir.

Teorem 2.1.1 : T, tamm kumesi D(T)=H, olan, H,den H,ye bir operator olsun. T operatorii
ancak ve ancak H, in f,, f,,..., f lineer bagimsiz elemanlan veH,nin g,,g,,...,g,, lineer

bagimsiz elemanlan i¢in ;

her f eH, icin Tf:i(j},f)gj 2.1
her g e H, igin T'g= i<gj,g>fj 2.2)
ve

i< 217 s

kosullarim sagliyor ise rankt m olan simirh bir operatordiir. T operatoriinin ranki ancak ve
ancak T* i rank1 m ise m dir. {f;, f,,..., f. }ve{g,. &, ...€, } nin bir ortonormal sistem olmast

bu kabuliimiizii degistirmez.
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Ispat : Eger T operatorii (2.1) formunda ise R(T)c L(g1 ,gz,...,gm)dir. Herj, €(1,...,m) i¢in
h; #0 olacak sekilde bir A, eL(fl, Soses fm) vardir. Ve j#j, i¢in A L f; dir.

< fjo,hjo> #0 ve Th, = < Sl )gjo oldugu siirece R(T) butiin g; leri kapsar. Dolayisiyla ,

R(T)=L(g,, g, ,.‘.,gm) olur. Ayrica , gornildigi gibi R(T) m boyuthudur.

< 2 el <zl

esitsizliginden dolay: T simirhdir. Ayrica,
m<2lille] o

T nin simirh olmasi durumunda dimR(T)=m , {g1 - S gm} R(T) nin bir ONB si ve j=1,...m

igin f; =T"g, dir.
Boylece her fe H, igin,

m m

T = (g, 7f)g; = D(f. f)g; dir.

j=1 =1

fis [ S, elemanlarinin lineer bagimsizhgini gosterelim. Bunu gostermek igin aksini
varsayip f,, f,,..., f,, nin lineer bagimh oldugunu kabul edelim.
5= Za if; oldugunu kabul etmemiz genelligi bozmayacagindan,

=2

Tf:i(f;’f}gj=Z(f<,f>(a}g1+gj) , feH, dir

=l 72

Bu esitsizlikten R(T) nin en fazla (m-1) boyutlu oldugu gorilmektedir. Bu ise bizim
kabulimiize aykir1 dager. Dolayisiyla , f,, f,,..., f,, lineer bagimsizdir. Eger T, esitlik (2.1)

seklinde ise her fe H, , ge H, i¢in ;

(&,Tf) = z‘ni(fj,f)(g,gﬁ = <i(gj,g}fj,f> dir.

=l 1

Benzer gekilde , T* igin de esitlik (2.2) gecerlidir. Eger T nin ranki m ise egitlik (2.2) den
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goraldigi gibi T*in da ranki m dir. Bunun tersinin de dogru oldugu aymi gekilde gésterilebilif.
Buradan gorildiga gibi{g,,g,,..,g,} bir ONS olarak secilebilir. Benzer sekilde T* 1 da

incelersek , onun igin de{f,, £, ,..., £, } nin bir ONS olarak secilebilecegini goriiriz.
Ornek : Eger {f,, £,,... /. } ve {g,,8,.....&., }sirastyla H, ve H,de ortonormal sistemler ve
Hyseon b €K 1€

m

=Y ulf.f)g;, . feh,

p=
ile TeB(H,,H,) olacak sekilde llTll=max{lyj|:j==1,...,m} ve ranki m olan bir operator
tammlar.

Bu drnekte sadece en scn durumu ispatlayacagiz.

Her feHicin,

2 12

b = el 7 < el o =1, m)

=1
oldugundan ,

7] < max{|es|:j=1,...m} dir

dir.

Eger j, e{l,‘..,m}, [pjol ;max{’yj!:j sl,...,m} olacak sekilde segilirse , "Tfjo "=‘,ujﬁ

Buradan da HTHZ!/JJ.“! dir.
2.2 Hilbert Uzaymnda Kompakt Operatorler

Tanmm : H, ve H, iki Hilbert Uzay: olsun. H,den H, ye bir T operatori igin D(T) de bir
(f,,) alt dizisi igeren her stmrly ( £, )dizisi igin (Tfs) yakinsak ise T kompakt operatordiir.

Teorem 2.2.1 : Her kompakt operator simrhdir. Eger T kompakt ise bunun kapams olan T

de kompakttir.

Ispat : T nin stirh olmadiZim kabul edelim. Bu takdirde her neN i¢in LAl<1 ve [ TA)l2n
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sartlarim saglayan ve D(T) de bulunan bir (f,)dizisi vardir. Bu yizden higbir (f, )alt
dizisinde (Tf, ) yakmsak degildir. Dolayistyla T kompakt degildir.

T kompakt olsun. D(T) , D(T) kiimesinin kapanigt olinak uzere ; eger (%), D(T) = D(T)de
sinurh bir dizi ise D(T) de |g, - f,| <n™ kosulunu saglayan bir (g, )dizisi vardir. T kompakt

oldugundan (g, )nin (Tg, )yakinsak olacak sekilde bir(g, ) alt dizisi vardir. Bu nedenle
(Tf,, ) da

”TfnIt -Tg, | < n’ “T“

esitsizliginden dolay1 yakinsaktir. Yani , T kompakt ise T de kompakttir.

Teerem 2.2.2 : H,ve H,iki Hilbert Uzay1 olsun. Bir TeB(H,,H,) operatori ancak ve
ancak H, deki herbir (f, )zayif sifir dizisi igin Tf, =0 ise kompakitir.

fspat : T operatori kompakt olsun. H, deki herbir (7,) zayif sifir dizisinin Tf, —0 olacak

sekilde bir (f

n

. ) alt dizisinin varligini ispatlayalim.

(fn), H, de bir zayif sifir dizisi olsun. T kompakt oldugundan (Tfnk ) yakinsak olan bir ( Sa, )

alt dizisi vardir. g=limTf,  olsun.

Jfo, ——0 iken Teorem 22.1 den ve f ——f i¢in Tf ——>Tf oldugundan

Tf,, ——>0 dir. Buradan,
g =hmTf =w-limTf =0 dr

T, H, deki herbir zayif sifir dizisini , bir sifir dizisine gonderen bir operator olsun. H, deki bir
(f.) sirh dizisini gozénine alalim. H, deki her simrh dizinin bir zayifca yakinsayan alt

dizisi oldugundan ( A )nin zayifga yakinsayan (f.nk )alt dizisi vardir.

Jo, — > olsun.

Burada kabuliimiizden dolay: ,

Jo, ~f—0veT(f, —f)——0 dir.
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Boylece (Tfﬂk ) nin yakinsakhg gorilir. Dolayisiyla T kompakttir,

Onerme : H bir sonsuz boyutlu Hilbert Uzay: olsun. Eger , TeB(H) kompakt ise 0co(T) dir.
Ispat : Eger (en) H de keyfi bir ortonormal dizi ise Te, — 0 dir. Bu nedenle T surekli tersinir
degildir.

Teorem 2.2.3: H,, H,ve H, Hilbert Uzaylan olsunlar.

(a) Eger SeB(H,,H,) , TeB(H,,H,) ve bu operatorlerden biri kompakt ise ST kompakttir.
(b) Eger T,,T, €B(H,,H,) kompakt ve a,beK ise aT, +bT, kompakttir.

(c) TeB(H,,H,) ancak ve ancak T*T kompakt ise kompakttir.

(d) TeB(H,,H,) ancak ve ancak T* kompakt ise kompakttir.

(e) Eger (Tn) , B(H,,H,) de bir kompakt operatorler dizisi ve bazs TeB(H,,H,) i¢in
| T -T []—0 ise T kompakttr.

Ispat :
(a) S kompakt olsun. Eger (f,) H, de bir zayif sifir dizisi ise ,
[, — f iken Tf, ——>Tf dir.

Buradan (Tf, )dizisi de aym zamanda bir sifir dizisidir. S kompakt oldugundan ST £, —0 dir.
Dolayistyla ST kompakttir.

sirekli oldugundan ST f, —0 dir. Buradan da ST nin kompakt oldugu gorulir.
(b) Eger H, de,
f,——0ise T,f, >0 veT,f, — 0 dir. Buradanda a,beK igin (aT, +bT,)f, — 0 dir.

(c) Eger T kompakt ise (a)dan dolayt T*T operatorii de kompakttir. T*T kompakt olsun.

Eger (fn) H,de bir zayif sifir dizisi ise T*Ifa—0 dir. Buradan,

I = (17, 14) = (T"Tf,, £,) > 0 drr.
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Bu nedenle T kompakttir,
(d) Eger T kompakt ise (a)dan dolay: (T*)*T*=TT* da kompakttir.
Buna gore (c)den dolay1 T* kompakttir.

e (7, ), H, de bir zayif sifir dizisi olsun. (f, )dizisi siarh oldugundan her neN icin Al <c

dir. Simdi , Tfi—0 oldugunu , yani ; her &>0 igin n >n, olacak sekilde || Tf l<e sartim

saglayan bir n, €N oldugunu gosterelim.

£>0 verilmis olsun. || T, - T]]—0 oldugu siirece
[P
IT,, -T|<=eC
° 2

sartim saglayan bir m, €N vardir.

T,,, kompakt oldugu siirece , her n 21, igin, HTmo L %g olacak gekilde bir n, eN vardir.

Bunu takiben , her n>n, igin,

< ¢ dur.

(AR GRS TA TS | A

B(H,,H,) deki kompakt operatorler kiimest B<(H, ,H,) ile gosterilir. Eger H=H,=H, ise
B=(H) seklinde yazilir.

Teorem 2.2.30 takiben B (H) , B(H) nin bir kompakt iki tarafh idealidir.

H,den H,ye her I, simrli rank operatorit kompakttir. Clinkd , herbir (f2) zayif sifir dizisi ve
g<H, , he H, i¢in T operatorit T/=gfHh seklinde ve Tf=(g fHh—0 dir. Teorem 2.2.3(b) den

dolay: sonlu rank operatorii aynt zamanda kompakttir. Teorem 2.2 3(e) den dolayr da her

operator B(H,,H,) nin normuyla ilgili olarak , sonlu rank operatorlerinin dizisinin bir
limitidir. Gergekten de , bunlarin hepsi kompakt operatorlerdir.
Teorem 2.2.4 : Bir TeB(H,,H,) operatorii ancak ve ancak |T, -T|| >0 olacak sekilde

B(H,,H,) nin (T, )sonlu rank operatorler dizisi varsa kompakttir. Her T kompakt operatorii

igin N(T)* ve R(T) alt uzaylan aynlabilirdir. Burada N(T) , T nin stfirlari kiimesi , N(T)*
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ise N(T) nin dik timleyenidir.

Ispat : Bu teoremin bir kismmin ispatim Teorem 2.2.3(e)de zaten yapmugstik. Simdi diger

kismnin ispatim yapalim.

T kompakt ofsun. Ik olarak N(T)l in ayrilabilir oldugunu gosterelim.

{e,: acA} , N(T)" in bir ONB si olsun. T kompakt oldugundan , n#m igin

a, #a_ kosulunu saglayan, A daki her (an)dizisi i¢in ;Te, —>0 dur.

Bunu takiben , her £>0 igin || Te, ||>¢ olacak sekilde sadece sonlu sayida acA vardir. Sonug

olarak A kiimesi sayilabilir ve N(T)l ayrilabilirdir.

{e, meN}, N(T)" in bir ONB si olsun. Aynica , P, L(e,,...,e. ) iizerinde bir ortogonal
izdiigim olsun. Buradan ; P_—2—3P , N(T)" izerinde bir ortogonal izdiisiimdiir.

T_ = TP_operatorlerinin ranki en ¢gok m kadardir.

T.f :i(en,fﬂen

n=]

Bundan dolay kompakttirlar. Her m igin | £,.|=1 olacak sekilde bir f,, H vardir. Ve
JO -T2 T -T2 dir.

((P-P,)fnr8) = ([, (P-P,)g) >0

oldugundan

(P-P,)f, ——0

Buradan ,T kompakt oldugu surece (T -T, )/, = T(P-P,)f, —0 dir. Buradan,

IT-1_l<2f(T-1,) £, |—0 oldugundan T, —T dir.

Eger {g. : neN} N(T)' in sayilabilir yogunluktaki altkiimesi ise {Tg, : neN} R(T) de
yogundur. Dolayisiyla , R(T) de aynlabilirdir.

Teorem 2.2.5 : H bir Hilbert Uzayt , TeB=(H) , AeK ve A#0 olsun. Bu durumda R(A-T)
kapalidir.
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Ispat: g e R(A-T) olsun. BudurumdaHde g, =(1-T)f! — g olacak sekilde bir (1)

dizisi vardir. Eger f, , f, nin N(A-T)" tzerine ortogonal izdiigiimi ise g.=(A-T) f, dir.

Eger (f,) dizisi simrh degil ise | £,]|—% oldugunu varsayabiliriz.
h, = “f n "4 S igin “hn “ =1 ve (l-T)hn — 0 dir.

T kompakt oldugundan (4, )dizisinin oyle bir (4, ) alt dizisi vardir ki (Th, ) yakinsaktir.

h, =7

f13

o

a &, +Thnk)

dizisi bir #AeH elemanina yaklagmaktadir.

h eN(1-T)" ve || A, J|=1 bagintilanndan dolays he N(A-T)" ve ||A]|=1 dir.
Diger taraftan ;

(A-Thh=lim, . (A-T)h, =0 ,

buradan da AeN(A-T) dir. Bu bir celiskidir. Bu nedenle(f, Jdizisi sirhdir. T kompakt
oldugundan (7, ) dizisinin (Tff,k ) yakinsak olacak sekilde bir (fﬁk )alt dizisi vardir. Boylece,

Jo =2, +11,,)
dizisi aym zamanda bir feH elemanina yaklagmaktadir. Ayrica ,
g=lim,, (A-T)f, =(1-T)f eR(A-T) dir.

Teorem 2.2.6 : H , K izerinde bir Hilbert Uzayi ve TeB<«(H) olsun.
o (DNEK\{0} =0, (T)N(K\{0}) igin , eger H sonsuz boyutlu ise o (T)=o,(T)w{0} ve T
operatorii sadece O da bir kiime olusturabilen , sayilabilir ¢oklukta 6zdegerlere sahiptir.
Sifirdan farklt her 6zdeger sonlu gokluktadir. A#0 sayist ancak ve ancak A* , T* 1n bir
ozdegeri ise T nin bir 6zdegeridir. Burada o (T) T nin spéktrumunu , 0,(T) ise T nin

ozdegerler kiimesini gosterir.
Ispat : Eger H sonsuz boyutlu ise Teorem 2.2.1 in bir sonucu olarak O=o(T) dir.

o (HNEK\{0})=0, (T)NK\{0}) esitligini gdstermek icin ; eger A0 T nin bir 6zdegeri degil
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ise A¢ o (T) oldugunu gostermek yeterlidir. Bunun igin A#0 ve N(A-T)=0 oldugunu kabul
edelim. R(A-T) kapali oldugu sirece A-T ; H den R(A-T) Hilbert Uzay: tizerine bijective
eslemedir. Bunu takiben R(A-T) =H oldugunu gosterelim. Bu sekilde Aep(T) , dolayisiyla

A¢ o (T) sonucuna varabiliriz.

R(A-T)#H oldugunu varsayalim. H,veH_ yin>1 i¢in H)=Hve H_ =R((}L -T) )egitlikleriyle
tanimlayalim. Burada neN igin H__, alt uzay: kesinlikle H_den daha kiigiik olan bir kapal alt
uzaydir. H ,, alt uzaymin kapali olmasinin nedeni , (A-T)™ in sirekli ve H_nin kapali

olmasidir. Ayrica, H =H_,, oldugundan Tfa—0 dir. Diger taraftan , her neN igin

Tf,=\f,-(A-T) f, dir. Burada (A-T)f, ,H_ye ait ve f, ye ortogonaldir. Buradan da

|

Simdi , sifirdan farkli her A 6zdegerinin sonlu oldugunu gésterelim. Eger , dimN(A-T)=w ise

N(A-T) de bir (f,)ortonormal dizisi vardir. T kompakt oldugundan |Tf,]=|A|.|| 7, [|=I2]

T[> a1 £ =121 dir. Buda Tf, -0 kabulii ile geliir. Sonug olarak , R(A-T)=H dir.

esitlikleriyle gelisen Tf, —0 ortaya gikar.

Bir sonraki adimda , 6zdegerlerin sadece 0 da bir kiime olusturdugunu ve sayilabilir ¢oklukta

Ozdeger oldugunu gosterelim. T nin , A —A#0 olacak sekilde farkli ozdegerlerinin

/s
olacak gekilde bir (/n) dizisi vardir. Lineer cebirden bilindigi gibi { /. : neN} ailesi lineer

olusturdugu (4, ) dizisinin varhgm kabul edelim. Bu takdirde , H de =1 ve (Aa-T)fs=0

bagimsizdir. HeL(f,,...1,) , (H,={0}) ve her neN ic¢in [g,[|=1 olacak sekilde
g.,€H_©H_,olsun Buradan, g —*—0 oldugundan Tg, =0 dir.
Diger yandan, her neN igin (4, -T) g, €Hn1ikenTg, =4, g, «(4,-T)g, dir.

Bunu takiben, g. =24, egitliginden ;

=

n n-1
(A, -T)g, = Zanj (4, -T)f)- = Zanj (ﬂn - ,Ij)fj eH, , dir
1

=
g, 1Hn1 oldugundan I Tg. H >{ A, | dir. Buise Tg —0 durumuyla geligir.

Son iddiamz ise o (T")=o(I)* ve o (THNK{0}D=0, (THK\{0}) esitliklerinden



18

gorilir. Buradaki ikinct egitlik T* in da kompakt olmasi halinde gegerlidir.

Teorem 2.2.7 : H bir Hilbert Uzay1 ve TeB«(H) olsun. Eger A#0 T nin bir 6zdegeri (bundan
dolay1 A*da T™* nin bir 6zdegeri) ise N(A-T) ve N(A*-T* =R(2 -T)" aym boyuta sahiptir.

Ispat : dimN(O-T)< dimN(A*-T*) veya dimN(A*T*)< dimN(A-T) dir. Birinci durumu ele
alahm. Burada N(A-T) den N(A*-T*)=R(A-T)' e bir ¥ izometrik eslemesi vardir. P ile

N(A-T) uzerine ortogonal izdisim gosterilsin. P operatorii sonlu rankli | bu nedenle de

kompakttir. T,=T+VP kompakt operatorii igin N(A-T, )={0} dir. Burada A , T, in bir 6zdegeri
degildir. Teorem 2.6 dan A* da T’ m bir 6zdegeri degildir. {0}=N(A*T =R(A-T,)"
=RA-T)®R(V))"* dir. Bu nedenle R(F)=R(1-T)" ve buradan da dimN(A-T)=dimR(¥)=

dim R(1 - T)" =dimN(A*-T*) dir. Diger durum i¢in de benzer yoldan ispat yapilabilir.

3 HILBERT UZAYINDA KOMPAKT OPERATORLERIN SINIFLANDIRILMASI

3.1 Hilbert-Schmidt Operatorleri

Kompakt operatorlerin en 6énemli simiflarindan biri Hilbert-Schmidt operatorler simfidir. H,

veH, iki Hilbert Uzayi olsun. TeB(H, ,H, ) operatori igin , H, in

e < o

neA

olacak gekilde bir {e, : acA}ortonormal tabam varsa T bir Hilbert-Schmidt operatoriidiir

denir.
Teorem 3.1.1 : Bir Te B(H,, H,)) operatori ancak ve ancak T* bir Hilbert-Schmidt operatéri
ise bir Hilbert-Schmidt operatoriidir. H,in {fa: acA} veH, nin { e} : BeB} keyfi ortonormal

tabanlart igin ,

i< . ﬂzf [Z

(T'e",_, Hz }—2— <o dur.(3.1)
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(3.1)deki karekoklerin adi degerleri T nin Hilbert-Schmidt normudur ve ’ "Tl“ ile gosterilir.
(3.1)den dolayr T <{ 0Tl |=|T*|| |dr. Hilbert-Schmidt operatorlerinin kiimesi
B,(H,,H,) veya B,(H) ile gosterilir. B,(H,,H,) nin Hilbert-Schmidt normu ile birtikte bir
Hilbert Uzay1 oldugunu gostermek zor degildir.

Ispat : TeB(H,,H,) bir Hilbert-Schmidt operatorii ve {e,: acA} H nin Z|Te, || 2<co olacak

sekilde bir ONB si olsun. Eger {e};: BcB} H, nin keyfi bir ONB si ise ,

Ziral =ZEkree) =22l re)

' = ;]]Teaﬂz dir.

Burada T™ bir Hilbert-Schmidt operatoriidiir.
Bunun tersi de aym sekilde ispatlanarak (3.1) esitsizligi elde edilebilir. Eger {e}: BeB}
H, nin bir ONB si ise her fe H, igin,
’ Z * 2 .

=S ) <A Sl a
Sonug olarak ,

® _y 2 .
It s;"'l‘ eﬂ" dir.
Buradan da esitsizlik (3.1) in dogrulugu gorilmektedir.

Teorem 3.1.2: H, den H, ye bir S operat6rii ancak ve ancak S kapanabilir ve D(S)
S[fe | <
yel

olacak sekilde bir { e, : yeI'} ortonormal tabana sahip ise bir T Hilbert-Schmidt operatoriiniin

stmrlanmig halidir. Her Hilbert-Schmidt operatori kompakttir.
Ispat : TeB(H,,H,) bir Hilbert-Schmidt operatorii ve SCT olsun. Burada S simirhdir. Ve
D(S)=D(S) dir. D(S) bir Hilbert Uzay: oldugundan bir {e,: yeI'} ONB sine sahiptir.

{e,:yel'} H,in bir ONB sinde oldugundan ve Teorem (3.1.1)den



20

Z’!ge,llz = Zl“Te:,”2 <o dur.

Simdi , S nin verilen 6zelligi sagladigim kabul edelim. S nin kompakt oldugunu , dolayisiyla
keyfi bir Hilbert-Schmidt operatoriinin kompakthgini gosterelim. (fn) , D(S)de bir dizi

olsun. £>0 i¢in
f,—0

oldugunu kabul edelim. {e, : yel'}nm {e,: (ey; f.)#0 , baz1 neN igin} alt kimesi

sayilabilirdir. Bunu {e,,e,,...} ile gosterelim.

£ Z< )e ve ereu <o dur

I, l{; I!ﬁejlf}%

1

o 2

Sef = e, 1 el |
esitsizliginden dolay:

Z(ej,fn>§ej

i

e

serileri yakinsaktir. S kapah oldugundan ,
Sf, = Z( f.)Se, dir.

Bunu takiben , her NeN ve neN igin,

e/

< %Kej,fn). S ;

I

ol {se. P Epef |

I u{kzNu@ejtr}E i

Z"gej nz < esitsizligi ve (ﬂ A ") nin ssmrh olmayis1 nedeniyle her neN igin |
i

izl | <2
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olacak sekilde bir N, eN vardur.

w

Jf,—>>0 oldugundan , her n>n, i¢in

;Kerfn>

J=Ng

Se|<2e

olacak sekilde bir n, eN vardir.

Sf,

kompakt operatorii siirekli oldugundan D(S)=D(S)dir. D(T)=H, ve feD(S) , geD(S )

Bunu takiben n>n, igin [ <g , dolayisiyla §fn —( dir. Buradan da S kompakttir. S

icin  T(f+g)=Sf esitlikleriyle S nin bir T genislemesini taumlayahim.
ITi=fsl ite TeB(H,,H,) iken T bir Hilbert-Schmidt operatoriidir. Eger {g,: BB}
D(S )" ninbir ONB siise {¢,: yeI'}U{ g,: BeB} H,in

;UT‘% [+ ;(ITg o = ;[Ee, ¥ <o olacak sekilde bir ONB sidir.

Onerme : T eB(H,,H,), SeB(H,,H,) ve bu operatorlerden biri Hilbert-Schmidt operatori
olsun. Bu durumda ST bir Hilbert-Schmidt operatorudir. B(H,) ise B(H) nin iki tarafli

idealidir.

ispat : T bir Hilbert-Schmidt operatorii ve { e, : acA} H, de bir ONB olsun. Bu durumda

Tlste. <l Tfte.) < aur

Eger S bir Hilbert-Schmidt operatori ise T*S* , gosterilen esitsizlik ve Teorem 3.1.1 den bir
Hilbert-Schmidt operatoridir. Boylece , ST=(T*S*)* da aym zamanda bir Hilbert-Schmidt

operatoriidir.
Teorem 3.1.3 : M, ve M, sirastyla R” ve R* nun dl¢ilebilir alt kiimeleri olsun.

TeB(L,(M,),L,(M,)) operatorii ancak ve ancak ,

JeL,M,) i¢in M, de hemen her yerde Tf(x) = IK(X, v f (y)dy (3.2)
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olacak gekilde bir Ke L(M, xM,) ¢ekirdegi varsa bir Hilbert-Schmidt operatoridiir. T*
eslenik operatorii K (x,y)=K(y,x)* eslenik ¢ekirdegi ile belirtilir.

Ispat : Eger T bu formda ise TeB(L,(M,),L,(M,)) dir. Eger {e,: neN} ve { f, : meN}
sirasiyla L,(M,) ve L,(M, xM,) nin ortonormal tabanlart ise {g__: (n,meNxN} ,

L,(M,xM,)nin g_ (x,y)=f_ (X)e,(y)" olacak sekilde bir ONB sidr.

Bundan dolay: ,

2

;ii'rennz =zm:i(Ten,fm>|2 =21 | [RGxy) e, (5)" dy £, (x)dx

nmiM, Ml

) ZZ'KK Em)] =K <o dur.

Buradan da T nin bir Hilbert-Schmidt operatéri oldugu goriliir.

Simdi , T bir Hilbert-Schmidt operatéri ve e_, f, ve g__ ise yukandaki gibi tammlanmis

olsunlar. C, yiise (n;m)e NxN igin C_ =(f,,,Te,) seklinde tanimlayalim.

Buradan ,

F={f <,

;lcmr :,,,Z,EK £ Te )’ = Zlte,

bu nedenle de her (nm)e NxN i¢in (g, K)=C_  olacak sekilde bir Ke L,(M, xM,)
vardir. Eger T, , esitlik (3.2) deki K ile belirtilen operator ise  h(x,y)=g(x) /" (y) ile her
feL,(M,)vegeL,(M,)i¢in,

(8.T./)= [ 860" [K(x,y)f(y)dydx = (k)

M,

=3 Co )= Tl Te Ko oS

nm

(St Slen s e ) ~(eT) b

m

Bundan dolay: da T=T, dir.

Teorem 3.1.4 : T bir Hilbert Uzayindan L,(M) ye bir operator olsun. Asagida verilen

iddialar birbirine esdegerdirler.
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(1) T bir Hilbert-Schmidt operatériniin stmirlanms halidir.
(1) | &)} e L, (M) olacak sekilde bir kM—H fonksiyonu vardir ve M de hemen her
yerde TAX)=k(x), ) , feD(T) dir.

(i) M de hemen her yerde |Tf(x)|<|f|x(x) , feD(T) olacak sekilde bir xe L, (M)

fonksiyonu vardir.

( (1) ve (iii) deki kiimelerin kurala uymayan noktalan fve Tf nin temsilcisinin se¢imine
baghidir.)

ispat :

()=(1i) : TcS ve Se B,(H,L, (M)) olsun. (ii) yi S operatorii igin gosterelim.
S kompakt oldugu takdirde , N(T)* Teorem 2.2.4 den dolay: aynlabilirdir.
{e,,e,,...}, N(S)"igin bir ONS olsun.

Bu durumda ,

3 [lse, o ax = lse,

2
< dur.

Bu nedenle B.Levi’s Teoreminden ,
2

> 1Se, ()| <

ve M de hemen her yerde ,

[ZISen (x)lzdx <o dur

Buradan , £ M—H fonksiyonunu su sekilde tammlayabiliriz ;

> (Se. () e, , eger Y |Se, (x)]2 <o 1€
kx) =44 i
0 , diger hallerdé

Bu % fonksivonu ile her feH iéin .
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{k(x), f) =2 (€., f)Se, () = Sf(®)

n

M de hemen her yerde saglanir.

ﬂlc(x)]2 =Y|Se, )| esitliginden dolayr || &(.) || fonksiyonu L, (M) ye aittir.

(i1)=>(ii) : k(x)=|| k(x)|| olarak alimirsa goriilmektedir.

(1i1)=>(1) : (ii1) den dolay1 her feD(T) i¢in ,

It <iA” 1{ k()| dx dir.

Bu nedenle T simrhdir. T da aym zamanda (iii) it saglar. Bunu su sekilde gosterebiliriz.
Her f e D(T)=D(T) igin f, — f olacak sekilde bir (f,) dizisi mevcuttur.

Buradan da Tf, — Tf dir. Hemen her verde Tf,, (%) — Tf(x) olacak sekilde bir ( fo)

dizisi vardir. Béylece hemen her yerde ,

T/ Gof=tim, [T/, (9| <lim, .

fnk

k(x) = | flx(x) dir.

Bu aynt zamanda feDM),geDM)* ic¢in S(f+g)=Tf seklinde tammlanan
S e B(H, L, (M))operatérii icin de gegerlidir.

S nin bir Hilbert-Schmidt operatorii ve
IS < flxoof ax
M

oldugunu gosterecegiz. Bunun i¢in de H de her sonlu {e, ,...,en} ONS st igin ,

En:uSej uz < j k()| dx
=l M
oldu;;ru gosterilmelidir.

Se;(), Se; nin  bir keyfi gosterimi olsun.  A:L{e,..e,)~>L,(M)yi ise

(A(Zae))x) = Xa;Se;(x) esitligiyle tammlayalim.
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L,(M)den dolay1 A=S,, . dir. rasyonel katsayllara sahip e,,...e, lerin lineer

kombinasyonu olan L (e,,...,e,) kiimesi sayilabilir oldugu sirece M de her xeM\N ,
feLl (e,...e,) i¢in,
a7 ol < Ao

olacak sekilde O olgiimlii bir N alt kiimesi vardur.

Eger f :Zajej €Lfe,,....e,) ve rasyonel seriler (a; ), olarak segilirse & — oo iken
=l

a. —>a; dir.
Jx }

Boylece her xeMWN igin f, = )" a, ¢; olmak iizere,

il

A 0| =tm, AL ) Stim, o= [0 din
Sonug olarak xeM\N ve f € L(e, ,....e,) i¢in |Af(x)] < | fx(x)dir.

Her xeMWN igin f —> Af(x) fonksiyonu , normu x(x) den daha biuyik olmayan ,

L(e,,...,e, yiizerinde bir siirekli lineer fonksiyoneldir. Buna gore lk(x)] < «k(x) olacak sekilde

bir k(x) € L(e;,...e,) CH varve xeM\N, f eL(e,,...e,) igin Af(x) = (k(x), f) dir.

Bunu takiben ,

g:”Aej “2 = i[ JZ:Kk(x), e >rdx = }\j:[ ”k(x)uzdx < I:{ [K(x)lzdx dir.

Hilbert-Schmidt operatorlerinin , H uzaymdaki L9(Q) vektor fonksiyonlarmin bir uzay:

formunda olmasi durumundaki bir analitik tanimim verelim.

Q, n-boyutlu Oklid Uzay1 E_ nin kapali simrh bir kimesi olsun. Ayrica , bu kiimenin pozitif

Lebesgue ol¢timiine sahip oldugunu varsayalim.

Verilen bir r (=1,2,...,0) i¢in biitiin r-boyutlu
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7@={mf , xeQ

vektor fonksiyonlart ile

1 = jj[fj(x)tzdx <o

Q il

olacak sekilde , olgilebilir f;(x) G=1,2,...,r) koordinatlar1 bir L2(Q) Hilbert Uzaym

olusturur.

LY(Q) daki skaler ¢arpim asagda verilen formiil ile tammlanir.
(f.8)=[g ®f@dx =Y g(x)f,(dx  (fgeLP(Q) (3.3)
Q Q Kl

Diger taraftan , L7"(Q xQ) Hilbert uzay1 QxQ da

QQ k=

{A(x,y){2 = ‘”ilcgik (x, y)rdxdy <® | 3.4)

olacak sekilde elemanlar dlgiilebilir

A y) =|a,, x|

matris fonksiyonlarin: igersin. Burada A(x,y) ve B(x,y) gibi iki elemanin skaler ¢carpimi ;

@,8)= [[Ya, (x5, (% yKixdy

QQik=1
esitligiyle tammlanir.

Teorem 3.1.5:Her A(x,y) € L7 (Qx Q) elemanina

(AF)x) = [ alx, y) F)dy (f €L, Q) (3.5)
Q .

esitligine gore LY(Q) da temsil edilen bir A Hilbert-Schmidt operatorii karsilik gelir.

A(x,y)—> A eglemesi , her L7 (QxQ)nun ; LY(Q)da temsil eden Hilbert-Schmidt

operatirlerinin B,(H,,H,) Hilbert Uzay: tizerine bir izometrik eslemesidir. Buradan ;
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(&,B)=t(B°A) dir. (3.6)

Ispat : r sonlu oldugunda ispat: kolaylikla goriilebilir. Bu yiizden ilk énce daha zor olan r=w

durumunu inceleyelim.
LY(Q) ve L (Qx Q) uzaylarim kisaca L, ve L, xL, olarak gosterelim.

Fubini’nin iyi bilinen bir teoreminden denklem (3.4) , r=o0 halinde hemen her xeQ i¢in,

a (x, y)lzdy < (3.7)

)2

Q 1k=1
seklinde yazilabilir.

Denklem (3.7)da belirtilen serilerin yakinsadigi xeQ elemanlan igin ,

2

Ui %, (% Y)l'lf &) dY} < .f (i a; (%, y)[2 il/;c (Y)IZJE dy
Q k=t & 2

(3.8)
< [Xla, ey dy[ 3146 dy G=12..)
Q k=1 Q k=1
simn herhangi f = {fj(y)}:’ € L, i¢in gecerlidir. Buradan , bu x ler igin ;
g®=[Ya Aoy (=12.) 3.9

Q k=l

integralleri anlamhdir. Ve denklem (3.7) den ;

I

QxQ jk=

o0

[Sle, e ax< [ Do, ey axdy[S 1o dy <o
Q 1 1 Q k=1

elde edilir.

Son esitsizlikten g= {g}f €L,olmak iizere (3.9) esitlikleri L,de bir g=Af lineer

operatorini tamimlar ve

laf| < @, a)f| dir.

(3.9) esitlikler sistemi kisaca
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26 = [A( y)f(y)dy | (3.10)
Q

seklinde yazilabilir.

A nin bir Hilbert-Schmidt operatorii oldugunu ve
tr(A"A)= (A, A) B CR YY)
oldugunu gosterelim.

{gb.i };" , L, uzaymin baz: ortonormal tabanlar olsun.

Matris fonksiyonunu Q x Q iizerinde

F)= 400 =l406.0] = Gk=12.)
§éklinde yazalim.

Buradan kolayhkla Fj, (x,y) €L, xL, (,k=1,2,...) oldugu goriilebilir.
Ayrica , bunlar bir

(ij 4 Fjlkl

)=0; 6u, G.k;i,.k, =12,...)
ortonormal sistemi olugturur.

{ij (x, y)};”k:l sisteminin L, xL, de tam oldugu kolayca gosterilebilir.

Bu gostenldigi takdirde ,

(a,2)= il(A,F}-k | (3.12)

k=1

oldugu , diger taraftan da

A,F)= [0 80)dxdy =(44,4)  Gk=12.) (3.13)
QQ

oldugu kolayca gortiliir.

Boylece esitlik (3.11) in, esitlik (3.12) ve (3.13) uin bir sonucudur.
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A—> A eslemesi lineer oldugu sirece esitlik (3.11) den goraldiga gibi ; eger
A—>A ve B—> B iseesitlik (3.6) saglanir.

Teoremin ispatim tamamlamak igin L. deki herhangi Hilbert-Schmidt operatoriniin bazi
A(x,y)eL,xL, ¢ekirdegi ile esitlik (3.9) seklinde temsil edilebilinecegi gosterilmelidir.
Bunu gostermek igin yine L, uzaymn bazi {¢j };” ortonormal tabanlanimi ve buna karsihk

gelen L, xL, uzayinin {ij }ononormal tabanlarim kullanacagiz.

Eger A bir Hilbert-Schmidt operatérii ise ,

tr(A’A) = ilyikr . Y= (A¢j_,yk) (G.k=12,.) dir

25 = D raFa )= S A0) (314

esitliginde sag taraftaki sonsuz seriler L, xL, de yakinsadif: takdirde A,(x,y)eL,xL,

¢ekirdegini olusturabiliriz.

A, ile , (3.5) esitligine gore A,(x,y)¢ekirdegi yardimiyla L,de belirtilen Hilbert-Schmidt

operatorinii gosterelim. (3.14) esitligine gore ;
(Bo,Fy ) =7y = (A4, 9,) G.k=12,.)
ve (3.5) esitligine gore ,

(B0, Fy) = (A8, 6,) G,k=12,.) dir.
Bu nedenle ,

(Ag;,4,) = (Aod;, ) G,k=12,.)

ve boylece A = A, dir. Boylelikle teorem ispatlanir.

Simdi , rezolventi Hilbert-Schmidt tipinden olan diferansiyel operatore ait bir 6rnek verelim.

L,(ab) (-o<a,b <o) Hilbertuzayinda , I(y)=-iy" diferansiyel ifadesi ve
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vy =ay@+p f(b)=0

simr kosulu ile olusturulan T operatoriini ele alahm. Burada @, |a]+|f|> 0 olmak uzere

sabit kompleks sayilardir.

T operatoru asagidaki sekilde tanimlanir:

D(T)y={ M(x)e L,(a,b) : »(x) [a,b] de mutlak surekli, I(y)eL,(a,b) ve v(y)=0 }

¥x)eD(T) iken Ty=iy" .

(&) =ae’ + pe*’ (3.15)
olsun.

Asagidakilerin dogrulugunu ispatlayalim.

AeC sayismm , T operatoninin 6zdegeri olmasi icin gerek ve yeter kosul w(A)=0

olmasidir. Eger A sayist T nin 6zdegeri degil ise A T nin regular noktasidir. (T -AI)"

rezolventi , cekirdegi Hilbert-Schmidt tipinde olan bir integral operatoriidiir. Bunun

dogrulugunu gosterelim.

ueD(T), 2 e C ve Tu=hu olsun. Butakdirde —iu'=Au ve au(a)+ fu(b)=0 dir.
Boylece,

ux)=ce™ ,c#0 ve ae™ +pe* =0 , yani ; ®(4)=0 olur.

Tersine ; @(1)=0 ise €* , Tnin 1 6zdeBerine kargilik gelen dzfonksiyonu olur.

Simdi , A sayisinmn T nin ozdegeri olmadigimi , yani ; w(1) =0 oldugunu varsayalim. Bu

takdirde her f €1,(a,b) iken
Ly~Ay=f

denkleminin | yani ;

' —Ay = f

diferansiyel denkieminin

ay(a)+ B y(b)=0
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kosulunu saglayan ¢oziimiiniin varligim gosterelim.

Birinci mertebeden iy~ Ay = f diferansiyel denkleminin genel ¢oziimi :

u(x) =e™* (c+ zf f (§)d§} ¢ = sabit

a

dir. (3.16)

¢ sabitini #(x) ¢éziminin cu(a)+ fu(b)=0 kosulunu saglayacak sekilde segelim.

ae®c+ f ei"b(c+ijei“ff(§)d§) =0

(a e + fe® )c =—ifie'® je""‘f F(EWE  dir

Burada (A1) =ae”® + fe*° oldugundan,

it e :
c=- o) !e % f(E)E  dir
¢ nin bu degerini (3.16) da yerine koyalim.
u( = | B it p(ee 1 if e p(pag
o(4); a

x>a iken

x <a iken

1 >
H(x-a)= {0

Heaviside fonksiyonu olsun. Bu fonksiyonu kullanirsak (3.17) esitligi ;

u(x) = e™ [— -"—%7 fe r(e)e +if Hix - §)e'i“f(§)d«f)

{ i o+ )} ) (e )i

al——-‘a'

= [K(x, &) F(£)ag

haline gelir. Boylece ,

(3.17)
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w(@) = (L-A)" £ = [Kex &) f(E)e

bulunur.

Burada ,

K(x,&1)= { oli )+1H(x g)} xt) dir.

K(x, 5;}») fonksiyonun ifadesinden ,

bb )

[ [Kex, &) dx d& < w0 (3.18)

oldugu kolayca gorulebilir.

(3.18) esitsizligi (T —/11)‘] operatoriinin Hilbert-Schmidt tipli integral operatérii oldugunu

gosterir.
3.2 Cekirdek Operatorleri

H, veH, iki Hilbert Uzay1 olmak ozere B,(H,,H,) Hilbert-Schmidt sinifim inceledik. Bu
konuda ¢ekirdek simfi denilen ve B (H,,H,) ile belirtilen ¢ekirdek operatorlerini

inceleyecegiz. Burada , H, = H, = H olmasi halinde , ¢ekirdek operatorii B, (H)ile gosterilir.
TeB,(H,,H,) H, denH, yekompakt operatorler simifi ve @, T nin tekil degerleri olsun.

T nin ¢ekirdek normu
1T, = 2 e | (3.19)
k=1

seklinde tamimlanur.

(3.19) esitliginde sagdaki seri traksak ise |Tj =co dur.
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Eger ||T| <o ise o zaman T bir ¢ekirdek operatoriidir denir. Butin gekirdek operatorlerin

kiimesi B,(H,,H,) semboli ile gosterilir. | | ticgen esitsizligi de dahil olmak tizere normun

biitiin 6zelliklerini saglar.

T, T ve |T| nin stfirdan farkh tekil degerleri ayni oldugu surece,

I, = " dir. (3.20)
Buradan ,
I, <|T), . B.H,,H,) < B,(H,,H,) (3.21)
oldugu agiktir.
Bundan baska , eger T € B,(H,,H,) ve Se B,(H,,H,) ise STe B,(H,,H,) ve
IsTl, <8, I, ~ dir. (3.22)
Bunun dogrulugunu gostermek igin ST € B, (H,, H,) in kanonik a¢ilim: olan ,
ST=2B.C.w vy B >0 (3.23)
esitligini goz 6niine alalim.
Tamimdan dolayi ,
IST], = B, = 2Ty, v1) = S(Tv,.Swi)
<y lisvi]< e P (elsv ) 629
<[, Js°], =
oldugu gortliir.

Diger taraftan her bir T e B,(H,,H,)operatorii Hilbert-Schmidt simifintn iki operatoriiniin
carpimu olarak yazilabilir. Aynica , eger T e B (H)ise sozii edilen operatorlerin ikincisi

T € B, (H) den alinabilir.

Ornegin , U e B(H,,H,)oldugu sirece (3.19) esitliginden m% B,(H)ye ait ve U[T |y2 de
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B,(H,,H,) ye ait olmak tizere
T=UlT|= U1 dir
Ayrica, (3.22) esitligi ile benzer 6zellikler tagiyan ,

ST, <Isfi]

o Ies) < |l IS (3.25)
esitsizlikleri mevcuttur.

(3.25) deki birinci esitsizligi ispatlamak icin yukandaki gibi T = U[T| alahm.

ST = SU|T| = SUJT|”2[T}”% oldugundan ve (3.22) ile (3.20) esitliklerinden

2
fsl, <[sui| |inp? | <isulim?| <lspi), dir(3.26)
2 2 2
(3.25) deki ikinci esitsizlik de aym yoldan veya birinci esitlikte |TS| = ”S'T* | almarak
elde edilebilir.
Simdi , ¢ekirdek operatorlerinde
[T+, <, + s, (3.27)

Gicgen esitsizligini ispatlayalim.

T ,S, T+S nin sirastyla polar analizleri T=U[T|, S=V|S

, T+S=W|T+§| olsun. X y1

IT + Si nin dzvektorleri olarak gosterelim. X, = WX, olarak alirsak (3.24) den,

[r+8], = Z(T+ )%, X)=FHrx,, x0)+ (3, 4]

- S, 50+ s, 1)

- Z[(m% Xk,QT{%U*X;j+([s[V2 XLV x, )}
<] Jimpeue] fispe) P,
<[ s =i, +[s] dir. (3.28)
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Boylece tiggen esitsizligi ispatlanmis olur. B, (H,,H,) , normu | || olan bir normlu vektor

uzayidir.

Hilbert-Schmidt ve ¢ekirdek operatorleri ile asagi yukari benzer Ozellikler tagiyan bagka

kompakt operator siniflart da vardir. Bu simflarn her biri belirli bir norm ile tanimlanabilir.

Bu tiir bir norma asagidaki sekilde tanimlanan p-norm 6rnek olarak verilebilir.

b4
I}, = {;af ) 1<p<oo (3.29)

HT”p <o olan bitin kompakt T ler kiimesi , normu | "p olan bir normlu vektor uzayt

olusturur. Bu uzay tamdir. Ayrica, eger H, = H, = H ise B(H)nin iki tarafli idealidir.

Daha genel olarak , benzer bir me normu T nin o, tekil degerlerinin o, da simetrik ve her

@, da azalmayan belirli bir fonksiyonu olarak tanmlanabilir.

Herhangi U , V birim operatorleri icin ,

Jurv] =i (3.30)
olmast halinde ||T||birimsel sabittir. ||T|| <o olan bitin T lerin kiimesi bir Banach Uzay:
olusturur.

Eger |T| bir-boyutlu ortogonal izdiisim ise m l” normu genellikle ”]Tm =1 olacak sekilde

normalize edilir. Bu tir normlar ¢apraz normlar denir.
p = @ igin p-norm , bildigimiz siradan norm ile dzdestir : | | =] || -
Buradan gorildigi gibi a, =|||T]||=|1] dir.

Capraz normlar arasinda en kiigiik olam ; bildigimiz siradan norm , en genis olam ise ¢ekirdek

normdur. Herhangi T € B,(H,,H,) icin,

i <] < I, dir (3.31)



3.3 Cekirdek Ve Determinant

Bu kisimda trT izinin B,(H) gekirdek simfina ait her T operatorii igin tammlanabilecegi

gosterilecektir.

Cekirdek operatorlerini tammlarken bahsettigimiz gibi T < B (H), Hilbert-Schmidt simfi

B, (H) nin A ve B gibi iki operatdriiniin garpim olarak T=A.B seklinde yazilabilir.

Buradan trT su sekilde tanimlanir ;

trT=(A,B)=(B,A") (3.32)
(3.32) esitsizligi T=A.B i¢in,

4T=B,A") =3 (Bp,,A"p, )= Y (ABp,,0,)
k

k
-3 (T9..0.) 6:3)
k
i¢cin kismi analizlerinden bagimsizdir.

Dolayisiyla , trT bir tam ortonormal sisteme gore T nin herbangi bir matrissel gosteriminde T
matrisinin diyagonal elemanlarinin toplamidir. (3.33) esitligi , diyagonal toplamin her zaman

mutlak yakinsak oldugunu gosterir.
(3.32) esitliginden AB € B, (H)igin,
trAB = trBA dir.(3.34)

Daha genel olarak , bu durum A € B,(H,,H,)ve Be B,(H,,H,) i¢in dogrudur. Bu durumda
ABeB,(H,) ve BAeB,H,)dir. (3.34) esitligi aym zamanda , AeB (H,H,) ve
B e B(H,,H,) i¢in de dogrudur. Bu durumda da yine AB € B,(H,) ve BA € B|(H,) dir.

Ispatim yapmak i¢in Ce B,(H,,H,) veD e B,(H,) olacak sekilde A=C.D alalim. Buradan

(3.34) esitligini , her ikisi de Hilbert-Schmidt simfina dahil olan C , DB ve D , BC
ciftlerinden once C , DB ye ; sonra da D | BC ye uygularsak :

trAB = trCDB = trDBC = trBCD = trBA

oldugu goérilar.
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Determinant , yozlagmig bir T ile sadece 1+T formunda operatorler i¢in tammlanmistir. Bu

T € B,(H,) olmas halinde genisletilebilir ;
det(1+T) = ™D ' (3.39)

log(1+T) her T € B,(H,) i¢in belirli bir sekilde tammlanmadigindan , tammimiz tam degildir.

Eger |T| <1 ise log(1+T) Tile B (H,) e aittir. Ve,
log(1+T)=T.(1-T/2+T*/3~..)

seklinde Taylor Serisi ile tanimlanabilir. Bu durumda (3.35) esitligi |T| <1 igin det(1+T) yi

tammlar. det(1+T) yi tammlamanin bir diger yolu da , |2] <|T|" icin yukanda tanimlanan

Taylor Serisinde det(1+zT) fonksiyonunun analitik stirekliligidir.

Genel Te B,(H,) i¢in det(1+T) yi kullanmamiza gerek olmadifindan , burada detaylara

girmeyecegiz.
3.4 Cekirdek Integral Operatérlerine Ait Ornekler Ve Izi Hesaplamak I¢in Formiiller

Cekirdek operatorlerinin yardimiyla , bu kisimda integral operatorlerinin gekirdegi igin

ornekler verecegiz.

Ornek 3.4.1 : .T sonlu veya sonsuz uzunluga sahip reel eksenin kapah , a¢ik veya yari agik
aralifs olsun. Eger , herhangi t; (j=12,.,n;n=12,.) i¢in sirekli bir A(t,s) (t,s€I)
cekirdeginin

iA(tj,tk)ékfj

k=1

quadratik formu negatif degil ise A(t,s) I tzerinde bir non-negatif Hermitiandir denir. Bu

durumda A(t,s) = A(s,t) bagntisi saglanir.

Surekli bir A(t,s) ¢ekirdeginin ancak ve ancak I nin ug¢ noktalarindaki bir komsulukta sifir

olan , herbir surekli ¢(t) (t € I) fonksiyonu igin,
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j j A(L,9)¢(s)p(t)dsdt > 0

ise non-negatif Hermitian oldugu kolayca gostenlebilir.
fik ofarak , sonlu bir kapal aralik olan I=[a,b] durumunu inceleyelim.

C(a,b) de [a,b] uzerindeki A(t,s) siirekli non-negatif Hermitian ¢ekirdeginde

$(0) = A A(t,)p(s)do (s) (3.36)

integral denklemini inceleyelim. Burada o(s) (a<s<b) , Varo =o(b)-o(a)>0 olan,
azalmayan fonksiyondur. Bu tip denklemlere bilinen Hilbert-Schmidt-Mercer teorisi

uygulanabilir.

Her zaman (3.36) esitliginde |, {lj} pozitif ozdegerler sistemine o Olgisinde

[¢,0d. o =0, Gk=12.) (3.37)

ortonormallik kogulunu saglayan stirekli {¢j (t)} fonksiyonlar sistemi karstlik gelir.
Diizgiin yakinsak

A(t,s) = R(t,5) +Zﬁﬁ%ﬁ—@ (asts<b) (3.3%)

J

agihiminda R(t,;s) (a<ts<b) ; t, s noktalarindan en az biri o mn biyiime noktalar: kiimest

., ya ait oldugunda sifira esit olan siirekli bir fonksiyondur.

Ozel olarak (3.37) ve (3.38) esitliklerinden

Z_;%. = j. A(s,s)do(s) <> dur.

J 3

o -integral karelerine sahip biitin o -6lgimli f{t) (a<t<b) fonksiyonlarini igerecek sekilde

(f.8), = [ 7®gdo(t)
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skaler garpimi ile LY = L% (a,b) Hilbert Uzayim olusturalim.

Incelenen A(t,s) ¢ekirdegi LS de bir

(A® = [ A9 f()do(s) (3.39)

non-negatif tam stirekli operatéri tammlar.

(3.38) esitligine gore ¢; =(f,4;), (=12,.) olmak izere
c )
@HO=T 14,0 d.
%
Boylece {q}j (t)}f sistemi A operatdrinin R(A) daki ozvektorlerinin bir tam ortonormal

sistemi olacaktir. Ayrica {/11} de , A min karakteristik sayilarinin bir tam sistemi olacaktir.

Bu bilgiler i1ginda asagidaki sonuclara varilabilir :

1. Eger A(t,s) (a<t,s<b) cekirdegi surekli ve non-negatif Hermitian iken (3.39) esitligi
L'’ de bir A non-negatif gekirdegi uretir. Ve ,

trA = j'A(s, s)do(s) dir.(3.40)

2. I sonlu veya sonsuz uzunluktaki reel eksenin agik veya yan agik arahg: ; o(t) (teI)
Varo <o olan azalmayan bir fonksiyon ve A(t,s) (t,se I) sirekli bir non-negatif

Hermitian gekirdek olsun.

Bu durumda , LYY’ (I) de A(t,s) ¢ekirdegi ile tammianan non-negatif A operatori
ANM = [ A9 (s)do(s)
I

ancak ve ancak

[a(s,9do(s) < (3.41)

iken bir ¢ekirdek operatorudir.
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Bu durum tamamiyla saglandiginda (3.41) esitsizligindeki integral trA izini vermektedir.

Ornek 342 :H=L,(a,b) ve Te B,(H) olsun. R , SeB,(H) igin T , T=RS olarak
yazilabilir. R ve S Hilbert-Schmidt tipinde r(y,x) ve s(y,x) ¢ekirdekleri ile integral

operatorleri olarak tanimlanabilir. Béylece T,
b
(. = [ 1,2).5(z X)dz (3.42)

¢ekirdegine sahip bir integral operatériidiir.

Buradan

T =(R,S") = [ [r(x,2)s"(x, 2)dxdz = [ [ r(x, 2)s(z, x)dzdx

veya
b
T = jt(x, x)dx : dir.(3.43)

(3.43) esitligi , sadece (3.42) esithiginde verilen kismi ¢ekirdek kullamhirsa dogrudur. t(x,x) in
hemen her x igin (3.42) esitligindeki gibi verildigi belirtilmelidir.

Diger taraftan , eger T nin t(y,x) ¢ekirdegi bir integral operatorii olarak verilmis ise T

operatdriinu degistirmeden t(x,x) degerleri keyfi olarak degistirilebilir.

Eger Te B, (H) x , y de siirekli bir t(y,x) ¢ekirdegi ile temsil ediliyor ise (3.43) ¢ekirdek
formiiliiniin dogru oldugu gosterilebilir. Fakat , siirekli bir ¢ekirdege sahip olan her integral
operatorii ¢ekirdek simifina dahil degildir. Boyle bir durumda trT , (3.43) esitligt ile

tanimlansa bile daha 6nce vermis oldugumuz gekirdegin 6zelliklerini tagimayabilir.
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