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Bu ¢aliymam sirasinda, bilimsel ve manevi yénden bana destek olan degerli hocam Prof. Dr.
Ziya Soyugok’a tesekkiirii bir borg bilirim.



OZET

Bu galigmada,iizerinde egrilik gizgileriyle sabit ag1 yapan bir dik gebeke bulunan yiizeyler ele
alhnmigtir. Yiizeyin boyle bir dik sebekeye sahip olmasi igin, jeodizik egrilikleri ve Gauss
egrilifi arasinda bir bafinti bulunmasi gerektifi kamtlanmugtir. Yiizeyin agilabilir olmasi
halinde, bunun bir silindir oldugu gosterilmistir. Ozel olarak, egrilik ¢izgilerinin agiortaylan
bir izometrik sebeke olusturan yiizeyler incelenmis ve sonugta: (1) Sabit Gauss egrilikli
yiizeyler iginde ii¢ tanesinin bu 6zelligi tapidigs (2) Gauss egrilifi sabit olmayan yiizeylerin de
iki simfa aynldifh gosterilmis ve bu smiflardan birine ait biitiin yiizeyler belirlenmis, diger
siuftaki yiizeylerin Gauss egriligi ile ilgili bir formill elde edilmigtir. Aynica yiizeylerin
egrilik ¢izgileri korunarak bir izometri kabul etmesi ile ilgili mevcut ¢aligmalarda gegen bir
formiiliin oldukga sade bir sekli verilmigtir.

Anahtar Kelimeler: Yiizey, izometri, egrilik.
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ABSTRACT

In this study, the surfaces having an orthogonal net on which are some lines of curvature that
make a constant angle are written. And to have an orthogonal net on a surface needs to have a
connection between geodesic curvature and Gauss curvature. If the surface is trivial, it shows
it is a cylinder. To sum up, the surfaces, on which the bisectors of the lines of curvature make
a isometric net are studied and as a result. (1) Only the three of the constant Gauss curvature
surfaces have the some qualities. (2) The surfaces which haven’t a constant Gauss curvature
are divided into two groups and all the surfaces which belong to one of these groups are
defined. A formula which is connected with the Gauss curvature of the surfaces of the other
group is made up. A part from that quite a simple formula about the surfaces keeping the lines
of curvature and having an isometry is also given.



1. GIRIS

Ug boyutlu o6klid uzayinda yiizeylerin deformasyonu ile ilgili iki temel problem sz
konusudur. Bunlardan biri ylizeylerin egrilik ¢izgileri korunarak biikiilebilmesi, digeri ise asal
egrilikler korunarak biikiilebilmesidir. Bonnet tarafindan ortaya atilan bu problemler tam
olarak ¢bziilmiistiir.

Yiizeylerin egrilik ¢izgileri korunarak biikiilebilmesi problemi Bonnet (1876) tarafindan
biiyiik élglide ¢oziilmiigtiir. Problem Blaschke (1949) de yer almistir. Burada elde edilen 2.
dereceden bir denklemin katsayilar sifira egitlenerek ¢Oziime gidilmistir. Fakat orada
karmagik gibi goriinen bir formiiliin olduk¢a sade oldugu gézden kagmistir. Problem, Bryant
(1991) de diferansiyel formlar kullamlarak oldukga sade bir bigimde ¢oziilmiigtiir.

Yiizeylerin asal egrilikler korunarak biikiilmesi problemi biraz daha karmasiktir. Bonnet
(1876) ve Cartan (1942) tarafindan ¢6ziim yine bilyiik dlciide verilmistir. Bryant (1991),
Roussos (1987), Kenmotsu(1994), Soyucgok (1995) tarafindan tekrar ele alinan problem tam
olarak ¢dziilmiistiir. Bryant (1991) bu problem i¢in bir gerek ve yeter kosul bulmugtur.

Daha genel olan ve yiizeylerin egrilik ¢izgileri korunarak veya asal egrilikler korunarak bir
izometri kabul etmesi problemi cok daha zor olup heniiz her ikisi de tam olarak
¢Oziilmemistir. Soyucok (1995) ve Roussos (1999), bir yiizeyin asal egrilikler korunarak bir
izometri kabul etmesi problemi ile ilgilenmigler ve her ikisi de problemin bir
karakterizasyonunu vermistir. Roussos deformasyon igin Bryant (1991) tarafindan verilen
karakterizasyonu izometri i¢in genellestirmistir. Soyugok’ un karakterizasyonu soyledir: Bir
ylizeyin asal egrilikler korunarak bir izometri kabul etmesi igin gerek ve yeter kosul, yiizey
iizerinde A neti denilen 6zel bir izometrik sebekenin bulunmasidir.

Bu ¢ahsmada,6nce yukanda s6zii edilen, Blashke® nin (1949) kitabmdaki formiiliin sade sekli
elde edilmistir. Daha sonra egrilik gizgileriyle sabit ag1 yapan bir dik sebeke bulunduran ve
birbirlerine biikiilebilen yiizeylerin belirlenmesi problemi iizerinde durulmustur. Béyle bir
yiizeyin saglamasi gereken bir bagnt1 verilerek bir teorem elde edilmistir.

Yiizeyin agilabilir olmasi durumunda bunun bir silindir oldugu, yani, silindir dismdaki
agilabilir yiizeylerden higbirinde egrilik ¢izgileri ile sabit ag1 yapan bir sebekenin bulunmadig)
gosterilmigtir.



Ozel olarak, sabit aginm % olmas: hali iizerinde durulmug ve K =sbt#0 yiizeylerinin bu

ozelligi tasimas: i¢in sebekenin izometrik olmasi gerektigi gosterilmis ve bu yiizeyler igin 3
hal elde edilmigtir Her ii¢ haldeki yiizeyin bir donel yiizey oldugu gosterilmigtir. K #sbt olan
izotermik yiizeyler de ele alinmugtirBunlannda iki smifa aynldi@ gosterilmigtir. Birinci
simftaki yiizeylerin de donel yiizeyler oldugu gosterilmigtir. fkinci simfa giren yiizeylerin
Gauss egrilifi £ ye bagh sonlu denklem geklinde elde edilmigtir. Yukandaki yiizeylerin
I.teme!l formlanimin aym olmasi ve H ortalama egriliginin bir sabit icermesi nedeniyle, her
bir sinifa giren yiizeylerin birbirine biikiilebildikleri sonucu da elde edilmistir.



2. YUZEYLERIN EGRILIK CiZGILERI KORUNARAK BiR iZOMETRI KABUL
ETMESI PROBLEMI

Blaschke (1949) de soziinii ettifimiz formiilii ele alacafiz. Bu kitapta yiizeylerin egrilik
cizgileri korunarak bir izometri kabul etmesi problemi de ele almmugtir. Fakat agilabilir
olmayan yiizeyler halinde, verilen bir formiiliin karmagik oldugu goézitkkmektedir. Ashinda bu
formiil son derece sadedir. Simdi bunu kisaca agiklamak istiyoruz. Bir § yiizeyinin egrilik
¢izgileri korunarak bir izometri kabul ettigini varsayahm. S ye bu sekilde izometrik olarak
tasvir edilebilen S’ yiizeyine § nin yandagi denir. Izometri halinde jeodizik egrilikler
korundugundan, her iki yiizeyin jeodizik egrilikleri aymt olacaktir. Iki yiizeyin egrilik ¢izgileri
cakisir ama bu ytizeyleri asal egrilikleri farkhdir.

S ylizeyinin egrilik cizgilerinin jeodizik efriliklerini ¢,§ ile, asal egrilikleri r,7 ile
gosterirsek, Mainardi-Codazz ve Gauss uygunluk denklemleri,

K, = q(F —r) 2.1
n= q(r - F) (2.2)
K=rr=-q,-q,~-q"-§° 23)
seklinde yazilabilir.

r=s

denirse,uyguniuk denklemlerinden

s, =——%Ig-s2 +2{‘7+%J

s, =—-2gs+2gK
elde edilir.
5, +45, =5, +gs,

den de



q g K K _ -
[—(—%)2 +%q:|s2 4{(—?—)2 +q—Ki+q2 +q -—2qq}s+K2l:-(K

bulunur. Buradan, X # 0 varsayldigindan,

q) i
s -4
U= (K 2 K
K? _(_q_) +
K
K, _ —
("l‘) +Q"K_]+qz+%-2qq
B=~T22 ,
2K2[-(l) +iq}
k) x

olmak iizere

Us? +2Bs+1=0

elde edilir. B katsayis1 karmagik goziikmektedir.Bunu

Ps* +0s+R=0

seklinde yazalm ve katsayilanni tek tek ele alahm.

K K
Q=(—‘—) +q—-+q,+q,~2q99
K ), K 2%
dur,

Q=(an)12 +q(1nK)1 +q,+q,-299

yazlabilir.(2.1), (2.2), (2.3) formiilleri kullanilarak,

Q=(1nr)12 +q(lnr), +4 ’zqq‘*‘(‘?_:) r

yazilabilir.

q9

)1+

2.9



Ote yandan

(lnr)xz +q(1nr)1 =(lnr)2, +‘7(lnr)2

dir. Sag yan

(nr)y +7lr), =(£)7-g

1

seklinde yazlabilir. Buna gore

oY,

olur. Diger katsayilar da

o
p=-X/2

r2

()t

seklinde yazilabilir. Béylece
Q= ——Iz— —Pr?
r
bulunur ve (2.4) denklemi
Ps® —-(—I§+Pr2)s+R =0
r N

seklini alir. Bunun da oldukga sade oldugu goériiliiyor. Bu denklemin ¢6ziimii, diskriminant

2
A=(£;—Pr2)
r

oldufundan,



s =r (2.5)
R
_ 2.6

seklinde elde edilir.Buradaki s, S yiizeyine s, de Sye izometrik olan S’ yandag yiizeyine
kary1 gelir. Blaschke de (1949) (2.5) ve (2.6) ya karst gelen formiil son derece karmagik
goziikmektedir.



3. UZERINDE EGRILIK CIZGILERI ile SABIT ACI YAPAN BiR DiK SEBEKE
BULUNAN YUZEYLER

¢

S yizeyi iizerinde egrilik cizgileri ile 7 8t yapan dik sebekeyi (u,v) koordinat egrileri

olarak alalim. Yiizeyin

H ortalama egrilii, H=’;’,

K Gauss egriligi, K =rF,

olmak iizere, v=sbt ve w#=sbt koordinat egrilerinin normal egrilifi, jeodezik egriligi,
jeodezik burulmasim sirasiyla k,—p,f ve l?,ﬁ,—t ile gosterelim. Bu taktirde, e= JE ,
g =+/G olmak iizere, (sbt=sabit)

p:-—v—’iz—i k=—L—=H+JCOS¢, :-IY-:'H—-JOOS¢, t=—A£=JSin¢ (31)
eg eg E G eg
dir.

Mainardi-Codazzi ve Gauss uygunluk denklemleri

k2=p(ic——k)+tl+25t (ﬂ:j%,fz=j”5]

k =plk-k)+2pr+1,

K="'pz -D __pz 'ﬁz
dir.

(3.1) kullamlarak uygunluk denklemleri
H,-J, cos¢=2pJcosg+J,sing+2pJsin ¢ (3.2)



H,+J,cos¢ =-2pJcosg+.J,sing+2pJsing 3.3)
K=H*-J? (34
seklinde yazlabilir.

(3.5)

K =H*-J?=4T"
dryelim.
K =0 halini inceleyelim



4. ACILABILIR YUZEYLER HALI

K =0 olmasi halinde (3.4) denklemi,

K=H?>-J*=0

halini alir. Burada H =.J almak genelligi bozmaz.

H =J ig¢in (3.2), (3.3) Mainardi-Codazzi denklemleri,
H,+H,cos¢ =—2pH cos¢ + H, sing+2pHsin ¢
H,-H, cos¢=-2pHcos¢+H,sing+2pHsmn ¢
seklini alir. Bu denklemler,

(ln H),(1+cosg)—(in H), sin ¢ = 2psin g 2 pcosg
(in H),(1—cosg)—(in H), sin ¢ = 25 cos g +2 psin ¢
seklinde yazilabilir.

(4.1) ve (4.2) denklemlerinin katsayilar determinant,

l+cosg —sing
—sing 1-cosg

oldugundan, ¢éziim i¢in

l+cos¢ 2psing—2pcosg
—sing 2pcosg+2psing

~sing 2psing-—2pcosg
1-—cos¢g 2pcosg+2psing

olmahdir.

(4.3) ve (4.4) determinantlar hesaplanirsa,

psing + plcosg +1)=0

@.1)

“42)

(4.3)

4.4)

(4.5)
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plcosg—1)+ psing=0
bulunur. (4.5) ve (4.6) denklemlerinin katsayilar determinant

sing 1+cosg

cosg~1 sing =1-cos2=0

olmal, dolayisiyla ¢ =0 (veya 7 ) olmalidir.

Bu taktirde problemin bir anlami kalmaz. Buradan,
p=0ve p=0

elde edilir.

p =0 ise (3.1) den dolayr

bulunur. Aym gekilde

P =0 ise (3.1) den dolay:
8. =0

dir. Buradan da

g=g(v)

bulunur.

Simdi 7 = je(uﬁu ve ¥ = _[ g(v)iv olgek donisimleri yapalim.

Bu taktirde ylizeyin 7 yer vektoriiniin 4 ’ya ve v’ye gore

o
I
o

i il
du dv

BT
i
T

(4.6)
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Buna gore ,yiizeyin (u,v) ve (#,¥) koordinat sistemlerindeki I.temel form katsayilan

arasinda
E=Ee® ve G=Gg*
bagntilan vardir.

E=¢é* ve G=g* oldugundan

E=1veG=1

bulunur.

#,V yi tekrar u,v ile gosterelim. Boylece
E=1ve G=1

bulunur.

p=0 ve p=0 degerleri (4.1) denkleminde yerlestirilirse
(nH), =(nH), tanig-

bu denklemde

.. (nH),=(nH), tang—

seklinde yazilabilir. In H =k denirse ¢oziim,

h= h(u cos£+vsin ?i) 4.7
2 2

olur.



12

Simdi (#,v) koordinat sisteminin i;i kadar dondiirilmesiyle olusan (U,V) egrilik cizgileri
koordinat sistemine gegelim.

(4,v) koordinat sistemi ile (/,’) Koordinat sistemi arasinda

uzUmsﬁ-Vsinﬁ (4.8)
2 2

v=V<:os£+Usin-‘é 4.9)
2 2

bagntilan vardir.

(4.8) denklemi cos%, (4.9) denklemi de smg- ile garpilip sonrada bu iki denklem toplanirsa

¢

% cos—+ vsin ¢ =U
2 2
denklemi elde edilir. Bu denklem (4.7) denkleminde yerine konulursa

h=hU)

elde edilir. In & =h oldugundan
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5, ACILABILIR OLMAYAN YUZEYLER HALI

Simdi K #0 oldugunu varsayalim. Bu taktirde

H+JH-J

———

2T 2T

yazilabilir

H+J _ 2 genirse 2= =1 olur ve buradan
2T T A

H =(ﬂs+i—)]‘ (5.1)

J=(2£——%)T 5.2)

bulunur.

(5.1) ve (5.2) denklemlerinden H,,H,,J,,J, hesaplanirsa,

H, = A{s -—;;)T +(al+—;:)1; (5.3)
H =Zz(s——l—)T+(s}.+l)T 54
2 lz /1 2 *
J =Z,(s+—l—)T+(ﬂ.s—l)T (5.5)
1 '12 ;v 1 M
J =A,(a+i +(,15--1-)T (5.6)
2 Az l 2 N

denklemleri elde edilir.

(z.e +-l-) =a, (}Le - i-) b denir ve bu degerler (5.3), (5.4), (5.5), (5.6) denklemlerinde

yerine konursa,
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H, =%,1,T+aT,, H, =—§~AZT+aT2

J, =%J1T+bT,, .12=fj’:zzr+b1r2

denklemleri elde edilir. Bulunan bu degerlere gore (3.2) ve (3.3) Mainardi-Codazzi uygunluk
denklemleri,

(b+acos¢)~§—ﬂ, -—asin¢§21 =2(psing - pcosgpT — (bcosd+a)T, +bsin ¢T, (5.7

(b—acosdb)%)!.l —asin ¢-§-22 = 2(F cosg + psin §)bT +(bcosd —a)T, + bsin ¢, (5.8

seklini alir. (5.7) ve (5.8) denklemlerinde 4, ve 4, yi bulalim.

Denklemin katsayilar determinants,

o (b-—acos¢)—§ ~Zrsing -
p;

2| )

—%Tsinqé (b+acos¢)§
dir. @ ve b degerleri J* de yerine konursa,
T2

J. =—4£-/1—2'

olur ve ¢oziimde yerine yazilirsa

2
4 =—-1-(500s¢+psin¢)/1'é~+005¢)~£+5in ¢5'1'Ti“1‘17"l’i
) e T o T2 £

2
1y = ~—(psin g~ poospi - +sin g1 1 - cosga L2 - pap
2 £ T r 2 £

bulunur. Bu denklemlerin her iki tarafim 24 ile garpalim.



15

2 2
244, =—(ﬁcos¢+psin¢)b2%+200s¢ +2sm¢/12—-——p bi (5.9)
— N Ry 2 7 r
244, = —(psing— pcosgb —8—+zsm PA ?—Zcos¢/1 —pab-—— (5.10)
bulunur.
A=« (5.11)
denirse,
204 =a, , 214, =a,
olacagindan (5.9) ve (5.10) denklemleri
__(pcos¢+pm¢)(aa I +2a cosg-L +2asm¢—-—p£a—8_l) (5.12)
2 2 _
a, =—(psing- pcos¢)(£8;—l)~+2asin ¢Z]:‘——2acos¢—€f——- p(“ : ! (5.13)

seklini alir.

Simdi (5.12) ve (5.13) denklemlerinden @,,, @, , Pa, ve — pe, degerlerini hesaplayalim.

an=—17zcos¢£i"88;l)i zsm¢(as 1y +2(p -p )sm¢cos¢( =1 -2ppcos2¢( al) +
4a(ag-1)pcos2¢%+4a(as—1)pcos¢sm¢72-4a(aa-1)pcos¢sm¢-T——4a(as-1)psin2¢TTl-+

2ppcosplas - 1)£‘$)+ 2p* sin plae - 1)£0L28——l)—2175in¢cos¢£qf§—l)—§‘—+ 2pcos’ ¢—————(a8;l) L

T

2 2 _ )
_4acos2¢%+4asin¢cos¢%—2pcos¢u£+2ams¢ﬂ_2 2a in ?2
2 2 2
—zﬁsmwﬂg +2Psm¢°°s¢(a€ UK T ~4acos ¢Sm¢ L +4asin’ b= d 2 +4Pcos ¢_‘£_Z]:_
-4

—2psm¢£——)—~+2asm¢~—-—p M+2p ? sin pa(ae - 1)° 4psm¢-——+2pp(a ——l)a

~2ppcosgalas - 1)2
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=—plsm¢( 81)2+plcos¢( +2(p )sin¢cos¢—(ggg;l)i—2pﬁcos2¢£ag—;1—)i+
2'p’cos2¢(a£_l) L +2psm¢cos¢( 1)2 4asm¢cos¢ L +2pcos¢( I)Tz -p, (az—l)

£ T e T £

—2acos¢;+2acos¢ L1, 2pcos¢sm¢( 1) (ag 1) T+4acos¢sm¢T‘2+

4asin2¢—‘52——2§sin ¢£—_2£+2asin ¢-—“——2asin¢-—’—2—+ 2pﬁcos¢a(as ~1) - 4arcos® ¢——‘——22—
T e T T T T
2 2
2p* sin gal(as — 1) —4pcos¢£—§‘——4psin ¢g—%+2pﬁa(a2 —1)-4p'sin pcosgalas —1)%:’—-1-
£ £

4pcos’ (zﬁa(az.s‘—l)%—4‘p‘sin2 pal(as —1)%—+4psin dcospalas —-1)%+2p‘2 sin o -1 (az-1)

g
—2pﬁcos¢(a2 -1 (az-1)
€
—_1)? _1\? 2 _
poty =5 sn 62N s ppcoss @Y 20pcosp s+ 20psing - pp et
£ & T T &
-1) 2 _
- pa, =p2sin¢-(gng-)—+ppcos¢( ) Zapcosqt L Zapsm¢—2;%+pp‘ @ -1
&
Bulunan bu degerleri,
a, +pa, =a, +pa, (5.14)
uygunluk denkleminde yazalim.

(p, - B,)sin ¢la® — 20z +1)+ (p, + B, )oosgla? - 2az +1)- 4{a? —-as)p‘%—+ afo? _ag)p%
+4ppcosd(-a? +2as -1)+2(p* - p* Jsin g(- a2+2a6—1)—2p(a2—2a3+1)%+

2(pcosg - psin g -1)— 205 cosp -2 Ly 2a£cos¢ L | 40ecosp 2+2p( —Zas+l)—+
2(1_7°°S¢+P5in¢)(a2-l)——2+2assin¢ 2assm¢—+2a8sm¢—-2——-2agsm¢__+

(5, - p.Ya* -1)-4(Beosg + psin plar? 2+4(1Dsm¢ peosgler’ ’+(p P2 )sin gla® — 205 +1)+

2pp’cos¢(oz2 ~ 205 +1)+ 2aa(§sin¢—-pcos¢)—2{-—2&8(l_)008¢+PSin ¢)72=

elde edilir. Bu denklem de
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A=(p2 —ﬁl)sin¢+(pl +ﬁ2)cos¢+2pIT1——2p'§z—+ﬁz -D +(i:32 —pz)sin¢+2(§sin¢—pcos¢)§'—

—2(pcosg + psin ¢)% —2ppcos¢g

T}

T, T, .. T :
B =-2p, — b, )sin p—2(p, + B, Jcosg + 2sin ¢£}'——2cos¢—;-+4cos¢—}2i—2sm ¢T22+25m bx

2
—~2sin ¢;1‘—2—2cos¢%+4pﬁcos¢+2(pz - p* )sm¢+2(p’sin¢—pcos¢)]%—2(§cos¢+psin ¢)%

= \o: - I T, _ — . — . T
C=(p,~p)sing+(p, + P,)oosg ~2p - +2p =2~ By + py +(p" - p* sin g+ 2(psing - peosg) L

—2(ﬁcos¢+psin ¢)%—2pﬁcos¢

olmak tizere,

Aa*® +eBa+C =0

seklinde yazilabilir.

Bu denklemin biitiin katsayilan: sifir, yani

A=0 C=0 ve B=0 1se (5.12) ve (5.13) denklemlerinin yani ¢ nm sonsuz ¢éziimii vardir.
Simdi bu sonsuz ¢6ziim halini ele alahm.

A=0ve C=01ise A-C=0

dir. Bu son denklem

/N
2p=2p -+ = py =0

halini alir. Buda

&)%)
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. o , K -
olup bu denklemi de (3.5) geregince T° = 52— oldugundan

£)-2)

seklinde yazabiliriz.

TEOREM: Acilabilir olmayan bir yiizeyde egrilik ¢izgileriyle sabit ac1 yapan bir dik sebeke
bulunmasi i¢in yiizey

22

kosulunu tasimalhdur.



19
6.EGRILIK CIiZGILERININ ACIORTAYI DiK SEBEKE OLUSTURAN YUZEYLER

Burada %:% igin sonuglan elde etmek istiyoruz. Boylece egrilik izgilerinin agtortaylan bir

dik gsebeke olusturan yiizeyleri belirlemis olacagiz. Yiizeylerin agilabilir olmadifim
hatirlatalim (K # 0= T #0). Bu hal igin denklemlerimiz

P (B
(T’), (T) ©D

o T T

pz—p1+p’—p2+2p—]’:—2p—;—=0 6.2)
_ T, T, T> T? . T T
PPyt =Tt P =P PP =0 (6.3)
olur. Bir de

K=-p,~p,~-p*-p’ 64)
Gauss denklemimiz var.

6.1 K =2ec? =sbt =0 Hali.

K =2sc? =sbt#0 igin, (6.1) denklemi,
=D,

elde edilir. Bu takdirde

e=g

varsayabiliriz. Buna gore,

)

p=tr p=b (6.1.1)

wN| 3
teNI

dir T = sbt oldugundan . (6.2) ve (6.3) denklemleri de
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p,-B,+p>-p*=0 (6.1.2)
halini alir.
2
e, .6,
P, ='e_3"'2e_4 (6.1.3)
_ e, .e
D =?-—2-é—4- (6.1.4)

olup (6.1.1), (6.1.3) ve (6.1.4) de bulunan degerler (6.1.2) denkleminde yerine koyarsak,

2 2
e e e (4
S-3-ta%e0
e e e e

olur. Bu denklem de,

1 1
(;.2_) _(?) ~0 (6.1.5)
seklinde yazlabilir ve (6.1.5) denkleminin ¢6ziimiinden

.e.12_= Flu+v)+glu—v) (6.1.6)

bulunur. (6.4) Gauss denklemi (6.1.1), (6.1.3) ve (6.1.4) de bulunan degerlere gore,

2 2
e, e, e
_2332._-.3:31_._:_4__";__1
e e e

seklinde yazlabilir. Bu denklem diizenlenirse
~4gc’e’ = (lnez),m +(Irié2)w 6.1.7)

olur.(6.1.6) denklemini de (6.1.7) de kullamilirsak,

4ac2fig=(1n(f+g)).m+(1n(f+g))w (f+2#0)

olur. Bu denklem (6.1.6) geregince,
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2ec’ f+2a’g = f1"+ @' +gf "+ 28" - [ - 8" (6.1.8)
yazlabilir. (6.1.8) denkleminin ilk 6nce u + v ye daha sonrada u —v ye gore tiirevini alirsak
fg'+g"f' =0 (6.1.9)

clde edilir.

6.1.1 f'#0,g' #0 Hali

Bu takdirde

"

~

=—§—=a a =sbt

14 t

g

|

~

seklinde yazlabilir.

f"=af +b, b, =sbt (6.1.10)

denklemi ¢oziiliirse
g'=-ag+b, b, =sbt 6.1.11)

olur.

(6.1.10) ve (6.1.11) denklemleri (6.1.8) de yerine konursa
2ec’ f+2ec’g =af > +b,f +b,f +bg+b,g—ag’ - f* - g" (6.1.12)

olur. Bu denklemin de u + v ye gore tiirevini alirsak
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2aff' - 215"+ (b, +b, —2ac*)f' =0
bulunur.

(6.1.10) denklemini (6.1.13) de yerine koyarsak

b, —b, = 2&c?

olur. Aym sekilde (6.1.12) denkleminin # ~v ye gore tiirevini alirsak
2ag'+2g’g”+(2.9c:2 -b, —b,)g'=o

bulunur,

(6.1.11) denklemi (6.1.15) de yerine konursa
b, b, +2ec’ =0

(6.1.14) ve (6.1.16) denklemlerinden de

bulunur. Bu da (6.1.14) yada (6.1.16) denkleminde yerine konulursa

K=2&?=0

(6.1.13)

(6.1.14)

(6.1.15)

(6.1.16)

elde edilir. Oysa K =2ec” =sbt#0 kabul etmistik. Dolayisiyla bir geliski elde edilir. Yani bu

kosulu saglayan bir yiizey yoktur .

6.1.2 g'=0 Hali

g'=0 ise g=cl;sbt

olur ¢, =0 almak genellifi bozmaz (6.1.6) denklemi
1

;';=f(u+")

halini alir, buna gore (6.1.7) denklemi,

6.1.17)
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-

=(In f),, +(n f),, (f =0)

4ec

~|-

olur. Bu denklemde (6.1.7) geregince

f-f7-2a’f=0 (6.1.18)

seklinde yazilabilir.

(6.1.18) denklemi ¢ozilirse,

f'=eaf* —4&’ f a=sht (6.1.19)

bulunur.

Buldugumuz (6.1.19) denkleminde 3 durum s6z konusudur. Bu durumlar,

6.1.2.1 a =0 Durumu

S >0 oldugundan £ =-1 dir.(6.1.19) denklemi

fr=xacs

olur. Bu diferansiyel denklem ¢oziiliirse

f=(&+v)+s ), s =sbt (6.1.20)
bulunur. (6.1.20) denkleminde 6teleme ile s, = 0 almabilir ve boylece

f=cw+vy (6.1.21)

elde edilir.(6.1.21) denklemini (6.1.17) denkleminde yerine koyarsak

olur.

* = E oldugundan
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1

E=—r>t _
c*u+vy

dir. Bu takdirde
K=-2c%

olur.

6.1.2.2 a>0 Durumu

a=>5h*

alalim.(6.1.19) denkleminde bu ifadeyi yerine koyarsak,

olur. Bu denklem ¢bziiliirse,
202
= —bT[ch(balez(u+v)+ be,s, )+&] s, =sbt
bulunur. Buldugumuz bu denklemde tteleme ile s, =0 yapilabilir ve

7 =2 ol +v) 5]

yazilabilir. (6.1.23) denklemi (6.1.17) denkleminde yerine konursa,

e’ = b’
 2¢?[en(blu +v))+ €]

elde edilir.
e’ =E
oldugundan

- : b’
b= 2¢*[eh(blu +v))+ €]

(6.1.22)

(6.1.23)

(6.1.24)



25

bulunur.

6.1.2.3 a <0 Durumu

a=-b* alahim.(6.1.19) denkleminde bu ifadeyi yerine koyarsak,

f'=ey-bf* ~4ac’f
olur. Buldugumuz bu denklemi ¢6zersek,
202
f 2‘52_[5in(b3183("+V)+b3333)—'8] s, =sbt

elde edilir. Bu denklemde aym diigiince ile

2
£ =2 sinblu+v)-] (6129)
halini alir. (6.1.25) denklemini (6.1.17) denkleminde yerine koyarsak

e’ = L
~ 2¢2fsin (b(u +v))-£]

elde edilir.
e’=E

oldugundan

bz
= 2¢[sin (b +v))- €]

(6.1.26)

olur.

Simdi bu ui¢ hal i¢in & h denklemleri ¢6zelim ve dolayisiyla A ve J yi elde edelim.

(5.12) ve (5.13) denklemleri %=%ve K =2ec? =sbt =0 igin,
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olur.

bu denklemler (6.1.1) geregince

a, __E (@e-1) _E,,_(az—-l)
2E ¢ 2E ¢

E, (-1} _E, @-1)

2E ¢ 2E ¢

Q,=

halini alir.(6.1.27) ve (6.1.28) denklemlerinden

bulunur. Bu denklemi de

(8]t

seklinde yazabiliriz. Buradan,

=F@+ﬁ+l
E &

a

6.1.27)

(6.1.28)

(6.1.29)

bulunur. (6.1.29) denkleminin » ya gore tirevi almp (6.1.27) denkleminde yerine konursa,

FZ

F=—E, +E
8 2E28( ¥ + v)
elde edilir.

F =F(u+v) ve E = E(u +v) oldugundan denklemi
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F ek
seklinde yazabiliriz. Bu denklem ¢oziiliirse,

—&E

F =
meE +1

—m =sbt

bulunur.

buldugumuz F degerini (6.1.29) denkleminde yerine koyarsak,

mE
a=
meE +1

(6.1.30)

bulunur.

a=0 durumu i¢in bulunan

1

Ee—n
cHu+v)

icin o degeri hesaplamirsa,

m
—m+c*(u+v)

a=

(6.1.31)

olur.
H ortalama egriligi,

c(2m ~c*(u+v) )

H=
i-\/2(— m* +c*m(u +v)2)

(6.1.32)

ohur.
J degeri ise,

& (u+v)

J=
i-\/Z(—mz +c2mlu +v)2)

(6.1.33)




28

bulunur.

a >0 durumunda bulunan

b2
k= 2¢*[chl(blu +v))+ &}

icin & degeri hesaplanirsa,

o= mb*
" mb'e +2¢*(ch(p(u +v))+£)

olur.

H ortalama egriligi,

___—2mb’cs -2’ (ch(blu +v))+¢)
+b+2m*b*s + A m(ch(p(u + v))+ £)

dir.

J degeri de

_ 2¢* (chlp(u +v))+ &)
+b+/2m*b%s + 4 mch(p(u + v))+ £)

bulunur.

a <0 durumunda bulunan

 2¢?[sin(p(u +v))-£]

E

i¢in @ degeri hesaplanirsa,

mb?

& et 20 (sin(b(u +v))-&)

olur.

H ortalama egriligi,

(6.1.34)

(6.1.35)

(6.1.36)

(6.1.37)
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He ™ 2mb’cs - 2¢* (sin(b(u + v))— &)
+ by 2m’ b + 4cm(sin (b(u +v))- )

(6.1.38)

dur.

J degeri ise,

Je 2c* (sin (b(u + v)) - e)
+ by2m?b2e + 4c’m(sin (b(u +v)) - &)

(6.1.39)

bulunur.

6.2 K #sbt Hali

Burada ayrica p, = p, oldugunu varsayacagiz. Bu dik sebekemiz egrilik ¢izgileri ile sabit ag1
@:%) yaptig1 icin, egrilik cizgileri de bir izometrik bir sebeke olusturur Soyugok (1995).
Dolayistyla yiizey bir izotermik yiizeydir.

p=p,isee=g

yapilabilir. Buna gore,

e, _ e,
P=—>P=—% (6.2.1)
e e
2
- euu eu
P=—735-2— (6.2.2)
e e
e, e’
Pr=—5-2— (6.2.3)
e e
olur.
(6.1) denklemi,
e
L 5% g 6.2.4
Pr=P7 (6.2.4)

seklinde yazlabilir.(6.2.1) denklemlerini (6.2.4) denkleminde yerine konursa,
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el,-el, =0
elde edilir. Bu denklemden de
T=T(e), K =K(e), K =K(E) 6.2.5)

bulunur.
InK=k

denir ve buna gore (6.2.1),(6.2.2) ve (6.2.3) denklemleri (6.2) de yerlestirilirse,

2 2
e el e e e e
2 -3 -3+ 5 -k,—5=0
e e’ e e e e
elde edilir.

Bu denklemi de (6.2.5) de buldufumuz sonuca gére yazarsak

el e, e e k,’__

e
233 +E S
e e e e e e

olur. Bulunan bu denklemi de

e, —e, = (k' + %J(ef - ef) (6.2.6)

seklinde yazabiliriz.

(6.2) ve (6.3) denklemlerinin toplamlarindan

elde edilir.

Bu denkleminde K =4£T2, (6.2.1) ve (6.2.5) bagmntilanm kullamrsak

ke, —e,)= (k"+——-)(e ~e?) (6.2.7)
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elde edilir.

6.2.1 Genel Halde Gauss Egriliginin Incelenmesi

yani (e, —e,)#0, (ef -e? ):t 0, (k' + 3) # 0 kosullan altinda Gauss egriligini inceleyelim.

e
(6.2.7) denklemini (6.2.6) denklemine bolersek,

k”+£k—

kl=_ e
Ic'+g
e

olur. Bu denklemi de

g+ 3K g =g
€

seklinde yazabiliriz. Bu diferansiyel denklem ¢oziliirse,

4

4—
k=ln(4Be lj-l—lns B =sbt, 5=sbt
€

bulunur.
InX =k oldugundan

Gauss egriligi de,

4BE? -1

K= 7

L)

olur,

6.2.2 (ef —e? )= 0 Kosulu Altinda Gauss Egriliginin Incelenmesi

(ef —ef): 0 ise

(ev —euXev +e!l)= 0

(6.2.8)
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(e, —e,)=0 igin inceleyelim

(e,~e,)=0 ise (e, —e,)=0 dir.

e,—e,)=0ve (e, - e,,)= 0 oldugundan dolay: (6.2.6) ve (6.2.7)denklemleri saglanir.

(e,-e,)=0ise(E,-E,)=0 dr.

Bu denklemin ¢6ziimiinden

E= E(u + v)

bulunur.

e, =e, igin (6.4) Gauss denklemini yazarsak

2
e e
K=-22w42%
et et
olur. Bu denklemi de
K=-1(E)
E us

seklinde yazabiliriz.

E = E(u +v) oldugundan,
K=-1(E)
E

olur.

Simdi bu hal i¢in & 1 denklemleri ¢6zelim ve dolayisiyla H ve J yi elde edelim

SN

2

__E (-1} K, Ea*-1)

afl
2E ¢ K 2FE ¢

degeri i¢in (5.12) ve (5.13) denklemleri

(6.2.9)

(6.2.10)
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a"ZEs K 2E ¢

halini alir. E = E(u +v), K = K(u +v) oldugundan bu denklemler de

¢ 2 ’ ? 2
a, =__l':_£‘_”g_:_l_)_+a£.__€_@_'_1) (6.2.11)
2E ¢ K 2E ¢
] _1)? ’ ] 2 _ ‘
a, =__’§__(£“£_l+a§_~£_u (6.2.12)
2E ¢ K 2E ¢
olur.

(6.2.11) ve (6.2.12) denklemlerinden,.

bulunur. Bu denklem de ¢oziliirse
a=cau+v)

elde edilir.
Buna gore

a=alu+v),E=E(u+v),K = K{u+v) oldugundan ve (6.2.11), (6.2.12) denklemlerinden

* 1Y ’ ’ 2
a':—%@__l)_q.a_&_ £ u

g K EE g
bulunur.
Bu denklemi de
, (E' K E' a*
Q' - —+— ="
E K E ¢

seklinde yazabiliriz. Bu diferansiyel denklemin ¢6ziimiinden de,



2eE°K
=
2E*C-E"”

bulunur.

Ote yandan Gauss denklemi,

_mE)
E

K=4eT? =
seklini alir.

H= (Aa + -lj)r ortalama egrilig ise,

He 2E°K +2EC* -E"
+2E\2EQ2E*C-E")

olur.

J= (As - —;:)T den de,

2E°K +E" - 2EC”
J=
+2E2EQRE*C - E")

bulunur

Aym sekilde

(e, +e,)=0 igin incelenirse
E = E(u~v) olmak tizere

Gauss denklemi,
K=-L(nE)
E

dir.

C =sbt

34

(6.2.13)

(6.2.14)
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H ortalama egriligi

g 2EK+2EC* -7
+2E\2EQRE*C-E")

olur.

J degeri de

__2E°K+E” -2E(?
+2E2EQE*C - E")

bulunur.

Ayrica,

(. —€,)=0, (2 —€2)=0, (k'+%)¢0 kosullan altinda Gauss egriligi incelenirse,

(6.2.6) denklemi saflanmaz.
. -e.)=0, (k'+§—) =0, (ef —ef):t 0,%'#0 kogullan altinda Gauss egriligi incelenirse,
e

(6.2.6) denklemi,

3o (6.2.15)
€

olur. (6.2.7) denklemi,

+2X <0 K >k, (6.2.16)
e

halini alir. (6.2.15) denkleminin e ’ye gore tiirevini alirsak,

, 3
K= (6.2.17)

elde edilir.

(6.2.15) ve (6.2.17) degerlerini (6.2.16) denkleminde yerine konursa,
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3

2

=0 elde edilir>-# 0 oldugundan
e [4

. —e,)=0, (k’+%)=0, (ev2 ~ef)¢ 0,k'#0 kogullanm saglayan Gauss egriligi yoktur.
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7. EGRILIK CIZGILERi KOORDINAT SISTEMINE GECIS
Simdi egrilik ¢izgileri ile %=% acist yapan dik sebekede bulunan bu sonuglann egrilik
cizgileri sistemindeki sekillerini elde etmek istiyoruz.Bunun iginde bu sistemden egrilik
gizgileri sistemine gegmeliyiz. (u,v) koordinat sistemi ilebu sistemin i;i kadar

dondirilmesiyle olusan (U,V’) egrilik gizgileri koordinat sistemi arasinda

u=Ucos£—Vsin£ (7.1)
2 2
b 17 ®
=V cos=— - .
v cos2+Usm2 (71.2)
bagintilan vardir

(U.V) koordinat sisteminde yiizeyin I .temel form katsayilan, E,F,G ve 7 yer vektoriiniin
U’ya've V ’ye gore tiirevieri alinirsa,

A .
VoNdu D au
. .du _ adv
n,=r—+r—

v dv

olur. Bu denklemleri de

R =F ms§+asm% (7.3)
r,=-7, sin-gi-l-i'vcosi;L (7.4)
seklinde yazabiliriz.

(7.3) ve (7.4) denklemlerinden
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olur. $Simdi yukandaki halleri tek tek ele alahm.

7.1 K =2&c? =sbt= 0 Hali I¢in Koordinat Doniigiimil
Bu hal igin

D =D,

dir. Bu denklemden de

E=G

varsayabiliriz.

(7.5) ve (7.6) denklemlerinden

E =E ve G =G bulunur.

(7.1) ve (7.2) denklemleri ¢ =§ degeri icin

u+v=s/§U

u—v:—ﬁV
6.1.2.1 a=0 durumu igin

(6.1.22) denklemi

1

E=—i_
2c*U?

olur.

(6.1.31) denklemi de

(71.5)

(7.6)

(1.7)

(7.8)
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m
E=—
me+2c°U

seklinde yazilabilir.
(6.1.32) H ortalama egriligi,

clom-20c20?)

H =
+/2(- m? +2¢’mU?)

bulunur.

(6.1.33) J degeri de,

_ c’2U?
:l:\fZ(-— m’ +2c:2mU2)

J

olur.
6.1.2.2 a> 0 durumu i¢in
(6.1.24) denklemi

[
202 |chlp2U )+ £

dur.

(6.1.34) a degeri hesaplanirsa,

mb* \
mb’e +2c? (ch(b«/fU )+ 8)

a=

olur.

(6.1.35) H ortalama egriligi,

__ —2mb’ce-2c’ (ch(b\/EU )+ g)
+ b\/ 2m’b’e + 4c2m(ch(b«/5U )+ g)

H

drr.
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(6.1.36) J degeri de,

J= 2¢° (ch(bw/—Z—U )+ g)
* b\/ 2m*b’e + 4c2m(ch(b«/§U )+ g)
bulunur.

6.1.2.3 a <0 durumu i¢in

(6.1.26) denklemi

b2
= 2 lmpvau)-2]

olur.

(6.1.37) o degeri hesaplanirsa,

mb> -
mb’g +2¢*(sin(py/2U )- £

a=

bulunur.
(6.1.38) H ortalama egriligi,

—2mb?ce -2 (sin(pv2U )- &)

H=
+ by 2mb%e + 4c2m(sin(b\/2_U )— s)

dur.

(6.1.39) J degeri ise,

Jo 2¢° (sin(bw/iU, )— a)
+byf 2m’b’e + 4c2m(sin(b\/5U )— 8)

olur.

O halde K =sbtz0 halinde her {i¢ durumda da bilyiiklikler egrilik ¢izgileri koordinat
sisteminde sadece U parametresi cinsinden ifade edilebildiginden yiizey bir donel yiizeydir.
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7.2 K #sbt Hali I¢in Koordinat Déniigiimii

D, = P, kabul edilmisti dolayistyla

E=G
dir. Buna gore

(7.5) ve (7.6) denklemlerinden
E =E ve G =G bulunur.

E = E(u +v) oldugundan,
E=E({U)

dir.(6.2.10) denklemi
1 Y ._df
K=——(nE =—
2E ( ) 4 au

olur. Bu denklemin ¢dziminden K = K(U) elde edilir.

(6.2.13) H ortalama egriligi,

2E°K +2EC* —E”
H=
+2E2EQE*C-E™)

dur.

(6.2.14) J degeri hesaplanirsa,

2E°K +E™ —2EC?
J=
+2E\2EQE*C - E)

bulunur.
Aym gekilde

e, +e, =0 igin
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E=E{)

olup

Gauss denklemi
K=—(nE)
2E

olur. Bu denklemin ¢dziimiinden K = K (V') elde edilir.

H ortalama egriligi,

oo 2E°K+2EC* - E”
+2E\2EQQE*C-E?)

dur.
J degeri ise,

;. 2E°K+E"-2EC*
+2E\2EQQE*C-E")

bulunur.

Goriililyor ki biiyiiklikler egrilik gizgileri koordinat sisteminde sadece U ya da sadece
V parametresine baghdir. O halde yiizey dénel bir yiizeydir.

P, = P,, K #sbt igin genel halde

4BE* -1

K= 7

s s =sbt

dir. Bu yiizeylerin ayrica incelenmesi gerekir.
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8. SONUCLAR

1. Yiizeylerin egrilik gizgileri korunarak bir izometri kabul etmesi problemininin ele alindig1
Blashke (1949) deki cahsmada verilen ve karmasik gézitken formiiliin oldukca sade sekli elde
edilmistir.

2. Bir yiizeyin egrilik cizgileri ile sabit ag1 yapan bir dik sebekeye sahip olmas: igin, K(= 0)
Gauss efriligi, p,p sebekenin jeodizik egrilikieri olmak ve 1 ve 2 koordinat egrileri
dogrultusundaki invariyant tiirevleri gbstermek iizere

(&)%)

kosulunu tagimalidir.

3. Uzerinde eprilik gizgileri ile sabit ac1 yapan bir dik sebekeye sahip tek acilabilir yiizey
(K =0) silindirdir.

4. Egrilik cizgileriyle 45° lik ag1 yapan bir dik sebekeye sahip K =sbt=0 yiizeyleri icin,
sebeke izometriktir. Bu yiizeyler ii¢ tanedir:
1 c(2m—202U 2)

).K=-2c% E= H=
) ‘ 2c¢*U? + /2~ m? +26’mU?)

P g 2mbee~2(cHpV2U )+ &)
2c? lch(b\/fU )+ a] ’ + b\/ 2m*bie - 4c2m(ch(b«/§U )-|:)

i) K =2&?, g=+1, E=

i) K =2a, F= b? He 2mb2ca—2c3(sin(b\/5U)—s)

2¢* [sin(b\/i_U)— &'j, B ibJZmzbze— 4c2m(sm(bﬁU)—;)

formiillerde U,V egrilik cizgileri patametreleridir.
5. Egrilik cizgileri ile 45° Ik ag1 yapan bir izometrik sebekeye sahip yiizeyler K =sht iki
smifa ayrilr.

” 3 2 _ 2
DE=EQU), 2EK+(nE) =0, =25 K+2EC -E7 . o,
+2Ey2ERE*C - E”)
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Bu yiizeyler donel yiizeyler olup, birbirine izometrik olarak tasvir edilebilir. U,V egrilik
¢izgileri parametreleridir.

4BE* -1

EZ

i)K =K(E)=s
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