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OZET

Ozdeger ve 6zvektorlerin hesaplanmasi esnasinda ortaya ¢ikan hatalar, perturbasyon
teoremleri ile incelenmistir. Ayrica bu yéntemler ile ulasilabilecek en iyi siurlar izerinde de

caligilmustir.

Perturbasyon teoremleri igerisinde 3 ana metod incelenmigtir. Bunlar Ostrowski teoremi,
Basit Perturbasyon teorisi ve Gerschgorin teoremi dir.

Ostrowski Teoremi 6zdegerlerin perturbasyonunun {ist siur iizerinde inceleme yapmaktadir.
Fakat bu ydntem, ancak bazi kisith kogullar altinda iyi sonuglar vermektedir. Basit
Perturbasyon teorisi matrisin karakteristik denklemi iizerine yakinsak kuvvet serilerinin
uygulanmasi iizerine, Gerschgorin teoremi ise Jordan kanonik form iizerine kuruludur.

Perturbasyon teoremlerinin  smurlanimin  incelenmesiyle birlikte  kondiisyon sayisi

belirlenmektedir. Spectral kondiisyon sayis1 ad1 da verilen bu say1 ile matrisler 1yl konumlu
kotii konumlu ve ¢ok kétii konumlu matrisler olarak simflandimnimaktadir.

Anahtar Kelimeler: Matris, Ozdeger, Ozvektsr, Ozproblem, Perturbasyon.



ABSTRACT

The errors observed in calculations of eigenvalues and eigenvectors are examined by
perturbation theorems. Also, the upper boundiries thet can be reached through the methods
have been studied.

Three basic methods of perturbation theorems have been analyzed. These are: Ostrowski’s
theorem, Simple perturbation theorem and Gerschgorin’s theorem.

Ostrowsky’s theorem studies on upper boundaries of the eigenvalues’ perturbation. But, this
method can provide satisfactory solutions only under some limited conditions. Simple
perturbation theorem is based on application of convergent power series on matrix’
characteristic equation. Gerschgorin theorem is structured on Jordan’s canonical form. The
condition number is determined through examination of perturbation theorem limits.

The number which is also named as the spectral condition number classifies whether the
matrixes are well conditioned, i1l conditioned and very ill conditioned, or not.

Keywords: Matrix, Eigenvalue, Eigenvector, Eigenproblem, Perturbation



1. GIRIS

Son yillarda matris ySntemleri iizerinde yapilan ¢aligmalann fizik, mekanik, y6neylem ve
ekonomi gibi uygulamali bilimlerde verimli bir ortam saglamasi, matrislerin 6zdeger ve
Ozvektodrlerinin Gnemini artirmistir. Bununla birlikte 6zdeger ve 6zvektérlerin hesaplama
yontemleri lizerinde aragtirma alanlan genislemis ve bunlann hesaplanmas esnasinda ortaya

¢ikan hatalann, 6zproblem iizerindeki etkilerini inceleyen yeni yontemler ortaya konulmugtur.

Bu kitap, matrislerin 6zdeger ve 6zvektorlerinin hata analizinin, perturbasyon yontemleri ile
incelenmesi tizerinde durmaktadir. ki béliimden olusan kitabin ilk bsliimiinde temel matris
tanimlan ve islemleri iizerinde durulmugtur. Ikinci bélimde ise &zdeger ve &zvektdriin
hesaplanmasi esnasinda ortaya ¢ikan hatalann kaynag: ve bunlarin Pertubasyon Teorisi ile
iliskilendirilmesi tizerinde durulmugtur. Ayrica ii¢ ana Perturbasyon Teorisi ile bu hatalarin

Ozdeger ve 6zvektorler tizerindeki etkileri incelenmistir.



2. TANIMLAR

2.1  Matris Tammmlari
Temel cebirsel 6zdeger problemi, sifir ¢6ziimii olmayan n homojen lineer denklem sistemi

Ax = Ax 2.1
in A degerlerinin bulunmasi iglemidir. Bu denklem
(A-ADx =0 (2.2)

formunda da yazﬂabilir. Keyfi A degerleri igin bu denklem sistemi yalmzca x=0 ¢oziimiine

sahiptir.

Bu denklemde bulunan (A-AI) matrisinin tekil-olmamas: (non-singular) durumunda,

asikar-olmayan (non-trival) bir ¢oziimii vardir.
det(A-AD)=0 (2.3)

Denklem (2.3) tin sol tarafinin determinant1 agik (explicit) polinom denklemini vermesi i¢in

asagidaki sekilde yazilabilir:
Ao+ A+ s + 0 A+ ((1)"A" =0 (2.4)

Denklem (2.4) A matrisinin karakteristik denklemi ve denklemin sol tarafi da karakteristik
polinom olarak adlandinlir. A" bagkatsayisimin sifirdan farkh olmasi ve kompleks diizlemde
cahstifimizi kabul edersek, denklem daima n kdke sahiptir. Genelde A matrisi reel olmasina
ragmen kokler kompleks olabilir ve ayrica koékler n sayisina kadar herhangi bir kathlikta

olabilir.

Bu n kok, A 'nin 6zdeZerleri (eigenvalues, latent roots, caracteristic values veya proper
values) adim alir. Herhangi bir A 6zdegerine karsilik olarak (2.2) denklemi en az bir tane sifir-
olmayan x vektdr ¢oziimii vardir. Bu vektére, A degerine karsilik gelen 6zvektor (eigenvector,
lutent vector, characteristic vector veya proper vector) adim alir. Eger (A-Al) matrisinin rank

(n-1) den kiigiik ise, (2.2) denklemini saglayan birden fazla bagimsiz vektor vardir. Eger x,



(2.2)' nin bir ¢éziimii ise, herhangi bir k degeri igin kx de (2.2)’nin bir ¢6ziimiidiir. Aynca,
(A-AD) rankr (n-1) oldugunda A -ya bagli 6zvektor de sabit bir garpana gore keyfidir. Bu
carpan, §zvektoriin bazi istenen niimerik &zelliklere sahip olmas: igin, uygun bir sekilde
secilir. Boyle vektorler normalize edilmis vektdr olarak adlandinhir. En ¢ok kullamlan

normalizasyon formlan asagidaki gibidir:

(1) Biligenlerinin modiillerinin karelerinin toplami, 1°e esit olan vektorler,
(ii) En biiyiik bilesenin modiiliintin 1’e esit olan vektérler,

(1ii) Bilesenlerinin modiillerinin toplami 1’e esit vektérler.

(i) ve (iii) deki normalizasyon, keyfi birim kompleks garpanina agiliminda dezavantajlan
vardir. Buradan itibaren anlatilan ¢ogu iglemlerde &zvektdrler, normalize edilmemis
durumdadirlar, Bu tiir vektdrler, en bilyilik elemanin modiillerinin 0,1 ve 1,0 arasinda olmas:

i¢in, 10 (veya 2) un kuvveti ile ¢arpilir. Bu sekilde muamele edilen vektérleri standart hale

getirilmis vektérler olarak adlandiracagiz. (Prager, 1988)
2.2 Transpoze Matrislerin Ozdegerleri ve Ozvektorleri
Bir matrisin transpozesinin 6zdeger ve dzvektorlerinin Genel Teoride énemli bir yeri vardir.
A" -nin 6zdegerleri, sifir-olmayan ¢6ziime sahip A nin A $zdegerlerine esittir.
Aly=hy (2.5)
det(AT-A)=0 (2.6)
Ve bir matrisin determinanti, transpozesinin determinantina esit oldugundan, AT -nin
dzdegerleri A -nin 6zdegerlerine esittir. Fakat genellikle 6zvektorler farklidir. Bu sebeple, AT

-nin A; ye karsilik gelen 6zvektdrlerini y; ile temsil edecegiz. Boylelikle agagidaki denklem

yazilabilir:
Aly=hy; 2.7)
Denklem (2.5) asagidaki formda da yazilabilir:

yi' A=Ay (2.8)



Oyle ki bazen y;", A - X; 6zdegerine karsilik gelen sol-Gzvektiirii (left-hand), asagadaki gibi
x; vektoriide A; -ye karsilik gelen A in sag-dzvektirii (right-hand) olarak adlandinlir.

AX,:).,'Xi (29)
Transpoze matrisin 6zdegerlerinin 6nemi esas olarak asagida belirtilmektedir.

Eger xi, A -nin A; -ye karsihk gelen bir 6zvektorii ise ve y; AT -nin A; -ye karsiik gelen
Ozvektoril ise, agagidaki denklem yazilir:

x"y=0 (L)) (2.10)
(2.9) denklemi,
xi T AT=xT (2.11)

seklinde ifade edilirse, asagidaki denklem elde edilir:

(2.10)' nin y; ile sagdan carpimmn (Post-multiplying) ve (2.12) in x" ile soldan garpimimn

(Pre-multiplying) farki ile agagidaki denklem elde edilir
0 =Axi"y; - Axi'X; (2.13)

Xi ve/veya y; kompleks vektdr olabileceginden xiTy,- bir i¢-carpim (inner-product) degildir.

Eger (2.14) denklemi elde ediliyor ise, (2.15) denklemi elde edilemez.

Xi'Y = Y (2.14)

Xi'ryj‘ = (ijXi) (2 15)

Eger x kompleks ise (2.16) denklemini elde edilir.



X'x=0 (2.16)
Halbuki asi1l i¢-garpim her sifir olmayan x vektorii i¢in sifir dan biiyiiktiir.

23  Aynk-Ozdegerler

n boyutlu bir A matrisinin n 6zdegerinin de ayrik olmast durumunda, Szsistemlerin genel
teorisi en basit haldedir ve ilk olarak bu durumu inceleyecegiz. Ozdegerler Ay, Ay, ..., Ay ile
temsil edecegiz. Denklem (2.2)’nin gergekte, her bir A; degeri i¢in en az bir ¢6z{imii vardir ve
boylece, xy, X3, ..., Xq ile temsil edilen 6zvektor kiimesinin varhgim kabul edebiliriz. Keyfi

¢arpanlar disinda bu vektérlerin her birinin tek oldugunu gésterelim.

Ik olarak vektorlerin lineer bagimsiz olmalan gerektigini gosterelim. r, lineer-bagimh vektor
sayisi olsun. Vektérleri Xy, Xz, ..., Xy seklinde numaralandirabiliriz. Bu durumda asaZidaki
iliski saglanir:

r

Toxi=0 (2.17)
1

Burada o; -lerin hi¢ bin sifir degildir. Tamimdan x; -lerin hi¢ bin sifir-vektor olmadigindan,

r>2 oldugu agiktir. Denklem (2.17) in A ile soldan ¢arpim ile asagidaki denklem elde edilir.

Zailxi=0 (2.18)
1
Denklem (2.17) in, A ; ile ¢arpimu ve (2.18)" nin farki ile agagidaki denklem elde edilir:

r-1

hX ai(kq-h)xi =0 (2.19)
1

Buradaki bagkatsayilann higbiri sifir degildir. Denklem (2.19). x4, X, -.., X..1 in lineer bagimli
oldugunu gosterir ki bu hipotez ile ¢eliskidir . Béylelikle n 6zvektdr bagimsizdir ve n-boyutlu
uzayr germiglerdir. Sonu¢ olarak bunlar keyfi herhangi bir vektérii ifade etmek igin

kullanilabilirler.

Elde edilen bu sonugtan, dzdegerlerin tekligi goriiliir . Eger X; e karsihik gelen z, gibi ikinci

bir 6zvektdr var ise, asagidaki sekilde ifade edilebilir



n
z1 =X 0Xi (2.20)
- .

Burada o; -lerden en az biri sifirdan farkhidir. (2.20) denkleminin A ile garpim asafidaki

denklemi verir:

n
)\.121 =3 a;),ixi (221)
1

(2.20) denkleminin A, ile garpimu agagidaki denklemi verir:

0=% ui(h-kl)xl (2-22)
2
ve x; -lerin lineer-bagimsiz olmalarindan dolay1 agagidaki denklem elde edilir:
ai(Ai-A) =0 (1=2,3,...,n) (2.23)

a;=0 (1=2,3,....,n)
sifir olmayan q, ise, z; in X; in kat1 olmasi demektir.

Benzer olarak AT -nin 6zvektorlerinin ek ve lineer-bagimsiz olduklarini gosterebiliriz. Daha

once agagidaki ifade ispat edilmisti.
Xi'y; =0 (Ri #1) (2.24)

Oyle ki iki vektor kiimesi de bi-ortogonal system dir. Buradan asagidaki denklemi elde edilir:

Xi'yi 0 (i=1,2,....,n) (2.25)

X; eger y; -ye ortogonal ise yy, y3, ..., Yo vektorlerine de ortogonal olmali ve béylece tiim n-

boyutlu uzaya ortogonal olmali. Bu, x; -ler sifir-uzayma ait olmadigindan dolay: imkansizdir.

Denklem (2.24) ve (2.25) x; veya y; terimleriyle ifade edilen keyfi bir v vektériiniin agik bir

ifadesini elde etmemize imkan verir. Eger



n
i=l
yazilirsa asagidaki denklem elde edilir
T, g oo T T
Yi v =E 0y Xi = 0y X (2.27)
Béleni sifir olmadigindan dolayr her durumda
o =y v/AYTX; (2.28)
denklemine ulagilir.
24 Benzerlik Doniisiimleri
Eger x; ve y;j-deki keyfi ¢arpanlan asagidaki gibi secersek
yitxi =1 (i=1,2,....n) (2.29)

(4.20) ve (2.19) denklemleri, i. satin y;" olan Y" matrisinin, i. kolonu x; olan X matrisinin tersi

oldugunu gosterir. (2.30) denkleminin n tanesi (2.31) denklemindeki gibi matris formunda

yazilabilir.
Ax; = hixi (2.30)
AX =X diag(Ai) (2.31)

Buradan X in tersinin mevcut ve Y' ye esit oldugunu goriiriiz. Denklem (2.31), agagidaki

denklemi verir:
X'AX = YTAX = diag(}) (2.32)
A matrisinin fekil-olmayan bir H matrisi ile, H'AH déniisiimii teorik ve pratik agidan temel

bir 6neme sahiptir. A ile H'AH benzer seklinde ifade edilirken, bu doniisim benzerlik-

doniigiimii (similarity transforms) olarak adlandinlir. Aynea HAH™' inde A min benzerlik-



dontigtimii oldugu agiktir. A min Szdegerleri aynk oldugu zaman, A -y1 kdsegen forma
déniistiiren bir benzerlik-doniigiimiiniin var oldugunu ve bu donigiim-matrisinin, A nmn
Ozvektorlerine esit sayida kolona sahip oldugunu gosterdik. Karsit olarak efer (2.33)
denklemi elde edilebilir ise, (2.34) denklemi de elde edilir.

H'AH = diag(1) (2.33)
AH  =H diag() (2.34)

Son denklem p; -nin A mn bir 6zdegeri oldugunu ve H nin i. kolonunun p; ye karsihik gelen

6z vektorii oldufunu gdsterir.

Bir matrisin 6zdegerleri, bir benzerlik-d6niigtimii altinda invarianttir.

Ax =) (2.35)
H'Ax =AH'x
H'AHH")x =\H'x (2.36)

(H'AH)H 'x =2H"x
Ozdegerlerde boylece korunur ve dzvektSrler H' ile carpilir.

Cogu niimerik metotlar, genel bir forma sahip herhangi bir A matrisinin &zsistemlerine daha
kolay ulagmak igin, 6zel bir forma sahip olan 6zsistemi daha kolay bulunabilir B matrisine

indirgeme islemini goz oniinde bulundurur.
Benzerlik, gegisli (transitive) dzellige sahiptir.

B =H,'AH, ve C=H,'BH, (2.37)
C=H,"H'AH H: = (HH,)'A(HH,) (2.38)

Bir matrisin 6zel bir forma indirgenmesi, basit benzerlik-déniigiim dizisi ile olmaktadir.



2.5  Kath Ozdegerler ve Genel Matrisler icin Kanonik Formiar
Bir yada daha fazla katli 6zdegerlere sahip bir matris igin 6zvektorler sisteminin yapisi ayrik
6zdegerli matrislerin yapisindan biraz daha karigiktir. A matrisini k3segen forma déniigtiiren
benzerlik-déniigiimii hala gegerli olabilir. Eger bu gegerli ise, tekil-olmayan H matris igin
asafidaki denkleme sahip oluruz

H'AH = diag(h) (2.39)
Bu durumda A;, A nin uygun bir kathiikta 6zdegerleri olmalidir.

H'(A-ADH = H'AH-AH'H = diag(A-\) (2.40)
Her iki tarafin determinantini alarak agagidaki denkleme ulagilir:

det(H ") det(A-Al)det(H) =IT(A-A) (2.41)

det(A-AD) = IT(A-A) (2.42)
(6.1) denklemi asagidaki formda yazilirsa

AH = Hdiag(\;) (2.43)

H -nin kolonlarinin A nin 6zvektdrlerine egit oldugu goriiliir. H tekil olmadigindan, kolonlan
bagimsizdir. Omegin, A; ift kat bir kék ise bu durumda H -nin ilk iki kolonu x; ve x; ile ifade

edilir.
Axp=Mxi;,  Ax2=Aix (2.44)

Burada x; ve X, bagimsizdir. Denklem (2.44) dan dolay1, x; ve X; tarafindan gerilmis bir
altuzaydaki herhangi bir vektér de 6zvektordiir.

Aax;toxa) = A AX) + 0AXa = Aoy x; + aaxa) (2.45)

Hala n-boyutluuzay geren Szvektsrler segilebilir ve keyfi bir vektdrii ifade etmek igin baz

olarak kullanilabilicler.
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Asagidaki gibi ifade edilen kSsegen bir A matrisi el, €2, e3, e4, 5 gibi 5 bagimsiz 6zvektére
sahiptir.

A= 2 (2.46)

ei ve e; -nin herhangi bir kombinasyonu, A=1 e karsihik gelen bir 6zvektordiir ve e; ile e4 tin
herhangi bir kombinasyonu A=2 ye karsilik gelen bir 6zvektdrdiir. A matrisine benzer

herhangi bir matris i¢in, asagidaki gibi tekil-olmayan bir H matrisi vardir
H'AH=A (2.47)

ve A nmin 6zvektérleri He,, He,, He;, He,, Hes dir. Burada ilk ikisinin herhangi bir bilesimi
A=1 e kargilik gelen bir 6zvektér iken 3. ile 4. niin herhangi bir bilesimi A=2 ye kargihk gelen

ozvektdrdiir.

2.6  Ozvektorlerin Eksik (Defective) sistemi
Bir kosegen matrise benzeyen fakat katli 6zdegerlere sahip bir matrisin 6zellikleri aynk
6zdegerli bir matrisin 6zelliklerine benzer. Bununla birlikte katli 6zdegere sahip matrislerin

hepsi bu tipte degildir.

al

0 4 (2.48)

Cia) =

(7.1) gibi tamimlanan Cy(a) matrisi A=a ¢ift katli 6zdegere sahiptir. Eger x, x; ve x; bilesenleri

ile Cy(a) nin bir 6zvektdrii ise bu durumda (2.49) denklemini elde ederiz

OXl + Xo= 0 (249)
0X1 +0x:=0

Bu denklemlerden x:=0 sonucuna ulagilir. Bylece A=a -ya karsilik gelen e; gibi sadece bir
tane 6zvektdr vardir. Ca(a), b a limitinde agagidaki gibi tamimlanan bir B; matrisi seklinde

diistiniilebilir.
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B=|? ll (2.50)

0b

asapidaki gibidir.
1 1

lo V€ | b-a (251)
b—a limitinde 2 6zdeger ve 6zvektor cakigirlar.
Daha genel olarak eger C,(a) -y1 agagidaki gibi tamimlanmirsa

al
a 1
a 1
C@=1[a  Ca= (2.52)
a 1
a l

bu durumda C(a), r katl bir 6zdeger olan a -ya sahip olurken, sadece bir tane x=¢,
dzvektodriine sahip olur. Bu [Ci(a)-al)] -nin rankinin (r-1) olmas: ger¢eginden gelir. (Sag fist
kosede bulunan (r-1) mertebeden matrisin determinant1 1’e esittir.). Aynica transpoze matris
[Cr(a)]" sadece bir dzvektdre, y=¢;, sahiptir. Buradan, aynk 6zdegerli matrislerin 5zvektorleri
i¢in elde edilen ¢6ziime kargit olarak, dogrudan agagidaki denklem elde edilir:

X'y=¢e'e=0 (2.53)
C«(a) matrisi, (r>1), benzerlik-doniisiimiiyle kdsegen matrise doniistiiriilemez. Eger (2.54) ve
(2.55) denklemlerini saZlayan bir H matrisi var ise A;, C/(a) min kath 6zdegeri a -ya esit

olmalidir.

H'CH = diag(\), (2.54)

C.H = Hdiag(%), (2.55)
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H tekil degildir, ¢linkil bu kolonlar lineer bagimsizdir. Béyle bir H matrisinin var olmadigt

goriiliir.

Ci(2) matrisi r. mertebeden basit Jordan-altmatrisi (simple Jordan submatris) olarak veya r.

mertebeden basit klasik-altmatris (simple classical submatris) olarak adlandinlir.

2.7  Jordan (Klasik) Kanonik Form
Katli zdegerlere sahip bir matrisin kdgegen-matrise benzemedigi goriilmektedir. A matrisini
doniigtiirebilecek, benzerlik-dénligtimiiyle Ortiisen daha yakin bir formun yapist izleyen

teoremden elde edilir.

A, n. mertebeden, m;, my, ..., m; kath &), Ay, ..., A; gibi r adet aynk 6zdegeri olan ve (8.1)

denklemini saglayan bir matris olsun.
m+m+...+m=n (2.56)

Bu durumda benzerlik-doniigiimiinii saglayan 6yle bir H matrisi vardir ki, H'AH matrisi,

kosegen boyunca izole edilmis basit Jordan-altmatrislere sahip geri kalan yerlerde sifir olan

bir formdadir.

A ile iligkili altmatrislerin mertebelerinin toplami m; ye esittit. H'AH, basit-Jordan

alt-matrislerinin direk-toplam olarak ifade edilebilir.

Béylece bes 6zdegent A, e, bir zdegert A, ye esit olan (2.57) de tammlanan C matrisine
benzer altinci mertebeden bir matris, besi A; ve biri A> olan kdklere sahip (2.58) de tamimlanan

matrise benzemez.

Ca(h)
C= C:() (2.57)

Ci(M)
Ci(2)

Ci(M)

C(\)
Ci(h) (258)
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Basit Jordan-altmatrislerden olusan matrise Jordan-kanonik form veya A matrisinin klasik-

kanonik formu (classical canonical form) olarak adlandinilir.

Ozel bir durum olarak eBer Jordan-kanonik form igindeki Jordan-altmatrisler birinci
mertebesinde iseler, bu formlar késegen hale gelirler. Eger bir matrisin dzdegerleri aynk ise,

Jordan-kanonik form diag(A;) olan bir matris oldugu daha énceden gosterilmisti.

Bagimsiz 6zvektorlerin toplam sayisi Jordan-kanonik form igindeki altmatrislerin sayisina
esittir. Boylelikle, (2.57) denkleminde tamimlanan, C matrisine doniigebilen bir A matrisi dért
bagimsiz 6zvektore sahiptir. C -nin zvektérleri, e, €3, €5 ve eg dir ve A -daki kargiliklan ise

He,, Hes, Hes ve Heg dir. Burada 5 kath A; 6zdegerine karsilik sadece 3 6zvektor vardir.

Ispatin metodu, daha sonraki boliimlerde anlatacagimiz metotlarla pek bir ilgisi olmadigindan,
Jordan-kanonik formunun varhgim ve tekligini (uniqueness) ispat etmeyecegiz. r. mertebeden
basit Jordan-altmatrislerinde, siiper-kosegen lizerinde yayilmasi igin 1’e esit elemanlar aldik.
(2.51) denklem formuna iisz-Jordan form ve tersine de alt-Jordan form olarak adlandinlirlar.
Bu elemanlarin birim degerlerinin se¢iminin 6zel bir 6nemi bulunmamaktadir. Daha agik
olarak, bir kdsegen-matris ile uygun bir benzerlik-déniisiimiiyle bu elemanlara keyfi sifir-

olmayan degerler venlebilir.

2.8 Temel Bolenler

C, A min Jordan-kanonik formu oldugu durumda, (C-AI) matrisini ele alalim. Omek olarak,

(2.57) denklemindeki C matrisine karsilik gelen asagidaki matrisi inceleyelim

Ca(M-N)
Cy(hi-1)

(C-A) = Ci(M-A) (2.59)

Ci(h2-0)

Genelde, (C-AI), Ce(Ai-A) formunun matrislerinin direk-toplamidir. (C-Al) kanonik-form unun
altmatrislerinin determinantlan, A matrisinin temel-bélenleri (elementary divisors) olarak
adlandinhir. Boylelikle, (2.57) denklemindeki C matrisine benzer herhangi bir matrisin temel-

bélenleri, agagidaki gibidir:
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MM, D)%, (D), (Aa-)) (2.60)

Bir matrisin temel-bolenlerinin ¢arpimi, onun karakteristik-polinomuna esittir. Eger Jordan-

kanonik form késegen ise, bu durumda temel-bslenler asagidaki gibidir ve hepside lineer dir.

(a-A), Aa-A),.,(Aa-R) (2.61)

Aynk 6zdegerli bir matris daima lineer temel-bélenlere sahiptir. Fakat, bir matris bir yada
daha fazla kath 6zdegerlere sahipse o zaman matris lineer remel-bdlenlere sahip olabilirde

olmayabilirde.

Eger bir matris bir yada daha fazla lineer-olmayan temel-bilenlere sahip ise bunun manasi,
matrisin Jordan-kanonik formunun igindeki altmatrislerin en az bir tanesi / 'den daha biiyiik
mertebedendir. Béylece bu matris n bagimsiz 6zvektérden daha az dzvektére sahiptir. Boyle

matrislere eksik-matris (defective-matris) adi verilir.

2.9 Bir Matrisin Karakteristik Polinomunun Eslik (Companion) Matrisi

A nin karakteristik denklemi asagidaki sekilde ifade edilsin:

(-1)"A"praih™ P2k - -po] = 0 (2.62)

Bu durumda asagidaki C matrisinin karakteristik denkleminin, A nin karakteristik denklemine

Ozdes oldugu kolaylikla griiliir.

Pa-1 Pn2 ... P1 Po
| o . 0 0

C=|0 | 0 0 (2.63)
0 0 1 0

C matrisi, A matrisinin karakteristik polinomunun eglik-matrisi (companion matrix) olarak
adlandinfir. C ve A aym karakteristik polinoma sahip oldugundan genelde bunlarin benzer
olup olmadigimi sormak oldukga dogaldir. Bunun cevabt bir soriraki paragrafta verilecektir.
Bu eglik-marrisini 3 farkh yap: igerisinde verebiliriz. Omegin, asagidaki denkleme sahip

olabiliriz:
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0 0 o ... 0 Py
1 0 o ... 0 P
0 1 o ... 0
............ o (.64
s et meeeer e 0 .
0 0 0 ...... l pn-l

Veya p; elemany, ilk kolon veya son satir igerisinde, siiper-késegen {izerindeki birim elemanlar

ile birlikte alinabilir. Bu tipteki matrisleri eglik-matrisi olarak adlandinlir.

2.10 Derogatory Olmayan Matrisler

A matrisinin Ay, Ay, ..., Ay gibi ayrik 8zdegerlere sahip oldugunu kabul edelim. Bu durumda A
matrisinin diag();) ye benzer oldugunu biliyoruz. Simdi diag(\;) -nin eglik-matrise benzer
oldugunu gésterelim. Bunu C yi diag(\;) ye doniigtiiren matrisin sergilenmesiyle ispat

edecegiz. Genel durum, n=4 hali ile yeterince gdsterilmis olur.

Asagidaki sekilde tanimlanan bir H matrisini g6z 6niine alalim:

)\-l; A’ )»3; 7\4;
M A A3 A 2.65
H= As As A (2:65)
1 1 ] 1

Eger A; -ler farkli ise bu matris tekil-o/mayan bir matristir. Buradan asagidaki denklem elde

edilir:
)»1; Xz; 7»3: j
. N = ll 7»2 7\'3 )‘-4
Hdiag(\) A 3,2 A2 32 (2.66)
M A2 A3 A
A =pah + poAT + pihi+po (2.67)

oldugundan
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P P2 Pt Do y VRdR Vol VOl

1 0 0 0 H = 7»13 123 )\,33 )\43 (2.68)
0 1 0 0 I VER VEI VC I Ve '
0 0 1 0 A A M A

iligkisi bulunur. Buradan da

CH = H diag(A), (2.69)
elde edilir. C matrisinin diag(A;) ye benzer oldugu goriiliir.
Simdi kath dzdegerlere sahip oldugumuz duruma dénelim. Eger A, A; ye karsilik gelen birden
fazla bagimsiz 6zvektére sahip ise bu durumda C ye benzer olmadifimi goriiriiz. Sol alt

kosedeki (n-1) mertebeden matrisin determinanti 1 oldugundan, (C-AI)’min ranki (n-1) dir. A
ye karsilik gelen x; 6zvektorii, asagidaki gibi verilir:

xit =LA N 1] (2.70)

( C-)\.iI ) xi=0 (2.71)

Bir matrisin, karakteristik-polinomunun eglik-matrisine benzemesi igin, o matrisin Jordan-
kanonik formunun sadece bir tane, her bir aynk 6zdeger ile baglantili Jordan-altmatrislerine
sahip olmasi gerekmektedir. Oldukga etkili olan bu kosulu simdi ispat edelim. Bunu basit bir

durum ile gostermek yeterli olacaktir.

M-V, (A3-A), (As-M) temel-bolenlere sahip 4. merteben bir matrisi g6z 6niinde alahm. Bdyle

bir A4 matrisi agagidaki gibi verilir

A =10 M @.72)

Eger (2.73) deki gibi tammlanan H matrisi A,, A;, Ay aynk dzdegerlere sahip ise, tekil-olmayan

bir matristir. Béylece (2.74) denklemi elde edilir.
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2 2 2
M2 A As (2.73)

PO/ S VSR W (2.74)

A1, f(A)=0 karakteristik denklemin ¢ift kat kékii oldugundan, f (I(A;)=0 elde edilir.

4h* = 3psh® +2pah + py (2.75)

CH = HA, (2.76)

Benzer bir yol olarak, n. mertebeden bir matris ile baglantili r. mertebeden bir Jordan-

altmatrislerini inceleyebiliriz. Eger A, ilgili 6zdeger ise H, r kolona sahiptir.

2.77)

Boylece her aynk A; ye karsilik gelen sadece bir tane Jordan matrisinin var oldugu, her bir

aynk A; ye karsilik gelen 6zvektérlerinde sadece bir tane oldugu ve bu matrisin karakteristik-
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polinomunun, eglik-matrisine benzeyen matris oldugu ispat edilmis olur. BSyle matrisler

derogatory olmayan matris olarak adlandirihirlar.

2.11 Frobenius (Rasyonel) Kanonik Form
Herhangi bir i igin A; ile baglantih birden fazla Jordan-altmatris (ve bdylece birden fazla

Ozvektor) var ise, byle matrisler derogatory olarak adlandirilirlar.
Bir derogatory-matrisin, onun karakteristik polinomunun egslik-matrisine benzer olmadigim
goérdiik. Simdi de kanonik formun, bir derogatory matris igin eglik-matrise benzer olup

olmadigini aragtiralim.

r. mertebeden bir Frobenius-matris B, -yi

br 1 br.z ...... b[ bO
10 ... 0 0

B=[0 1 .. 0 0 2.78)
DB . 1 0

formunda tanimlayalim. Genel Matrisler igin Temel Teorem asagidaki gibi verilir:

Her bir A matrisi, benzerlik-déniigiimii ile, By, By, ...., Brs seklinde ifade edilebilen s-
tane Frobenius matrisinin direk-toplamina indirgenebilir. Her bir By matrisinin karakteristik-
polinomu, tim o6nceki By -lerin karakteristik-polinomunu boler. Bir derogatory olmayan
matris durumunda, s=1 ve rl=n olur. Frobenius matrislerinin direk-toplami Frobenius-
kanonik form (rational canonical form) olarak adlandinlir. Rasyonel kanonik form ismi, A nin
elemanlarmin cisminde rasyonel olan doniigiimler tarafindan elde edilebilir olmas:

gergeginden gelmektedir.

Burada Frobenius-kanonik formun varliim gGsteren ispat verilmeyecektir. Bunun yerine,

Jordan-kanonik formu ile olan iligkisi gosterilecektir.

2.12  Jordan ve Frobenius Kanonik Form Arasindaki iliski
iki kanonik form arasindaki iligkiyi bir 6mek ile gSsterelim. 10. mertebeden olan asagidaki

gibi temel-bolenlere sahip bir A matrisini ele alalim.
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M) a-A)? (a-h)

M) (b’ (279)
(M-M)
Bunun Jordan-kanonik formu agagidaki gibi yazilir:
C(h) I
Cao(h2) : :
____________________ CODL | L e
Ci(h) R S SN S (2.80)
SRS SO = (. O ’
T i)

G, matrisi olarak her &zdegerdeki en yiiksek mertebeden Jordan-kanonik altmatrisleri

beraberce gruplandinldi. Diger bir sonraki en bilyiik mertebe G, ve G; v.s.

Bu nedenle her bir G; matrisi, sadece bir tane A; ile baglanult Jordan-altmatrise sahiptir. Ve
bu nedenle, benzerlik-doniisiimii H; tarafindan, uygun mertebeli tek bir Frobenius matrisine

indirgenebilir. Boylece 6rnek asagidaki gibi olur.

H' GH, =B¢ (6. mertebeden Frobenius matris)
H,'G;H. =B; (3. mertebeden Frobenius matris) (2.81)
H;'G;H; =B, (1. mertebeden Frobenius matris)

Boylece

H," Bs

B;

G
G,
G;

H,

H,! (2.82)

"

H," By

elde edilir.

B, nin Karakteristik polinomu (M-A)’(Aa-A)*(As-A), B; iin kam.kteristik polinomu (Xl-k)(}q-X)z
ve B, in karakteristik polinomu (A-A) seklindedir. Bu polinomlanin her biri, onun bir
oncekisinin garpanidir.  Frobenius-kanonik form igindeki altmatrislerin  karakteristik-
polinomlariin garpanlart bir matrisin temel-bolenler oldugu asikardir. Eger A matrisi reel

ise, bu durumda herhangi bir kompleks 6zdeger, eslenik-¢ift (cwy"ugare puirs) olarak meydana
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gelir. Bdylece her bir G; agtk olarak reel olacaktir. Bu durum, Frobenius-kanonik formun, A

cisminin rasyonel doniigiimleriyle elde edilir.

2,13 Denk Doniigiimler

Bir matrisin 6zdegerlerinin benzerlik-d6niigiimii altinda invariant oldugu daha &nce
goriilmiistii. $imdi kisaca Genel bir doniisiim simfim g6z 6niine alalim. Eger tekil-olmayan
(kare matrisler) asagidaki gibi P ve Q matrisleri mevcut ise, B matrisi A matrisine denk-

matris denir.

PAO=B (2.83)

A ve B matrislerinin kare olmasina gerek yoktur ancak ayni boyutta olmasi gerekmektedir.

Binet-Cauchy teoreminden, denk denklemlerin ayni rankli olmasi gerekmektedir.
Lineer denklem takimini ¢6zmede bizim verdigimiz denklik kavramu temeldir.

Eger x

Ax=b (2.84)

denklemini saglarsa, agik¢a P uygun bir matris olmak iizere

PAx=Pb (2.85)

denklemini de saglar. Ayrica, eger P tekil-olmayan bir matris ise (2.85) {in ¢éziimii (2.84) -

ninde ¢oziimiidiir. ((2.85)iin P! ile carpimiyla gériilebilecegi gibi. )

Simdi Q -nun tekil-olmayan bir matris oldugu zaman asagidaki gibi degisken deZisimi

yapalim.

x=Qy (2.86)

Bu durumda asagidaki denklemi elde ederiz:
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PAQy=Fb 2.87)

Ve (2.87) de, y -nin herhangi bir ¢éziimiinden, (2.84) deki x in bir ¢6zimiini veya tersini
tiiretiriz. Boylece (2.84) ve (2.87) denklemler esdeger denklemler olarak g8z Oniinde

bulundurulurlar.

2.14 Lamda Matrisleri
Simdi denklik kavramuni, elemanlan A; -nin polinomlan olan matrislere genisletelim. Boyle
matrisler A-matrisleri olarak adlandirilirlar. Eger A()), derecesi k dan biiyiik olmayan polinom

elemanlarindan olugan (mxn) -lik bir matris ise, bu durumda

AQ) = A + A M+ +Ag (2.88)

yazilabilir. Burada Ay, Ag.i, ..., Ag, elemanlan A -ya bagimli olmayan (mxn) boyutlu
matrislerdir. Bir l-matrisinin ranki, A mn sifir-olmayan polinomundan olan mindrlerinin en

yiiksek derecesidir.

Eger, (2.89) de oldugu gibi, A dan bagimsiz sifir-olmayan determinanta sahip P(A) ve Q(A)
gibi kare matrisler varsa, A(\) ve B(X) A-matrisleri denk-matris (equivalent-matrix) olarak

“adlandirihirlar.

P(MAMQMR) =BR) (2.89)

P(A), A dan bagimsiz sifir-olmayan determinanta sahip ise. bu durumda [PQ)]" de aym

ozellige sahip bir A-matristir.

2.15 Temel islemler
Simdi, asagidaki tipte, tekil-olmayan bir A-matris P(L) -y1 inceleyelim.

(1) pi(A) =1 (1*p,q); qu(x)=Pqp()\)=li pii(A)=0 yada
(i) pi) =1 (i=l....n);  pu(R)=t(V); pi(A)=0 yada
(i)  piA) =1 (i*p); Pop(A)=k*0; py(M)=0 yada
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(i) tipinde olan bir matrisin determinantinin -1, (ii) tipinde olan bir matrisin determinantinn
+1, (iii) tipinde olan bir matrisin determinantinin ise k oldugu gériilir.

A\ nin (i), (ii), (iii) tipli bir matrisler ile sirasiyla soldan garpim asagidaki etkilere sahiptir:
(i) p ve g satirlan yer degistirir,

(ii) f(A) kere q satin1 p satinna eklenir,

(iii) p satir sifir-olmayan bir k sabiti ile ¢arpilir.

Sapdan ¢arpim kolonlar {izerinde ayni etkiye sahiptir. A(A) mn bu tiir dénistimleri, temel-
islemler (elementary-operations) olarak adlandirilir. (Aktas Z., Onciil H. Ural, 1984 )

2.16 Smith’s Kanonik Form
Denk \-matrislerin temel teoremi agagidaki gibidir:

Ranki r olan her A()) A-matrisi, temel-déniigiimler ile

Ei\(0)
Ex(\)

D= | EM) (2.90)

gibi verilen denk-matris D kdgegen forma donistiiriilebilir. Burada her bir Ei(X), A -ya gbre bir
monic polinom dur. Yani EiA), Eii(}) -y1 béler.(Monic polinomlarda, en biiyiik dereceli

terimin bag katsayist 1 dir.) D -nin diger tiim degerleri sifirdur.

[spati agagidadir. Temel iglemler serisi ile kosegen bir form olugturalim. Herhangi bir adimda,

ilgili matrisin (i,j) elemanin a;(A) olarak tanimlayalim.
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a;(A), A(A) da en diisiik dereceli elemanlarindan bir tanesi olsun. 1. ve i. satirlar ile, 1. ve j.

kolonlarin  yer  degisimi ile, bu  eleman, aj(X) yapir.  Béylece

an(A) = a; (V)gin(h) + ) (i=2,3,...,m) (2.91)

aij(A) = ap(M)qyA) + ;0 (j=2,3,...,n)

yazilabilir. Burada ri(A) ve rji(A) kalanlardir ve dereceleri a;;(A) min derecesinden daha
kugiiktir. Eger ryy(A) ve rjj(A) sifir degil ise, riq(A) nin sifir olmadifint farz edelim. 1. satint
qx1(A) kere k. satirdan ¢ikanp, 1. ile k. satirlarin yerlerini degistirelim. a;;(A) bu durumda sifir-
olmayan 1 (M) -ya doniisiir. Ve bu pozisyondan bir §nceki elemandan daha diisiik dereceli

olur.

Bu ydntemin devamui ile, aj;(A) elemam hicbir zaman sifir olmaz ve derecesi diizgiin bir
bigimde azalir. Nihai olarak gegerli a;1(A), (aii(A), A dan bagimsiz hale doniislinceye kadar

yada daha erken bir adima kadar), tiim gegerli a;;(A) ve a;;(}) -lan bélmelidir.

Bu gergeklestigi takdirde matris, birinci kolonun uygun ¢arpani ile 2 den m. satira kadar ve

birinci kolonun uygun ¢arpam ile 2. kolondan n. kolona kadar farkinin alinmastyla

an() O

0 AY) (2.92)

sekle indirgenir. Bu adimda a;;(A) A2(A) nin tiim elemanlarini bdler. Aksi bir durum olarak

herhangi bir a;;(A) eleman igin

3;(A) = a; (M)A + (M) (ry(A)*0) (2.93)

kabul edelim. Daha sonra, i. satin1 ilk kolona ekleyerek, bir dnceki islemi tekrar edelim.
Boylece diisitk dereceli, sifir-olmayan bir a; (1) -ya sahip (2.92) formu elde edilir. Bu isleme
devam ederek, A»(A) nin her bir elemanint bélen a;(X) -ya sahip (2.92) formuna ulaginz. Bu,

ya a;i(A), A -dan bagimsiz hale gelince yada daha erken bir adimda meydana gelir.
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Eger A;()) sifir degilse bu matrise, A(A) -ya biraz 6nce uygulanan benzer islem uygulamr. Bu,
sadece (2.92) matrisinin 2 den m ye kadar olan satirlar ve 2 den n e kadar olan kolonlar

lizerinde gergeklesir. (birinci satir ve n. kolon bu iglemlerden etkilenmezler.) Boylece

0 an(A) 0 (2.94)

....................................

elde edilir. Burada a;,(A), a;(A) -y1 ve axn(A) As(A) nin tiim elemanlarin béler.

Bu yol iizerinde devam ederek agagidaki forma ulagilir:

an(A)
an(A)

0 (2.95)

elde edilir. Burada islem, s=m veya s=n veya Asi()) sifir-matris olana kadar devam ettirir.
Sonugta her bir a;;(A) ardisigini boler. Bununla birlikte, bir A-matrisinin rank, tekil-olmayan
matrislerle ¢arpimu altinda invariant olacagindan, s=t elde edilir. a;(A) sifir olmadigindan,
uygun sabitlerle satirlann ¢arpimiyla, polinomlarin her birinin en yiiksek dereceden
kuvvetlerinin bagkatsayilan 1 yapilabilir. a;i(A) bu durumda monic polinom, E;(A) -ya donisiir
ve her bir Ei(A), Ei+i(A) -y1 boler. Bu teoremi ispatlar. Burada sadece siradan islemlerin
kullanuldig1 agiktir. D temel-doniigiim ile elde edildiginden, determinantlant A dan bagimsiz

P(X) ve Q(X) tekil-olmayan matrisler igin

PAYAMQQ) =D (2.96)

elde edilir. (2.91) in D formu, denk A-matrisler igin Smith 's-kanonik form olarak bilinir.

(Bronson , 1984).

2.17 Bir Lamda Matrisinin k satirh Mindrlerinin OBEB ‘i
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Smith’s-kanonik formun k satirli mindrlerini géz 6niine alalm. Eger k>r ise k satirh tiim
mindrleri 0 dir. Diger taraftan sadece sifir-olmayan k satrli minérleri, Ei(}) min k. ile
carpimudirlar. Her bir EiA), Ei+) () nin ¢arpimlan oldugundan, k satirh minérlerinin OBEB’i
Gk(A), Ex(ME(A). ..Ex(A) olur. Bdylece Go(A)=1 yazilirsa

EiM=Gi(A)/Giad) (=1,2,...,1) (2.97)

elde edilir. §imdi bir matrisin (birim-matris olmas: igin en bilyiik kuvvete sahip A mn
baskatsayisim alacagiz) k satirlh minérlerinin OBEB nin, esdeger-doniisiim altinda invariant

oldugunu gésterecegiz.

Eger

PAAMQM) =B(R) (2.98)

sagliyorsa, B(A) min herhangi k satirh minéri, ( Py, Ag, Qy; P(L),AN),Q(V) nin k satirh
mindrlert olmak iizere) P,  Ag, Qy formunun terimlerinin toplam: seklinde ifade edilebilir.

Bdylece A(A) min k satirh mindrlerinin OBEB -i B(A) min k satirli minériinii béler.

AM=[POI"BMIQM]!

ve [PQV]" ile [Q(A)]" A-matrisler oldugundan, B(A) mn k satirli mindrlerinin OBEB’i A(A)
mn k satirh mindriinii béler. Her iki OBEB egit olmaldir. Tiim esit A-matrisleri boylece ayni
Smith’'s-kanonik forma sahiptirler. Eij(A) polinomlan A(A) min invariant polinomlan yada
invariant ¢arpanlan olarak adlandirilirlar. (Bronson , 1984).

2.18 (A-AI) -mn Invariant Carpanlan

Eger A bir kare matris ise, (A-Al), ranki n olan bir A-matristir. Bdylece, ardisiklan tarafindan
her biri bdliinen E (L), E2(2)...Ex(X) gibi, n invariant-carpana sahiptir. Simdi

(A-Ml) min invariant-carpanlarini, Frobenius-kanonik formundaki Frobenius matrislerinin
determinantian ile iliskilendirecegiz. B yi A nin Frobenius-kanonik formu oldugunu kabul

edelim. Bu durumda
H-IAH=B ( 299)

H'(A-A)H = B-Al (2.100)



26

gibi bir H matris vardir. H" ve H matrisleri rekil-olmayan ve 3 dan bagimsiz olduklarindan,
(B-AD), (A-AI) -ya denktir.

Simdi (B-Al) min invariant faktdrlerini géz dniine alalim. Bunlarin genel formu, basit bir 6rmek

ile daha etkili olarak gosterilir. (B-AI) mn

psA P2 P1 Po
1 A 0 0
0 1 A 0
0 0 1 -A B;-AI
QA Q9o = By-M (2.101)
1 A 0 B;-Al
0 1 A
rl-l Ty
1 -A

formda oldugunu kabul edelim. §14 den, det(B;-Al), det(B»-Al), det(Bs-Al) dizisinde bu

polinomliarin her biri ardisiklan tarafindan béliiniir. Sifir olmayan mindrlerin incelenmesiyle i

satirli mindrlerinin OBEB’1 olan Gi(A)

Go(d) =1 (tamimdan),
GI(A) =GR =...=Ge(A) =1
G7(A) =det(B;-Al) (2.102)
Gs(A) = det(B;-Al)det(B,-Al)
Gy(X) = det(B;-ADdet(B,-ADdet(B;-Al)
gibi verilir. Boylece invariant-garpanlar
EiM)=EM)=...=EM)=1
E7()\.) = det(B;-M)
Eg(L) = det(B,-Al); (2.103)

Eo(A) = det(B,-Al).

olur.
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1’e esit olmayan (A-AI) mn invariant-garpanlan, Frobenius-kanonik formdaki alt-matrislerin
karakteristik polinomlanna esit oldugundan dolay:, yukanda elde ettigimiz sonug, genel bir
sonugtur. Benzerlikle A denkliginin arasindaki temel iligki agagidaki gibidir.

A nin B ye benzer olmasi igin gerek ve yeter kosul (A-AI) ve (B-AI) nin denk olmasidir. Bu
nedenle (A-AI) -nin invariant-carpanlan bazen A mwun benzerlik-invariantlart olarak

adlandirlir.

Yine §14 ten, eger Ay, Ay, ..., As A min aynk dzdegerleri olmak iizere

Ei)=(a0) (h) 2. )™, (2.104)

yazarsak sag taraftaki ¢carpanlar A nin temel-bélenleri olur. (Seymor, 1978)

2.19 Ucgen Kanonik Form

Bir matrisin Jordan-kanonik formuna indirgenmesi ile bu matrisin 6zdegerler ve dzvektorler
hakkindaki tiim bilgi elde edilebilir. Bu form éi¢gen-kanonik formunun 6zel bir durumudur.
Bu son hal teorik yonden ve pratik hesaplamalar agisindan ¢ok daha basittir. Bunun 6nemi

asagidaki teoremin sonucudur.

Her bir matris bir figgen-matrise benzerdir. Yani késegeni altindaki her bir eleman sifir olan
bir matrise. Bu tiir bir matrise alt-ficgen matris adi verilir. Jordan formu gibi alternatif bir

doniisiimde kdsegenin altindaki tiim elemanlan sifir yapar (iistiiggen-matris).

Elde edilen bu matrisin kdsegen elemanlarinin uygun ¢arpanlan matrisin 6zdegerleridir. Eger
bu elemanlar p; ise, liggen-matrisin karakteristik-polinomu  (w-A) olur ve karakteristik-
polinomun benzerlik-doniigiimii altinda invariant oldugu daha énce gosterilmisti.

2.20 Hermitian ve Simetrik Matrisler

Reel ve simetrik matrisler, pratik hesaplamalarda ve §31 de de gorecegimiz gibi, 6zel bir
6nemi vardir. Bunu simetrik ve kompleks elemanlara sahip tiim matrisler igin genisletebiliriz.
Ancak bu genigletme kii¢iik bir anlam tagir. Ciinkii bu genisletilmis matrisler, reel simetrik
matrislerin ¢ok 6nemli 6zelliklerinin goguna sahip degildirler. En kullamgh genisletme,
(P+1Q) formlu simflara olan genisletmedir. Burada P reel ve simetrik, Q ise reel ve ters-

simetrik tic. Ters-simetrik (Skew-simetrik) bir matrisin tanimu agaZidaki gibidir:
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Q=-Q (2.105)

Bu simftan olan matrisler Hermitian-matris olarak adlandinlirlar. Eger A bir Hermitian-

matris ise tammdan

AT=A ' (2.106)
elde ederiz. Burada A, A -min kompleks eslenik elemanlanim tanimlamaktadir. AT matrisi
siklikla A" ile ifade edilir ve Hermitian transpose matris olarak adlandinhir. Benzer olarak x"
-de, x kolon vektériiniin kompleks eslenik elemanlarindan olusan satir vektorii ifade eder. Bu
notasyon uygundur ve bir avantaja sahiptir — 6yle ki - Hermitian matrisler i¢in ispat edilen
sonuglar, reel ve simetrik matrisler igin A", AT ile ve x", x" ile degistirilerek uygun sonuglara

cevrilebilir. Eger a bir skaler ise a", a nin kompleks eslenik olarak tammlanabilir.

AHt =A

H =x

(ABC)! = CHBMAH (2.107)
Eger A Hermitian ise

K A (2.108)
olur.
ny, y ve x in ig-garpimdir ve

yix = (y"x)" = xy. (2.109)

[
¢-carpim X"'x, tim x -ler igin sifir-vektorii hari¢ reel ve pozitif bir sayidir. Ciinkii x in

elemanlarinin modiiliiniin karelerinin toplamidir. (Wilkinson J.H, 1965)

2.21 Hermitian Matrislerin Temel Ozellikleri

Bir Hermitian matris in 6zdeZerlerinin hepsi reel dir. Eger,

Ax=hx ' (2.110)

ise bu durumda
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xPAx = axtx. (2.111)

olur.

Simdi sifir-olmayan bir x igin x"'x in reel ve pozitif oldugunu hatirlayalm. Ayrica, xAx reel
bir skaler oldugundan

(x"Ax)" = x"AHKH = xHAx (2.112)

yazilabilir. Béylece A reeldir. Reel simetrik matrisler i¢in reel 6zdegerler, reel 6zvektorler

manasina gelir. Fakat bir kompleks Hermitian matrisin 6zvektorleri genelde komplekstir.
Eger Ax=Ax ise bir Hermitian matris i¢in

Alx =2x (2.113)
yazilabilir ve her iki tarafinda kompleks eslenigini alirsak:

ATZ=1% (2.114)

elde edilir.

Bir Hermitian matrisin transpozesinin 6zdegerleri kendi 6zdegerlerinin kompleks eslenigidir.

§3 iin notasyonundan

Yi=X (2.115)

yi'x; sayist Hermitian matrisler igin x;"'x; ye doniisiic. Eger bir Hermitian matris aynk
Ozdegerlere sahip ise 6zvektorleri
xi'%; = 0 (i%)). (2.116)

saglar.

Eger x; agagidaki gibi normalize edilirse:

Xl = 1 2.117)
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(2.116) ve (2.117) denklemleri, zvektorler tarafindan yapilandirilan X matrisinin

XiX =1 (2.118)
XH=X-1

sagladigim gosterir. (Wilkinson J.H., 1965)

Denklem (2.118) u saglayan bir matris uniter-matris (unitary-matrix) olarak adlandinlir. Reel

bir uniter-matris ortogonal-matris olarak adlandirilir.

Hermitian ve reel simetrik matrisler i¢in agagidaki ifadeleri ispatlandi.
Eger A Hermitian ise asagidaki gibi U uniter-matrisi mevcuttur.

(i)  U"AU=diag(\) (reel &)

Eger A reel ve simetrik ise, agagidaki gibi bir ortogonal-matris vardir:
(i)  UTAU = diag(}) (reel &)

(ii1) Hermitian matris eksik (defective) olamaz.

(i)ve (i) Hermitian matrislerin en 6nemli 6zellikleridir.

Buradan Hermitian bir matrisin temel-bdlenlerin tiimiiniin lineer oldugu sonucuna ulagilir.

Eger bir Hermitian matris katli 6zdegerlere sahip ise bu matris derogatory dir.

2.22 Kompleks Simetrik Matrisler

Reel simetrik matrislerin Snemli &zelliklerinden higbirinin kompleks simetrik matrislerde de

gecerli olmadiZ

2i 1 ’ (2.119)
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gibi tanimlanan A matrisi g6z 6niinde bulundurarak goriiliir.

Karakteristik-denklem 32 - 2i\ - 1 dir. Oyle ki A=i 2 kath ozdeedir. Karsihk gelen

Ozvektorlerin x;, X, bilesenleri

in +X3= 0 X — in =0 (2120)

saglar. Oyle ki sadece bir 6zvektSr vardir ve (1,-i) bilesenlerine sahiptir.

Burada A=i ile iliskili bir kuadratik bolenin var oldugunu g@sterclim. Gergekte Jordan-

kanonik form asagidaki gibidir:

1 1

- 2.121)
ve

2 1)j1 o] _|1 ofi 1

1 o< 1 4 1lo i (2.122)

sahip oluruz.

2.23  Uniter Doniiitmler ile U¢gen Forma Déniisiimler

Bir Hermitian matris uniter benzerlik-doniisiimil ile kGgegen-matrise indirgenebilir. Herhangi
bir matris uniter benzerlik-doniigiimii ile iicgen-forma indirgenebilir. Uggen-form derhal
ozdegerleri verdiginden ve dzvektorler ayni basitlik ile bulunabildiginden, bu sonug pratik bir

oneme sahiptir. Ciinkii uniter-doniigiim istenilen niimerik 6zelliklere sahiptir.

2.24 Kuadratik Formlar

Reel simetrik A matnist ile

n
T
X AX = X a,XiXj,
ijl

(2.123)

gibi tanimlanan n tane x. X, ..., X, degiskenlerinin x"Ax kuadratik formu arasinda iligki

kurulabilir.
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Burada x, x; bilesenlerinden olugan bir vektordiir. Her bir kuadratik forma karsilik

XAy =§_a;g-xiyj =y Ax (2.124)

gibi tanimlanan bilineer-form x"Ay yi tammlayabiliriz. Bazi tip kuadratik formlar 6zellikle

Snemlidir.

A matrisi ile bir kuadratik form asagidaki gibi tanimlara sahiptir:

pozitif-tanimh >0
negatif tanimh xTAx <0 x 0 (2.125)
negatif-olmayan taniml 20
pozitif-olmayan tanimi 0

Bir pozitif-tanimh kuadratik forma sahip bir matris, pozitif-tammli matris (pozitive-definite

matrix) olarak adlandinilir. (Gould S.H, 1974)

x"Ax in pozitif-tammli olmasi igin, gerek ve yeter sart, A mn tiim Szdegerlerinin pozitif

olmasidir.

RTAR = diag(®) (2.126)

seklinde R ortogonal matrisi var oldugundan

x=Rz; z=R% (2.127)

Taw —,TpT =¥y 2

X' Ax =z R'ARz ‘;?”‘Z‘ (2.128)
yazilabilir.

¥ Miz -nin pozitif olmast igin yeter ve gerek sart tiim sifir-olmavan z igin tiim ); -lerin pozitif
olmasidir. (2.127) den sifir-olmayan z ye karsihk gelen sifir-olmayan x -leri gorebiliriz.
Boylece sonug¢ elde edilir. Bir matrisin determinanti. onun 6zvektdrlerinin garpimi

oldugundan, pozitif-tammlt matrisin determinanti pozitif olmalidir.

(2.128) ve (2.129) denklemlerinden, ortogonal R matrsinin — ve dolayisiyla A nin

ozvektorlerinin- bulunmas: probleminin
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Eaijxixj =1 (2.129)

kuadratik ifadenin temel eksenlerinin belirlenmesi ile aym oldugu ve A; -nin temel eksenlerin
kare kokiiniin tersi oldugu sonucuna varinz. Bir kath 6zdeger asal eksenlerinin belirsizligine

sebep olur. Tipik bir mek 3 boyutlu uzayda bir elipsoidin iki esit asal eksene sahip olmasidur.

2.25 Pozitif Tanimhlik igin Gerek ve Yeter Sartlar

x'Ax ile xTAx ifadesinde Xm1, X2, ..., Xp -ler sifir alinarak elde edilen kismi gosterecegiz.
x"Arx boylece r adet Xy, X2, X3, ..., Xr degiskenin bir kuadratik formdur. Bu formun A, matrisi,
A mn 1. Mertebeden 6n temel altmatrisidir. Eger x"Ax pozitif-tamml ise, X' Ax de pozitif-

tammbidir. Eger sifir olmayan Xy, X,, ..., X, degerleri i¢in x"Ax pozitif degilse

X' = (X1,X25-5Xr, O,..., 0) (2.130)

de pozitif degildir. Boylece dn asli-mindrlerin (leading prensible mindr) tiimii pozitif olan bir

matris pozitif olur.

Benzer bir metot ile pozitif-tanimli bir matrisin herhangi 6n temel altmatrisinin pozitif-tanimlii
ve boylece pozitif bir determinanta sahip oldugu gosterilir. Bununla birlikte, n pozitif asli-
minérlerin varhg da pozitif-tammhlik igin yeterli bir kosuldur. Ispat tiimevanm ile

yapilacaktir.

(n-1) mertebeden bir matris i¢in bunun dogru oldugunu kabul edelim. Bu durumda n.
mertebeden bir matris i¢in de dogru oldugu ispatlanacak. $imdi aksi olarak, A, n asli-
mindrlent pozitif olan n. mertebeden bir matris olsun ve A pozitif-tanumli olmasin. Eger R,

RTAR=diag(\;) igin ortogonal bir matris ise x=Rz yazarak
x"Ax =z'R'"ARz =X Aiz;? (2.131)

elde edilir. Hipotezden A pozitif-taniml: degil ve béylece (X)) =det(A)>0 oldugundan,
negatif A; kadar r ¢ift sayisiolmalidir. itk r ve r ye kadar olanlann negatif oldugunu kabul

ederek

2o\ = Ze2 = . =2y =Xa =0 (2.132)
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denklem kiimesini géz 6niinde bulunduralim. z;, x; -nin lineer fonksiyonlani oldugundan, n
bilinmeyenli x,, X, ..., Xy de (n-r+1) lineer homojen denkleme sahip oluruz. Bdylece en az
bir tane sifir-olmayan x ¢éziimil vardir ki bunu (xy, X2, ..., Xn1, 0) seklinde ifade edebiliriz.
Karsilii olan z de sifir degildir ve bunu (zy, 2, ...., Z, 0, 0, ..., 0) seklinde ifade edebiliriz.

Bu x ve z igin
Taw %1025, 2
X Ax =X \z; —Zl?uiZi <0 (2.133)
1

yazilabilir. Bu, x,=0 oldugundan, x"A,.;x in (x1, X2, ..., Xn.1) vektori i¢in negatif oldugunu
gosterir. Bu hipotezimiz ile geliskidir. Sonug agik olarak, 1. mertebeden matris igin dogrudur

ve boylece herhangi mertebeden matris i¢in de gegerli olur.

Ayni sekilde bir kuadratik form ile bir reel simetrik matrisin iliskilendirilmesinde yaptifimiz
gibi, Hermitian bir matris A ile

xHAx = T agxix; (2.134)

Lj=1

(xHAx)M = xPARKH = xHA (2.135)

Hermitian formunu iliskilendirebiliriz. Boylece x"'Ax reeldir.

2.26  Bir Vektoriin Minimum Polinomu

Bir matrisin 6zvektorleri, x ve Ax arasinda lineer bir iligkinin var olmasindan dolay:
karakterize edilebilirler. Keyfi bir b vektdrii igin higbir iliski mevcut degildir. Fakat eger,
b, Ab, A;b, ..., Ab, dizisi yapilandinldiginda, bu vektorleri bagimh yapacak bir minimum m

degeri vardir ve m<n dir. Bu iligki

(A™ + Ct A™ '+, Db =0 (2.136)
(A" + de A" +dgDb =0 (r<m) (2.137)
gibi yazilabilir. (2.137) in sol tarafina karsilik gelen c¢(A) monic-polynomu, A —-ya gore b —nin

minimum-polinom olarak adlandinhr. Eger s(A), s(A)b=0 icin A -daki diger herhangi bir

polinom ise, bu durumda c(A), s(A) -y1 bolmelidir. Aksi takdirde, Euclidian algoritmasindan
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P(A)s(A)-q(A)c(A) =1r(A) (2.138)

gibi p(A), q(A), r(A) polinomlann meveuttur. Burada r(A), c(A) dan daha diisiik derecedendir.
Fakat (2.138) den r(A)b=0 olur ve bu c(A) min, en diisik dereceden polinom olmasi

hipotezine ters diiger.

Minimum polinom ek dir. Eger bir m. dereceden ikinci monic-polinom igin d(A)b=0 ise, bu
durumda [c(A)-d(A)]b=0 ve c(A)-d(A) nin derecesi m den kiigiiktiir. c(A) min derecesi A -ya
bagli b -nin derecesi olarak adlandinlir. (Wilkinson J.H, 1965)

2.27 Bir Matrisin Minimum Polinomu
Benzer bir yol olarak, I, A, A% ..., A" matris dizisini g6z online alalim. Lineer-bagiml: olan

bu matris kiimesi igin, r -nin en kiigiik bir s degeri vardir. Bu iligski asagidaki sekilde

yazilabilir:
A’ + me AT +mel =0 (2.139)
/. l;ln go ’ (2.140)
Ale g;“rpo SIPO l (2.141)
i 0
A2 A — ool = ’ pi*+po PP _l pi’ PiPo _I po 0 l (2.142)
“PIA=PIT | p Po pi Po 0 Po .
o 0
“lo 0

(2.143) den dolay1 daha diisiik mertebelerin iligkisi yoktur.
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C
el

(2.143)
ve herhangi bir ¢ igin bu sifir-matris degildir.

(2.139) denkleminin sol tarafina kargiik gelen m(A) polinomuna A matrisinin minimal-
polinomu adi verilir. §28' te oldugu gibi, bunun tek oldugu ve p(A)=0 igin diger p(L)

polinomlartm bsldiigi gosterebilir.

m(A)b=0 oldugundan, A -ya gore b vektdriiniin minimum polinomu c¢(A), m(A) -y1 béler.
ci(A), c2(d), ..., co(r) A —ya gbre herhangi ey, €, ..., €, -nin minimum polinomlari, g(A) de

ci(\) min OKEK i olsun. Bu durumda

g(A)ei= 0 (i=1,..,n) (2.144)

elde edilir. Béylece g(A)=0 olur. Bu herhangi bir vektor igin g(A)b=0 oldugunu gosterir. g(A),

tiim vektorierin minimum polinomlarimin OKEK idir.

g(A)=m(A) oldugundan ve tamimdan m(A)=0 dir. BSylece m(A)ei=0 olur ve €; -nin minimum
polinomlarimin OKEK’i. m(A) -ya béliiniir ve g(X), m(X) -y1 boler. Fakat tamimdan, m(),

m(A)=0 nin en diigiik dereceden polinomudur.

Bu teorem b, Ab, A%, ... kolon vektdrleri sisteminden gelistirilecektir. Benzer bir yol ile, b,
b'A, b'A%.... satir vektor sistemini goz oniinde bulundurarak da, A —ya gore b’ -nin
minimum polinomunu belirlenebilir. Burada A —ya gore b" -nin minimum polinomu, A" —ya

gore b polinomununki ile aynidir.
Egere;’, €2, ....en" -nin minimum polinomlarinin OKEK i h(A) ile ifade edilirse, bu durumda

h(A) nin sifir-matris oldugunu ve bdylece h(A) nin m(}) ile esit oldugu goriiliir. Ister satir ister

kolon vektorleri goz 6niinde bulundurulsun, A nin aynt minimum polinomuna ulagihir.

2.28 Cayley-Hamilton Teoremi
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A nmn her bir kuvvetinde n’ eleman oldugundan, A min minimum polinomunun n* den daha
biiylik dereceden olamayacafr agiktir. Eger, A min karakteristik-polinomu asafidaki gibi

verilirse

A+ e A+ +ge=0 (2.145)

(2.146) denklemi elde edilir:

A"+ e AT+ L+ gl =0 (2.146)

Bunun manast bir matrisin minimum polinomunun n den daha bilylik mertebeden

olamayacagdir.

Bunu ispat etmek i¢in, bir A matrisinin B adjointini tanitacagiz. Bu (i,j) elemani i¢in a;; -nin

kofaktoriine sahip olan matris demektir. Boylece

AB=det(A)! (2.147)

elde edilir.

Bu son durum her matris igin dogrudur. Ayn1 zamanda 6zel olarak (AI-A) matrisi igin de
dogrudur. (AI-A) -mn B(A) adjointi, bir A matrisidir. Buradaki her bir eleman, derecesi (n-1)
veya A -nin kinden daha kiigiik dereceden bir polinomdur. Ciinkii (AI-A) nmin (n-1) mertebeden
bir minériidiirler. Boylece

-1 n-2 (2.148)
B(k) = Bn.lkn + Bn-zk + ..+ Bo

yazilabilir. Burada B; -ler sabit elemanli (nxn) mertebeden matrislerdir. (2.147) sonucunu (Al-

A) -ya uygulayarak, asagidaki denkleme ulagthr:

(M-A)(Bo. A" +...+ By) = det(M-A)I (2.149)
= (A" +ea A"+ o)l
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Bu sonug A —ya gére 6zdesliktir ve A -nin aym dereceden kuvvetlerini esitleyerek

By =1
Bh.2 - AByy =Cnal
B3 - ABy=cpal (2.150)

..............................

elde edilir. Bu denklemlerin A", A™', ..., I ile garpimlan asagidaki ifadeyi verir:

0= A"+ A" + .+ col (2.151)

Her kare matris boylece kendisinin karakteristik denklemini saglar. Bu sonu¢ Cayley-
Hamilton teoremi olarak bilinir. Minimum polinomlar karakteristik denklemi bdldiigi ve

béylece ilkinin n den daha biiyiik olmayan dereceden oldugu sonucuna ulagilir.

2.29 Minimum Polinom ve Kanonik Form Arasindaki iliski
§28 deki goriis bazen Frobenius-kanonik formun iretilmesi iginde kullanihr. Bu matrisin
minimum polinom ile onun Frobenius ve Jordan-kanonik formlan arasindaki iliskiyi anlamak

i¢in 6nemli bir noktadir.

[1k olarak biitlin benzer matrisler aym minimum polinoma sahip olduguna dikkat edelim. Eger

H'AH=B ise
H'A’™M =H'AHH'AH = B? (2.152)

ve benzer olarak

H'AH=B" (2.153)
H'f{(A)H = f(B)

verir. Burada f{A), A min herhangi bir polinomudur. Eger f{A)=0 ise, f{B)=0 olur. Terside
gecerlidir. Bylece A nin minimum polinomxu, B -nin minimum polinomunu béler. Terside

gegerlidir. Bu durumda bu polinomlar dzdestirler.
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Simdi denklem (2.135) ile verilen r. mertebeden B, Frobenius matrisini gz 6niine alalim.

Asagidaki ifadeler elde edilir:

e Br =& (s=1,2,..,1-1) (2.154)
elTBr = (br-l, br-2,°"ab0)
&' B =ex (k=0,1,..,1-1) (2.155)
verir.
k<r-1 i¢in
& (B + ... + 0oD) = (0,...,0, G, O lyeensCl0) (2.156)

yazilir. a; -ler sifir olmadig1 miiddetge vektériin sag tarafi sifir olamaz. Boylece B, -ye gore

e'r -nin minimum polinomlar: r den daha diisiik dereceden olamaz.

& (B/) = & (b B! + beyB 2+ ... + byl) (2.157)

yazilir. Bu durumda e'r -nin minimum polinomlan B; -nin karakteristik-polinomu ve B, -nin

minimum polinomu onun karakteristik-polinomudur. §29 r = 2 igin iy1 bir Srnektir.

Genel bir Frobenius-kanonik form B

Bl‘]
Bra

B= . (2.158)

Brs-l

gibi yazilabilir. Burada her bir B, -nin karakteristik-polinomu onun ardigiklan tarafindan

boliiniir.

B deki herhangi f{B) polinomu i¢in agagidaki ifade elde edilir:
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f(Bry)
f(Bry)

fB) ~ (2.159)

f(Br;)

Eger f(B) sifir-matris ise, f(Br;) -nin her biri sifir-matris olur. Bu durumda yalmz ve yalmz
f(A) Br; nin karakteristik polinomu olan fi(A) -nin bir ¢arpimu ise, f(B;) sifir-matristir. Ve her
bir fi(A), fi(A) -y1 boldiigiinden, fi(A), B -nin minimum polinomudur. (Wilkinson J.H, 1965)

Ispat, eger yalmz ve yalmz bir matrisin Frobenius-kanonik formunda sadece bir tane
Frobenius matris var ise, yani derogatory olmayan matris ise, matrisin polinomunun, onun

karakteristik polinomuna esit oldugunu gdsterir. Buda eger 6zdegerler ayrik ise de gegerlidir.

Simdi Jordan-kanonik formuna dénerek

a 0 0
Ci(a)=]1 a 0 (2.160)
0 1 a

Jordan matrisini ele alalim. Kisa bir gdsterim olmast i¢in matrisimizi C ile ifade edelim.

a® 0 0 a’ 0 0
2 =|22 a 0 Ci= 3 & 0 (2.161)
1 2a a 32 3a° &

(Burada alt-Jordan-kanonik formu olarak kabul edecegiz). C* -nin, C ve I mn bir lineer
kombinasyonu olmadig1 bir gergektir. Béylece Cj(a) nin minimum polinomunun derecesi 2
den biiyiiktiir. Buradan minimum polinom, (a-Al)® karakteristik-polinomudur. Eger C Jordan-

kanonik formuna sahip ise C, Jordan-altmatrislerinin direk-toplamdir.

Bu form igerisindeki altmatrisleri, Cij(A;) ile Ai -nin belirli degerlerine karsilik gelen herhangi
bir altmatris olarak ifade edecegiz. Frobenius formda oldugu gibi, C -nin bir polinomu f{C) -
nin, f{C;(\)] matrislerinin direk-toplamn oldugu goriiliir. Bdylece, eger yalmz ve yalmz
fICij(A)] stfir-maeris ise f(C) sifirdir. Eger A; -ye bagh en yitksek dereceden Jordun matrisi

Cit(A) ile ifade edilirse, bu durumda, C -nin minimum polinomu  (A-A,)'" olmalidir. §14 teki
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Frobenius form ile Jordan form arasindaki iliski, Jordan ve benzer Frobenius-kanonik

formlann hepsinin ayn1 minimum polinomlara sahip olduklarini onaylar.

2.30 Genellestirilmis Vektdrler

Lineer temel bélenlere sahip bir A matrisi igin tiim n-boyutlu uzay geren n 6zvektor vardir.
Eger A, lineer-olmayan temel-bolenlere sahip ise, bu dogru degildir. Clinkii, n den daha az
bagimsiz 6zvekt6r vardir. N boyutlu uzayr geren vektérler kiimesini olusturmak uygundur.
Bunlann segimi Oyle olmalidir ki lineer bdlen halinde yukanidakini versin. Simdi

Ozvektorlerin X matrisinin kolonlar gibi alinabilecegi durumu inceleyelim.

X'AX = diag(\) (2.162)

Matrisin lineer-olmayan bolenlere sahip olmadifi zaman bir genisletme, A nin Jordan-

kanonik forma indirgeyen X matrisinin n kolonunu baz-vektorler olarak almaktir.

Bu vektorler 6nemli bir iliski saglar. 8. mertebeden basit bir 6rnek ile durum daha iyi

anlagtlacaktir, A matrisini

Cs()

_ C(\)
AX = Ci0) (2.163)
Ci(As)

olarak kabul edelim. Bu durumda eger x,, X3, ...., Xg X in kolonlan ise

AXi=MX1+ X, AX3=AXg+Xs, AXg=2AXet+X:. Axg=hiXg
AXa=MXa+ X3, AXs5=AXs, AX7 =Xy (2.164)
AX} = )»13\’3

bunlan esitleyerek

(A-x.l)fxl =0, (A-MI)’xs=0, (A-AaD)’x6=0, (A-A:l)xg=0
(AMDx:=0, (A-ADxs=0, (A-ADxs=0 (2.165)
(A-)\.ll) X3 = 0

elde ederiz. Bdylece her bir vektor
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(A-MD'xc =0 (2.166)

esitligini saglar. (2.166) denklemini saglayan (A-MI) —min daha diigiik derecelerinde
saglamayan bir vektér, 4; ye karsilik gelen j. dereceden genellestirilmis vektér (principal
vector of grade j corresponding to 1;) olarak adlandinlir. (A-A,)°, A —ya gére xy -nin minimum
polinomudur. Herhangi bir 6zvektor, 1. dereceden genellestirilmis-vektordiir ve X matrisinin
kolonlari, A nin tiim genellestirilmig-vektorlerine karsihik gelir. X in kolonlann bagimsiz
oldugundan, n-boyutlu uzayr geren genellestirilmig-vektSrler kiimesi mevcuttur. Genelde
temel-vektérler tek degildir. Jordan-kanonik formundaki bir matris igin, €, €, ..., €

vektorleri genellestirilmis-vektorler kilmesini yapilandinr.

2.31 Temel Benzerlik Doniisiimleri

Genel formdaki bir matrisin kanonik formlardan birine veya herhangi bir yogunlagtirilmig
forma, genellikle, basit benzerlik-doniisiim zincirleri ile ulasilmaktadir. §17 de bazt temel-
doniigiimler incelenmisti. Fakat bunlan bir sekilde genellestirmek ve kitabin kalan kisimlarina

bagli kalarak her bir tipi standart bir notasyon olarak tanitmak daha uygun olacaktir.

Bundan sonra bahsedilen matrislerden bazilan temel-doniisiim ve temel-matrisler {izerine

kurulu doniisiimler geklinde ifade edilecektir.

(i) Ij matrisleri, i. satir ve j. kolonlan harig birim matrise esittir. i,j kolonlan

i. kolon j. kolon

0 1 i.satir (2.167)

I 0 j- satir
gibidir. I;=I , I;; ;= I ve I;j kendisinin tersidir ve aym zamanda ortogonaldir. I; ile soldan
¢arpim i ile j satirlaninin ve sagdan ¢arpim, i ile j kolonlarinin yer degisimine sebep olur. I
matrisi ile’ bir benzerlik-doniigiimii bbylece i ve j satirlan ile, i ve j kolonlanmn yer

degisimine sebep olur.
(ii) Pay,0;...,0, matrisleri

Pisi=1!. p;j=0 (2.168)
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gibi tanimlamir, Burada (a;, a3, ..., @) (1,2,...,n) -nin permitasyonlartdir. Bu matrislere
permitasyon-matrisleri olarak adlandinlirlar. Bir permitasyon-matrisindeki her bir kolon ve
satirda bir tane birim-eleman vardir. Bir permitasyon matrisin transpozesi de bir permitasyon

matrisidir.
(Pa1s a2, ...,an)-I =(Pu1,a2, ...,un)T (2.169)

Her bir permitasyon matris, I; tipinde bir matrisin ¢arpimi gibi ifade edilebilir. P ile soldan
¢arpim, baglangig satir o; -nin i. satira ve P" ile sagdan ¢arpim baglangi¢ kolon ¢; -nin i.
kolonuna aktanimasina sebep olur.
(iii) R; matrisleri

(<Tits =iz, «ov ~Ti,icly 1y =Ti, 515 vovy ~Tin) (2.170)
satirt hari¢ birim matrise esittir.
A nin R; ile soldan ¢arpimy, i. satirdan diger satirlanin garpiminin ¢ikarilmasina sebep olur.
Diger taraftan sagdan ¢arpim, i. kolonun ¢arpiminin diger kolonlardan g¢ikartiimasina sebep
olur. Karsilik gelen R;, her bir —r; elemanlarimin, +r;; elemanlan ile degistirilmis aym yapida
bir matristir. A nin R"'AR benzerlik déniisiimii, A mn i. kolonunun uygun arpimlarinmn farki
ve 1. satinn diBer tiim satirlara eklenmesi ile elde edilir.

Ik adimda i. kolon hari¢ hepsi degisirken, ikinci adimda sadece i. satir degismektedir.

(iv) S; matrisleri, R; -nin transpozesi ile elde edilir. S; -nin i. kolonu bir satir vektérii olarak

(-Shis =82ise-rs =Sicl,is Ly =Sit1y iy +vey ~Sni ') (2.171)
gibi yazilir.

(v) M; matrisleri, i. satin

( 0’ 0, vory Oa I) -ml. i+ly ceey 'miﬂ) (2'172)
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seklinde olan difer yerleri birim matris gibi olan matrislerdir. M; ayrca, 1y, ..., Tij

elemanlarinin hepsi sifir olan bir R; matrisidir.

(vi) N; matrisi, M; ~nin transpozesiyle elde edilir. i. kolon bir satir vektorii

0,0, ..., 0, 1, -Dj+1j, -.p -Npi) (2.173)

gibi yazilir. N; ilk elemanlan sifir olan bir S; dir.

(vii) M; matrisleri (i,j) elemam -m; , geri kalan elemanlar ise birim matrise egittir. Mj

boylece dnceki matrislerin 6zel bir formudur.

2.32 Elementer Matrislerin Ozellikleri

Asagida temel matrislerin 6nemli 6zellikleri yazilmugtir:

(1) Mp-1Mp2...M, garpam uniter kdgegeninde 1 elemana sahip iistiiggen-matrisleridir. j>1 igin

(1,)) pozisyonundaki eleman, -m;; -dir. myq elemanlarimin higbir ¢arpam bulunmaz.

(if) M1, My, ..., Mn ¢arptm uniter kdsegeninde 1 bulunan bir sistiicgen-matristir. Fakat my, -
nun carpimlan diger elemanlan etkilediginden, yapisi diger ¢arpimlardan ¢ok daha

komplekstir.

(iii) Benzer olarak, NiN;...Np.1 ve Ny.iNp.2...N| kdsegeninde 1 bulunan altiiggen-matrislerdir.
1>j igin (1,j) deki elemanlar —nj; dir. Geri kalanlan M;M,... M, ¢arpanlarindan daha kompleks
bir yapiya sahiptir.

2.33 Temel Benzerlik Doniigiimleri ile U¢cgen Kanonik Forma Indirgenme
Herhangi bir matris benzerlik-doniigiimleri ile iiggen-forma indirgenebilecegini gosterecegiz.

Bu matris bir grup elementer matrislerin ¢arpimudir. Ispat tiimevanm ile yapilr.

(n-1) mertebeden bir matris igin bunun dogru oldugunu kabul edelim. A n. mertebeden bir

matris ve A bir 6zdeZer olsun. Béylece en az bir tane A -ya karsilik gelen
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Ax = Ax (2.174)
gibi bir x 6zvektoril mevcuttur.

Simdi herhangi bir tekil-olmayan X matrisi icin XAX" in 6zdegeri Xx dir. Xx, e, olacak

sekilde X i nasil segilecegini inceleyelim.

X7 = (X1, Xz, s Xty 1, Xrely ovey Xn) (2.175)

Burada r. eleman x in sifir-olmayan ilk elemanidir ve bunu 1 yapmak i¢in keyfi ¢arpanlar

segilebilir.

L) = (1, Y2, Y3 oos V) =¥ (2.176)

Burada y; -ler x; -nin mertebesindedir. I; ; = I oldugundan, r = 1 durumunuda kapsanmaktadir.
Eger y yi, nj;=y; olan bir N, matrisi ile soldan garpilirsa, ilki hari¢ hepsi sifir olacaktir.

Boylece

N1y=N111,x=e1 (2.177)

olur ve N 1;,AL;,N; " matrisi A 6zdegerine ve karsilik gelen 6zvektor e, e sahip olur. Bu

A b'
I 0 B ] (2.178)

gibidir. Burada B (n-1) mertebeden bir kare matristir. Hipotezden

HBH'=T (2.179)
gibi temel matrislerin ¢arpimi olan bir H kare matris vardir. Burada T bir iiggen-formdur.

_|r o™ |_|a b'H! l (2.180)

O H 'lo HBH'' Ho T

1 O |[a b'
O H ||O B

10,

Béylece sonug, n=1 i¢in doZru oldugundan genel durum iginde gegerlidir.
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2.34 Temel Uniter Doniisiimler
Son bdliimde temel matrisleri, sifir-olmayan genel vektorii ke, -li ifadeye dondiirmek igin

kullandik. Aym etkiye sahip iki temel siuftan olusan temel uniter matrislerden ilkini

tamimlayalim.

Asagidaki gibi tamimlanan R matrisini g6z 6niine alalim:

i =e'®cosd r; =e'Psind
1; =e'?sind r; =e'’cosd (2.181)
=1 (p*ij) fq=0

Burada , o, y ve § reeldirler. Eger asagidaki kosul saglanisa RYR formuyla da

dogrulanacag; iizere-bu matris uniterdir.

o~y=B-O+n (mod2n) (2.182)
y=n-f, d=-u (2.183)
ri = €' * cosf. ry=¢'? sind

i = - P sind, rj=¢" “cosd (2.184)

Bu k:sitlamalar altindaki sinifi diizlemsel-donme (plane-rotation) olarak ifade edecegiz.

(2.184) den

i = riicv Lij =s I =-§ hi=c (2.185)

yazilabilir. Burada |c|* + |s|" = 1 dir.

RY, asagidaki ifadeyi saglayan o (J ve p O ne karsilik gelen bir diizlemsel-dénmedir.

ald=-a pO=B+n (2.186)

Bir diizlemsel-donmenin terside boylece bir diizlemsel-donmedir. a = B = 0 iken matris reel ve
ortogonaldir. Aym zamanda (i,j) diizleminde,  agts1 dogrultusundaki bir donme ile iligkisi

agiktir.
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Eger x herhangi bir vektor i ve j verilsin. Oyle bir diizlemsel-dénme segebiliriz ki (Rx); reel

olsun ve negatif olmasin ve (Rx); ise sifir olsun. A¢ik olarak tiim s#i,j i¢in (Rx)s=x; olur.

(Rx); = -sx; + cX; (2.187)
Egerr’ = |xil2 + Ilez yazilirsa, elde edilen r sifir degildir ve agagidaki ifade yazilabilir:
s=x;/r c=x;/r (2.188)

Burada r pozitif olarak segilebilir. Boylece (Rx); = 0 olur ve

Rx)i=cx;i+s5=[x[/r + 5’ /r=r>0 (2.189)

elde edilir. Eger r = 0 ise bu durumda c¢=1 ve s=0 alinabilir. Eger (Rx); reel istenmezse, bu
durumda (2.182) denklemindeki a parametreleri diigiiriilebilir. Eger x; reel ise (2.188) ¢ -nin

degerini reel olarak verir.

x vektort, (1,2), (1,3), .., (1,n) diizlemlerinde, (n-1) diizlemsel-dénmeleri ile soldan ¢arpimiyla
ke, -e doniistiiriilebilir. (1,i) diizlemindeki rotasyon, i. eleman: sifira indirgeyecek sekilde

secilir. k, reel ve negatif olmayacak sekilde segilebilir.

k=(xf + % + ...+ xof ) "= (x'x) * (2.190)

Eger, x ve y, (x"x)=(y"y) esitligini sagliyorsa, asagidaki gibi, rotation matrisinin bir § ¢arpan
mevceuttur.

Sx=y (2.191)

Bu, x ve y -nin, dizlemsel-dinme matrislerin bir c¢arpami tarafindan ke, e
doniigtiirebilmesinden ve bir diizlemsel-donme matrisinin tersinin de bir diizlemsel-donme

matrisi olmasindan gelir.

2.35 Temel Uniter Hermitian Matrisleri

Temel uniter matrislerin ikinci sinifi
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P=1-200" o'o=1 (2.192)

gibi tammlanan P matrisinden olugur.

PP = (I200")(1-200") (2.193)
=]-4po" + 403((0“(0)(0“ =1

oldugundan matrisler uniter ve Hermitian dir.

Bundan bdyle bu tiir matrisleri temel Hermitian matrisleri olarak ifade edecegiz. ® bir reel
vektor oldugunda, P ortogonal ve simetriktir.
Eger y ve x

y=Px =x - 20(0"x) (2.194)
sagliyor ise

'y =x"pipx = x'x (2.195)
xMly = x"Px (2.196)

elde edilir ve (39.5) in sag tarafi, P Hermitian oldugundan, reeldir. B&ylece bir x ve y
verildiginde, eger xHx———‘yHy ve xHy reel degil ise, y = Px olacak sekilde bir P bulunmayabilir.

Bu sartlar saglandiginda P —yi asagidaki gibi bulabiliriz.

Eger x=y ise, @"'x = 0 olacak yekilde uygun bir P verecek bir © vardir. Aksi takdirde (39.3)

den, herhangi bir uygun o, y-x ydniindedir.

o =¢""(y-x)/ [(y-x)"(y-x)] (2.197)

e carpaninin P ye bir etkisi yoktur. Uygun bir @ hemen gosterilebilir.,
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(I-200M)x =x - 2(yx ) yx ) | (2.198)
(yx)'(yx)
2(y-x )x = 2(y"'x - x" |
(yx)"x - }Eﬂy:i xﬁyx—)xﬂx—}ﬁy (2.199)
= -(y-x)"(y-x)

Kabulden x"y reel ve x"'x = y"'y dir.

(I-200M)x=x+(yx)=y (2.300)

Uygun bir P matrisinin soldan ¢arpimu ile, x -i ke; (k reel bir say1 olmak tizere) sekline
genelde gevrilemez. Eger x in bilesenleri re” ' ile ifade edilirse, x agagidaki gibi bir y -ye

cevrilebilir:

v, 18

y==(x"x)"¢ e (2.301)
Ciinkii 'xHy reel dir. Uygun bir P i¢in

® = (x-y) / [(x-y)" (x-y)]* (2.302)

yazilabilir. Eger r;=0 ise 0, keyfi olarak alinabilir. Ve eger 6,=0 olarak alinirsa, karsilik gelen

P matrisi, x 1, e, in reel bir ¢arpanina gevirir.

Genellikle P matrisinin, karsilik gelen © nin 0 dan n-1 e kadar r -nin bazi degerleri igin itk r
pozisyonundaki sifir bilesenlerine sahip olmasi ile ilgilenecegiz. Bir x vektoriiniin herhangi

bir P ile soldan ¢arpimu x -in ilk r bilesenini degistirmez.

Eger x reel ise, (2.301) ve (2.302) deki y ve © da reeldir ve béylece P de reel olur. ¢' P

formundaki uniter matrisler ile, keyfi bir vektor ke, formuna indirgenebilir. (k reeldir)

2.36 Temel Uniter Doniisiimler ile Uggen Forma indirgeme
Daha 6nce bahsedilen (§23,25) ortogonal uniter-déniigiimler ile kanonik forma indirgenmesi
"konusundaki iki sonucu ispat edelim. [lk olarak herhangi bir matrisin bir uniter doniigiim ile

tiggen forma indirgenebilecedini gosterelim. [spat tiimevanm ile yapilacaktir.
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(n-1) mertebeden bir matris igin bunun dogru oldugunu kabul edelim. A, n mertebeden bir

matris olsun ve A ile x, A min 6zdeger ve 6zvektsrleri olsun. Oyle ki
Ax=hx (2.203)
§38 ve §40 dan asagidaki gibi bir uniter matris P vardir:

Px =ke; (2.304)

P, temel Hermitian matrislerden bir tanesi veya (n-1) diizlemsel-dénme matrislerin ¢arpimi

olsun. (41.1) den

PAx = PAx PA(P"'P)x = APx (2.305)
(PAPMYke, =dke:  (PAPMe;=2%e: k%0

olur. PAPY matrisi asagidaki gibi A" formunda olur.

A b’
W (2.306)
A ‘ 0 A l

Burada A,.; (n-1) mertebesindedir. Simdi hipotezden

RAwR" =Ty, (2.307)

gibi bir R uniter matrisi vardir. Burada T, iiggen-matristir. Boylece

| b'R"
B 0 Tn‘l

(2.308)

1 0 Au)l 0]
0 R 0 R

ve (2.308) nin sag tarafindaki iiggen-matristir. Ciinkii
uniter oldugundan sonu¢ kurulmustur, EZer A ve onun 6zdegerleri reel ise bu durumda,

Ozvektorlerinde reel olacagi ve sonug olarak P matrisinin de ortogonal olacag goriiliir. Burada

donigiimiin timiinde ortogonal matrisler kullamlmaktadir. Eger A bir Hermitian ise, bu
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durumda ziggen-matris kdsegendir. Goritlecegi gibi uniter bir R matrisi vardir ve T iiggen-

matristir.
RARHE=T (2.309)

Soldaki matris Hermitian matristir ve bdylece T de bir Hermitian ve kdgegendir.

2.37 Normal Matrisler
Herhangi bir Hermitian matris igin agagidaki gibi bir uniter matrisin mevcut oldugu ispat

edildi.
RAR"=D (2.310)

Burada D kdsegen ve reeldir. Bu simifi D -nin kompleks oldugu duruma genisletelim. Diger

bir deyisle, D kdsegen ve R uniter iken R"DR ile ifade edilen A matrisi g5z oniine alalim.

Eger
A=R"DR (2.311)
ise
AA" = R'DRR"DHR = RYDD"R (2.312)
Ata =R"DYRRMDR =RYD"D)R (2.313)

Boylece DD" = D'D oldugundan, AA" =AYA olur. Karsit olarak eger

AA"=AMA (2.314)

kullanilirsa, A (2.311) de oldugu gibi bir garpanlara aynlabilir. Herhangi bir A matrisi R*TR

formunda ifade edilebilir ki burada R uniter ve T iistiiggen-matristir. Béylece

RMTRRYTHR = RATHRRPTR (2.315)
RUTTYR = R'T''TR

elde edilir. Ayrica R -nin soldan garprmi ve R" min sagdan carpimy ile

T =TT (2.316)
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elde edilir. Kdsegen elemanlar esitleyerek, T -nin tiim kosegen disindaki elemanlar sifir
bulunur. Bylece T kosegendir. R*DR formuna getirilen matris stmfi, AA"=A"A icin aymdir.
Boyle matrisler normal-matrisler olarak adlandinilir. (2.314) denkleminden, normal matrisler

asagidaki 6zelliklere sahiptir:

AH=A (Hermitian matrisler)
AH=-A (Ters-Hermitian matrisler)
AH=A" (Uniter matrisler)

2.38 Degismeli Matrisler
Normal matrislerin A ve A" matrisleri yer degistiren 6zellige sahiptirler. Asagidaki iliskiden

A —R¥DR (2.317)
AR"=R"D (2.318)
APRM = RrFDH (2.319)

A ve A" matrisleri bdylece ortak bir dzvektorler sistemine sahiptir. Yani, RY -n kolonlanyla

yapilandinimiglardir.

Eger herhangi A ve B matrisleri ortak bir 6zvektdrler sistemine sahip ise bu durumda AB=BA

oldugunu gosterecegiz. Eger Ozvektorlerin bu sistemi H matrisinin  kolonlanm

yapilandirtyorsa
A=HDH' B =HD,H (2.320)
AB = HD,H'HD-H" = HD,D,H" (2.321)
BA = HD-H'HD,H" = HD,D\H (2.322)

elde edilir. Kdgegen-matrisler yerdegistirmeli matris oldugundan, AB=BA olur.

Karsit olarak, eger A ve B yerdegistirmeli matris ve lineer temel-bélenlere sahip ise, A ve B
ortak 6zvektorler sistemini paylagirlar. A min 6zvektorlerini hy, hs, ..., h, oldugu kabul edilirse

bunlar H matrisini yapilandinr. Bu durumda
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H'AH = diag(A) (2.323)

olur ki burada A; ayrik olabilir de olmayabilir de. Eger izole edilmis A1=A;=A3, Ag=hs ve Ag, A7
ve Ag igin sekizinci mertebeden bir matrisi géz dniine alinirsa, denklem (2.323)
ML
Aaly
H'AH = e (2.324)

A7
As

gibi yazilabilir. Burada Ah=Ah; oldugundan
BAh; = ABh; (2.325)

A(Bh;) = A(Bh) (2.326)

bulunur. Bu, eger h;, A; ye karsilik gelen A nin bir 6zvektorii ise, Bh; -nin, A; -ye karsilik gelen

ozvektorlerin alt uzayina iginde oldugunu gosterir. Béylece

Bh; =pi1h; + paihy + paths

Bh; = pi2h; + pazhy + pazhs Bh, = pehs
Bh; = pi3hy + pashy + pashs Bhy = pshy (2.327)
Bhs = qiihs + qaihs Bhg = pghg

Bhs = q2hy + q22hs
Bu denklemler agagidaki formda tek bir matris formunda yazilabilirler.

P

H'BH= He (2.328)

wr
Hg

Simdi B lineer temel-bélenlere sahip oldugundan, (2.328) denkleminin sagindaki matris ve P

ile Q iginde doZru olmalidir. Ikinci ve iigiincii dereceden K ve L matrisleri boylece

il | (2.329)
AK''PK = u2 ve L'QL= H

pu3 \ Ms

gibidir. Buradan
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G'H'BHG = diag(i))

elde edilir. Diger taraftan (2.328) den

G'H'AHG =diag())

(2.330)

(2.331)

(2.332)

bulunur. Boylece B ve A ortak 6zvektérler sistemini paylasirlar, yani HG -nin kolonlandirlar.

2.39 AB -nin Ozdegerleri

Her kare A ve B i¢in AB ve BA nin 6zdegerleri aynidir. Ispat asagidadir.

I 0 pl A ul A

B pu ||B ) S S p’l-BA
pl -A ul A | w'1-AB 0
0 I B ul  |T|B ul

n"det(X) = p"det(u’I -BA)

n'det(X) = p"det(u"I-AB)

elde edilir. (2.336) ve (2.337) denklemlerinde p* =\ yazarak

det(Al- BA) = det(Al-AB)

bulunur. Bu AB ve BA nin ayni 6zdegerlere sahip oldugunu gosterir.

(2.333)

(2.334)

(2.335)
(2.336)

(2.337)

(2.338)
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Aym ispat, eger A mxn ve B nxm -lik matrisler ise, AB ve BA min, |m-n| exstra sifir
6zdegerlere sahip yiiksek dereceden olanlarin garpimu harig, aym 6zdegerlere sahip oldugunu

gosterir.

2.40 Vektor ve Matris Normlari .

Bir vektor veya matrisin biiyiikliigii hakkinda tiim bilgileri veren ve kompleks bir saymn
modiilii gibi bir rol oynayan tek bir saymin var olmas: vekttr ve matris hakkinda bazi temel
bilgileri vermesi agisindan olduk¢a faydalidir. Bu amag igin, norm olarak adlandinlan, bir

matris veya vektdriin elemanlarinin bazi fonksiyonlarini kullanacagiz.

Bir vektoriin normu |jx]| olarak ifade edilecek ve asafidaki kosullan saglayacaktir:

9) “ﬂu - 1121’ I =9

11 = X

(i) [ + yil <[] + Iyl (2.339)
(i) flx =yl > x| + iy ((i) ve (ii) den)

Biz burada sadece ii¢ basit vektr normu kullanacagiz.
P = (1F + [x2P + ..+ )P (p=1,2,%) (2.340)

Burada |x|| ile max|x;| aym anlamdadur. ||x||; , x vektoriiniin Euclidian uzunlugudur. Bunlann

haricinde normlar hakkinda asagidaki ifadelerde yazilabilir:

xMx = |||, (2.341)

"yl < Zixi il (2.342)
< [Ixfl2. Iyflz

x'y = |Ixz lylhe™ cos® (2.343)

x ve y reel oldugu zaman,  iki vektdr arasindaki agiyr temsil eder.

Benzer olarak bir A matrisinin normu ||A|| seklinde ifade edilecck ve bu normlar agagidaki

kosullan saglayacaklardir:
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) Al >0 eger A*0 ise
() kAl = kLAl her hangi bir kompleks skaler igin (2.344)
giiz IA+B] < |A]l B

HA©I -~ HANUDI

2.41 Matris Normlan

sup [JAXVix]l  geklinde tammlanan vektsr normu ile bir A matrisi arasinda bir iliski
x=0

kurulabilir,

(2.339) in (ii) iliskisinden, bunun sup ||Ax]|| -e esit oldugu gériiliir. Bu say1 agik olarak, A
Ixi=1

matrisinin bir fonksiyonudur ve bu, bir matris normunun istenilen kogullanm saglayacak

sekilde kolaylikla degistirilebilir. Buna vektdr normundaniiretilen matris normlar: ad1 verilir.

Al = sup J|Ax]| / [ix]| (2.345)
x10
llAx]| < (AL (2.346)

Yukandaki ifadeler, tiim sifir-olmayan x ve x=0 igin dogrudur.

Bu sekilde verilen normlar igin, tanimdan, |[[[}=1 esitligi vardir. Dahasi

IAX]=lAl ]

gibi bir sifir olmayan vektér daima vardir. BSylece supj|Ax|| / ||x|| yerine max||Ax|| / [|x||

yazilabilir. [[x|, den elde edilen norm [|A||, ile gdsterilir. Bu norm agagidaki kosullar saglar:

AL = max X fay (2.347)
jooi

[Alle = max X || (2.348)

v

IAll: = ( A"A mun en biiyiik Szdegeri) (2.349)
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[k iki sonug agiktir ve [|Al; = [|AH|} olur. Ugtinciisii asagida oldugu gibi ispatlanmas: gerekir.

A"A matrisi Hermitian dir ve &zdegerleri, x"A"Ax = (Ax)"(Ax)>0 oldugundan negatif

degildir. Bunun o6zdegerlerini &, ile ifade edelim. Burada 8% > 8, > ... > §.2> 0 dur.

Tammdan
[lAll2 = max [|Ax]l / fix]l2 (2.350)
x£0
|AlL? = max [|Ax[}% / |[x|l.* = max(x"A"Ax / x™x) (2.351)

elde edilir.

Eger uy, uy, ...uy A"A mn 6zvektorlerinin bir ortanormal sistemi ise

X= z ay; (2.352)

x"ARAx) /(x"x)=(Zlaif 81/ (S i) (2.353)
yazilabilir. x=u; iken 8,° degerine ulasilir. Negatif-olmayan bir say1 olan & ne, A mmn tekil-

degeri ad1 verilir. 2-norm genellikle spactral-norm olarak adlandirilir.

2.42 Euclidian ve Spectral Normlar

|Ix]l2 vektor normu ile uyumlu olan ikinci bir 6nemli norm daha vardir. Bu ||Aljc ile ifade

edilen, Euclidian veya Schur normudur. Bu norm

A = (2 Jag) v2 (2.354)
gibi tanimlanir ve
e =n* (2.355)

oldugundan, herhangi bir vektdr normundan elde edilemez. (Gould S.H, 1974)

Kolayca hesaplanabilir oldugundan, Euclidian norm pratik amaglar i¢in oldukg¢a kullanighdur.
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lA[lle =[Alle (2.356)

1 vew matris normlan, benzer iligkileri saglar.

Al ll2 # 1Al (2.357)
IAllg%, APA nn izine (trace) esit oldugundan, 5
Al < Al <n” Al (2.358)
_yazilabilir. Burada her iki sinin da alabilir. Boylece

AT Iz <1 1ALl = |Alle <n* | All2 (2.359)

elde edilir. Euclidian normunun uygun olmayan tarafi asagidaki ifadelerdir:
Idiag(a)lle =( TIAIF ) * (2.360)

Halbuki

(2.361)

lldiag()llp = maxfh] (p=1,2, )

Euclidian matris normu ve 2-vektdr ve 2-matris normlar, uniter doniisiim altinda degismeyen

6nemli 6zelliklere sahiptir. Keyfi bir x ve A ile uniter R i¢in asafidaki ifadeler yazilir

[Rxlz = [ix|l2 (2.362)

IRx])2* = (Rx)"Rx =x"R"Rx = x"x = |jx},’ (2.363)
Benzer olarak

IRAJL = |All: ve [RAR" =||All, (2.364)

tanimdan hemen elde edilir. RA nin her bir kolonunun Euclidian uzunlugu, A nin kargilik

gelen kolonuna egit oldugundan



59

IRAJ = |All (2.365)

dogrudur..

A =R diag(A)R -nin bir normal matris oldugunu kabul edelim. Bu durumda
|ABfle = [|R"diag(A)RBJ|z = |[diag(A)RB{ls < max/Ail.[RBJe (2.366)
= max[Ail.|{Blle

yazilabilir.

Bundan sonra her ne zaman bir normdan bahsedilirse, burada tamitilan normlardan biri

bahsedilmis olacaktir.

2.43 Normlar ve Limitler

Matris dizisinin yakinsamasi igin basit bir kriter sayist elde etmek olduk¢a faydahdir.

Tanimdan kolaylikla elde edilen bu sonuglarin ispati iizerinde durulmayacaktir.

(A) limA®=A (yalmz ve yalmz ||[A-A7)- 0 ise)
BAMH Al (AT _NAN 00
(B) limA®=0 (A< 0 ise)

Tom

(C) Eger A, A nin bir 6zdegeri ise A <||A| olur.

AL = A = lAx] < A < AL (3.367)
Ax = Ax sifir olmadiZindan buradan uygun matris ve vektdr normu igin
I <Al

bulunur. Buradan
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IA]* = (A"A) -nin max Szdegeridir

3.368
< JARAJ < A" AT = AT JAlL (3:368)

(D) Yalniz ve yalmz tiim 6zvektorler igin [\i|<1 iken r- A" = 0 olur. Bu Jordan- kanonik

Sformdan gelmektedir. Tipik bir Jordan-altmatrisden

2

a a
1 a =a" |ra a? (3.369)
1 a Yore-1) ra  a®

elde edilir. Ve yalmz ve yalmz [al<1 iken sifira gider. Burada (D) den (C ) yi ispatlamak
uygundur. Asagidaki gibi tanimlanan p(A) sayis1, A nin spectral-¢api olarak adlandirihir,

p(A) = max [A{ (3.370)

p(A) <[A] (3.371)

(EYI+A+A+ ... serisi, yalmz ve yalmz A'-0 iken yakinsaktir. Kogulun yeterliligi (D)

den gelmektedir. Eger bu saglanirsa, A nin 6zdegerlerinin tiimii birim ¢ember icerisinde

bulunmaktadir ve bdylece ( [-A ) tekil degildir.
(FAYI+A+ A%+ .. +A)=1-A™ (3.372)
I+A+A%+ ..+ A= (A (LAY TA™ (3.373)
Sag taraftaki ikinci terim sifira gider.

[+A+A*+ ... > (I-A)

(F) 1+ A+ A+ ... serisinin yakinsakhigimn yeterli bir kriteri, A min normlanindan herhangi

birinin 1 den kiigiik olmasidir. Eger bu dogru ise (C) den
[Ail<1

yazilir. Boylece (D) den A™-0 olur ve (E ) den dolay seriler yakinsaktur.
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[A]>1 gibi bir normun varhi serinin yakinsaklifini imkansizlastrmadifina dikkat
edilmelidir. Omegin

09 0
A—‘0.3 0.8 l (2.374)

ise, dzdegerleri 0.9 ve 0.8 oldugundan A™0 iken ||All=1.1, [|A]=1.2 ve [|Alle=(1.54) * olur.

Pratik uygulamalarda bir serinin yakinsakligim kurma isleminde en kii¢iik normlardan

herhangi birini segme konusunda serbest oluruz.

(E) deki serinin yakinsakli31 i¢in yeterli bir kriter, A nin herhangi bir benzerlik-déniisiimiiniin

herhangi bir normunun 1 den kiigiik olmasidir. Eger A=HBH' ise

[+A+..+A"=H(I+B+..+B)H" (2.375)
elde edilir. Eger |B||<1 ise sag taraftaki seri yakinsaktir.

Orijinal matrisin normlarindan daha kiigiik standart normlar elde etmek igin benzerlik-

déniigtimii kullanilabilir. (F ) de verilen matris igin

-3 0 173 0 109 0 2.376
B 10 1 'Alo 1 ’*101 03 I (2:370)
yazilabilir ve ||Blj. = 0.9 elde edilir.
AsaZida verilen 6me3i goz Oniine alalim:
0.1 0 0.5
A=(02 03 O (2.377)

02 0.1 04
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(A= 1.1, |Alh = 1.4, [|Alle=(1.35)%elde edilir. B

12 0 0 2 00 0.1 0 0.5
B=|0 1 0 A|O0O 1 0| =|04 0.3 0 (2.378)
0 0 1 0 01 0.4 0.1 0.4

gibi tammlamrsa ||B]. = 0.9 oldugu goriilitr. Oyle ki A serisi yakinsaktir. Bu, kdsegen-matris

ve benzerlik-déniigiimiiniin hata analizinde biiyiik bir 6neme sahiptir.

2.44 Sonsuz Matris Serilerinden Kaginma

Genellikle, normlanin temel o6zelliklerini kullanarak matrislerin sonsuz serilerinden

kullammindan kagimnz. Omegin, eger ||A)<1 ise, l(I+A)"]| igin bir simr elde edebiliriz.

lAll<1 oldugundan, A nin tiim 6zdegerleri sayisal olarak 1 den kiigiiktiir. (I+A), boylece tekil

degildir ve (I+A)" mevcuttur.

I=(I+A)". (I+A)
= (I+A)'] + (I+A)'1A (2.379)
0> A - [a+A) Al (2.380)

> {[(HFA) ™ - 1A LAY

IAY ) < [UYL-IAT = (A" Ili= iken (2.381)

Alternatif olarak, eger ||A||<1 ise, yakinsaklig1 garantilenmis asagidaki ifade yazilabilir:

(+A)'=1-A+A%- ... (2.382)

I+AY )| < [ + A+ AP+ ... (2.383)
= (1Al (m=1)
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3. PERTURBASYON TEORISI

3.1 Perturbasyon Teorisinin Temelleri

Bundan onceki bolimde cebirsel 6zdeger dzproblemlerinin, matematiksel temelleri tizerinde
duruldu. Bu béliimde ise bilgisayar tizerinde, 6zdegerler ve 6zvektdrlerin hesaplanmasinda
ihtiyag duyulan pratik uygulamalar ve hesaplanan degerlerin dogrulugu ve hassahg ile
ilgilenilecek ve problemin formiilasyonundan ve ¢Oziimiinden aktarilan gesitli hatalarin

etkileri incelenecektir.
Meydana gelen hatalarin olusumunda ii¢ ana temel vardir:

(i) Verilen matrisin elemanlan dogrudan fiziksel &l¢limlerden alinmustir. Béylece tiim
gozlemlerdeki hatalar probleme aktanlir. Verilen A matrisi, gercek Slgiimlere karsihik gelen
matrise yaklagiktir. Bu durumda eger A matrisinin tiim elemanlanndaki hatalar § gibi bir say1
ile sirlandign garantileniyorsa, gergek matrisin (A+E) oldugu soylenebilir. Burada E

asagidaki sekilde ifade edilir:

lesj| <0 (3.1)

Pratik bir uygulamada ¢6ziim sadece A-nin 6zdegerlerinin degil, (A+E) matris sinifindaki tiim
matrislerin 6zdeZerlerinin degisim araligimin incelenmesini de igermektedir. Boylece
elemanlann perturbasyonuna karsilik gelen bir matrisin &zdeZerlerinin perturbasyonunun

incelenmesi konusuna girmis oluruz.

(i1) Matrisin elemanlann dogrudan matematiksel formiiller ile ifade edilebilir. Ancak gergek
matris bilgisayarda ifade edilirken bazi hatalardan kaginamayiz. Eer matrisin elemanlarin

tiimii yada bir kismi irrasyonel ise bu hata kaginilmazdir. Bu durumda A matrisi, bilgisayarda
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ifade edilebilen birden fazla matrisin toplami halinde ifade edilebilir. B6ylece (i) durumuna

benzer bir problem ile karg: karsiya kalinir. Verilen matris (A+E), E ise hata matrisi olacaktir.

(iii) Verilen matrisin bilgisayarda tam olarak ifade edildigini kabul etsek bile, hesaplamalar
ardindan iiretilen ¢6ziimlerin bilgisayarda tam olarak ifade edildigi sdylenemez. Genelde,
hesaplama yéntemleri A),A;,Aj,... ardistk benzerlik-déniigiimlerine ihtiyag duyar. Bu
hesaplamalar esnasinda ortaya ¢ikan yuvarlatma hatalani daima bir sonraki adima tagimr. Ik
bakigta, bu sekilde olusan hatanin, (i) ve (i) de bahsedilen hatalardan farkli oldugu
diisiiniilebilir. Ancak bu genel olarak dogru degildir. Genellikle hesaplanan A; matrisleri
(A+E;) matrislerine benzer olarak ifade edilebilir. Burada E; yuvarlatma hatalanmn
fonksiyonlarnindan olusan kiigiik elemanlara sahip matristir. Genelde, E; i¢in kesin bir hata
st vardir. Bdylece Ai-nin 6zdegerleri (A+E;) matrisinin 6zdegerleri olur. Bu ise yine (i) ve
(ii) deki gibi elemanlarin perturbasyonundan olusan bir matrisin 6zdegerlerinin ve

ozvektorlerinin perturbasyonunun incelenmesi konusudur.

3.2 Ozdegerlerin Siirekliligi Uzerine Ostrowski Teoremi

Ozdegerler icin perturbasyonun {ist s (1957) yilinda Ostrowski tarafindan verilmistir.

Ostrowski’ nin sonuglar asagidaki gibi verilebilir:

A ve B agagidaki iligkiyi saglayan matrisler olsun:

2] <1, byl <1 (3.2)

Eger A [1 (A+eB)-nin bir 6zdegeri ise, asagidaki gibi A-mn bir A 8zdegeri vardir:

IO A < (n+2)(n’e)"" (3.3)
Ayrica A-nin ve (A+¢B)-nin A ve A [ 6zdegerleri asagidaki ifade altinda ifade edilebilirler:

3.4)
A O-A < 2(n+1)*(ne)'"
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Bunlann teoride biiyiik bir 6neme sahip olmasina kargin pratik uygulamalarda pek bir yaran
yoktur. Asafidaki iligkiyi saglayan irrasyonel elemanlardan olugmus n. mertebeden bir A
matrisin oldugunu kabul edelim:

Jagl <1 3.5)

A matrisinin elemanlarinin asafidaki gibi 10 haneli alana yuvarlatilmas: ile elde edilen

(A+¢B) matrisini géz 6niine alalim:

le) < ¥5 107 (3.6)

Ostrowski’ nin ikinci sonucundan asagidaki ifadeyi elde edilir:

m Al oa A1l cann 1 1aslON20 3.7
Goriildiigii gibi bu sinur basit norm teorisinden elde ettigimiz simirdan daha zayiftir.

A <[|All <20 (3.8)

NTMletAa 2B ~9nx1n 10710

MAr-n 1A M- an 109 (39)

Sadece asagidaki kosul gerceklendigi zaman, Ostrowski teoremi basit norm teorisinden daha

1yl sonuglar verir.

2(n+1)*(n’e)' " < 2n (3.10)

2
ge< " 1

(n+1)2n elnn+2

Bunun manast n=20 i¢in, e-nun 10~ den daha kiigik olmasi gerektigidir. Ostrowski
¢ g 4

sonuglarindan yararli bir sinir elde etmek igin € bundan gok daha kii¢iik olmahdir.

€' carpami Ostrowski teoremindeki ana zayif noktalanindan biridir. n. dereceden, n dzdegeri
de a -ya esit olan, Jordan-altmatrisi Cq(a) Smegini inceleyelim. Eger (1,n) elemant O dane

-na gevrilirse karakteristik denklem agagidaki gibi olur:
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(@) +(-1)""e=0 (3.11)

A=a+a%E™ (r=0,...,n-1) (3.12)

Burada o birimin n. temel kokdidiir.

3.3  Cebirsel Fonksiyonlar

Izleyen incelemelerde, cebirsel fonksiyonlar teorisinin iki Onemli sonucuna ihtiyag

duyulacaktir. Bunlar ispatsiz olarak asagida gosterilecektir.
f(x,y) asagidaki gibi ifade edilsin:
f(x,y) =¥+ P (X)y"-1 + Pa2(x)y" + .. 4p1(X)Y + Po(x) (3.13)

Burada pi(x), x in polinomlan dir. x-in herhangi bir degerine karsihk gelen f{(x,y)=0
V1(x),y2(X),...,ya(x) gibi n koke sahiptir. Buradaki her bir kok uygun katlihg ile
verilmektedir. f(0,y)=0 - kokleri y,(0),y2(0),..,ya(0) seklinde ifade edilirler. Iki teorem
asagidaki gibidir:

TEOREM 1 : yi(0), f(0,y)=0 forksiyonunun basit k&kleri olsun. Bu durumda, &yle bir pozitif
d; say1s1 mevcuttur ki, asagidaki gibi ifade edilen f(x,y)=0 fonksiyonunun basit bir kokii yi(x)

mevcuttur ve

yi(x) = ¥i(0) + pux + piaxa + ... (3.14)

seklinde seriye agilir.
Burada sag tarafta bulunan seri, [x|<9; i¢in yakinsaktir.

Not: (i) Sadece y;(0), basit kok oldugu kabul edilecek, f{0,y)=0 -in diger kokleri hakkinda
hi¢bir kabul olmayacaktir.
(it) (3.2) denkleminin sad tarafindaki seriler sonlu olabilir.

(iif) x 0 iken, yi(x) Yi(0) olur.
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TEOREM 2 : Eger y1(0)=y2(0)=...=ym(0), f(0,y) fonksiyonunun m kath kokleri ise, 6yle bir &
pozitif say1s1 vardir ki [x|<3, f(x,y)=0 -in m kékii agagadaki 6zelliklere sahip olur:

Tiim m kok, m;,my,..,m, -nin asagidaki kogul altinda r grubunun igerisine diiger.

YXm=m (3.15)
ve m; gurubunun igindeki bu kékler

Y1(0) + puz + piz’ + ... (3.16)
seklindedir.
m; ye karsilik asagidaki gibi tanimlanan z -nin degerleri farkhidir.

7= Xm{‘ (317)

z degeni tanimlanir.
Not: (i) (3.16) serisi herhangi bir noktada kesilebilir.
(i) m=m durumunda r=1 olur ve m k&kiin hepsi ayni kesirli seri ile verilebilir.

(iit) m;=1 halinde buna tekabiil eden kuvvet serisi kesirli olmayabilir.

(tv) x 0 iken, tim m k&k i¢in y;(0) yakinsar.

3.4  Niimerik Ornekler
() fxy) =y (1+x)-3y(1+x°)+(2+x)

f(0,y) = y*-3y+2
Boylece yi(0)=1 basit bir koktiir. yi(x) asagidaki gibi verilir:
Vi(x) = [3(1+x)-(1-12x+14x>+9x%" 1/2(1+x)

Bu 12.x| + 14.Jx|* + 9.x|* < 1 yakinsak kuvvet serisine agulabilir.
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(ii) fxy)=y -y -x(1+x)?
f0,y) =y-y

y'(0) =1 basit kok.
y4(0) =0 ¢ift kat kok.

yi(x) = 1+x

Cift kat kokiin varh@ y,(x) in kesirli (rasyonel) kuvvetlere tasimadigina dikkat edilmesi
gerekmektedir.

y2(0) = 0 a karsilik gelen kdkler asagidaki ifadenin ¢oziimleridir

Y +yx +x(1+x) =0
y = Y [-x+(-4x-3x2)"]
=V, [-x+2ix"*(1+ % x)"]

Boylece kuvvet serisi sadece x * -nin tek kuvvetlerini kapsar. Eger |x|< 4/3 ise yakinsaktur.
(iif) fxy)=y"y x(14x)" + x°(1+x)”

f(0,y) = 0 denklemi y = 0 dort kat koke sahiptir.
f(x,y) = 0 kokleri ise agagidaki gibidir:

y= x(I+x)"
y=-x(1+x)"

Teorem2’'de m; =2, m> =1, my = 1 elde edilir.
Ugtincii polinom dort kat sifira sahip olmasina ragmen, y -nin kuvvetlerinin katsaytlarinin

perturbasyonlar, koklerdeki perturbasyonlann higbirinin x'* mertebesinde degildir. Bu gesit

ilgili perturbasyon 6zdeger teorisinde yaygindir.
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3.5  Basit Ozdegerler igin Perturbasyon Teorisi
(3.2) denklemini saglayan A ve B gibi iki matris ele alahm. A;, A -nin basit k&kii olsun.
(A+eB) -nin 6zdegerlerini inceleyelim. A -nin karakteristik denklemi asagidaki gibi olsun:

det(M-A) =2, + Crihnat + CraA" 2+ .+ co=0 (3.18)

Bu durumda (A+€B) -nin karakteristik denklemi de asagidaki gibi olur:
det(AI-A-€B) =A" + Coi (A" + Cra(€)A™2 + ...+ co(€)=0 (3.19)

Burada c{g), & -mn asagidaki gibi (n-r) dereceden bir polinomudur.
c(0) = ¢, (3.20)

c€) = Cr + CE + gl + .. ACr e (3.21)

A1 (5.1) in basit kokii oldugundan, Teorem1 ‘den, (5.2) nin Ai(€) basit kokii, agagida verilen

yakinsak kuvvet serisi ile ifade edilebilir.

M(E) = A + kg + kagl+... (3.22)

Acik olarak € 0 iken A(€)—\; olur. Asagidaki ifade diger 6zdegerlerden bagimsizdir.

[Ai(g) At = O(e) (3.23)

3.6  Ozvektorlerin Perturbasyonu

6. Ozdegerlerin perturbasyonuna dénersek, ilk olarak A -min A, basit 6zdegerine karsilik gelen
x vektoriiniin bilesenleri igin agik bir ifade gelistirelim. A, basit 6zdeger oldugundan, (A-A1)
en az bir tane (n-1) mertebesinden sifir-olmayan minére sahiptir. Bunun, (A-A;I) matrisinin
ilk (n-1) satin igerisine yayiulmis oldugunu kabul edelim. Bu durumda x in bilesenleri

asagidaki gibi alinabilir:

(Anl ’ AnZ,---sAnn) (324)
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Burada Ay;, (A-AI) matrisinin (n,i) elemanlarmin mindrlerini ifade etmektedir. Ve béylece (n-

1) den daha biiyiik dereceye sahip olamayan bir A;-in polinomudur.

(A+€B) -nin A;(¢) basit 6zdegerine bunu uygulayalim. A -mn 6zvektorii x, ile, (A+eB) -nin
6zvektorlerin de x(g) ile ifade edilsin. Agik olarak, xi(¢) elemanlart A,(€) ve € -nun
polinomlandir. Ai(g) igin kuvvet serisi, yeterince kiigiik ¢ i¢in yakinsak oldugundan x,(€) -nun
tiim elemanlan € -nun yakinsak kuvvet serisi ile ifade edilebilir. Asagidaki ifadeyi yazalim:

xie)=x,+ez + g'z5+... (3.25)

Sag taraftaki vektor serisinin her bir bileseni, € -nun yakinsak kuvvet serisidir. Ozdegerler igin
(5.6) nin sonucuna uygun olarak, 6zvektér icin de agagidaki sonuglara ulasilir ve yine € -nin

kesirli kuvvetleri yoktur.
x1(e) - xi1| = O(€) (3.26)

3.7 Lineer Temel-Bolenlere sahip Matrisler

Eger A matrisi lineer temel-bolenlere sahip ise sag ve sol dzdegerlerinin kiimesine sahip

oluruz.Bunlarda sirasiyla xy,X3,...,Xn V€ ¥1,¥2,...,¥a Vektorleridir ve

yi'x; =0 (%) (3.27)

sartin1 saglar.Bunlar, biitlin 6zdegerleri basit ise tek tiirltidiirler. (3.25) nin z; vektorlen, x

vektorleri cinsinden yazilirsa

n
Zi = jz=lsjin (328)

olmak {izere

n n

= 4+ e Y gox:
xi(e)=x;t+¢ i]Sjlxj +e :;.:lsjzx, +..

seklinde olur. x, vektdriiniin terimleriyle toplayarak asagidaki ifadeye ulagilir:

3.29
xi(e) =(l+es;; + 82813 +..)x; +(esy + 82533 +.)60+ ( )

+...H(esy + €Sp2 + )X
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Parantez igindeki n tane kuvvet serisinin yakinsaklify, (.2) deki serinin mutlak
yakinsaklifindan gelmektedir.

x1(€) -daki carpan farki ile ilgilenmedigimize gére yeterince kiiciik ¢ i¢in sifir olmayan
(1+esy+€%s,,+...) ile bolebiliriz. Simdi yeni vektor agagidaki gibidir:

x1(€) = X1 + (8o + &ty )Xa + .. H(eta1 + 2zt )Xn (3.30)

Parantez igindeki ifadeler yeterince kiigiik € i¢in yakinsak kuvvet serisidir.
Bu iligki, x in bilesenlerinin dogrudan determinantal ifadelerinden elde edildigi kabulii altinda
elde edildi. Bununla birlikte eger x;, agagidaki gibi normalize edilmis yeni x; ile yer
degistirilirse:
(3.31)
lixill2 = 1

parantez igindeki ifadelerin her birine bir sabit ¢arpan gelir ve bu t; igerisine aktarilir. (3.31)

denklemi x(€) normalize degilse bile normalize edilmis x; -ler i¢in dogrudur.
3.8  Ozdegerlerin Birinci Mertebeden Perturbasyonu

Simdi x; ve y; terimleri cinsinden birinci dereceden perturbasyonlarinin agik ifadelerini elde

edelim. Ilk olarak s; sayisin: tamitalim. Bu daha sonra sik¢a kullanilacaktir.

S = ¥i'Xi (i=1,2,...,n) (3.32)
Burada y; ve x; normalize edilmis sag ve sol vektérleridir.
Eger y; ve x; reel ise s; , bu vektorler arasindaki aginin kosiniisiidiir.
Eger bazi kath 6zdeZerler varsa kargilik gelen x; ve y; tek olarak belirlenemez. Bu durumda
kullamlan s; -lerin, x; ve y; -lerin baz1 belirli segimlerine karsithik geldigini kabul edecegiz. x;
ve y; basit bir A; ye karstlik geldigi zaman bile, birim modiiliin keyfi bir kompleks bir ¢arpam

vardir. Fakat bu durumda [sif tamamen belirienmis olmahdir.

Herhangi bir durumda agagidaki ifade elde edilir:
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Isil = lyi"xil < Ilyillalixill = 1 (3.33)

By asagidaki iligki ile tammlanan bir miktar olsun:

By = yi' Bx; (3.34)

Béylece |Bll; < n oldugundan, agagidaki ifade elde edilir:

1Bl = ly"(Bx;)| < IlyilBxllz < IBlillyillalillz < (3.35)

Tanimlardan agagidaki ifade yazilabilir:

(A+eB)xi(e) = M(e)xi(e) (3.36)

M(e) ve xi(e) -nun bilesenleri, yakinsak kuvvet serisi olarak ifade edilebileceginden,
denklemin her iki tarafindaki € -nun aym kuvvete sahip terimleri egitlenebilir. € -daki

terimlerin egitlenmesi denklem (3.22) ve (3.30) den asagidaki ifadeyi venr:

A( gz ti[Xi)“'BX] =)\‘1( E,_ztilxi)-*-klxl (337)

n
Ez()»r)»l)tuxi +Bxy =kix; (3.38)

le ile soldan garparak ve bunun dik oldugu hatirlanarak, yi'xi=0 (i#* 1) den asagidaki

ifade elde edilir:
k{ = y[TBxl/lex; = B”/Sl (339)
i} < /s | (8.4) den (3..40)

Yeterince kiigiik € igin, Ay in perturbasyonundaki ana terim, k& olur. Boylece bu 6zdegerin

hassasliginin s, e baglt oldugu goriiliir. Maalesef's; keyti olarak kiigiik olabilir.
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3.9  Ozvektorlerin Birinci Mertebeden Perturbasyonu

(3.38) iin yi! ile soldan garpimu asagidaki ifadeyi verir:

Ai-A)tisi + B =0 (i=23,..,1n) (3.41)

Denklem (3.30) den x; in perturbasyonundaki birinci dereceden terimleri, asagidaki gibi

verilir;

e Baxa  +Buxs +..t_Buxs ]
M-h2)s2 (M-A3)s3 (M-Aa)sa (.42)

Payda (A;-A;) carpaniarina sahip olursa, 26. boliimde g6sterilecegi iizere, s; in haricindeki s; -
lerin varlig1 bizi biraz yamltabilir. Eger basit 6zdeger A, . diger 6zdegerlerden bazilanna
yakinsa, A; 6zdegerine karsilik gelen 6zvektér A -nin perturbasyonuna oldukga hassastir. Bu

gergektende boyledir.

Ai diger 6zdegerlerden iyice uzak ise ve s; (i=2,3,...,n) -lerin higbiri kii¢iik degil ise, bu

durumda, x; 6zvektori A -nin perturbasyonuna olduk¢a kayitsizdir.

3.10 Yiiksek Mertebeden Perturbasyonlar
(9.1) denklemindeki € -nun yitksek mertebeden kuvvetlerinin katsayilannin esitlenmesiyle,
yilksek mertebeden perturbasyonlann ifadeleri elde edilebilir. € -nin katsayilaninin

esitlenmesiyle asagidaki ifade elde edilir:

n n n n
A( Zztizxi) +B(X tznxi) =lkox) +ky( X _t“zx; Y+A(S aXi ) (3.43)
i= 1= i= =2
veya

n n n
Zztiz()\i‘)\-l)xi +B(Itix ) =kox; + k(2 tixi )
i= i=2 i=

yi" ile soldan carpimit agafidaki ifadeyi verir:
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EztiIBIi =kss (3.44)
(10.1) den
n
ke=1 X _BuBii. (3.45)

s1 2 (M-A)

aym seklinde, x; in perturbasyonundaki ikinci dereceden terimler elde edilebilir. Fakat bu
yiiksek dereceden terimlerin ¢ok kiigiik pratik degeri vardir.

3.11 Kath Ozdegerler

m katht A; 6zdegerinin perturbasyonuna doénersek, §5 e benzer bir inceleme, §3iin Teorem2’
nin kullanimina ihtiyag duymaktadir. Bu, € -nun kesirli kuvvet serisinin terimlerine agilabilen
bir grup igerisine diisen m 6zdeger kiimesinin var olacagim gésterir. Eger sadece bir grup var
ise bu durumda dzdeger, bir "™ kuvvet serisi ile ifade edilebilecektir. Fakat eger birden fazla
grup varsa, diger kesirli kuvvetlere ihtiya¢ duyulacaktir. Baz1 6zel durumlarda, higbir kesirli
kuvvete ihtiyag duymayan m grup olabilir ve perturbe edilmis m 6zdeger, Ai(e) -nun her bir
i¢in agagidaki gibi ifade edilir:

i(e) =i | = O(e) (3.46)

Kath sifirlar i¢in karakteristik polinomlar cinsinden analiz yapmak olduk¢a kangiktir. Ciinkii
esas matristen uzaklagiimaktadir. Bundan sonraki birkag boliimde dnemli pratik degeri olan

daha giiclii bir metot ile pratik analizini yapacagiz.

3.12 Gerschgorin Teoremleri

Bu alternatif yaklasim i¢in Gerschgorin’ nin (1931) 2 teoremine ihtiya¢ duyulur.
Teorem 3: A matrisinin her bir 6zdegeri, merkezi a; ve yan ¢apt Z [a;| (j*1) olan dairesel bir
diskin i¢indedir.

ispat oldukga basittir. A, A -min herhangi bir 6zdegeri olsun. Bu durumda, asagidaki gibi en az

bir tane sifir-olmayan x vardir

AX =X
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(3.47)

x vektoriiniin r. bileseni en bilyiik modiile sahip oldugu kabul edilsin. Bu durumda x asagidaki

gibi normalize edilebilir:

X7 = (X1,X2005Xn1y 1, Xre1yeensXn) (3.48)

x| <1 (i#1) (3.49)

(13.1) in her iki tarafindaki r. elemanlan esitleyerek asagidaki ifadeye ulasilir:

Zla,jxj =AX = A (3.50)
=

A-an| < Z fagxj| <X fag] x| <X |ag|

12 1 J#r

ve A dairesel bir diskin i¢erisinde bulunur.
Ikinci teorem, 6zdegerlerin disk boyunca yayilimlari hakkinda daha detayh bilgi verir.

Teorem 4 : Eger Teorem3’ {in dairesel ¢gemberinin s tanesi, birbirinden izole edilmis baglantih

bir bolge ise, bu durumda bu bdlge icerisinde, A -nin s tane 6zdegeri vardir,

Ispat siireklilik notasyonuna baghdir.

, (3.51)
A =diag(a;)+C=D+C

Burada C matrisi, kosegen digindaki elemanlardan olusur. r; ifadesini asagidaki gibi

tamimlayalim.

fi = 2 fa (3.52)

Jar
Simdi
0<e<l (3.53)



76

sartim saglayan € degeri igin (D+€C) matrisini géz niine alalim:

€ = 0 i¢in, bu matris D dir. € =1 i¢in ise A matrisidir. (D+&C) -nin karakteristik polinomunun
katsayilari, € -nun polinomlandir ve karakteristik denklemin kdokleri, cebirsel fonksiyonlar
teorisinden bilindigi gibi, € -nun siirekli-fonksiyondur. Teorem3’ ten, 6zdegerlerin hepsi, € -
nun herhangi bir degeri i¢in merkezi a;, ¢ap1 er; olan dairesel bir disk igerisine yayilir. Eger, €

diizgiin bir bigimde 0 -dan 1 -e kaydinlirsa 6zdegerlerin tiimii siirekli bir egri gizerler.

Genelligi bozmadan, bunun baglantili bélgeyi olusturan ilk s disk oldugunu kabul edebiliriz.
Bu durumda, ¢ap1 rg+1,Is+2,. . .,In 0lan (n-s) diskleri, ¢ap1 ry,r3,...,I5 olan disklerden izole edilmis
oldugundan, (3.53) araligindaki tiim € -lar i¢in, ¢apt er; olan diskler iginde dogrudur. Simdi
€=0 oldugu zaman, 6zdegerler, a;},az,..,an, olur ve bunlarin ilk s tanesi ilk s diskine karsilik
gelen bdlgenin icerisine yayilmistir. Geri kalan (n-s) bu bélgenin diginda kalir. Bu € -nun ¢ =

1 degerine kadar olan tiim degerleri igin gegerlidir.

Ozel olarak Gerschgorin disklerinden herhangi biri izole edilmis ise bu disk bir tane dzdeger

ihtiva eder. A yerine A" de iginde bu teori dogrudur.

3.13 Gerschgorin Teoremleri iizerine Kurulu Perturbasyon Teorisi

Simdi (A+eB) matrisini dzdegerlerini, Jordan kanonik formunu kullanarak elde edelim.

Burada beg ana durumu tartisacagiz.
Duruml. Lineer temel-bolenler sahip bir matrisin 4, basit 6zdegerinin perturbasyonu:

Bu durumda Jordan kanonik formu kosegen form olur. Siitunlar, sag tam 6zvektor kiimesi x;

vektorlerine paralel olan asagidaki gibi H matrisi vardir:

H'AH = diag (\) (3.54)

Aynca burada H' -nin satirlan, y;' sol tam &zvektdrler kiimesine paraleldir. Eger bu
vektorler asagidaki gibi normalize edilirse H matrisinin i. kolonu x; ve H' in i. satin §8
notasyonundaki yiT/si olacak sekilde alinabilir. (A, basit oldugu i¢in x; ve y; birim modiil ile

tek tiirliidiir. )
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Burada ifade edilen H ile agagidaki ifade derhal gériiliir:

Bu/Sl B[z/s[ ﬂm/sl
H'(A+eB)H =diag() + ¢ | P2/S2 Ba/sz .. Bu/s2 (3.55)

Bnllsn an/sn o Bnn/sn

Teorem3 uygulanarak, 6zdegerlerin (Ai+e.Bii/s;) merkezli ve €.Z} B / sif (j * 1) ¢aph dairesel

bir diskin igerisinde bulundugu gosterilir. (8.4) iliskisinden, eger |b;} <1 ise, i. diskin ¢apinin
n(n-1).¢/jsi| den daha kiigiik oldugu goriiliir. Ayrica A; basit 6zdeger oldugundan, yeterince
kiictik € igin ilk diskin izole edildigi ve bdylece kesin olarak bir tane GzdeZer kapsadig:

goriiliir.

Biraz 6nce elde ettigimiz sonug, bizi kiigiik bir hayal kinkligina ugratir. Ciinkii, 6nceki

analizden, A; e kargilik gelen 6zdegerin merkezi (A, +£.;1/s1) olan dairesel bir diskin i¢inde

olmas1 beklenirdi. Fakat bunun yerine -0 limitinde O(¢?) ¢apa sahip bir cember igerisinde

konumlandi. Gerschgorin dairesel diskin ¢ap1 izleyen yontem kullamlarak diisiiriilebilir.

Eger herhangi bir matrisin i. kolonunu m ile, ve i. satiimi 1/m ile ¢arpilirsa, 6zdegerler

degismez. Bunu i=1 igin m=k/e alarak, (14.3) deki sag taraf matrisine uygulayalim.

eP1i/s) szﬁlz/ksl 82[313/1(81 azﬁln/ksl
diag(h) + %le/ Sz ﬁl?zz/ S2 ﬁ?zs/ S :S.an/ ) (3.56)
KBai/sn  €Bn2/Sn £Pn3/Sn €Bnn/Sn

(1,1) in disindaki ilk kolonun elemanlan € dan bagimsiz iken (1,1) in disindaki ilk satinn
elemanlar, € arpamina sahiptir. Tiim diger elemanlar degismemistir. k 6yle seilsin ki, diger
diskler ilk diskin iizerini kaplamamas: i¢in yeterince kiiciik olurken, Gershgorin diski de

miimkiin oldugunca kiigiik olsun.

Eger k agagidaki esitsizligi saglayan en biiyilik degere sahip olacak sekilde segilirse, yeterince

kiigiik € i¢in bu dogrudur:

(3.57)
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'kﬁil/sil < 1/2 p“l'}ﬂl (i=2’3’"-’n)

(Yukarida ki denklemde bulunan % ¢arparu herhangi bir 6zellige sahip degildir. Bu ¢ dan
bagimsiz ve 1 den kii¢iik herhangi bir sayida olabilir.)

k= min |(M-A)si/2Bu|  (i=2,3,...,n) (3.58)

(Eger tiim B;; sifirsa, A+e.Bi1/s, gercek bir dzdegerdir) k nin bu tanimu ile ilk Gerschgorin
diskinin r; ¢ap1 igin agagidaki ifadeye ulagilir:

n = Zzlezﬁlj/ksl| < n(n-1)e¥/ksi| (3.59)
j=
k! = max [28;1/(M-h)si | < max |20/(h-A)si| (3.60)
Burada simrlarin |b| < 1 olacak sekilde, B-nin normalize edilmis oldugu diisiiniilecektir.

Sinirlar igin gerekli olan ifadeleri niimerik bir 6rmek ile inceleyelim.

X matrisi agagidaki gibi tamimlansin:

0.9
0.4

0.1234 0.4132 -02167
-0.1342 04631 0.1276 (3.61)
0.1557 0.1432 03125

X= +10?

0.4

Sagdaki ilk matris ¢iftkat 5zdeZere ve lineer-bélenlere sahiptir.

Ik satir 107 ile ve ilk kolon 10 ile carpilarak X in 6zdegerleri asagidaki ifadenin 6zdegerleri

olur.

0.9
0.4
0.4

107 (0.1234)  10"°(0.4132)  107°(-0.2167)
-0.1342  107(0.4631) 107 (0.1276) (3.62)
0.1567  107(0.1432) (0.3125)

+
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Gershgorin diskleri agagidaki 6zelliklere sahip olur:

merkez ¢ap
0.9+10°(0,1234)  10°(0,4132 + 0,2167) =10"90,6299)
0.4 +107(0,4631) 0,1342 + 107 (0,1276)
0,4 +107(0,3125) 0,1567 + 107 (0,1432)

[k disk izole edilmistir ve sadece bir 6zdegere sahiptir. Bu diskin gap1 10™"° mertebesindedir.

Diger iki kdgegen elemanlaninin egit olmasi bu sonugu etkilemez.

Bununla birlikte eger difer iki 6zdegerden biri ilkine yaklastirlirsa bu 6zdegerlerin

konumlan, aleyhte bir durum olarak etkilenir. Asagidaki gibi tanimlanan Y matrisini goz

6niine alalim:
0.9 0.1234 0.4132 -0.2167
Y= 0.89 10| -0.1342 0.4631 0.1276 (3.63)
0.4 0.1567 0.1432 0.3125

ilk iki Gershgorin diski tzerlerini kaplamis olabileceginden 10° carpam daha fazla
kullanilamaz. 10 ¢arpanint kullanarak, Y matrisi asagidaki ifadeye déniigiir:

10°(0.1234)  10°(0.4132) 10®(-0.2167)
102(-0.1342)  107(0.4631) 107 (0.1276)
102(0.1567)  10°(0.1432) 107°(0.3125)

0.9

0.89 +

(3.64)

0.4

ve ilk Gershgorin diski izole edilmis olur. Boylece merkezi 0.9+107 ve gapr 10 (0.6299)

olan diskin igerisinde bir tek 6zdeger vardir.
Durum 2: lineer temel-bélenler sahip bir matrisin katli 41 6zdegerlerinin perturbasyonu

Bu durum A; = A= A; ve ly=hs olan 6. mertebeden bir matrisin basit bir 6megi ile yeterince
iyi gosterilebilir. A matrisi lineer bolenlere sahip oldugundan, (A+eB) matrisi asagidaki

matrise benzerdir;
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M
M Bu/si Pufsi ... Pie/si
Al +e Bai/sy Bafsy ... P/ (3.65)
A Bei/ss Peafss ... Pes/ss
As

A\ min benzeri 1. durumda incelendi. 6. kolon k/e ile 6.satir e/k ile garpilarak Ozdegeri,
merkezi Ag + £.8¢6/ S¢ ve €0 limitinde ¢api O(€?) olan bir diskin igerisine konumlandirilir.
Simdi diger bes Gershgorin diski ile ilgilenelim. Merkezi Ai+eB;i /si (i=1,2,3) olan li¢ ve yine

merkezi As+epii/s; (i=4,5) iki tane disk vardir. Karsilik gelen ¢aplarin hepsi & mertebesindedir.
Yeterince kiigiik € igin figli grup diger ikili gruptan izole edilecektir. Fakat genel olarak

gruptaki 6zel diskler izole edilemezler. Ug kath ), 6zdegerindeki perturbasyonlar, e-0 iken €
mertebesindedirler. Fakat merkezi A;+€B;; /si (i=1,2,3) ve gap: €% mertebesinden olan iig diskin

her birinde bir 6zdegerin var oldugu genelde dogru degildir.

Bununla birlikte bu dairesel ii¢ diskin ¢apin kiigiiltebiliriz. Ilgimizi ii¢ katl 6zdeger iizerine

cevirelim ve (3.65) i asagidaki gibi ifade edelim:

:Q

. P
diag(hi)+e 'ii"‘;"s’”{ (3.66)

Burada P,Q,R,S (3x3) mertebesinden matrislerdir. Ilk tic satin e/k ve ilk G¢ kolonu k/e ile
carparak agagidaki ifade elde edilir:

diag(\i) + .?.P-.J&..--Q_-.. (3.67)

k -y1 £ dan bagimsiz olarak yle segilmelidir ki, ilk ii¢ disk digerlerinden izole edilmis olsun.

Boylece bazi uygun k degerleri igin ii¢ diskin bilesiminde ii¢ 6zdeger vardir.

merkez ¢ap
AtePu/si e(|BralHBusl)/]sif + & (”3141 + Bus| + 1Brs))/klsi|
A+ePay/s e(BaiBaslVjsil + €7(B2al + [Bas] + [Baol)/Kls:|

Ai+ePss/ss e((BailHBaal)lsz| + €¥(Bsal + [Basl + IBal/Klss|
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6. merteben bir matris igin ¢aplardaki bu diigiirme yeterli degildir. Fakat daha yiiksek
dereceden matrisler i¢in daha gergekeidir. Daha sonra gorecegiz ki (3.66) deki P matrisinin
kanonik forma indirgenmesi ile daha kesin sonuglar elde edecegiz.

A matrisi kath 6zdegere ve lineer bélenlere sahip iken, karakteristik polinomun katsayilarnin

higbirinde € -nun kesirli kuvvetleri gériilmemektedir.

Durum 3. Bir veya daha fazla lineer-olmayan temel-bélenlere sahip bir matrisin basit bir

Ozdegerinin perturbasyonu:
A matrisi lineer-olmayan temel-bélenlere sahip olduundan artik tam 6zdegerler kiimesine

sahip degiliz. Ik olarak, herhangi bir matris igin s; degeri incelenecektir. Asagidaki gibi

verilen basit bir A matrisini g6z Sniine alalim:

a 1
0 l (3.68)

Ozdegerler A;=a ve A;=b dir ve karsilik gelen sag ve sol vektdrleri asagidaki gibidir:
T _ T_
x; =(1,0) ax; =(1,b-a) (3.69)
ayi’ =(@b) ¥ =(0,1)
Burada a=[1+(a-b)*]" esitligini saglar.

si=y' =(@b)a  s=y,'x2=(b-a)a (3.70)

elde ederiz ve b-a limitinde s; ve s; sifira gider. Biz goriiriiz ki basit bir 6zdegerin

perturbasyonunun hassashi@ s ile orantilidir ve béylece b—a limitinde her iki 6zdegerin de

gok daha fazla hassaslagti31 goriiliir. Bununla birlikte b -nin herhangi bir degeri i¢in s, + s,

=0 olur. Boylece s, ve s sayilannin her ikisi de sonsuza giderken bagimsiz degildirler.

Lineer-olmayan temel-bSlenlere sahip matrislerin analizi, A min Jordan kanonik formunun

kultanildi8t 6nceki béliimlere benzerdir. Asagidaki gibi tekil-olmayan H matrisi olsun:

H'AH=C (3.71)
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Burada C iist-Jordan kanonik formdur. Burada H matrisinin tiim kolonlannin normalize
. edildigi dislinlilemez. Ciinkii bu kolonlanin skaler carpanlan C de siiper-diagonal
elemanlarinin (8.1) birim olmas: gereksinmesi ile simirlanmaktadir. Bununla birlikte, lineer-
bélenler ile baglantih kolonlarin normalize edilmis oldugu kabul edilsin. H' in normalize

edilmis satirlarindan olugmus matris G ile ifade edilsin, ve asagidaki ifadeleri yazalim:

gi'hi=s; eBer g ve h; bir lineer-bélene karsilik geliyorsa.
gihi=t; eger g ve h; bir lineer-olmayan bélenlere karsilik gelen sistemin bir

parcast ise.

Basit 6zdegerin perturbasyonunu basit bir 6rnek ile inceleyelim. (A-A)?, (A3-A), (Ae-A) temel-

bolenlere sahip dérdiincii dereceden bir matris géz dniine alahm.

Al Bu/ti B/t Bus/ti Biaty
A T b b | O
A\ Bar/ss Paafsy i Pas/ss Paa/ss
yazabiliriz. Burada
Bij=gi' Bh (tiim 1, igin) (3.73)

Byl <n

A3 ve A4 basit 6zdegerlerinin perturbasyonlarinin agagidaki gibi olup olmadigim arastiralim.

3(€) - A3| = O(e) (3.74)
a(e) - Ay = O(e)
-0

IIk bakista, tiim € -lar i¢in Jordan formundaki birim elemanlarin varlig1 bir dezavantaj gibi
gortilebilir. Eger [A(-A3] < 1 ise & -nun herhangi bir degeri igin iigiincii disk ilkinden izole
edilmis olmayacaktir. Bununla birlikte eger (3.72) min ilk sattn m ve ilk kolonu 1/m ile

carpilirsa, asagidaki sekle doniigiir:

Al m vy y12 y13 yl4
0 Al v21 y22 ¢23 y24
23 *ely31 132 133 y34 (3.75)

Ad y4l y42 43y
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Burada v; , € dan bagimsizdir. Asagidaki se¢im ifadede ki zorlugu ortadan kaldirr.

m=min { % M — 23], Y% M-Aaf} (3.76)

Cap1 & mertebesine getirilerek uigiincii Gershgorin diskini izole etmek igin, iigiincii kolonu ile

tigtincii satir k/e ve g/k ile garpilir. Bu arada k agagidaki gibi segilir:

kyiaf < Y2 [As-Aif (i#3) (3.77)
§15 de oldugu gibi merkezi Ayteyss ve gapt €X(fyulHysal+ysd) olan disk, yeterince kiigilk €

degeri icin izole edilir. BOylece sadece bir tek &zdeger vardir. A; basit 6zdederin

perturbasyonu asagidaki gibi olur:

£-0 iken (3.78)

NN A evadd = 00D
Simdi v33, B33 /s3 olur ve (3.72) den |B33| < n bulunur. (A;-A)* bélenlerinin var olmasi, A; den

farkli basit 6zdegerin davraniginda bir degisiklik yapmaz.

4. Durum: Derogatory-olmayan bir matrisin lineer-olmayan temel-bdlenlerine karsiik gelen

ozdegerlerin perturbasyonu:

Lineer-olmayan bélenler (A,-A)" ile ifade edilsin. Matris derogatory olmadigindan (Ai-A) -ya
ihtiya¢ duyan bagka bir temel-bolen yoktur. Simdi A=\, ¢ift kat 6zdegerinin perturbasyonunu
inceleyelim. (3.72) deki birim eleman, A, eleman: tarafindan isgal edilen satirlardan
. birindedir. Eger ¢ ile sifira giden bir ¢ap1 olan bir Gershgorin diski elde edilecek ise, bazi
garpim islemi bu eleman iizerinde uygulanmalidir. 2. kolonu £* ile 2. satin € ile garparak,

matris toplami agagidaki sekle doniigiir:

12 £
172 8l/2 (379)
172 £
172 €

+
m oMo oom
o o m oo
™ m m o
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Burada ikinci matrisin elemanlaninda bulunan sabitler yazilmamgtir. €' deki terimlerin

172

Gerschgorin diskinin ¢apina baskin oldugu agiktir. Yeterince kiigiik € i¢in, mertebesi € “ olan

bir ¢apa sahip A merkezli bir gemberde iki 6zdeger vardir. Benzer olarak bir kiibik bélen igin

173

matris formlan (3.81) formlarindan birine 2. ve 3. kolonlant £ ve ¢'” ile ve ikinci ve tgiincii

satirlar1 €12 ve £ ile carparak doniistiiriiliir.
MM 10 € & & ¢
0 A 1 E & € ¢ (3.80)
0 0 N tle g e &
s E & £ &
N e e g2 g2 ¢
0 N 12 + e ¢ g2 gl (3.81)
0 0 N g2 g2 o G2
A e el g2 ¢

Gershgorin teoremi bu durumda yeterince kiigiik € degeri i¢in A; merkezli ve e e orantih

¢apa sahip disk icerisinde ii¢ tane 6zdegerin var oldugunu gosterir.

n. dereceden bir bolen igin genel sonug simdi daha agiktir. §2 de verilen 6rek, eger B genel
bir matris ise, bu durumda " arpamindan kagimlamayacagim gosterir. Tabidir ki, €
mertebesinden veya sifir mertebesinden zdegerlerin perturbasyonu igin € mertebesinde 6zel

perturbasyonlar olacaktir.

Durum 5: Birden fazla, en az biri lineer olmayan (i-+) -vi iceren birden fazla bilen

oldugunda, 1; 6=degerlerinin perturbasyonu:

Bu durum igin genel sonuglart vermeden 6nce, Jordan kanonik forma sahip bir matrisin basit

bir drmegini g6z Sniine alalim.

M 10
0 A 1
Y (3.82)
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Merkezi A; ve e~0 limitinde ¢ap1 O(a”z) olan bir disk icerisinde iki tane 6zdegerin her zaman

olup olmadiim sormak dogaldir. Buna cevap agik¢ast haywrdir. Eger (3.4) ve (5.1)
pozisyonlarina € perturbasyonunu yerlegtirirsek karakteristik denklem asagidaki gibi olur:

(M2 +e2=0 (3.83)

1/2

Burada tiim perturbasyonlar £ *“ ile orantilidir.

Bununla birlikte €"? den daha biiyiik mertebeden olmayan en az bir perturbasyonun olacag
ispat edilebilir. (3.82) matrisinin elemanlanm, £ mertebesinden biitlin perturbasyonlarim goz
Oniine alalm. Karakteristik denklem, (A;-A) nin kuvvetlerine agar ve determinantini g6z dniine

getirirsek sabit terimlerin asagidaki yapida olur:

At + Asg® + Age® + Ase’ (3.84)

¢ -dan bagimsm ve diger ¢ cinsinden terimler yoktur. Eger bu denklemin kokleri agagidaki

gibi verilirse (3.86) ifadesine ulagilir:

0-A) =p, (3.85)

5
[Ipi= Ase? + Ase’ + Age? + AsE

(3.86)

Boylece tiim p; -nin £%° mertebesinden daha biiyiik olmasi imkansizdir. A; den farkli herhangi

bir katliliga sahip 6zdegerlerin ilavesi bu sonucu etkilemez.

3.14 Lineer Olmayan Bélenlerin Genel Dziglhmmn Tekabiil Eden Perturbasyon
(M-A) -daki yiiksek dereceli temel-bolenlerin varlig (A-A) lineer bélenlere karsilik gelen
dzdegerlerin de hassaslifini  etkiler. Fakat &zdegerler A, den farkli degildir. Asagidaki

sonuglar ispatlanabilir.

A1 e karstlik gelen temel-bdlenleri agagidaki gibi olsun:
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s =N, QA2 D) (3.87)

Burada

Nn>rn>.>r; =t (3.88)

Bu durumda yeterince kiiglik € i¢in p1,py,-..,p; perturbasyonlan agagidaki ifadeyi saglar:

t
+ 3.89
Hpi = ASES + As+1£s : +..+ Atet ( )

Boylece en az bir A, merkezi A, ve herhangi bir K, degeri igin ¢apt K;6¥" olan dairesel cember

igerisinde olur. Diger taraftan tiim karsilik gelen perturbe edilmis 5zdegerler de merkezi A; ve

1/rl

herhangi bir K; degeri i¢in ¢apt Kz olan bir disk igerisine yayilmiglardir.

3.15 Jordan Kanonik Formundan Ozvektorlerin Perturbasyon Teorisi
Ozvektorlerin perturbasyonu Jordan kanonik formu kullamlarak yapilabilir. Problemin tim
bir genellemesi yerine A lineer temel-bSlenleri olan durumu ile ilgilenilecektir. Boylece

asagidaki ifade yazilabilir:

H'AH = diag(h) (3.90)

H -nin kolonlari, A nin x, X3, ..., X, 6zvektorlerin tam kiimesidir. (A+€B) nin karsilik gelen
zvektorlerini x;(g), Xa(€). ..., Xq(€) ile, H'(A+eB)H - dzvektorlerini de z,(€).za(e),. .., Za(€)

ile agsagidaki kosul altinda ifade edecegiz:

Xi(€) = Hzi(e) (3.91)

x; 6zvektorlerin tam bir kiimesini olusturdugundan
Hzi(e) = ou(e)xi + 02(E)Xa + ... + Gn(€)Xq (3.92)

a;i(€) kiimesi vasitasiyla notasyonu basitlestirmek igin §17 de kullantlan altinct mertebeden bir

matrisi g6z Oniine alalim:
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M
M Bu/si Pizfsi  Pia/ss ... Bi/si
HYA+BH = M . + Bafss Brfsz  Bu/s2 . Paels:
A " Bsi/ss Pexfse  Peilss .. éea/se

Eger A¢ basit 6zdegeri incelendiginde z¢(0) = €5 oldugu goriiliir. Karsilik gelen ze(g) -y1 en
bityik bileseni 1 olacak sekilde normalize edelim. Yeterince kiigtik € degeri i¢in bu altmcr
bilesen olmali. Bunun yerine dért bilesen oldugunu diisiinelim ve agafidaki ifadeye z46(e)=1

koyalim:

6
he(e){Zae(e)] = Aazes(€) + (¢/54) Z Baizie(€) (3.93)

Ao — a4 = (€/s4) ,zi]B4iZi6(8) (3.94)

Simdi £~0 limitinde sol taraf A - A4 ve sag taraf sifir olur. Bdylece bir ¢eliskt elde

edileceginden, yeterince kiigiik € i¢in zgs(€)=1 elde edilir.

Simdi e~0 limitinde herhangi bir K degeri igin diger bilesenlerinin tiimiiniin Ke dan kiigiik

olup olmadiZim inceleyelim.

6

Ao(€)zis(€) = hizis(€) + (€/s)) Jélﬂijzj&ﬁ(s) (3.95)
6

Ao(e)-Ail [zio(E)] < (€/lsil) ZleBijl (3.96)

(3.97)

(e)-Mil > 2 [he-Al

6
|zis(€)] < 2¢ )S;llﬁiﬂ !sit hs-Mi|  (1=1,...,5)

zio(€) (i=1,....5) € mertebesinde oldugundan gelistirilmis bir siur elde edilebilir. (3.95)

asagidaki ifadeyi venr:
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5
{Ae(€) — Ai}zis(e) =_eBis_+¢ j2=:l Bijzis(€) (3.98)
§;

Sap taraftaki ikinci terim £ mertebesindedir.
| zig(€) — eBie/sihs-1) | = O (%) (3.99)

Sonug esas olarak (3.53) dir. Fakat bundan sonra €* terimi igin siki bir sminn nasil elde

edilecegini inceleyecegiz. Bu niimerik hesaplamalarda 6nemlidir.

3.16 Kath Ozdegerlere Karsihk Gelen Ozvektorlerin Perturbasyonu (Lineer Temel-
Bdlenler)

Katli 6zdegerlere karsilik gelen 6zvektorler igin daha fazla ispat yapmayacagiz. Eger zs(e), H
'(A+€B)H matrisinin As(€) a karsilik gelen normalize edilmis 5zvektdril ise §24 te oldugu gibi
Zs(€) mn en bilyiik elemanmn 1,2,3 veya 6 olamayacag ve bunlarin £ mertebesinde oldugu

gosterilebilir. Normalize edilmis zs(€) asagidaki yapilardan birine sahip olmalidir.

(z15(€), Z25(€),235(); k(€), 1, Ze5(€)] (3.100)

[z15(€), Z25(€), Z35(€), 1, K(€), Z6s(E)] (3.101)

Burada [k(g)| < 1 dir. (A+€B) nin karsilik gelen 6zvektorii xs5(g), X1, X2, X3, X¢ dogrultusunda €
mertebesinde bilesenlere sahiptir. Ancak x4 ve Xs ile gerilmis alt uzay bilesenleri de x4+k(g)xs
veya k(g)xs + xs seklindedir. Bunun iizerinde bagka bir iyilestirme bekleyemeyiz. Ciinkii bu

alt uzaydaki 6zvektorler A nin gergek 6zvektorleridir.

3.17 Perturbasyon Teoreminin Simirlan
Su ana kadar inceledigimiz perturbasyon teorisi oldukea biiyiik pratik degere sahip olmasina

ragmen, bu béliimiin de ana konusu olan, bazi eksik kalan taraflarini inceleyecegiz.

e-0 limitinde perturbasyonlarin doZal yapisina kendimizi konsantre ettik. Fakat asagidaki

basit 6megi gdz oniine alalim. Basit bir matris ile inceleyelim:
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a 10
0 a

(3.102)

Bu matris (a-A)° lineer-olmayan temel-bdlenlere sahiptir ve eger (2,1) deki elemann igerisine

108)1/2

bir ¢ perturbasyonu eklenirse, 6zdegerler at(10° olur. Ozdegerlerin ¢ -na gore tiirevi

-10

alimirsa € - 0 limitinde 6zdegerler de sonsuza gider. Ancak 107" mertebesinde ki

perturbasyonlar bu konunun digindadir. Eger perturbasyon matrisi agagidaki gibiyse:

€& £

& o (3.103)

(3.105) matrisinin (3.106) perturbasyon matrisinin terimlerindeki bu problemi g6z &niine

alalim,

107

a € €

0 a & & (3.104)
a 0

0 a (3.105)

(26.4) matrisinin daha fazla bir lineer-olmayan béleni yoktur.

Simdi 6zvektérlere donersek, X1, Xz, ..., Xn dogrultﬁsundaki bilesenler igerisine perturbasyonu
¢oziimledik. Eger x; ortogonal ise sonu¢ oldukea tatmin edicidir. Fakat x; -lerden bazilan
hemen hemen lineer-bagiml ise perturbasyon vektdr oldukea kiigiik olmasina ragmen her x; -
nin doZrultularinda oldukea biiyiik bilesene sahip oluruz. §10 da, A, basit 6zdegerine karsilik
gelen perturbasyonu agagidaki gibi verilmigti:

€ E: ___Qﬂ___ X; + O(Sz) (3106)

"2 si(0-A)

Boylece genelde s; kiigiik ise x; -nin dogrultusundaki bilesenlerin olduk¢a bilyiik olacagim

beklenir.

Eger asagidaki matnis g6z 6niine alinirsa bunun nasil bir yanlighSa gétiirecei goriilir:
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2 0 0
0 1 1 (3.107)
0 0 1+10

si=1, 5, =-10"%(1+10%%) %, 53 = 107"%(1+102) (3.108)

A=2 ye tekabiil eden x; vektdrii, matristeki perturbeye karsi duyarli degildir. x; ve x3
vektorleri hemen hemen aymdirlar (ayn1 zamanda y; ve y;) ve Bai/sa(M-hz) ve Bsi/ss(A1-A3)
hemen hemen esit ve zit isaretlidirler. B6ylece x; ve x3 ySniindeki vektérler birbirlerini yok

ederler.

3.18 s;-ler arasindaki Iliski
Bu omekte 1/s; ve 1/s; oldukea biiyiik, fakat esit ve zit isaretlidirler. 1/s; -nin birinin biiyiik
olmast ihtimalini engelleyerek, s; -nin birbirine bagimli oldugunu gosterecegiz. Eger asagidaki

ifade yazilirsa:

(X312 = [ly;li2 = 1 iken (3.109)

n n
xi =X ayjyi, ¥i=Z Bijx;
=1 =1

o =X,/ B;fyj = XJ:Xi/Sj, (.110)
Bi =Y vy’ = ¥;'yilas;

T w38 Ty T B = xRV Vs @.111)
YiXi= %EUXJ A}ﬁu)’) = ZJ_EI)JQIJSJ J(3§J X)(y; ¥i)sj-1

8= Si-l +X (coseij COS(P,’J') Sj-l (3.112)

Burada 6 , x; ile x; arasindaki agidir. @; ise y; ile y; arasindaki agidir. (3.112) denklemi i -nin

her bir degeri i¢in dogrudur. Buradan agagidaki sonuca ulagilir:

lsi!| < s + = I(cosb;; cospy)s;| < 1+ Z s (3.113)
- 1{COsY; i i

Jai jei
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Bu &mek agagidaki kosullan saglayan tiglincii mertebeden bir matrisin, bir s; kiimesine sahip

olamayacagim gosterir.
]s3‘| 21+ |sll| + lsz"l oldugundan |s;"] =10, lsz"] = 107, Is;"| =10®

3.19 Hesaplanan bir Problemin Kondiisyonu

Bu béliimde, hesaplanan degerler, datalardaki en kiigiik degisiklige bile olduk¢a hassas ise
kétii-konumlu  (ill-conditioned) olarak isimlendirilen baz1 hesaplama yéntemleri ile
ilgilenecegiz. Onceki bolimleri bir matrisin 6zsistemlerinin hassasligina karar veren
faktérlere uygun bir bakis agisi vermigti. Bir matrisin elemanlarindaki en kiigiik bir
degisiklige bile hassas olan bazi 6zdegerler olabilir. Bazilan ise yeterince daha az hassas
olabilir. Benzer olarak 6zvektérlerin bazilan iyi-konulu (well-conditioned) bazilar1 da kétii-
konumlu olabilir. Ayni zaman da bir 6zdegere kétii-konumlu olurken karsihik gelen dzvektér

olmayabilir.

Ozdeger problemlerinin ¢6ziimiiyle alakali olarak bir matrisin kétii-konumlu olup olmadigina
karar vermek, matrisin tersinin hesaplanmasiyla alakali kogsullara karar vermekten farkhdir.
Bir normalize edilmis matris eger ¢ok kiigiik bir 6zdegere sahip ise kétii-konumlu olarak goz
Oniinde bulundurulabilir. Fakat bu, 6zproblemlerin iyi-konumluluk sart: igin Snemli degildir.
k min uygun bir segimi ile, (A-kI) matrisini tam olarak tekil yapabiliriz. Fakat (A-kI) nin
Ozsisteminin hassashgl A min &zsistemi ile aymdir. Bununla birlikte bu iki hesaplanan

problemlerin kogullan arasinda bazi baglantilarin oldugunu gdsterecegiz.

3.20 Kondiisyon Sayilar:

Bir hesaplanan problemle ilgili olarak bir matrisin kondiisyonunu veren bazi sayilara sahip
olmak pratik agidan oldukg¢a dnemlidir. Bu tiir sayilara kondiisyon-sayis: (condition-number)
adi verilir. Bu, katsayillarin degisimlerine gore ¢oziimiin degisiminin hizim belirleyen bir

gostergedir. Degisim hizi bu say: ile orantilidir.

Daha 6nce de belirlendigi gibi, sadece 6zdeger probleminin hesabi ile simirlasak bile boyle bir
sayl bazi kisitlamalara sahiptir. Eger 6zdegerlerden herhangi biri ¢ok hassas ise (digerleri
hassas olmasa bile) kondiisyon-sayisi oldukga bilyiik olmalhidir. Bu kisitlamalara ramen

lincer elemanter blenlere sahip tek kondiisyon sayist yaygin olarak kullamilmaktadir.
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3.21 Ozdeger Problemine Karsihk Gelen Spektral Kondiisyon Sayisi
A lineer temel-bslenlere sahip ve H matrisi de agagidaki gibi olsun:

H'AH = diag(\) (3.114)

Eger A (A+eB) matrisinin 6zdegeri ise (A+EB-Al) matrisi tekildir ve bdylece determinanti
sifirdir. Bu durumda agagidaki ifade elde edilir:

H'(A + eB-AI H = diag(}; ~A) + eH'BH (3.115)
Determinanti alinarak (3.115) nin sag tarafindaki matrisin de tekil oldugu gériiliir. Burada iki

durum vardir:

Durum 1 : A=) bazi 1 degerleri igin

Durum2: A% N herhangi i degeri igin. Oyle ki asagidaki ifade yazilabilir:

diag(\i-A) + eH'BH = diag(\i-M)[I+¢ diag(A-A) 'H'BH] (3.116)

Tekrar determinant alinarak parantez i¢indeki matrisin tekil oldugu gériiliir. Eger (I-X) tekil
ise tiim normlar igin ||X]|] > 1 yazilabilir. Eger [[X]|| < 1 ise (I+X) matrisinin &zdegerlerinin

hicbiri sifir olamaz. Bdylece agagidaki ifade elde edilir:

lle.diag(\-A) 'H'BH]|; > 1 (3.117)
e.max|(A-A)| [Hl2 1B]fz 1Hlf > 1 (3.118)
minf-A < [H[afH]2{Bll (3.119)
i nin en kiigiik degeri igin

(3.120)

Ai-M| < ex(H) |IB]2 '
Burada

x(H) = H|l> |H]l2 (3.121)

olur.
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Spektral normuna olan bagimhifindan x(H) genellikle spekiral kondiisyon-sayisi olarak
adlandinlir. A nin 8zdegerlerinin tiim hassaslif1 boylece x(H) in bityilikligiine bagh oldugu
goriiliir. Béylece x(H), 6zdeger problemine karsiik A nmn bir kondiisyon sayis1 gibi goz

Oniine alinabilir. (Bauer ve Fike (1960)).

(30.6) nin agagidaki kogullar altinda herhangi bir norm igin dogru oldugu gortiliir:

[[diag(h-hy || = max{hi-A (3.122)

Bu ifadeler 1-norm ve «-norm igin de dogrudur.

Siireklilik kabullerini kullanarak Gershgorin’ nin ikinci teoremini isbat etmek i¢in kullanilan
metodu kullanarak kéklerin yerleri daha da dogru tespit edilebilir. Bu asagidaki sonuca

gotiiriir. Eger s tane dairesel disk

| Xi-A. | = ex(H) | B2

digerlerinden izole edilmis bir baglantili bélgeyi yapilandinyorsa, bu bélgede s tane Gzdeger

vardir. Burada ¢ -nun kiigiik olmasi gerekli degildir.

3.22 Spectral Kondiisyon Sayisinin Ozellikleri
H matrisi tek tiirlii olmadigindan (6zdegerler ayrik olsa bile, her bir kolon keyfi bir ¢arpan ile
carpilabilir) biitiin H -ler igin x(H) nin en kiigiik degeri A —nin dzdeger problemine gore, A

nin spectral kondiisyon-sayist olur. Herhangi bir durum igin agagidaki ifadeyi yazalim:

K(H) = [H[l2 (H]l2 > [HH]J = 1 (3.123)

Eger A (béliim 1, §48) normal ise ve 8zellikle Hermitian veya birim matris ise, H -yi unitary

matris olmasi i¢in alabiliriz ve bdylece asagidaki esitligi elde ederiz:
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Kk(H) =1 (3.124)

Boylece dzdeger problemi, bir normal matris i¢in daima iyi-konumlu olur. Fakat bu 6zvektor

problemleri i¢in yeterince olmas: gerekmez.

Simdi x(H) mn herbir 6zdegerin hassashiim belirleyen [si’| sayis1 ile olan iliskisini g6z
Oniine alalim. A e karsibk gelen sag ve sol Szvektorlerin normalize edilmesi asagidaki

ifadeleri ile verilir;

x; = He; / [Heil: (3.125)

yi=(H " e/ [|(H") eill

jsil =lyi'xi=___le'H'He| = | R (3.126)
[Hesllz [(H ™) ez (Heifl [(H™) el

([Heill2 < ([Hllz (feillz = L[ (3.127)

[Heilh < (Hl2 fled = IE™) M = [H(k (3.128)

Isi!] < k(H) (3.129)

Diger taraftan H -nin kolonlan x;/s;'"”> ve H" in satirlan da y;"/s;"* olacak sekilde alinabilir. H

-nin bu segimi ile:

() = I 5 < e = 2 D 5 50D = i (3.130)

Elemanlardaki perturbasyonla alakali olarak A nin $zdegerlerinin hassasliginin tiim bilgisi

icin n® tane A/ day ifadesine ihtiyag duyulur. Ciinkii A min her bir elemanlanndaki

‘degisiklikle alakali olarak her bir 6zdegerin hassasligi oldukga genig bir aralikta degigebilir.
Pratik ¢aligmalar igin bu bilyiikliik imkansiz sonuglara ulagtinr. Uygun bir uzlagma n tane (s
sayisi ile saglanir. Bu, 8zdeger problemine uygun olarak A min n kondiisyon sayst olarak

ifade edilir. (Wilkinson J.H, 1963)
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3.23 Kondiisyon Sayilarinin Degismezlik Ozellikleri
Kk ve n tane kondiisyon |s;'| sayisim her ikisi de uniter benzerlik-déniigiimleriyle alakali

olarak énemli degismez Szelliklere sahiptir. Eger R uniter matris ise ve asafida ki ifadeyi

saghyor ise
B =RARY (3.131)
H'AH = diag(\) (3.132)
asagidaki esitlik bulunur:
H'RPBRY = diag(Ai) veya (3.133)

RY)'B(R") = diagh)
Bdylece B -nin spectral kondiisyon sayis1 x [] agagidaki gibi verilir:

i 0= IR™lz IR™l = I}, €l = x (3.134)

Benzer olarak eger x; ve y; A nin sag ve sol 6zvektorleri ise B -nin kiler agagidaki gibi verilir:

S I_l i={v l_] ;)TX; = V:TRTRX; = V:TRHRX; = V;TX: =S (3135)

Buradan her bir 6zdegerin hassasliginin unitary doniigiimii altinda invariant oldugu goriiliir.

2.24 Cok Kotii-Kondiisyonlu Matrisler

Genelde lineer-olmayan temel-bélenlere kargilik gelen 6zdegerler §26 daki kabulleri goz
oniinde bulundurmamiza ragmen kétii-konumlu olarak diigiinmeliyiz. Bununla birlikte bunu
koti-konumlu kabuliiniin ana yapist oldugunu diisiinmemeliyiz. Eger 6zdegerler aynk ve iyi

yayilmig olsalar bile kétii-konumlu olabilirler. Bunu agagidaki 6mekle daha iyi g&sterebiliriz.

Asagidaki gibi tammlanan 20. mertebeden A matrisini g6z niine alalim:
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20 20
19 20

A= 18 20 ‘ (3.136)

Bu bir iiggen-matristir ve 6zdegerleri késegen elemanlardir. Eger € degeri (20,1) pozisyonuna

eklenirse karakteristik denklem asagidaki sekle doniigiir:

(20-0)(19-))...(1-)) = 20'% (3.137)

§9 den, yeterince kiiciik € igin A=r Gzdegerinin perturbasyonu e mn kesirli kuvvetlerini
icermeyecegi goriilmiistii. Eger asagidaki ifade yazilirsa:

M(e)~1~Ke (3.138)

(3.137) den K. asagidaki gibi verilecektir:

K, = 20" (-1)'/ 20-0)!(c-1)! (3.139)

Bu sabit r -nin tiim degerleri i¢in biiyiiktiir. En kii¢iik deger K; ve Ky dir. En biiyiik deger ise

) K|0 ve Kn dir.

Ki =Kj0: 107 (4.31) (3.140)
K11 =Ko : 10%%(3.98)

K; o kadar biiyiiktiir ki € ¢ok kiiciik olana kadar lineer teori gegerli degildir. e=10"'? igin

ozdegerler tablo 1 de gdsterilmektedir. Burada 10.5 —e gore simetriklik vardir.

Perturbe edilmis matrisin 6zdegerleri (=10

0.99575439 3.9653307 1 1.08773570
20.00424561 17.03466930 £ 1 1.08773570
2.10924184 5.89397755 £1 1.94852927
18.89075816 15.10602245 +i 1.94852927
2.57488140 8.11807338 £1i 2.52918173
18.42511860 12.88192662 i 2.52918173

10.50000000 +1 2.73339736
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Bu tek perturbasyona karsilk gelen 6zdegerlerdeki degisiklikler, 10. dereceden temel-
bolenlere sahip Cio(a) matrisinin 6zdegerlerindeki degisiklikler kadar biiyiktir. £-0

limitinde birinci € mertebesinde ve £”'° mertebesinde olacag: gergegi, perturbasyonlan 107°

dan ¢ok daha kiigiik alinana kadar 6nemli olmaz. (Wilkinson J.H, 1967)

(3.136) ile verilen matrisin 6zdegerlerinin hassashifi s; -nin kiigiik olmasi gerektigini gosterir.

A=r ye karsilik gelen A nin x, 6zvektdri agagidaki bilesenlere sahiptir:

[1;20-r; (20-1)(19-1) ; ...;_(20-0)} ;05 ...;0] (3.141)
20  (-20)? (-20)°7

yr de agagidaki bilesenlere sahiptir:

[0;...; 0;_(r-D)t; oo s (e=-1)(x-2) 5 1-1 5 1] (3.142)
20" 20° 20

Bu vektorler 2-normalize vektorleri degildir, fakat y,'x,, s, -nin biiyiikliigiiniin iyi bir

tahminini verir.

| yTx, | = (20-0)!(x-1)1/20"° (3.143)

(3.143) iin sag tarafimn karsilig1 (3.144) denkleminin {K/ degeridir. Ayrica A ve AT -nin
Szvektorleri hemen hemen ortogonaldir. Kesin ortogonallik sadece lineer-olmayan bdlenler

icin bulunmasina ragmen, iyi ayrilmig 6zdegerlere sahip bir matrise oldukca yaklaginz.

A matrisine yakin 6yle bir matris vardir ki, bu matris bazi lineer-oimayan temel-bdlenlere
sahiptir. Gergekten béyle bir matris (3.142) elemamini perturbe ederek iretebiliriz. E
perturbasyonuna karsilik gelen &6zdegerler (3.140) denkleminin kokleridir. Simdi bu

denklemin sol tarafindaki fonksiyon A=10.5 civannda simetriktir ve 9 maxima ve 10

minimaxa sahiptir.

Eger €, 0 dan itibaren artinilirsa 10 ve 11 beraberce 10.5 ile ¢akisirlar.
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(1/23/2 1.9/2)2%=20" e~7.8x 10" (3.144)

Bu cakisma ¢ yaklagik 7.8 x 10™ igin olmaktadir. Ciinkii (A-Al) perturbe matrisinin ranki
keyfi bir A igin 19 dur. Ve 19. mertebeden matris iist tarafta 20'° determinantina sahiptir.

Eger € daha da artarsa kok 8, 9, 12, 13 hep beraber hareket eder ve € -nun aym degeri ile
cakisirlar. Bu durumda matris, ¢ift kat 6zdegere sahip olur. ve her ikisi de kuadratik bélenlere
karsihik gelirler. Benzer olarak € min artisi ile, biz kok 6, 7, 14 ve 15 ide berabere getirebiliriz
v.b.

Biraz &nce goz oniinde bulundurdugumuz matrisin biitiin 6zdegerlerin bazilan digerlerinden
daha kotii olmasina ragmen, kétii-konumludur. Biz simdi, genis olarak degisen kondiisyonlara

sahip bir matris kiimesinin 6megini verecegiz. Matrisler asagidaki gibi tammlanan B,

sinifindandirlar
n (n-1) (n-2) 3 2 1
(n-1) (n-1) (n-2) 3 2 1
Bn - (n~2) (n—2) 3 2 1 (3 145)
2 1
1 1

Bu matrisin en biiylik §zdegerleri iyi-konumludur ve en kiigiikleri ¢ok kotii-konumludur. n=2
icin s; —lerin ilk birka¢ tanesi birim mertebesinde, son gl ise 107 mertebesindedir. n -nin

degerinin artmasi ile, en kiigiik dzdegerler, artan bir sekilde daha kotii kondiisyonlu hale gelir.

Ozdegerlerin bir kisminin, bazi matris elemanlanndaki kiigiik degisikliklere hassas olmasi,
agagidaki sartta aciktir. Matrisin determinanti, matrisin satirlanndaki basit operasyonlar ile
goriilebilecegi gibi, n in tiim degerleri igin 1 dir. Eger (1,n) elemam (l+€) -na kadar

degistirilirse, determinant agagidaki sekle donisiir.

[+ (n-1)le (3.146)

Eser £=10"" ve n=20 ise determinant 1 den (1 - 19/10™'%) a degisir, ki bu, yaklagik olarak -
1.216x10’ dir. Simdi bir matrisin determinantinin onun dzdegerlerinin arpimina esittir.

Perturbe edilmis matrisin 8zdegerler inden en az biri, orijinalinden gok tarkh olmahdir.
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Tekrar, n=12 iken (1,12) elemanindaki 10 dan daha kiigiik bir perturbasyon, bir kuadratik
bélen tiretir. (Gould S.H, 1974)

Bizim biraz 6nce tartigtifimz tipin kotii-konumlu olmasi, lineer-olmayan temel-bélenler ile
dogrudan iligkili olandan ¢ok daha 6nemlidir. Tam lineer-olmayan bélenlere sahip matrisler,
pratik calismalarda hemen hemen yoktur. Teorik ¢aligmalarda bile, genellikle kiigiik tam
katsayili, ¢ok &zel bir formun matrisleri ile iligkilidirler. Eger, b6yle bir matrisin elemanien
irrasyonel ise veya bir bilgisayar iizerinde tam tammlanamiyorsa, yuvarlama hatalan
genellikle, lineer-olmayan temel-b6lenlere sahip olmayan bir matrise tagir. Bazi kiigiik s; -1i

matrisler, diger taraftan olduk¢a yaygindir.

3.25 Reel Simetrik Matrisler i¢in Perturbasyon Teorisi

Bundan sonraki bir iki boliimii, reel simetrik matrisler igin perturbasyon teorisinin bir
incelenmesine ayiracagiz. Bu teori genel matrislerden daha basittir ¢linkii, x; ve y; vektor
kiimesinin ikisi de, esit olarak alinabilirler (eger bazi katli 6zdegerler varsa bile) ve boylece
tim s; -ler 1 dir. Sadece §31 de hatirlattigimiz gibi, reel simetrik matrisler igin 6zdeger
problemi, genellikle iyi-konumludur. Izleyen bélimlerde ispat edecegimiz bazi sonuglar,
derhal, normal matrisler sinifimin tiimiine agik olan bir yol igerisine genisler. Digerleri sadece
Hermitian matrisine yada higbir seye genislemezler. Her bir durumdaki ilgili agihmlan

ispatsiz igaret edecegiz.

3.26 Simetrik-Olmayan Perturbasyonlar

Burada, bazen simetrik bir matrisin simetrik olmayan perturbasyonu ile ilgilenecegiz ve
baglantil olarak, A mn simetrik ancak B -nin simetrik olmadigi (A+eB) matrisinin

Gzsistemini inceleyecegiz. (3.134) denkleminden, (A+eB) -nin her bir 6zdeZerinin asagida

verilen dairesel disklerden en az birinin igerisinde bulundugunu biliyoruz.

i-M < e [H | IH]: IBY2 (3.147)

ve béylece H ortogonal olarak alindid i¢in, bu asagidaki ifadeye indirgenir

[Ai-A] <€ |Bl2 <ng (eZer by <1 ise) (3.148)
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Eger bu disklerin herhangi s tanesi digerlerinden izole edilmis bir baglantili bélgeyi form

ediyor ise bu bélgenin kesinlikle s tane 6zdegeri vardir. Bu tiim normal formdaki matrisler

i¢in gegerlidir.

Reel simetrik matrislerin bazi durumlarinda, genellikle reel B ile ilgilenecegiz. Béylece

(A+€B) -nin bazi compleks dzdegerleri eslenik ¢ift gibi meydana gikmahdir. Eger (\i-Aj| > 2ne
(j#i) ise bu durumda, i. dairesel disk izole edilmistir ve sadece bir 6zdeger bulunur. Bu

6zdeger reel olmahidir. BSylece eZer, A mn tiim 6zdegerleri 2ne -dan daha genis bir
ayrilmaya sahip rasgele simetrik perturbasyon modiil olarak € —nu gegmeyen tiim &zel
elemanlar hala dzdegerleri basit ve reel olarak birakirlar ve dzvektorler ise reel ve tam bir

sistem olugtururlar.

3.27 Simetrik Perturbasyonlar
Reel simetrik matrislerin &zsistemlerinin hesaplanmas: igin en gegerli tekniklerin ¢ogu,
ortogonal benzerlik doniisiimleri kullamim iizerine kuruludur. Gergek simetri ardigik

doniistimlerde korunur. Bu sebeple simetrik matrislerin simetrik perturbasyonu ile

ilgilenecegiz.

Perturbasyonlar simetrik oldugu zaman perturbe edilmis matrisler reel 6zsistemlere sahip
olacaktir ve aymst perturbe matrisleri iginde gegerlidir. Orijinal matrisin dzdegerleri ile
perturbasyon matris ve perturbated matris arasindaki iliskiyi arasttrmak dogaldir. Bizim
buraya kadar elde ettigimiz sonuglann ¢ogu, eger perturbasyonlar kii¢iik degilse zayiftir.
Diger taraftan ispat etmek iizere oldugumuz sonuglarin ¢ogu bu kisitlamalara bagh degildir.

Béylece biz ¢ ile hazirlanz ve agagidaki ifadeyi yazanz

C=A+B (3.149)

Burada A, B ve béylece C reel ve simetriktir.

3.28 Klasik Teknikler
iki simetrik matrisin toplamiin 6zdegerlerinin bulunmas: i¢in minimax prensibi iizerine

kurulu oldukga etkili yontemler vardir. ik 6nce ok klasik metot iizerine kurulu bir analiz ile

baslayacagiz.
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Simirlandirnilmis k&segen bir matris igin basit bir sonug elde edelim. X asagidaki gibi

tanimlanmig simetrik bir matris olsun:

..... (3.150)

a : diag(o)

(i=1,...,n-1)

Burada a, (n-1) mertebesinden bir vektdrdiir. X in 6zdegerlerini o; ile iliskilendirmek

isteyelim.

Sadece a nin s adet bileseninin sifir olmadig: kabul edilsin. Eger a; sifir ise bu durumda o; X
in bir 6zdegeri dir. Sadece son (n-1) satir1 kapsayan P perturbe matrisinin uygun bir se¢imi ile

bir Y matrisi agagidaki gibi elde edilir.

e ib 10 .
Y=P'XP= |b_idiagB) :O (3.151)
0:0  diag(y:)

Burada b -nin hicbir bileseni sifir degildir. diag(B;) s ve diag(y;) (n-1-s) mertebesindedir. B; ve
v; beraberce @; -nin yeniden diizenlenmis halidir. Not edelim ki y; yi igeren bazilan veya hepsi

kath olan 6zvektorler vardir. Eger varsa diag(y;) dirler.

X in 6zdegerleri bdylece agagidaki gibi tammlanan Z matrisinin 6zdegerleriyle beraber v; dir.

'
Menmpesserac e

o ib 3.152
z= }b | diag(B) (152

Eger s=0 ise Z tek elemanlidir ve o dir. Bylece X in 6zdegerleri degerleri a olan diag(a;) dir.

Diger taraftan agagidaki gibi olan Z -nin karakteristik polinomunu inceleyelim:

@-DIJE-NEb? B=0 (3.15)

Genelligi bozmadan, P; arasinda sadece t aynk deZer oldugunu ve bunlann asagidaki gibi

r1,02,..,0 garpanlan oldugunu kabul edelim:
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n+n+.t+n=s (3.154)
Eger B;—lerin tamamu basit ise t; = s olur.
Bu durumda (39.4) iin sol tarafi agagidaki ¢arpana sahip olur:
t
1 BN (3.155)
i=1
.o - t .
Oyle ki Bi, (ri-1) 3.154) it (Bi-A)"' ile bolerek,
i=1
(3.156)

0=(a-\)- z: BN a—f(A)

denkleminin kkleri olarak elde edilir. Burada her bir c;2, B ile ilgili r; tane b’ -nin

toplamidir ve kesin pozitiftir. Farkli B; —ler azalan siradadir. 8y, 83, .., 6;+ ile ifade edilen o =

f(A) nin t+1 kokii asagidaki iligkileri saglar:

0 > 61 * Bl; Bi-l > 8i > Bi ( i = 2,3,...,t) (3157)
Béylece X -in n 6zdegeri ii¢ kiimenin igerisine diiger:
@® a; nin sifirlanina karsilik gelen vy, vz, ..., Yn.1s 62degerleri. Bunlar g; -nin n-1-s

—e esittirler.
(i)  Degerleri B; olan (i=1,2,..,t) r;-1 tane s-t 6zdeger. Bunlar o; -nin s-t -nin ilerisine
egittir.
@ii)  (3.157) iliskisini saZlayan t + 1 8zdeger, ; ye esittir. Eger t=0 ise §,=a dir.
Not edelim ki (i) ve (ii) bos kiime olabilirler. Her haliikarda bu kiimelerin elemanlan « da

bagimsizdirlar. Eger X —in 6zdegerlerini A; ile gosterirsek ve artan sirada siralarsak a; leride

artan sirada dizersek
Ao >ha 0>, > > A, (3.158)

elde edilir. Diger bir deyisle «;, A ~leri zayif anlamda ayinir. (Wilkinson , Rheinsch ,1971)
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Simdi X den elde edilmis X [ niin 6zdeBerlerini o yerine o [J nii yerlestirerek inceleyelim. X

O niin 6zdegerleri X 6zdegerlerine esit olacaktir ((i) ve (ii) de oldugu gibi). Bunlar (iii)

kiimesinde 6 (11, 8 [, ..., 8 O ;4 ile ifade edilsin. Béylece A>0 i¢in agaBidaki ifade elde

edilir:
tlim A -lar1 i¢in

t
df = 1+Zc¢?/ BN >1
d)» 1

Boylece her 6 [ i-8;, 0 ile a [1-a arasina yayilacaktir.

8id -8 =mia d-a)
O halde

0<mi<l1 ve
Zmi=l

Egert=0ise 8 ] ;=a [ ve 8 =a olur.
51D—81=GD-(X
i — & = my(a O-a)

O<m; <1
Zmi =1

(3.159)

(3.160)

(3.161)

(3.162)

(3.163)

(3.164)

X ve X O niin diger 6zdegerleri esit oldugundan X ve X [ niin n 6zdegerinin arasinda bir

benzerlik kurulmug oldu. A, Az, ..., Ay ve A0 A0 -... A0, -leri asagidaki gibi yeniden

isimlendirelim:
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(3.165)

Burada (i) ve (ii) kiimesinden 6zdegerler igin m;=0 olur.

3.29 Uniter Rankh Simetrik Matrisler
Bir onceki paragrafin sonucu agagidaki gibi tamimlanmus C -nin 6zdegerleri i¢in kullanilabilir:

C=A+B (3.166)

Burada A ve B simetrik ve B -nin ranki uniterdir. Bu durumda asagidaki gibi bir R

ortogonal matris vardir:

............

R'BR = (3.167)

p, B -nin stfir-olmayan tek zdegeridir. Eger

T
Tap_ &3 (3.168)
R'AR = }a | An-l
yazilirsa bu durumda agagidaki gibi (n-1) mertebeden ortogonal bir S matrisi vardir:
STA,.S = diag() (3.169)

Eger Q agagidaki gibi tanumlanirsa:
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Q=R (3.170)
Q bir ortogonaldir ve
T o ibT p.i0O. 3.171
Q(A+B)Q =} Fdiagla) |T1O 70 (.171)

olur.

Burada b=S"a dir. A ve (A+B) -nin 6zdegerleri asagidaki matrislerin 6zdegerleri olacaktir:

(3.171)

b diag()

Eger bu 6zdegerleri azalan mertebeden siralanirsa A; ve A [ ; ile ifade edilirse agagidaki

sonuca ulasilir:
0<m;<1,Im=1 iken (3.172)
LD -Ai=mip

Boylece B, A -ya eklendiginde geri kalan 6zdegerlerin tiimii B -nin p 6zdegeri ve sifir
arasinda yayilacak bir dogrultuda kaydiniimis olur.

§40 1n sonunda bulunan hatirlatmadan ve (3.171) de verilen A ~nin doniisiimiinii A -nin An.
temel mindriin 6zdegerleri, en azindan zayif anlamda A -nin 6zdegerlerini aynlir. Eger A , k
kathh ); 6zdegerine sahip ise bu durumda A,.; de k-1, k, k+1 katliliklarinda A; 6zdegerine

sahip olacaktir. (Young, 1971)

3.30 Ozdegerlerin ekstremal dzellikleri
Ozdegerlerin minimax karakterizasyonu zelligi verilmeden dnce, x'x=1 kisitina sahip x"Ax

fonksiyonun maksimum degeri M -nin bulunmasi problemi ile ilgilenecegiz. M asagidaki

iligkiyi saglar:

M =max (x"Ax / x"x) (3.173)

X30

A simetnik bir matris oldugundan, asagidaki gibi ortogonal bir R matrisi vardir:



106

RTAR = diag(Ai) (3.174)

Eger yeni deBisken y agagidaki gibi tammlamrsa:

x=Ry ; y=R% (3.175)

asagidaki esitlikler saglanir:

n
x"Ax = y'RTARy = y".diag(h)y = = lliy,-z (3.176)

n
x'x=y’R"Ry = z y2 (3.177)
(3.155) x ve y arasinda bire bir iliski kurdugundan, 1Ely,v2=l kosuluna sahip %Z)»iyiz -nin
maksimum degeri orijinal problem ile esitlenir. Eger A; artmayan sirada oldugu kabul edilirse
A maksimum degerdir. Bu y=e, esitliginde elde edilir. Karsilik gelen x vektorii r; olur. R -nin

ilk kolonu, A, e karsilik gelen A matrisinin ézvektoriidiir. (Eger i =22= ... =& # ey, Is€ €1,

e, ..., & ile gerilmis olan alt uzaydaki herhangi bir birim vektdr y, A; degerini verir.) Benzer

olarak A, aynt kosul altinda x' Ax in minimum degeridir.

Simdi, x in r; -e dik ilave koguluna sahip, ayni maksimum problemini inceleyelim. Asagidaki
iliskiden

0 =l’[TX =T1TRy=elTRTRy=elTy (3178)

y iizerindeki kosul ilk bileseni sifira zorlar. Béylece bu kosula sahip xTAx in maksimumu A,
dir. Bu y = € ve x=r; i¢in elde edilir. Benzer olarak n'x =n'x = ... = ,'x kisitina sahip x' Ax

in maksimumu A+ olarak bulunur. Bu x=rg, i¢in elde edilir.

Ozdegerlerin bu karakterizasyonunun zayif tarafi her bir A -nin bulunmasimin A, Aa, ..., As.p €

kargilik gelen A min 6zvektdrii ), 1, ..., 1oy in bilgisi lizerine kurulu olmasidir. (Young, 1971)

3.31  Ozdegerlerin Minimax Karakterizasyonu
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Simdi yukarida bahsedilen dezavantaja sahip olmayan Szdegerlerin bir karakterizasyonunu

inceleyelim.
Asagidaki kosullara sahip x'Ax -nin maksimumunu goz 6niine alalim:

Xx=1 (3.179)

pii=0 m*0 (i=12..s:5<n)

Burada p; herhangi sifir-olmayan s vektérdiir. Diger bir degisle sadece s tane lineer iligki

saglayan x in degerleri ile ilgilenecegiz. x -in tiim degerleri igin asagidaki ifade yazilabilir:

An <XTAX <)y (3.180)

Oyle ki x"Ax sinirhdir ve maksimumu ise p; -nin ns bileseninin bir fonksiyonudur. Simdi su

soruyu soralim: biitiin miimkiin p; -lerin s vektdrlerinin segiminde maksimum degerler i¢in

kabul edilen minimum deger nedir?
(3.178) iliskisi asagidaki sekle doniisiir:

y'y =1 (3.181)
q'y=0,q' =pi'R*0
P1, P2 ---, Ps in herhangi 6zel segimlerini géz Oniine alalim. Bu q; kiimesinin karsiligint verir

Boylece n tane y; s tane lineer homojen denklemi saglar. Eger asagidaki kisitlama ilave

edilirse:

Ys+2 = Ys#3 = =Ya =0 (3.182)
n bilinmeyen yy, ya, .., ¥a igerisinde n-1 homojen denklem elde edilir ve en az bir
sifir-olmayan ¢6ziim bulunur.

(y19y21'"vys+l ] 0,..-,0) (3 1 83)

s+l ,

Burada £ y;* = 1 seklinde normalize edilebilir. Boylece agagidaki ifadeyi elde edilir:

i+l
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s+l

y'diag0a)y =2 My > Aow (3.184)

Bu p; -nin nasil segilirse segilsin bir y -nin ve agagidaki kogulu saglayan bir x in daima

olacagim gosterir:
x"Ax =y diag(M)y > Aett (3.185)

ve boylece herhangi bir p; segimi igin

max(x'Ax) > Ass (31.86)

elde edilir. Bunun manasi

min max x AX > A (3.187)

Eger pi = Re; olarak almnirsa g;"=¢;" olur ve (3.181) iliskisi asagidaki hale doniisiir:
yi=0 (i=12,..,) (3.188)
Béylece bu 6zel iliskilere sahip her hangi bir y i¢in asagidaki ifade elde edilir:
xTAx =y'diag(i)y = Z My <daw (3.189)
s+

max((x Ax) < Ay (3.190)

(3.189) ve (3.190) ifadesi p; -nin bu segimleri ile agagidaki ifadeye ulastinr:

max(x AX) < A (3.191)

yss1=1 y;=0 (i*s+l) (3.192)
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Béylece x, s lineer iliskiye sahip oldugunda, min max(x"Ax) As+ olur. Bu sonug Courant-
Fischer teoremi olarak bilinir. Biz vurgulayalim ki minimax degerlerinin kabul edildii bir x

ve en az bir p; kiimesi oldugunu gosterdik.

Benzer bir yontem ile agagida ki ifade ispatlanabilir:

3.193
x'x =1, piTx =0 (i=1,2,...,n-s) igin ( )

Ae =max min(x Ax)

Bu durumda eger herhangi s tane p; vektSrii varsa, genel olarak maksimumlarin
minimizasyonlarim farkli p; kiimeleri olugacaktir (p; ~lerin hepsi yada bir kismu farkh olsun

yada olmasin).

Ass1 < max(X'AX) (3.194)

xXx=1 p'x=0 (i=1,2,....8)

3.32  iki Simetrik Matrisin Toplaminin Ozdegerleri
Ozdegerlerin minimax karakterizasyonu asagidaki ifadeyi saglayan A, B ve C simetrik

matrislerinin 6zdegerleri arasinda bir iligki kurmak igin kullanila bilinir:

C=A+B (3.195)

A,B,C -nin 6zdegerleri sirasiyla o;, B; ve y; olarak gosterelim ve biitiin 6zdegerler kiimesi

artmayan sirada dizilirse minimax teoreminden asagidaki ifade elde edilir:

Ys =min max(xTCx) (3.196)

xx=1 pi'x=0 (i=1,2,....5-1)

Béylece eger p; -lerin keyfi bir kiimesi segersek buna kargilik gelen biitiin x; -ler igin

¥ < max(x'Cx) = max(x"Ax + x'Bx) (3.197)

elde ederiz. (Gould S.H, 1974)
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Eger R asagidaki gibi ortogonal bir matris ise

RTAR = diag(a;) (3.198)

ve p; = Re; olarak alinirsa saglanmasi istenen sartlar agagidaki gibidir:

0=p'x=¢y (i=1.2,...5-1) (3.199)

pi -nin bu segimi ile y -nin ilk (s-1) bileseni sifir olur ve (3.197) den agagidaki ifade elde

edilir:
vs <max (x"Ax + x"Bx) = max ( £ a;y;? + x'Bx) (3.200)
1=§
Bununla birlikte
oyl <as
= (3.201)

olup keyfi bir x; igin
x'Bx < B, (3.202)

olur. p; -lerin bu segimine karsilik parantez igindeki ifade a,+B, den biiyiik olamaz. Boylece

maksimumu o+, den bitylik degildir. Buradan agagidaki ifadeye yazilir:

¥s <as+ P (3.203)

A=C+(-B) ve (-B) -nin 6zdegerleri artmayan siradan —y,-By.1....,-p1 oldugundan biraz dnce

ispat edilen sonug agaZidaki ifadeyi verir:

os<vys+ (~Bn) veya (3.204)
¥s >as+Pq

(3.203) ve (3.204) ifadesi B, A -ya eklendiginde 6zdegerlerin tiimii, B -nin 6zdegerlerinin en
bilyiigii ile en kii¢iigi arasinda yayilan miktarca degisir. Bu rankt unity olan B muatrisinin
analitik yollarla §41 de ispatladigimiz sonuglarla aynt olur. Not edelim ki kiigiik perturbelerin

etkileri ve sonuglan burada incelenmemisgtir.
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3.33 Pratik Uygulamalar
Son béliim pratikte en kullanigl konulardan biridir. Genellikle B kiigiik elemanlardan ve bu

elemanlar iistten simrh olacaktir. Omek olarak asagidaki kosulu inceleyelim:

lbijl <€ (3.205)
-ne <P, <P; <ne (3.206)
| ¥~ | <ne (3.207)

Bu simetrik-olmayan perturbasyonlar i¢in §37 nin sonucun dan daha kuvvetlidir. Ciinkii, a;,
B, ve v; nin dagiliminda herhangi bir kisitlama yoktur. Onceden 45.3 {in o, 6zdegerlerinin 2ne

—dan daha fazla ayrik olduklan ispatlanmigti.

3.34 Minimax Prensibinin Diger Uygulamalar

§44 de elde edilen sonug asagidaki sonucu vermesi igin genellestirilebilir:

Yets-1 <0 +Bs  (1+s-1 <n) (3.208)

ispat asagidaki gibidir:

Asagidaki kosul i¢in en az bir p; —ler kiimesi vardir: gibidir

.209
pi'x= 0 (1=1,2,...,r-1) kosuluna uyan (3:209)
max (xTA.\') =0
Aym zamanda agagidaki kosul i¢inde bir q; kiimesi vardir:
q'x=0 (i=1,2,...,s-1) kosuluna uyan
max(x "Bx) = B, (3.210)

Simdi p;'x = 0 ve q"x = 0 yi saglayan x kiimesini g0z Oniine alalim. Burada sifir olmayan baz
X -ler mevcuttur. Ciinkii toplam denklem sayist, (3.208) den dolayr n-1 den bilyiik olmayan
r+s-2 kadardir. Bu herhangi bir x i¢in agagidaki ifadeler yazilabilir:

x'Cx=x"Ax+x'Bx<a,+ Bs (3.211)

max(x'Cx) <a, + B (3.212)
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Burada tiim x, (3.209) ve (3.210) r+s-2 lineer denklemin kiimesini saglar.

Yrvs-1 = min max(x 'Cx) <a., + Ps (3.213)

3.35 Ayirma Teoremi

Minimax teoreminin bir uygulama olarak A matrisinin bag temel mindrlerinin (leading
prensible mindr) A,.) -in Ay, Ay,... Ap.) 6zdegerleri A ~nin Ay, Ay,... A, 6zdegerlerini ayinr. (41-
de bu sonug analitik metotlarla en kiigiik temel minérii i¢in gdsterilmistir. Bunun &biirleri
iginde dogru oldufu permutasyon matrislerine benzerlik d6niigiimleri uygulanarak

gosterilebilir.)

(n-1) mertebeden birim vektorlerinin hepsi igin x, X An.1x degerleri n. mertebeden kiimesi,

x,=0 kosuluna bagh olur. Béylece birim vektdrler igin x"A,x degerleri ile aymdr.

A O ¢ = min max(x" Anx), X'x =1 (3.214)

X» =0 pilx=0 (i=12...s-1)

Simdi bu maksimum deger bazi p; kiimeleri igin elde edilecektir. Bu p; kiimeleri igin, A [ s,

(47.1) in ikinci satinndaki s lineer iligkiye sahip X"Aqx in maksimum degeridir. Bununla
birlikte As+1, herhangi s iligkiye sahip maksimum tarafindan minimum olarak alinan degerdir.

Boylece

et <A O (3.215)

Ozel olarak simdi p; vektdrler kiimesinin s-1 tanesini goz 6niine alalim. Birim vektor verilen x
lineer kosullan altinda x"Aqx -nin maksimum deSerini fy(p;) ile gosterelim. x, = O ekstra

kisitina sahip maksimumu da £,.;(p;) ile ifade edelim. Bu durumda asagidaki ifadeye ulaginz:

fa-1(pi) < fulpo) (3.216)

ve bdylece

min fi,.((p;) < min f,(pi) (3.217)
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A <2 (3.218)

olur.

Son alt: konunun tiim teorileri derhal Hermitian matrisine genisletilebilir. Sonuglar ve ispatlar

T -nin yerine H konularak elde edilir.
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