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ONSOZ
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iyl kosullarda yetigtiren ve bugiin bulundugum konuma getiren, haklarim asla
ddeyemeyecegim sevgili annem ve babam Nurhan&Erding Tirmikgioglu’na; biiyiik bir
Ozveriyle her daim yamimda olan,sonsuz sevgisiyle bana gii¢ veren teyzem Tenzile
Kandemirer’e ve hayatimdaki en kadim dostlarim, sirdaglarimen biiyllk manevi
destekgilerim kisacasi herseyim olan, kizkardeslerim Evrim&Zeynep Tirmikg¢ioglu’na
tesekkiirler.
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OZET

Bu ¢alismada Hilbert uzayinda tanmimh simetrik operatorlerin defekt indislerinin esit olmasi
halinde kendine es genisletilmeleri incelenmis ve ¢esitli adi diferansiyel denklemlere
uygulamalari verilmistir.

Anahtar kelimeler : simetrik operatdrler, kendine es genisletme, defekt indisleri, Von
Neumann formiilleri



ABSTRACT

In this work,self-adjoint extensions of symetric operators in Hilbert spaces with equal defct
indices and its applications to various differential equations have been studied.

Keywords : symetric operators, self-adjoint extensions, defect indices, Von Neumann

Formulas



1.GIRIS

Hilbert uzayinda tammli Kendine Es Operatorler teorisi Fonksiyonel Analiz’in en 6nemli
dallarindan birisidir. Bu konu, basta M.S.Birman ve M.Z .Solonyak’a ait olan, 1987 yilina ait,
Spectral Theory of Self-Adjoint Operators olmak iizere, birgok kitapta detayl: bir ssekilde
islenmistir. Bu ¢alismamizda defekt sayilari aym olan simetrik operatdrlerin kendine es
genigletilmelerini ve teorinin bazi diferansiyel operatorlere uygulamalarini  inceledik.
Belirtelim ki, defekt indisleri sonlu ve esit olan simetrik operatorlerin biitiin kendine es
genisletilmeleri Von Neumann tarafindan ortaya konmustur. Sinir kosullan aracihg: ile
simetrik adi diferansiyel denklemlerim biitiin kendine es genisletilmeleri yazilabilir. Sonsuz
boyutlu Hilbert uzayinda tanimli kendine es operator katsayili diferansiyel denklemlerde ¢ogu
kez defekt sayilan sonsuz olur. O nedenle, Neumann Teorisinin yardimiyla operatériin
kendine es genisletilmeleri yazilamayabilmektedir. Bu durum igin, “binar iliski” denilen
kavramin yardimu ile, operator katsayili diferansiyel denklemlerin kendine es genisletilmeleri
yazilmigtir. Bu konuya ait giincel ¢aligmalar, ¢aligmamizin kaynaklar kismi belirtilmistir.
Aynca simetrik operatdrlerin kendine es genigletilmeleri teorisi kuantum mekaniginde de

6nemli uygulamalara sahiptir.



2. DEFEKT INDISLERI VE CAYLEY DONUSUMLERI :

T, H Hilbert uzayinda herhangi lineer operator olsun. z € K olmak iizere tiim
feD(@)igin |(z-T) f]| 2 k(z)|f] olacak sekilde bir k(z) >0 vardir seklinde tanimlanan
I'(T) kiimesine T’nin regiiler kiimesi denir. |

Onermeler :

1) Ancak ve ancak (z— T ) siirekli terse ¢evrilebilir ise z € I'(T") dir.
Bu durumda ”(z - ” <k(z)™ dir.

2) H kompleks ve T Hermitian ise C/R < I'(7)dir.

3) T izometrik bir lineer operatér ise K / {z eK:z= 1} < I'(T) dir.

4) I'(T) acik kiimedir.

ispat :

1) f € D(T) olmak iizere [(z~T) f|| 2 k(2)| f] esitsizliginden (z ~T) 'nin

injektif n(z —T)"| < k(z)™ oldugu goriilmektedir. (z~T) injektif ve (z~7)""

siirh ise bu durumda
=Dz |- -1 =D =l -n A @1

elde edilecektir. Netice itibariyle, z € I'(T) *dir ve k(z) = “(z - T)‘I”-1 seklinde

secilebilir.

2) z=a+ib ve fe D(T)igin

[ -2 =l@-D)A) +0° )1 2 0% 1 22
olup, z e I'(T) ve k(z) = |b| seklinde segilebilir.

3) |z|#1 ise bu durumda :

|Gz =) A= =LA = -] 23)



olacakur.Burada z e I'(T) , k(z) =|l-|z| seklinde segilebilir.
4) z,el(T) olsun. [z - zol < k(z,) olacak sekilde z € K varsa, tim f € D(T)igin:

=) A2 Iz -1 A=l = 2oll ]2 (k(z) = |z ~ 2071 24)

olacaktir. Bu nedenle, z e I'(T) ’dir, birbaska deyisle ['(T) agiktir. R(z~T)" altuzayi, T ve z

in defekt uzay1 olarak adlandinlir. B(T,z)=dim R(z~T)" kardinal sayist ise, T ve z in

defekt indisi olarak adiandirilir.
2.1 Teorem

B(T,z) defekt indeksi, ['(T) "nin her baglantili alt kiimesinde sabittir.

T Hermitian ise, defect indisi iist ve alt yan diizlemlerde sabittir.

ispat

B(T,z)’in, I(T) yerel olarak sabit oldugunu, bir baska ifadeyle her z, eI'(T) ve tiim
zel'(T)igin IZ—-ZoKa iken B(T,z)= pB(T,z,)olacak sekilde bir £0’m varhgim
gostermemiz yeterlidir. Ilgili yardimei teoremde, A yerine z, ~T; B yerine I yazalim.
R(z~T)lizerine ortogonal projeksiyon i¢in, &(z)diyelim. Buradan, z — z,olmak iizere,

"92 -0, ” —0’dir. P, ,R(z-T)* iizerine ortogonal projeksiyon ve z->z,olmak {izere,

|p.~ 2 |=]6. -0, ar. |z-zfe iken, |P.-PJ7 olacak sekilde )0 varsa
P(T,z)= [(T,z,) dir. T Hermitian ise, list ve alt yar1 dizlemler, I'(T)’nin baglantili alt

kiimeleridir. Bu nedenle de defekt indisi sabittir. T, H kompleks Hilbert uzayinda bir
simetrik operatér olsun T’nin Cayley déniigtiimii, R(-i-T ) den R (i — T ) lizerine bir izometrik

eslemedir. R(I-V ) H ‘de yogundur ve
T=il+VYI+V)" (2.5)

Ozel olarak T operatori, V ile tammlanmaktadir. Bu ifademizi, su sekilde ispatlamaya

¢alisalm. Her g = (=i —T)f € R(~I -T)= D(V) igin :



Wl =6 -2 =Jai-Ds = o =i -1 =]l (2.6)

dir.Bu ise V  nin izometrik oldugunu gostermektedir. (—i — T)—} , DOVY=R(-i-T)’yi D(T)

lizerine ; (i —T)ise D(T') ‘yi R(i —T)iizerine doniistiirdiiglinden

R(V)= R(@i-T) oldugu agiktir.

I-V=1+3G-T)i+T)"

[-V=[i+D)+G-D)i+T)" =2iG+T)" 2.7)
[+V =1-G-T)i+T)" =2TG+T)™

dir. Ozel olarak, R(I - V) = D(T) yogundur. I — ¥ injektif, T = i( + V) - V) " dir
Genellestirilmis Cayley doniigiimiinii tanimlayalim.Her z € C ve tiim z > 0 iken
Ve=(z-T)z -T)" (2.8)
dir.Dolayisiyla,V,, R(z" — T) 'nin, R(z — T) iizerine izometrik eslemesidir ve

T=(z~zVz)I-Vz)" (2.9)

seklindedir.

2.2 Teorem

H kompleks Hilbert uzayindaki bir V operatorii, D(V)’nin R(V) {izerine bir izometrik -
eslemesi ise; R( I -V ), H* de yogun ise, bu durumda V operatorii, T =i(I +V)I-V)"
seklinde tanimlanan simetrik operatériin Cayley doniigiimiidiir.

ispat :

Eger V operatorii, , T’nin Cayley doniisiimii ise, teoremde verdigimiz dzelliklere sahiptir.

Bunun yanisira



T=i(I+VYI-V)"
olarak tanimlaniyor. Buna gore,.tim f € D(V)i¢in, Vg = g esitligi
(g.f=Vf )=(g.f )-(e.Vf )=(g.f)-(Va.¥f)=(g.f)~(g.f)=0 (2.10)

esitligini sagladigindan 7 —V injektiftir. O halde, 7 =i(/ +V)({ -7y $ekliﬁde bir T
operatdrii tanimlayabiliriz. . Kabulumuzden, D( T ) = R( I-V ) yogundur ve bundan tiim

f=U~V)f, ve g=(I~V)g, icin:

(Tf.8) ==i{U+ VI -V)" f.g ) =={U+V) /i, ~V)g,)

{If, >=—i{(f,,g,>+<Vfl,g,)—<f,,Vgl>—<Vfl,Vgl>}

{7f, g>=—i{<Vfl,Vgl>+<Vfl,gl>—<f( ,Vgl>—(fl,g,>}=<f,Tg>

(1f,8) = {T -1, +V)g,) =i f,d+V)I-V) " g) = (/. Tg) (2.11)

oldugunu gérmekteyiz. Bunun sonucu olarak T simetriktir.V’nin, T’nin Cayley déniistimii

oldugunu gosterelim:
(i-T)=i~-il+VI-V)"'= i[([ -Vy-{+ V)](] -V ==2i(I -V)" (2.12)
(-i-T)= —i[(] -V)+(+ V)](I -yt ==2id-V)"! (2.13)

2.3 Teorem

T, kompleks Hilbert uzayinda simetrik operatdr ve V bu operatoriin Cayley doniistimii olsun:

1. Asagidaki durumlar birbirlerine esittir
A) T kapalidir.

B) V kapalidir

C) D(V) = R(1+T) kapalidir

D)R(V) = R(i -T) kapaldir.

2. Eger V unitary ise, T kendine estir.



ispat :

1. AveC, D eesittir. T sadece ve sadece (+i—~T)"' kapali ise kapalidir. (+i — 7)™ sinirh

operatérii,sadece ve sadece

D((i-T)" =R(i~T)=R(¥V)veya D((i-T)")=R(i+T)= D) : (2.14)

kapali ise kapahdlr.

B, C’e esittir.: V smnurli operatorii, sadece ve sadece tamim bolgesi (domain ) kapal: oldugunda
kapahdir.

2 . T, sadece ve sadece R(i-T)=R(-i—-T)= H iken yani sadece ve sadece
D(V)=R(V) = H iken kendine estir.7,,T, kompleks Hilbert uzayinda simetrik operatorler ve
V,,V, Cayley doniigiimleri olsun. Sadece ve sadece ¥, cV, ise 7, c T, dir. Sonug olarak,

kapali 6zellige sahip T’nin V Cayley doniigiimiiniin tim 7’ genisletilmelerini belirlersek , bir
T simetrik operatoriiniin tiim simetrik genisletilmelerini elde edebiliriz ve dolayisiyla bunlara
karsihk gelen T'=i(I+V'YI-V")" operatorlerini hesaplayabiliriz. Tim V' unitary
belirledigimiz takdirde, tiim kendine es genisletilmeleri elde edebiliriz. Ozel olarak, T, sadece
ve sadece V unitary genisletilmelere sahip iken kendine es genisletilmelere sahiptir. Simdi

V ’nin V' genisletilmelerini olusturmaya ¢alisalim
2.4 Teorem

T kompleks Hilbert uzayinda simetrik operatér ve V' Cayley Doniistimi olsun.

1) R(G-T)*'nin F_kapal alt uzay1 ve R(—i —T)*’nin F, kapali alt uzaylari varsa , F,’de

~

F_’ebir |/ izometrik eslemesi s6zkonusu ise,
DV'Y=R(-i-T)Y=R(-i-T)®F,_, (2.15)

RVNY=RG-TN=R(Gi-T)®F (2.16)

esitlikleri mevcut ise, V' T nin bir simetrik genisletilmesinin Cayley doniisiimiidiir.



ispat
V', verilmis form ise, V'agtkga R(~i—T)® F,’m, R(i—T)® F_ lzerine bir izometrik
eslemesidir. V', 2.2 konu basligindaki teoremde sozii edilen ilk kosulu saglamaktadir. R( I-V

) yogun oldugundan, R( I-¥') de yogundur. Bunun sonucunda, V', T’nin bir simetrik
genisletilmesinin Cayley doniisiimiidiir. f/, F.’m F_ lizerine bir izomorfizmi oldugundan
dimF, =dimF_’dir.

3) T, ancak ve ancak defekt indisleri birbirine esitse, kendine es genisletilmeleri mevcuttur.
Ispat

[Ik siktan anlagilacag: gibi, R(—i—7)*’nin R(i —T)"'iizerine bir ¥ izometrik eslemesi varsa,
V tniter  bir genisletilme icermektedir. Bu da  sadece ve sadece

dimR(~i - T)* =dimR(i — T)* iken miimkiin olmaktadir.

2.5 Teorem

T kompleks Hilbert uzayinda simetrik operator olsun.

1) I'(MNR=# { } oldugunda, T’nin kendine es genisletilmeleri vardir.

2) Eger T yan sinirhi ise, kendine es genisletilmeleri vardir.
Ispat:

1) T(MHNR=# { } oldugunda I'(T) baglantilidir. 2.1 Teoremindeny, (T) = y_(T) dir.

2) T alttan sinirl olsun ve ¢, T’nin en alt sinir olsun. Buradan A < ¢ ve tiim stfirdan farkl

f e D(T)i¢in

|G-z (7.@ - 0ANAT 2 - IS (2.17)
dir. Sonug olarak, bu durumda da T(T)NR = { } olur.

H , kompleks Hilbert uzay1 olsun. H’yi H’ye déniistiiren bir K eslemesi su ozellikleri

sagliyorsa bir esleniktir denir.



1) f,geH;a,beC igin K(af +bg)=a Kf +b'Kg

2) K'=1I

3) f.geH icin (Kf,Kg)=(g.f)

H’de bir T operatorii, KD(T) < D(T) ve f € D(T)igin TKf = KTf ise, K-reeldir.

2.6 Teorem

H bir kompleks Hilbert uzayr ve K, H’de bir konjiigasyon olsun. Eger T, H’de bir K reel

simetrik operator ise, T’nin kendine es genigletmesi mevcuttur.

ispat :

D(T)> KD(T) > K*D(T)=D(T) oldugundan KD(T)=D(T)dir. fe R(G-T)" ise tim
g e D(T)igin

(Kf (-i—T),Kg)=(Kf,K(i-T)g)=((i-T)g,f)=0. (2.18)

Buradan Kf € R(i—T)* dur. Benzer sckilde, f e R(~i~T)" olmak iizere Kf e R(i-T)*
dir. K2 =Ioldugundan, R(-i-T)*=KR(G-T)* dir. dimR(~i—-T)* =dimR(G-T)*
esitliginden yola ¢ikarak, sadece ve sadece {Kea ‘ae A} R(—=i—T)"nin bir ortonormal bazi

oldugunda, {ea Q€ A} R(i —T)™ nin bir ortonormal baz1 oldugu sdylenebilir.

2.7 Teorem

H kompleks Hilbert uzayr ve T bu uzayda sonlu (m,m) defect indisli bir kapali simetrik

operatdr olsun. Eger 7;,T, T ’nin kendine es genisletilmeleri ise o zaman Vz e p(T;) N p(T;)

icin her (z—T;)™" - (z~T,) ' operatériiniin boyutu m’den kiigiik veya m’ye esittir.

ispat

Her z € p(T;,) " p(T;), T(T)’ye aittir. Sonug olarak, R(z - T)* m boyutludur.

f eR(z~T) igin



oldugundan
(z-1)"f=GE-T)"f=(-T)'F (2.19)
(z-T)"'=(-T)" =(z-T)" -(-T,)")p (2.20)

p,R(z-T)* {izerine projeksiyon ve dimR((z-T,)" —(z-T, Yy < mdir.
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3. KENDINE ES GENISLETILMELERIN OLUSTURULMASI

H Hilbert kompleks Hilbert uzayinda, kapali bir T simetrik operatorii igin su ifadeleri

olusturalim.

N, =N(G-T)=R(-i-T)* | (3.1)

N_=N(-=I-THY=Ri-T)*

3.1. Teorem - Von Neumann’in 1. Formulii

T, kompleks Hilbert uzayinda kapali simetrik operator olsun. O zaman D(7T") direkt toplami
D(T"Yy=D(T)+N, + N_ (3.2)

seklindedir ve

T*(fo+g++g—)=Tfo+ig+—ig- (3.3)

.

Ispat
N, c D(T")ve N_ c D(T")oldugundan, D(T) + N, + N_ ¢ D(T")dwr.Her f € D(T" ) n;
fo€D(T),g, eN,,g_ e N_ olmak lizere

f=r+s8 +g G4

seklinde yazilabilirligini gosterelim. Bunun i¢in, f e D(T')oldugunu varsayalim. Bilinen
izdlisim teoreminden, (~i—7T )f,N, ve N;'=R(~i—T)da bilesenlerine ayrlabilir.

(-i-T)f, e R(-i-T),g € N, olmak iizere



(-i—TYf =(~i=T)f, +golsun. T"f, =Tf, ve T g =ig olmak lizere (g, =ig/2):

R . 1 1
T (f‘fo‘g+)=Tf“Tfo"“'z“gz"if""ifo‘Egz_i(f“fo)+ig+ =~i(f~fy—-8,)

seklindeki esitlik elde edilecektir. g = f-f,—-g, dersek, o zaman geN_ ve

f =/f, +&, +g_olacaktir.

Geriye f = f, + g, +g_ toplamimn, direkt toplam oldugunu gostermek kaliyor yani
foeD(T),g, €N, ,g €N_ iken, fo=g.,=g =0 oldugunu gostermeliyiz.

0= f,+g, +g_ esitliginden

0=T"(f,+g, +8)=Tf, +ig, ~ig_ (3.5)

olacaktir. Buradan
(i-Tfy=-i(g, +g.)+i(g, —g.)=-2ig ve (-i—T)f, =2ig, (3.6)

olur.Sonu¢ olarak, g eN_NRG-T)={0} ve g, eN,NR-i-T)=1{0} elde

edilmektedir. Bundan dolayidir ki, g_ = g, =0 ve dolayistyla f, =0 ° dir.

3.2 Teorem - Von Neumann’in 2.Formiilii :

T kompleks Hilbert uzayinda kapali simetrik operatdr olsun.7’ ‘niin T ’nin bir kapali

simetrik genisletilmesi olmasi igin asagidaki kosullarin saglanmasi gerek ve yeterlidir. F,

N,’ninve F_ N_’nin kapali alt uzaylari olsun. f, € D(T),g € F. igin
D(T") = D(T)+{g+Vgg €F,}; T'(f, +g+Ve) =T +ig-iVe =T (f, +g+Vg) (3.7)

olacak sekilde F ’niin F_ lizerine izometrik V eslemeleri varsa, 7' T ’nin bir kapal
simetrik genisletilmesidir ve ancak ve ancak F, = N, ve F_= N_ oldugunda 7" operatori

kendine estir.
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ispat

Ispatimiz, Teorem 2.4 ‘te bahsedilen 7 operatériiniin asagidaki sekilde ifade edilmesiyle elde

edilir.

D(T"y=RUI-V"y=I-V)DF"y=U~V'YDF)+F.)
DIy =(I-V)DI¥)+(I-V)F, = D(T)+{g-Vg:g e F. }

T' c T olmakiizere,tim f, € D(T),g € F, igin
T'(fy+8-V8) =T (f, +g-Vg) = If, +ig +iVg’ (3.8)

V=V ahmrsa iddiamz dogrulanmig olur. 7,7’ lineer operatérler olmak lizere, T < 7"
olsun. Eger D(T")/ D(T) béliim uzay1 sonlu boyutlu ise ( m boyutlu ise ), o zaman 7",7 ’nin
sonlu boyutlu ( m boyutlu ) genislemesidir denir. Ayrica 7’,7 ’nin sonlu boyutlu (m

boyutlu) kisitlamasidir.

3.3 Teorem

T, kompleks Hilbert uzayinda kapali simetrik operator ve 7',7 ’nin simetrik genisletilmesi

olsun.

1) 7" sadece ve sadece F' ’in m boyutlu olmasi durumunda, T nin bir m boyutlu
genisletilmesidir.
2) (m ,m ) T ’nin defekt indisleri olmak iizere, 7’ simetrik genisletilmesi sadece ve sadece
T’nin m boyutlu genisletilmesi halinde kendine estir.
ispat
1) D(T")=D(I+V)F, +D(T),

dim D(T")/ D(T) = dim({ + V) F, *dur.

VE,,F < N_,F,c N, ve N_NN, ={0} oldugundan dim(/+V)F, =dimF, dir.
2) T’ sadece ve sadece dim F, = dim F_ = m oldugunda, T’nin m boyutlu bir genislemesidir.

F, ¢ N,,F. < N_ oldugundan, bu, sadece ve sadece F, =N, ve F_ = N_ olmas ile

miimkiindiir



T, H Hilbert uzayinda bir operator olsun. A keyfi bir simetrik operatdér ve T — 4 olsun. T=A
ise 0 zaman T ’ye maksimal simetrik operator denir . Simetrik operatoriin kapanis1 da

simetrik oldugundan her maksimal simetrik operatér de kapalidir.

3.4 Teorem

1) Kapali bir T operatérii, en az bir defect indisi 0 iken maksimal simetriktir.

2) Her kendine es operatdr maksimal simetriktir.

3) T, sonlu defect indislere sahip bir kapali simetrik operatér olsun. Bu durumda, T nin her
maksimal genisletmesi kendine estir.

ispat

1) 3.2 bashg: altinda ifade edilen teoreme gore, sadece ve sadece iki tane defect indisi
sifirdan farkli oldugunda 6zel simetrik genisletilmeler olusturabiliriz.

2) Ilk siktan da gériildiigii izere, her kendine es operator igin, her iki defekt indisi de sifir
oldugundan her kendine es operatér maksimal simetriktir.

3) Bir T'dagilimi, F, =N, veya F.=N_ olmak {izere, sadece ve sadece, Teorem 1.12
(1)’deki forma sahip oldugu takdirde maksimal simetriktir. Bu da gosteriyor ki, F, =N, ve

F_=N_ iken T' kendine estir.

3.5 Teorem

T, H kompleks Hilbert uzayinda bir K-reel simetrik operatér olsun. T’nin her T’ K-reel
kendine es genisletilmesi i¢in N, ’nin bir {e, = a € A}ortonormal bazi vardir ki, V' T'niin

Cayley doniistimii olmak tizere,

Z!cqlz <o igin V(D cue,) = Y c,Ke, Z'Ca|2 < (3.9)

‘dir. Eger {e, =a e A}, N,’in herhangi ortonormal bazi ise, o halde iiniter operatér

Z|°a|2 < o0 igin

{/:N+——>N_,{/:(20aeu);ZCQKea A (3.10)

T’nin bir K reel kendine es genisletilmesini meydana getirmektedir.
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ispat

Eger {e, =aeA} N, bir ortonormal bazi ise, Vteoremdeki gibi tammldir ve T,

V tarafindan tanimlanan T’nin kendine es genisletilmesidir. Dolayisiyla:
K(fy + Y cq (e, +Ke,)) = Kfy + Y ci (e, +Ke,) € D(T') (3.11)

vetim  f,+ Y c,(e, +Ke,) e D(T)igin

T'K(fy + Y c, (e, +Ke,) = TKE, + Zcu*(iea ~iKe,) = K(Tf, + ¥ ¢, (-iKe, +ie,))

(3.12)
TK(fy + Y ¢, (e, +Key) = KT'(fy + D _c, (e, +Key,))

dir. Sonug olarak T'K reeldir.

T, T’nin K reel kendine es genisletilmesi olsun ve V' de T ’niin Cayley doniisiimii olsun.

Zom Lemma’st yardimiyla ve 2!%!2 < iken

V'(anea) = anKea (3.13)
2 iy

oldugunu gdzoniinde bulundurarak, Z’cal < o0 i¢in

V'iQlce) =2 cKe, (3.14)

ozelligi ile N,'da bir {e, =« € A}maksimal ortonormal sistemin varhiguu gésterebiliriz.

Dolayistyla :
D(S) = D(T) + {an(ea +Key): D e, < } (3.15)

feD(S) igin Sf=Tf formiili, T nin bir K reel simetrik genisletilmesini tammlar. Eger
fe, =o€ A}’mn N, "1n bir ortonormal bazi olmadigini kabul edersek, R(i—S)" 'nin sifirdan
farkli bir f eleman: vardir. Buradan, V'f e R(i-S)',Kf e R(i-S)*,KV'f € R(~i—S)" dur.

Sonug olarak, f+KV'f e R(~i—S)*’dir. Eger f+KV'f=0 ise, {e, =a A} ortonormal
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sistemi, e=i|f It alinarak genisletilebilir. Boylece Kf = -V'f ve dolayisiyla

Ke = V'e olacaktir. f + KV'f #0 iken

V'(f + KV'T) = V' + VKV'f = V'f + K = K(f + KV'T) « (3.16)
iken
e = |[f + KV'E[ " (f + KV'f) (3.17)

secebiliriz. Burada :

V=(1-T)-i-T)",

KG-T) =(-i-T)K

K-i-T)!' = (-i-T)'(-THK-i-T)-i-T) " =({i-T)'K
VKV' =K

(3.18)

esitlikleri kullamlmaktadir. Bunun sonucunda, {e, =o e A} sisteminin maksimalitesine

aykiriligini elde ediyoruz.
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4. BIiR SIMETRIK OPERATORUN KENDINE ES GENISLETILMELERININ
SPEKTRUMU

4.1 Teorem

T' T’nin m boyutlu genisletilmesi olmak iizere dim(N(L-T)ON(A-T)<m ‘dir. Eger sonug
olarak, n(T,A) < o ise 0 zaman n(T’,A) - N(T,1) < m "dir.

ispat

N ~T)  N(& - T) diir. (N(A - T)®N(A = T)) 7 D(T) = {0}

(N(A = T)ON(AL - T)) + D(T) « D(T")

oldugunu ifade etmektedir. Buradan

dim(N(A - T)ON(A -T)) < dimD(T')/D(T) =m 4.1

dir. VzeK igin H, =N(z-T)* olsun. T operatorii, agikga, N( z-T )’yi kendi igine

eslemektedir. Timf € H, nD(T)veg € N(z—T)igin

(g.Tf) = (Tg,f> =z* (g,f) =0 (4.2)

oldugundan T(H, " D(T)) < H, dir yani Tf € N(z-T)* = H,dir. Sonu¢ olarak H,, T’nin

indirgenmis alt uzayidir. T, ise T’nin H, ’e kisitlamasidir yani f € D(T) igin
D(T,) = H, " D(T) ve T,f =Tf (4.3)

Aciktir ki, z- T, injektiftir. Bir simetrik operatoriin kisit1 olarak T, Hermitiandir. D(T)'e
ortogonal olan herhangi f e H,,D(T) = D(T.)+ N(z—-T)’e ortogonal olan oldugundan,
D(T,) H, de yogundur. 7., H_ iizerinde bir simetrik operatordiir. T, operatdrii kapalidir. Bunun

sonucu olarak :

S(T)=K~-I(T) (4.4)
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seklinde tanimlanan S(7), T’nin spektral kernelidir.

Se(T)z{zeK:(z—Tz)" stnirsiz ya da n(7,z) = } kiimesi T’nin esas spektral

kernelidir.
4.2 Teorem

T, kapali simetrik operatdr olsun.

a) S,(T)cS(T)c R ve S(T)c o(T) dir.

b) Eger T' kapali simetrik genisletilmesi ise S(7) < S(T") ve S,(T) < S,(T")diir.

¢) Eger T', T’nin sonlu boyutlu simetrik genigletilmesi ise S,(7") < S,(7T) dir.

ispat

a) Eger 1 eS,(T)ise dimN(A-T)=w veya (A-7;)" sursizdir. Agiktir ki her iki
durumda da A €S(7)dir. [(7)ist ve alt yart diizlemlert i¢erdiginden S(7) < R ’oldugu
agikardir. (A1-T), A €S(T) igin siirekli ters ¢evrilebilir degildir. Dolayisiyla S(T) c o(T)
dir.

b) I'(T)’nin tammmdan ['(T") < I'(T)dir ve dolaywsiyla S(T) < S(T")dur. S,(T) < S,(T")
oldugunu gosterelim. 4 €S,(T)olsun. n(T',A) =xise, 4 € Se’(T ") diir. Bunun sonucu olarak,

n(T,A) <n(T',A) < bir bagka deyisle (1—~T7,)"'in sirsiz oldugunu kabul edebiliriz. Bu

f.i=1ve (1-T,)f, > 0 olacak sekilde D(T,)da bir (f,) serisi igerecektir.

fo, 2 S ,“ i H=1,T Wfo = A yakinsak  olmayan alt  seri  igerecektir. Yani,

durumda,

f € D(T,) belirttiginden (A —~T,)f = 0’dwr. Buda, (4 - T,) nin injektivitesi ile geligsecektir.
P, sonlu boyutlu N(A — T') alt uzaymn iizerine ortogonal projeksiyon ve
g, =(I-P)f,

olsun. P kompakt oldugundan, (f,)’in bir (f, )alt serisi vardir ve.  Pf, —h igin bir

h € H mevcuttur.Burada g, = (/- P)f, serisi yakinsaktir.



A-T)g, =(A-1"), —(A-TYPf, =(4-1)f, =0 (4.5)
(A-T,)" sinrsiz ve boylece A €S, (T") dir.

¢) Burada S,(7") = S,(T) oldugunu géstermemiz yeterlidir. S,(7) < S, (7") oldugunu
bilmekteyiz. A ¢S,(T) oldugunu kabul edelim ve A ¢S,(7")’yi ispatlayalim. (3.3) no’lu

Teorem’den n(T’,A) < n(T,A)+m< oo dur. (A —~T,)”" operatorii siirekli ve kapalidir

Dolayistyla,
R(A-T)=R(A-T))=D(2-T)™") (4.6)
kapalidir. 7", T nin sonlu boyutlu bir genislemesi olmak tizere, sonlu

RA-T")=RA-D+L{f,.. f;} A4.7)
olacak sekilde sonlu f,,..., f, elemanlarn mevcuttur.

Bu yiizden, D(A~T})™ = R(A—T}) = R(A — T") kapalidir ve bunun igin (1 —7T,)™" kapali

operatorii stireklidir. Dolayisiyla, 1 ¢S, (T") diir.

4.3 Teorem

T, kompleks Hilbert uzayinda sonlu esit defect indislere sahip kapali simetrik operatdr
olsun.T’nin tiim kendine eslenik genisletilmeleri aynt esas spektruma sahiptir. Eger T’nin
herhangi kendine es genisletilmesi bir saf ayrik spektruma sahipse, T'nin tiim kendine es

genisletilmeleri de sahiptir.

flk iddiamiz bir 6nceki teoremden rahathkla gériilebilir. Ikinci iddiamiz ise, ancak ve ancak

temel spektrum bos iken, spektrumun ayrik oldugu gériisiinden teyitlenebilir.

4.4 Teorem

T kompleks Hilbert uzayinda sonlu ve esit defect indislerine sahip kapali simetrik operator
olsun ve herhangi A eR,c>0 ve tim f € D(T)igin “(/1— T) f ” > c” f H oldugunu kabul

edelim. Bu durumda T’nin kendine es her 7’ genisletilmesi su o6zellife sahiptir :
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o(T')N (A —c, A+ ¢) sadecetoplam katsayilart m’den kiigiik olan, isolated (izole)ozdegerler
igerir.

Ispat

7', E spektral ailesi igin, dimR(E(A+c—)— E(A-c))<m oldugunu ispat edelim.
dmR(E(A+c-)—-E(A-c))>m oldugunu kabul edelim. dimID(T")/D(T)=m ve
R(E(A+c—)—-E(A-¢c))c D(T") iken, f#0 olmak lizere bir
f eR(E(A+c—)—~E(A-c))n D(T) vardir. Aynt zamanda bu f i¢in :

A

drl<la-nr]= { fla—d? dHE(t)fHZ} <] 4.8)

|A~1]<C

dir ki bu da bir ¢eliskidir.
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5. IKINCi DERECE ADi DIFERANSIYEL OPERATORLER

(a,b), R *de sirl1 veya sinirsiz bir aralik olsun ve r:(a,b) & R her yerde lokal olarak integre
edilebilir, pozitif 6lgiilebilir fonksiyon olsun, bir baska deyisle, (a,b) ’nin her kompakt alt

araliginda integre edilebilir olsun.

L,(a,b,r) Hilbert uzayini gézoniine alalim. Bu uzay
h 2
Jlr ol r(oas <o (5.1)

olacak sekilde (a,b)’de tamimli, Olgiilebilir fonksiyonlarin uzayidir. L,(a,b,r)’de skaler

garpim

b
g)= [0 g@r(x)d (52)
olup, buna karsilik gelen norm ||| seklindedir.

U:L,(a,b,r) = L(a,b),U,f =r2f formili, L,(a,b,r)’nin L, (a,b)iizerine  bir

izomorfizmini tanimlamaktadir. Ozel olarak, L,(a,b,r)bir Hilbert uzayidir. Oncelikle

1
If =—{~(f ") +isf " +i(sf) +of | (5.3)

seklinde L diferansiyel formlarini ele alalim. Bu formda p,q.r ve s katsayilan (a,b) de tanimli

reel degerli siirekli fonksiyonlar olup, aym zamanda p ve s siirekli tiirevlenebilir

fonksiyonlardir. Tiim x €(a,b) i¢in p(x) > 0,7(x) >0 ‘dir.

a»-~wove p(a)>0,r(a)>0 olacak sekilde p,qr ve s katsayilan [a,b) ’de stirekli
genisletilebiliyorsa, L regiilerdir. L, a ve b’de regiiler ise regiilerdir denir. Eger a’da,b’de veya

a veya b’de regular degilse singiilerdir denir.

(5.3) formu ile tamumlanan L ile L,(a,b,r) operatorlerini tammlayalim. L tarafindan

«\ L\

indirgenen T maksimal operatorii, ’, w
j vﬁ 'b'% d

LW
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D(T )={ f eL,(ab,r), f stirekli tlrevlenebilir, f’ (a,b)’de mutlak siirekli ve

Lf €L,(abr) |

ve feD(T) i¢cin Tf =Lf seklinde tamimlanir. L tarafindan indirgenmis 7; minimal

operatori ise

D(T) = { f eD(T): f (a,b) de kompakt }

ve

feD(T,) igin T,f =Tf formuli ile tanimlanir.

5.1 Teorem

- L, (5.3)’deki gibi tanimlanan 7, operatorii simetriktir. s =0 iken, 7; esit defect indislerine

sahiptir bir bagka deyisle 7, kendine es genisletilmelere sahiptir.
Ispat

D(T;) yogundur ¢iinkit C; (a,b) < D(T,)dir. Bu yiizden 7, simetriktir. s=0oldugu

durumda, 7;, L,(a,b,r)lizerinde dogal konjiigasyon i¢in K-reeldir.

zeC ve g:(a,b) — C lokal integrallenebilir fonksiyon olmak tizere, f:(a,b) - C seklinde
tamimlanmig fonksiyon, siirekli tiirevlenebilir 6zelligine sahipse, tiirevi de mutlak siirekli ise
ve ve (a,b) 'nin hemen her yerinde (L —2z)f(x)= g(x)varsa, (L—2z)f = g denkleminin bir

¢Oziimii vardir.

(L -z)f = 0homojen denkleminin her f ¢6ziimi, (pf)’ stirekli oldugundan, iki defa stirekli

tiirevlenebilir.

(L-z)f =0homojen denkleminin u,,u,¢0zlimleri, iki boyutlu kompleks vektor uzay
olusturmaktadir. u,u,¢6ziimleri; Wronskien determinantinin degeri, herhangi x € (a,b)i¢in

sifirdan farkli oldugunda, temel sistem olusturmaktadir bir baska deyisle lineer bagimsizdirlar.
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(L-2z)f =0homojen denkleminin u,,u,¢oziimleri, iki boyutlu kompleks vektdr uzay
olugturmaktadir. u,,u, ¢dziimleri; Wronskien determinantinin degeri, herhangi x €(a,b)icin

sifirdan farkli oldugunda, temel sistem olusturmaktadir bir baska deyisle lineer bagimsizdirlar.

u(x) u,(x)

ui(x) uy(x)

W (uy0,,%) :p<x>det( ]=p(x)(u, (03 (x) — ] (), (x)) (5.4)

Eger g:(a,b) —» C lokal integrallenebilir fonksiyon ve u,u,, (L-—z)U = 0denkleminin
lineer  bagimsiz  ¢dziimleri  iseler, (L-z)h = gdenkleminin h  ¢bziimleri,

¢ €(a,b);c,,c, € Colmak iizere

h(x) = ¢, (), (x) + ¢ (2t (2) + 10, () [y, 15, )™ 0, (1)@ () (9)dly

—uy (2) [ty 1y, ) 0, () g (P (D) by (5.5)

seklinde olacaktir. f,g:(a,b) - C siirekli tiirevlenebilir fonksiyonlar: i¢in, x €(a,b)olmak

lizere:
[f ; g]x = pO(f'(x)" g(x) = f(x)" g'(x)) +2is(x) f (%) g(x) (5.6)

tamimlayalim. f’, g’ mutlak stirekli iseler, [a, ﬂ] c [a,b] icin

s
Jire g -y frwds = 1.8 | (1.8l (57

olacaktir. Bu ifadeden aciktir ki f,g € D(T) i¢in

[7.¢], =lim][/.g] ve [f.g], =lim[/.g]. (59

x—>a* x—h”

meveuttur ve
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(f.1e)-(1f.g)=[.¢l, - [/ ¢], (5.9)

5.2 Teorem

L,,(a,b,r), bu fonksiyonlarin, L,(a,b,r)de alt uzay1 olsun ve a,b yakininda her yerde sifir

olsun. Bu durumda Lz = 0 denkleminin her u ¢6ziimii i¢in, k € L, ,(a,b,r) olmak iizere - -

b

R(Ty) = [u(x) k(x)r(x)dx = 0 (5.10)

a

ispat :
Sag taraftaki alt uzay: R ile gosterelim. f € D(7;) ve Lu =0 denkleminin her u ¢6ziimil i¢in,

agagidaki kismi integrasyonu elde ederiz :

b
[t @@y = (L) f£(rGe)ds =0 (5.11)

Buradan R(7;) < R’dir. [a, ,8], (a,b)de bir kompakt alt aralik ve,[a, ,6’] disinda sifir

degerini almak iizere , k € Rolsun. h, Lh=k denkleminin bir ¢oziimi olsun. Lu=0

denkleminin her u ¢6ziimii ve x, €(a,a),x € (5,b)igin :

[u,n], =[w.h], ~[u.h], = [{u(r) k() - (Lu() K }r(n)dy = 0 (5.12)

dir. Bu ise, Lu=0denkleminin her u¢6ziimii igin saglandigindan, tiim x €(f,b) i¢in

h(x) = 0 dir. Dolayisiyla, h € D(T,) ve T,h=k ’dir.

5.3 Teorem

T,” = Tolsun. Sadece ve sadece 7 simetrik ise, 7, operatdrii kendine esleniktir. Buradan

T, = T dir.
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ispat

Kismi integrasyon, T ve T, in birbirlerinin formal eslenikleri olduunu gostermektedir..
T," =T oldugunu ispatlamak igin, D(7,") < D(T)oldugunu gostermemiz yeterlidir.
f eD(T, )olsun. Dolayisiyla T,"f =g  lokal olarak integrallenebilir.  h,

Lh = g denkleminin bir ¢6ziimii olmak tizere, tim k € D(7}) igin:
j(f (%) = h(x) (T k)(x)r(x)dy = J(chf )(x) = (Lh)(x))" k(x)r(x)dx = 0 (5.13)

b
dir. F: L, ,(a,b,r) > C I+ I(f(x) —h(x)) [(x)r(x)dx fonksiyoneli igin, N(F) > R(T;)dur.

Sonug olarak, ¢,,c, € C olmak iizere F =c,F, +c¢,F, olup, u,,u, Lu = 0denkleminin lineer

bagimsiz ¢6ziimleri olmak tizere:
b
F:Lg(abr)—>C s I fu,(x) [(x)r(x)ds (5.14)

tir. Bu da, ( a,b ) ‘nin hemen her yerinde

S (x)=h(x) = cju; (x) + cyu, (x) (5.15)

oldugunu gostermektedir. Sonug¢ olarak, f, Lf =g denkleminin bir ¢6ziimiidiir ve

f €L,(a,b,r)olmak tizere, f € D(T)dir.
5.4 Teorem

7, =7.(L) (y.=yAT)) defect indisi (L+i)=0 ((L—i)u=0)denkleminin lineer

bagimsiz ¢dziimlerinin sayisina esittir. L diizgiin ise, 7} "1n hata indisleri (2,2)’e esittir
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Ispat

RG-T)" =N(i+T)ve R(-i-T)" =N(-i+T)

dir. Ayrica, N(xi+7T), (L+i)u=0 denkleminin ¢6ziimlerinin kiimesine esittir. Eger L
regiiller ise, (L+i{)u=0 denkleminin her ¢6zimil L,(a,b,r)dedir. Sonu¢ olarak,

dim N(xJ +T) =2 olacaktir. T,’in y,,y_"in defect indisleri igin sadece 3 tane miimkiin

deger bulunmaktadir. : 0,1 ve 2.

Eger hata indisleri ( 0,0 ) ise, T, = T kendine estir. Eger defect indisleri esit ve sifirdan farkl
ise (y,=y)=,y)=0QD veya (7,,7.)=(r,y)=(2,2)olacaktir. Sonu¢ olarak,2.3(2)

teoreminden 7,  in her ¥ boyutlu simetrik genisletilmesi, kendine estir.

5.5 Teorem

L, (5.1) deki gibi tammlansin. 7} ’in tiim kendine es genisletilmesi, ayn1 spektruma sahiptir.
Eger T,yar1 sinirh ise, 7, in kendine eslenik tiim genisletilmeleri de yansinirhdir.

5.6 Teorem

L, (5.3) tipinde diizgiin bir diferansiyel form olsun. O halde

a) Her f e D(T) igin, f ve f'fonksiyonlan [a,b]’ye genisletilebilir siirekli fonsiyonlardir.
f,g € D(T) igin, olmak iizere:

[£.8]. = P (%) g(x) = F(x)" g'(x)) + 2isf (). () (5.16)
b) D(T,)={f e D(T):f(a) = f"(a) = f(B) = ['(b) = O} (5.17)
ispat

Eger f eD(T)ve g=1Tf ise, f Lu=0denkleminin u,,u,temel sistemi ile gosterilebilir.

u,,u; fonksiyonlar1 [a,b] ‘ye stirekli genisletilebilir fonksiyonlaridr.

a) w(a)=0,py'(a)=1 ve b’nin yakimnda bir x i¢in w(x)=0 olacak sekilde bir

w € D(T) vardir. Her f e D(T,) igin (a) sikkindan
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0={y. 7o )-(Ty.1)=lv.7], -lw.1], =-p@ /@ (5.18)

dir. f(a)=0 ‘dir. Eger w(a)=0,p'(a)=0 olacak sekilde y ’yi segersek, bu durumda
f'(a) =0 olacaktir.

Benzer sekilde, f(b) = f'(b) oldugunu gosterebiliriz. 7, < T olmak iizere
D(Ty)c Dy ={f eD(T):f(a) = f'(a) = f(B) = f'(b) = O} (5.19)

dir. T, , D(T,) = D, ile tammlansm ve f e D(T,) igin T, f = Tf olsun. (a)’dan, tiim
f eD(T,),g e D(T) igin :
(f.12)-(Tif.g)=[f 8], - [/ ], =0 (5.20)

s=0 iken Sturm-Liouville diferansiyel formunu ele alalim :
1 "
1if =~ +af} (5.21)

d
(L —z)u denkleminin u,,u,¢6zlimleri igin (?‘E)W(ul,uz,x) =0 olup. W(u,,u,,x), (a,b) ‘de
sabittir. O nedenle, bu deger icin kisaca W(u,,u,) yazabiliriz. Herhangi iki tiirevlenebilir

siirekli f, g:(a,b) — C fonksiyonlart ve x €(a,b) igin:

[£.28], = P (M) - ()" g'(x)) = =W (", &%) (53.22)

5.7 Teorem

L, (V)’teki gibi bir Sturm-Liouville diferansiyel formu olsun :

f eD(T):f(a)Cosa - f'(a)Sina = 0} (5.23)

a) D(T,,)= {f e D(T): f(b)CosB - f'(b)Sinf =0
Taﬁf=Tf, S ED(Ta,,B)

formild, keyfi a,f € [O, H) i¢in 7, 1n bir kendine eslenik genisletilmesi tanimlamaktadir.
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b) Her z e D(T,,) i¢in R, =(z-T,,)" rezolventi

x b
R.g(x) =W(u,,u,)" {ub (x) fua (N&WIr(y)dy +u,(x) f u, (y)g(y)r(y)dy} (5.24)

dir. wu,,u,, a ve b’de simur kosullarini saglayan (L —z)u = 0denkleminin non-trivial
¢Oziimleridir. |
¢) T, , operatorlerinin saf ayrik spektrumu vardir. Her 6zdeger basittir.

ispat

a) T, , mn simetrik oldugunu kolaylikla dogrulayabiliriz. Boylece, T, ,’in T,’m en az iki
boyutlu bir genisletilmesi oldugunu gosterebiliriz. Bunun ig¢in D(T)’den, w(a),w(b) yi,

sirastyla a ve b noktalan yakininda, asagidaki 6zellikleri saglayacak sekilde segelim :

y,(a) =Sina y;(a)=Cosa  y,(x)=0

w,(b) =Sinf y,(b)=Cosf ’ y,(x)=0 (5.25)

b)  u,,u, fonksiyonlart lineer bagimsizdirlar bagka bir deyisle u_, a ve b’de sinr kosullarin

yerine getirebilir ve z de T, ;’nin bir 6zdeBeri olabilir ki bu da z € D(T, p)ile geligecektir.
Buradan W(u,,u,) # 0dir.

K integral operatorii olsun. U, ’i en bastaki gibi tanimlarsak U, KU, L, (a,b) de asagidaki

kernelle tanimlanan bir integral operatériidiir :

K(x’y):{W(ua,ub)‘lr%(x)ub(x)ua(y)r/vz(y) x>y

s 5.26
W(u,,u,)™ r” (x)u, (x)u, (9)r" () X<y (-:26)

K fonksiyonu L,[(a,b) x (a,b)] e aittir yani K bir Hilbert Schmidt operatériidiir. Dolaysiyla

K, B,(L,(a,b,r)) e aittir. Tim g € L,(a,b,r) igin:
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Kg(x) = cu, (x) + W(u,,u,)™ {ub ) [u, M gIr()dy - u, (%) [u, (y)g(y)r(y)dy}

¢ =W, )™ Ju, (1)) ()dy | (5:27)

seklindedir. (5.2)’den, Kg (z — L)u = gdenkleminin bir ¢6ziimiidiir. (5.7)’den g € L,,(a,b,r)
i¢in, Kg fonksiyonu, a’nin bir komsulugunda u,’nin bir kat1 ; b’nin bir komsulugunda ise
u, nin bir katidir.Sonug olarak Kg e D(T, ;) dir. Buradan, K operatori L, ,(a,b,r)'de R,
ile ¢akigmaktadir. L, , (a,b,r) yogun ve K ile R, operatorleri siirekli oldugundan, K = R, *dir.
¢ ) R, normal ve injektif bir Hilbert-Schmidt operatériidiir. Sonug olarak, L,(a,b,r)’de bir

{ f.neN } ortonormal bazi ve (z,) sifir serisi vardir ve tim f € L, (a,b,r) igin:

R.f = 2.z,(f,,f)f, dir. (5.28)

neN

Buradan da tim f € D(7,, f) igin

R f=D.z=2,Y< [, , ff, dir. (5.29)

neN

Sonug olarak, o(T, ;)= {z-— zne N} dir. (A-T,,)u=0 denkleminin her ¢dzlimi, bir

sinir noktasindaki sinir kosulu ile belirlendigi igin her 6zdeger basittir..

5.8 Weyl Alternativi

L, (a,b) ‘de tamiml bir Sturm-Liouville diferansiyel ifadesi ve ¢ € (a,b)olsun. Eger her z € C
iken (L -z)u = 0denkleminin her u ¢6ziimii, L,(c,b,r)’dedir .O zaman her z eC igin
(L - z)u = Odenkleminin her ¢6ztiimii L, (c,b,r) e aittir.

Ikinci durumda, her z e C~ R igin, u € L,(c,b,r) iken (L-2z)u= 0 denkleminin tam olarak

bir u ¢6ziimii vardir.
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Ispat
(L-z,)=0 denkleminin, her u € L,(c,b,r)olacak sekilde bir z,varsa, bu tiim z € C igin
gegerlidir.  v,v, (L-z,)v=0denklemini esas sistemi olsun. O halde, (L-2z)u=0

denklemini her u ¢6ziimii igin (L —z,)u = (z — z,)udur. (5.2) den :

u(x) = ¢y, (x) + ¢, () + (2 = 2) [{v, (@)W, (1) = v, (X)W, W }u(Ir ()dy
v= v+,

c= max{lc1 “czl}

M=2z=z[ [V’ )r(»)dy (5.30)

2

u(o)* <262 (x) + 2z = 2, v? () [V )r()dy [[u)| r(»)dy = 4

A <27 (x) + My (x) ][u(y)lzr(y)dy

b

vel,(cb,r) iken, bir d e(c,b) vardir 6yle ki Ivz(x)r(x)dx < (M) *dir. Sonug olarak,

d

tim x, €(d,b)igin :

Xy

jlu(x)lz r(x)dx < 2¢? j vE()r(x)de + M jv2 (x)r(x){ ﬂu( )\ r( y)dy}dx =B
d d c

d

b

B<2¢? v (x)r(x)d +% ﬂu(y)l r(y)dy (5.31)

Xy d
I|u(x)|2 r(x)dx < 4c? J.vz (x)r(x)dx + ﬂu(y)|2r(y)dy

d

dir. Buradan da goriilmektedir ki, u (a,b)’de stirekli oldugunda,

uel,(d,b,r),uel,(cb,r)’dir.

Simdi bir limit noktas: durumunu varsayalim yani her z € C igin, u € L,(c,b,r) olmak iizere,
(L - z)u =0 denkleminin bir ¢6ztiimil oldugunu varsayalim. O zaman bize, her z eC - R icin

, €n az bir tane ¢6ziim oldugunu gostermek kaliyor. Bunun i¢in ( ¢,b ) araliginda L diferansiyel
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ifadesini goziiniine alalim. L ifadesi, ¢’de regiilerdir. 7, ve T sirasiyla, L,(c,b,r)’de minimal
ve maksimal operatérler olsun. 7 ’nin simetrik olmadigini, -ki bu da dolayisiyla 7, 1in pozitif
defect indisleri oldugunu gosterecektir-bir baska deyisle her zeC-R icin

N(z—T) # {0} oldugunu géstermemiz yeterlidir. Bunun i¢in 2 tane, siirekli, iki defa

tiirevlenebilir y, ,sz[c,b) — C fonksiyonlarini kullanacagz.

w(c)=1 wi(c)=0 y,(x)=0

, , , b’nin yakininda 5.32
V©=0 " w@=1" ym=0 (MY ) (5:32)
v, ¥, € D(T)’dir ve
o Tws )~ (Tyvn) = Jwiw, ] =0 (533

dir. Yani 7 simetrik degidir.

5.8 Téorem

L, (a,b) ‘de bir Sturm-Liouville diferansiyel ifadesi olsun :

a) f eD(T).geD(T) igin[f,g], =0’d.
b) a’da limit gemberi oldugu durumu kabul edelim. Herhangi z € Cigin,u, (L —-2z)u =0

denkleminin bir ¢6ziimil ise ; u,, (a,b)’de iki defa siirekli tiirevlenebilir fonksiyondur ve a
komsulugunda u,(x) = u(x); b yakininda u,(x) =0 ’dir. Dolayisiyla u, € D(T) - D(T,) dir
c) anoktasinda limit noktasi durumu s6zkonusu ise, tim f,g € D(T) igin [ 1, g]a =0 dur.

Ispat
a)f € D(T,),g e D(T)oldugunu  farzedelim. b noktass yakiunda g,(x)=0 ve
nyakininda g, (x) = g(x) olacak sekilde bir g, € D(T) mevcuttur.

(78], = (7.2, =~{{7.Te0) - (T7 )} =0 (5.34)



b) u,, D(T) ‘de yer almaktadir. Eger, v, W(u,v) # 0olmak tizere, (L —z)u =0 denkleminin

ayrica bir ¢6zlimii ise ve v,, u,’a benzer sekilde tanimlanmigsa v, € D(T) dir ve
[uy,v; ], =[uv'], =W vy =-W(uy) %0 = (5.35)

dir. Boylece (a) sikkindan u, ¢ D(T;) *dur.
L ‘nin, b’de regiiler oldugunu kabul edelim. 7’ in defect indisleri (1,1)’dir. u,,u, Lu=0
denkleminin lineer bagimsiz ¢oziimleri ; v,,v, iki kez tlirevlenebilir siirekli fonksiyonlar

olsun ve bu fonksiyonlarigin b civarinda v;(x) = u,(x) ve a civarinda v, (x) = Oolsun. (b )

sikkindan, v,,v, elemanlan D(T)’ye aittir ve D(7;)lineer bagimsiz modulodur...Sonug

olarak,
D(T) = D(T;) + L{v,,v, } (5.36)

dir. Bu da gosteriyor ki, herhangi f,g € D(T) i¢in a komsulugunda bu fonksiyonlarla

gakisan f;,g, € D(T,)elemanlart mevcuttur ve ( a ) sikkindan [f,g]a = [f(,,g0 ]a =0’dr.

5.9 Teorem

L , (V)teki Sturm-Liouville diferansiyel ifadesi olsun. Ayricad € R olmak {zere v,w

(L - A)u = 0 denkleminin reel ¢6ziimleri olsun.
a) Asagidaki formiille verilmis T}, operatorii, sirasiyla a ve b’de limit gemberi oldugu

durumda, 7, ’in kendine es bir genisletilmesini tanimlamaktadir.:

/1, =0
! (5.37)
v,f] =0

b

D(T,,)=\f e D(T): [

feDT,)igin T, f=1Tf

b) zeC—-R igin, R, =(z-T,,) ' rezolvent su sekildedir :



32
R.g(x) = W(u,,u,)" {u,, () [u, (N gIrdy +u,(x) Ju, (y)g(y)r(y)dy} (5.38)

u,,u,,(L — z)u denkleminin asagidaki kosullarla tanimlanmis ¢6ziimleridir :

u, € L,(a,c,r), anoktasinda limit noktas: olmak iizere :

[v,ua L =0, anoktasinda limit cembeti durumu varsa ;

u, € L,(c,b,r), b noktasi limit noktast olmak {izere:

[w,ub ] , =0 b noktasinda limit ¢emberi durumu varsa

¢) a’dave b’de cember durumu varsa, 7, , saf ayrik spektruma sahiptir.

d) T,, ’'nin tim dzdegerleri basittir..

ispat :

Iki smnir noktasinda da limit noktasi olma durumu mevcutsa, bunun sonucu olarak,

tim f,g € D(T) igin

(f.18)~(17.8) = 2], - [/ ], =0 (5.39)

olacaktir. Sonug olarak T simetriktir ve Teorem 1.22’ye gore kendine estir. a noktasinda limit
cemberi ve b noktasinda limit noktast durumu s6ézkonusu oldugu durumda ise , defekt
indisleri

(1,1 )’dir. a noktasi civarinda v,(x) = v(x) ve b noktasinin civarinda v,(x) = 0 olmak iizere,

v, iki defa tiirevlenebilir fonksiyon ise
v, € D(T) = D(T), D(T,) + L{v, } < D(T,,,.) (5.40)

oldugunu agikga gorebiliriz.
Eger, u, v’den lineer bagimsiz (L — A)u = 0 denkleminin bir ¢6ziimii ise ve u,, v,’a benzer
sekilde tammlanmigsa, bu durumda u, ¢ D(T,,)dir. Dolaysiyla, T,,, T’'nin 0&zel

kisitlamasidir.

Boylece, ID(T,,)= D(1y)+ L{vo} dir ve 7,,’nin simetrik oldugunu rahatlikla

gorebilmekteyiz.



T, » » T, 1 bir boyutlu simetrik genisletilmesidir ve boylece kendine estir.

b) a noktasinda, limit noktasi durumu sézkonusu oldugunda, u, bir ¢arpan olarak belirlenir.
Eger a noktasinda bir limit ¢gemberi durumu sézkonusu ise ve u;,u,;(L —z)u = 0 denklemini

temel sistemi ise,
[v,cul + duz]a = c[v,ulL + d[v,uz]a _ (5.41)
esitliinden dolayi en az bir tane non-trivial u, = cu, + du, lineer kombinasyonu mevcuttur.

(T,, ~2)f =0 (5.42)

denkleminin bir non-trivial ¢6ziimi bulunmadiginmdan. [v, u, L = [v,u2 L = Qesitligine sahip
degiliz.

d sikki i¢in su diisiincemizi dile getirebiliriz : En az bir sinir noktasinda limit noktasi
durumunda,. (1 — t)u = 0denklemnin ¢6ziim uzay1 en fazla bir boyutlu oldugunda, kabulliimiiz
agiktir

Her iki simir noktasinda da limit ¢ember durumu ve A  2’nin kati olan bir 6zdeger olsun

u,u, lineer bagimsiz Ozelemanlar ; u, ,u,,iki defa siirekli diferansiyellenebilir

ja
fonksiyonlar
olsun ve j=1,2... i¢in asagidaki kosullan saglasin :
a civarinda : U, (x)=u(x);u;,(x)=0 (5.43)
b civarinda: : U, (x)=0,u,,(x)=u,(x) (5.44)

Bu dort eleman, D(T, )’ e ait olup, D(T,) lineer bagimsi1z modulodur. Bu da
dimI(T,,)/ D(Ty) =2 (5.45)

ile celismektedir.
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6. UYYGULAMALAR

Weyl limit nokta ve limit gemberine ait 6rnekler ile Sturm-Liouville operatoriiniin kendine es

genisletilmelerine ait 6rnekler verelim:

. Ornek 6.1

H= L, [O, 00) ; Ly = —y"” =iy olsun. Bir baska deyisle S-L formunda r(x)=1, p(x)=1,q(x)=1

olsun. Ly = —y"” =iy denkleminin lineer bagimsiz ¢6ziimlerini yazalim.

N
2

J2 ;
__1 —
y‘() 5 (—1+i)x zx.l x

N2, V2 N2
y2 (x) — eT(\—I)x — eTx.e—lTx

@)=y, ()] = e 7 6.1)

o e = Jerrae =
0 1 0 ‘\/-2_

‘]‘lyz (x)rdx = Iemdx =00

8

L=—4

Boylece Ly =—y" =iy denkleminin oocivarinda, L, [O,oo) ’a ait tek ¢6ziimii vardir. Bu ise,
conoktasinin limit nokta oldugu hali demektir. Sifir civarinda ise, y,(x),y,(x) ¢6ziimleri
L,’e aittir. Bu ise, sifir noktasinda limit ¢ember durumu demektir. Eger biz y"” =iy
denklemini gdzoniine alirsak bu denklemin de sadece bir tane lineer bagimsiz ¢oziimiiniin
Lz[O,oo)’a ait oldugunu goriiriiz. Boylece, y” =iy,—y” =iy denklemlerinin herbirisinin
sadece bir ¢oOziimiinin L, [O,w)’a ait oldugunu gosterdik. Bu ise, tamim geregi,
L operatoriniin defekt indisinin ( 1,1 ) oldugunu gésterir. Buradan, Ly = y” operatdriiniin

biitlin kendine es genisletilmeleri yazilabilir. L’nin her kendine es genisletilmesi

L asagidaki sekildedir :

D(L,))= { y() el, [0,00): y’(x),[O,oo) ’a ait her sonlu arahkta mutlak siirekli,

y'el, [O,oo),y(O) = Cosa + y'(0)Sina = O}

y(x) e D(L,) iken L,y=y"
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Ornek 6.2

H = L,(—0,40),Ly=-y” olsun. Su halde, bir onceki oOregimize gore,
Ly = *iy denklemlerinin sifirdan farkh hicbir ¢6ziimiintin L, (—o0,0) ’a ait olmadif goriiliir.
Bu ise, L operatériiniin defekt indisinin ( 0,0 ) oldugunu gosterir.Bdylece Ly = y” ifadesi ile
olusturulan maksimal operatér L kendine estir. Ve asagidaki sekilde tanimlanir

(D)= { Y(x) € L,(—0,0):y'(x)reel eksenin her sonlu aralipinda mutlak siirekli ve

y" € L,(—o,) }

yeD(I) iken Ly=-y” (6.2)

Ornek 6.3

1
H= L,(0l,x), Ly =-—{—(xy')'}Bessel ifadesi olsun. Bunun lineer bagimsiz ¢6ziimlerini
x

bulalim. Buradan :

(x.y")' =0

xy'=c c:sabit (6.3)
c

y' = " y, =clnx (6.4)

xy'=0 y'=0,y, =c c,:sabit (6.5)

Boylece, y, =clnx, y,(x)=c, fonksiyonlarina, Ly =0denkleminin lineer bagimsiz
¢oziimleridir denir. Burada her iki ¢6ziimiin H = L, (0,1,x) uzayina ait oldugu gériilmektedir.

Gergekten:
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1 1

J'xlyl(x)lzdx =c’ Ix In? xdx

0 0
I 21
foyl(x)}zdx = 52— jln2 xdx?
0 0
| 2,212 !
jx‘yl(X)lzdx = c__)g_zl_n__x_ | ~-c? jx In xdx
0 0 0
1 1
x|y, (x)| dx =—c* | xInxdx
0 2 0
1 1
Ix’yl (x)‘2 dx = ——26-'1 Iln xdx
0 0
1 1
Jx‘yl (x)’zdx = ———2c—2x2 Inx ;+£21J‘xdx
1
[ = |

0
1

J.x'y1 (x)'zdx = % < 00

0

(6.6)

Yani, y,(x) e L,(0,1,x),y,(x) € L,(0,1,x) oldugu agiktir. Boylece Ly = 0denkleminin iki
lineer bagimsiz ¢dziimii, L,(0,1,x)uzayma aittir. Bu ise, hem 0 hem de 1 noktasinin limit

cember hali oldugu demektir. Buna gére L ifadesi ile olugturulan L, minimal operatSriiniin

defekt indisi ( 2,2 )’dir. L, 1n bir kendine es genisletilmesini L ile ifade edelim.

D(Z)z{y(x) €L,(0,1,x),y"[0,17’e ait her kapali1 alt araikta mutlak sirekli,

1 .
~(") € L(0.Lx), limxy(x) =0 |

x>0

~ ~ 1
yeD(L,)iken Ly = -)-C—(xy’)' (6.7)

Ornek 6.4

vi-1

—y Bessel ifadesi olsun. Burada v 2>0sabit bir sayidir.

H=L,(01);Ly=-y" +
X

Goriildigii gibi x = 0 , bu ifadenin tekil noktasidir. ImA > 0;0 < x < 1 olmak iizere,
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vl

;%y =Ay

_yll+
denklemini  gozoniine alalm. Bilindigi gibi, bu, Bessel denklemidir ve
\/;c_JV(\/Zx),\/;HV(«/—i—x) fonksiyonlar1 bu denklemin lineer bagimsiz ¢6ziimleridir.

J, (ﬁx) Bessel fonksiyonu, Hv(ﬁx) Henkel fonksiyonu adini alir. Bu fonksiyonlarin

x — 0 iken asimtotik ifadeleri, (0 < arg\/jl_ < %) asagidaki sekildedir. [Bazmen H.,and
Erdely a.,Higher Transcendental Functions, New York : Mc Graw-Hill Book Comp.1953]

J,(VAx) ~c;x" ¢, 0= sabit 63)
Hv(\/j{.‘x) ~c,x” ¢, # 0= sabit :
Boylece x — 0 iken
«/;Jv(«/—ﬂ:x) ~ clx”% 69)
JxH,(NAx) = c,x " .
olacaktir. Buradan her v > 0 iken vxJ p («/—jx) € L,(0,1) oldugu agik¢a goriiliir.
1 1
I(x-v+%)2 dx = Ix-2v+1dx
0 [\]

1 (6.10)
1 -2v+2 1

0<v<l

Joeyrax = ATy
o -2v+2 0,v21

oldugundan Jx H, (\J2x) asimptotik ifadesine gore 0<v<l iken

«/—;Hv(«/jl—x) € L,(0,1);v =1 iken ise \/;Hv («/Ix) ¢ L,(0,1) dir. Boylece, 0 <v <1 iken sifir
noktasi limit cember hali; v > 1 iken ise limit nokta halidir. L ’nin defekt indisi 0 <v <1 iken
(22); v>1 iken ( 1,1 )dir. Boylece L operatoriiniin kendine es genisletilmeleri igin,
0 <v <1 iken her iki u¢noktalarinda da vermek gerekir. Bu halde L’nin biitiin
kendine es genisletilmeleri [Bayramoglu M.,Izv.AnAzSSRser.fiz.zex.imat.hauk,1976, No:2,
5:140-143] verilmistir. v>1 iken sadece ve sadece 1 noktasinda sinir kosulu vermek gerekir.

v >1 iken L ’nin kendine es genisletilmesi L, asagidaki sekildedir :
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D(L,) = { y(x) € L,(0,1):y'(x) [0,1]°¢ ait her kapal1 aralikta mutlak stirekli,

Ly € L,(0,1), y(D)Cosa + y'(1)Sina = 0 |

yeD(L,),L,y=-y"+ PN (6.11)
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