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OZET

Bu ¢aliymada sonsuz kii¢iik nokta doniigiimii altinda Lie tiirevi ve Lie diferansiyeli
incelenmistir. Riemann uzayinda kovaryant, kontravaryant ve genel bir tensoriin
Lie diferansiyelleri ve Lie tiirevleri hesaplanarak, geometrik objelerin Lie tiirevi ve
Lie diferansiyeli iizerinde durulmustur.

L konneksiyonun kismi tiireve ve tensorel tiireve gore Lie tiirevleri hesaplanmistir.
Genel bir (u,v) tipindeki tensoriin Lie tiirevinin degisik ifadeleri iizerinde durulmus
ve Riemann uzayinda hareket kavrami incelenmistir.

Anahtar Kelimeler : Riemann uzayi, kovaryant ve kontravaryant vektor, Lie tiirevi,
Lie diferansiyeli, izometri.
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ABSTRACT

In this presentation we consider the Lie differential and Lie derivative with respect
to infinitesimal deformation. Lie differentials and Lie derivatives of covariant,
contravariant and general tensor are calculated in Riemannien space and Lie
derivative and Lie diferential of geometric object are mentioned in Riemannien
space.

Lie derivative of L connection is calculated with respect to covariant derivative and
partial derivative. Lie derivative of general (u,v) tensor is considered with its
different expression and the concept of motion in Riemannien space is examined.

Keywords: Riemannien space, covariant and contravariant derivative, Lie
derivative, Lie diferential, isometri.



1.RIEMANN UZAYINDA LIE TUREVI VE UYGULAMALARI

1.1 GIRIS

Genel bir U,, uzayinda (x') koordinat sisteminde, koordinatlar1 ancak dx' ler kadar fark
eden herhangi P(x',x%,...x") ve O +adx',x*+dx%,...x"+dxs") nokta iftine,
g; = g;(x",x*,...,x") ler stirekli fonksiyonlar ve g; = g ; olmak iizere

ds* = g;dx'dx’ (1.1)

skaler invaryant: kars1 geliyor ve

matrisi pozitif tanimli ise veya buna denk olarak hepsi birden sifir olmayan dx' ler igin
g,-jdxidxj )0 ise U, uzaymna Riemann uzay1 , (1.1) metrigine de Riemann metrigi adi verilir.
Bu uzayr R" ile gosterecegiz. Burada ds ye dx’ bilesenli diferansiyel vektoriin uzunlugu

denir. ds? bir skaler invaryant, g; =g olup metrik tensordiir.

R" Riemann uzayinda, R ve R bolgeleri arasinda

Fixs(x, 2 B R ) T T (T Det(gi—;);e 0 (12)
nokta déniisiimii verilsin. Bu nokta doniisiimii R deki x' noktasii Rdeki ¥' noktasmna ;
R deki x' +dx' noktasim R’deki X' +dx’ noktasina doniistiirsiin.

Tammm 1.1 x' ile x' +dx' arasindaki uzunluk , ¥'ile X’ +dx' arasindaki uzunluga esitse
(1.2) nokta doniigiimiine Riemann uzayinda hareket veya izometri denir.

Tanmm 1.2 (1.2) de verilen nokta doniisiimii & bir sonsuz kiigiik, z'¢ kontravaryant bir

vektor olmak iizere
fi=xi+zi(xi)£ (1.3)

seklinde tanimlanmis ise, bu doniigiime sonsuz kiigiik deformasyon ; z' vektdriine ise sonsuz

kiiciik deformasyon vektorii ad1 verilir. %', x' noktasinin deformasyonu adim alir.



Tamm 1.3 Yeni bir x — x’ koordinat doniisiimii R deki ¥ noktasmun f~' ters

doniisiimii olan noktanin doniisiimiinii versin. Yani bu yeni koordinat sisteminde  x'
noktasinin yeni koordinati

iv

i (1.4)
olsun. Bu yeni koordinata X nin siiriiklenmis koordinati1 denir.

Tanmm 1.4 (1.3) deki sonsuz kiigiik biikiilmede

% =f’=xi+zl(xl,x2

s X8 (1.5)
koordinat déniigiimiine z'c tarafindan siiriiklenme denir.

x=(x")e Ry, olmak iizere A(x") ile temsil ettigimiz A4 geometrik objesini ele alalim.

Tanmum 1.5 (1.3) sonsuz kii¢iik deformasyonu ile

A= AGEY) (1.6)
olsun. Yani Eger A(x') geometrik objesinin i koordinat sisteminin x noktasindaki degeri
A geometrik objesinin i koordinat sistemindeki X noktasindaki degerine esitse; A(x")
geometrik objesine A(x’) mn deformasyonu denir.

Tamm 1.6 4; (1.3) e gore A4 geometrik objesinin deforme olmus hali olmak iizere;

;g Ae=A(x")-AG) (1.7)

A(x") nin Lie diferansiyeli denir.

z=2z'(x') olmak iizere

P i

- 1imA_(’iﬁ“_x2 (1.8)
z &0 £

limit degerine ise 4(x') nin Lie tiirevi denir.

Tamm 1.7(1.3) sonsuz kiigiik deformasyonu ile

21 (1) =g;(%) (1.9)

olacak sekilde doniigen g;;(x) metrik tensdriine gj;(x) metrik tensoriiniin deformasyonu adi

verilir.



Tamm 1.8 g, (x) —g,(x) farkina g; metrik tensoriiniin z' kontravaryant vektor alanina gore

Lie diferansiyeli denir .
é§ g;(x)e = g;;(x) - g;(x) (1.10)
ile gosterilir.

Simdi g; metrik tensoriiniin Lie diferansiyelini inceleyelim. gj;(x) metrik tensdriiniin yeni

ve eski koordinat sistemi arasinda

b _ o
Bmn(¥) =8, ()5 (1.11)
bagintis1 vardir. (1.9) dan,
% N
gmn(x)=gg'(x)a,;,'a,7 (1.12)
elde edilir. Burada, g;(x) Taylor serisi ile
0g;;(x)
g;(x)= 8ij(x+e2)=g;(x)+ a’; i S (1.13)
bulunur. (1.5) den tiirev alarak
a0 ol o &
ﬁ=6m+£ﬁ % peC =5,‘:+8axn (114)
elde edilir. (1.13) ve (1.14) kullanilarak (1.12) dan
i azl ] 6
&mn (%) = (S, mt =€ )(5; + ax,, 8)(&, (x)+——-z “e) (1.15)
bulunur.
Buradan,
— i 6zi j a
&mn(X) = (S, +§,,78)(5n ax,. 8)(&, (X)+——Z €) (1.16)
iof iof agl] k i aZ i Oz : 133
8mn(%)=6,,6 1 83 (%) + (66, P + 6, m gy+6' paC — 8y)8 (1.17)



P oz’ o2 8
gmn(x)=gmn(x)+(gmj gx—n'*'gm o™ + agx",zn zk)g

elde edilir. O halde g, nin Lie diferansiyeli

. o . "};
n axm

£ s =B — B = [gm, Ped e ey 2
dir. Tanim (1.1) den x' ile x' +dx’ arasindaki uzaklik
ds* = g;dx'dx’

ve X' ile ¥’ +dx’ arasindaki uzaklik ise

dEZ o §mn dfm ‘En

seklinde yazilabilir. Buradan (1.19) geregince asagidaki teoremi verebiliriz.

(1.18)

(1.19)

(1.20)

(1.21)

Teorem 1.1 (1.2) déniisiimiiniin R” de bir hareket olmas: i¢in gerek ve yeter sart

oz’ &'

+ 6gm,, 2 )=0 olmasidur.
ok

oz oz
(gm,l axn +gin axm

+ aégx mn ky=0 ifadesini inceleyelim.

O mn J j %

P =V 8 + &mj nk b s z" ile ¢arpalim
oz* R, | § e ;
> Nt - {W} &}, ile carpalim
oz* % 7 :

P v,z -2 {in} g, ile carpalim

k 08 k A 7| &

z Bx—"’;'l:z ngm+g”y-{nk}z +gf”{mk z
oz k

gkn " glmv Z { }gbl

. &

olup, bu ifadelerin taraf tarafa toplanmas: sonucunda



oz’ o, PR k_ i)k
Emj ot e Tk 2 = EmkVn? ~7 Y, Ek t & VmZ ~7 ), (8

bulunur ve gerekli diizenlemelerle

0 / azi agmn k

ol g k k
Bmj o T8t ok 2 =8 VmZ T8 Va2 | (1.23)
Nz, PV 2
=2V(mzn)
sonucu elde edilir.
£;. BBV 1, (1.24)

dir. Buradan teorem 1.1 in bir diger ifadesini verebiliriz.

Teorem 1.2 (1.2) doniigiimiin R” de bir hareket olmasi i¢in gerek ve yeter sart

2V (1nZyy =0 (1.25)
olmasidur.

Tanmm 1.9 (1.3) sonsuz kiigiik deformasyonu ile # / (x) = (X) olacak sekilde doniisen u' (%)

kontravaryant vektoriine »’(x) kontravaryant vektoriiniin deformasyonu ad verilir.

Tamm 1.10 »'(¥)-u'(x) farkina »' kontravaryant vektdriiniin z' Kontravaryant vektor

alanina goére Lie diferansiyeli denir.
£z U (x)e =7 (x) —u (x) (1.26)
ile gosterilir. Simdi %’ kontravaryant vektoriiniin Lie diferansiyelini inceleyelim.

a

7 (x) = (1) 2 1.27)
axl

% =x% 4 g2% (1.3) sonsuz kiigiik deformasyonu kullanalim.

x* =x% —gz% olup x' ye gore tiirev alarak



n® & % .y %
o e S B Sy g
o' & ox ox" ox
ve

x" =x™ —gz" den x’ ye gore tiirev alarak

m
gx—l-—é‘lm - Bz_l bulunur ve (1.28) de yerine yazilarak
ox ox

a '

a 3 a
-ax—..—é’..“ -& o~ 5"

elde edilir. 67 =67 ve 67 =67" oldugundan;

1 i 1
SHae
% =57 - ai;i—mcs["
dir. (1.29) u (1.27) de yerine yazarak;

=@ N _ o dr=vea aL m
u”(x)=u'(x)(5; g&x"’ 6;)

bulunan esitligi Taylor serisine agalim.
u' (X)) =u' (x + ez) =u'(x) +?l;x—cx£z BET P iss

Buradan

7 (x) = (! (x) + 2L “e “X6% - Z: M)

7% (x) = u® (x)—u (x)g%—:-+a";£x)

7% (x) = u%(x) + a";ﬁ") E T ) }

(A & a
u®(x)—u®(x)= X zc—@——umjla

(1.28)

(1.29)



olup #* min Lie diferansiyeli

(1.30)

£u (x)e =u®*(x)-u®*(x)= [6u“ Z: ”‘:|£

seklinde bulunur.
Tanmm 1.11 (1.3) sonsuz kiigiik deformasyonu ile U (x)=u;(x) olacak sekilde doniisen

u;(X) kovaryant vektoriine u;(x) kovaryant vektoriiniin deformasyonu verilir.

Tamm 1.12 %;(X)—u;(x) farkina u; kovaryant vektoriiniin z kontravaryant vektér alanina

gore Lie diferansiyeli denir.
;gui(x)f::Ei(x)—ui(x) (1.31)

ile gosterilir. §Simdi u; kovaryant vektoriiniin Lie diferansiyelini inceleyelim.
o & ox’
Uy (x)= 4 (x)y

¥ =xi v g7 (1.3) sonsuz kiigiik deformasyonun kullanalim. x* ya gore tiirev alalim.

o' axf azf
axa axa axa

ox oz’
AT

= i
e (x) =u;(%)(5) +£§5) (7, (x)=u;(%)]

u;(X) yiseriye agalim:

u;(¥)=u;(x+e2) = (u;(x)+ 6uaifnx) 2™ +6°...+..)

azf

)az mYEL + 86—

Ug (%) = (u;(x) e

il
Uy (x) = ua(x)+(uj§xz;—+zm -ng;)s

Buradan u, nin Lie diferansiyeli:






2. AFIN UZAYDA HAREKET

L’jk simetrik olmayan afin konneksiyona ve
i o g _~p
e it g’
burulma tensdriine sahip n boyutlu L, uzaym diisiinelim.

Tanm 2.1 ' ve v’ +du’ sirasiile x* ve x' +dx’ noktasindaki iki vektdr olmak iizere bu

vektorler arasindaki paralellik kosulu
ou' =du' +T" ukdx! =0

ile tammMidir. Burada Su’, #' vektriiniin kovaryant diferansiyelidir.

Tanmm 2.2 (1.2) nokta doniigiimii tanim 2.1 de ifade edilen paralel vektér ¢iftlerini yine

paralel olan vektor ¢iftlerine doniistiirliyor ise bu doniisime L, de bir afin hareket denir.
Tamm 2.3 (1.3) sonsuz kii¢iikk deformasyonu ile f]k (x)= L"jk (x) olacak sekilde doniisen
I_’,}k lineer konneksiyonuna Li].k nin deformasyonu adi verilir.

Tamm 2.4 I_,;k - Lij.k farkina L’}k lineer konneksiyonunun z' kontravaryant vektdr alanina
gore Lie diferansiyeli denir.

g Ly (e =L (x) - Ly (v) @.1)

ile gosterilir.

Simdi L"jk lineer konneksiyonunun Lie diferansiyelini inceleyelim.

- e at at o A
Ls(x)=L, (x)

J ox% oxP ot i n%ac? o &2

olup (1.3) den x* ya gore tiirev alarak;
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(1.3) den xP ya gore tiirev alarak;

ox* ax" az"
P P oxP

axk' k ok

o e e

bulunur. (1.3) den X% =x° +£2° yazarak

x? =x% —£z% min x' ye gore tiirevin alalim.

o o at o T
axi’ 5 axi' gaxi' 7 i' % axt axt'

ax_a_ U_ggit— - _(5‘_ _)
axi gk sl axf = =1

ici: 4 —e——j&'

axl 1 ax 1

elde edilir.

x' =x"+¢ez' nin x% ya gore tiirevi ise

o/ on = 8z’
ox? ax“ ox®

olup burada x” ya gore tekrar tiirev alinirsa

azxi' aZzi
axaaxﬂ g axaaxﬂ

(o}
bulunur. Bu ifadesini %— ile carpimu ise

ain' axo' azzj
%P axz’ =£axaaxﬂ i

.
=% ~e5r )

dir. $imdi buldugumuz bu sonuglar1 (2.2) de yerine yazalim.
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- oz’ ol PR ¥ -
gﬂ(x)'Lj‘k'(x)[5 +e aj|{5ﬁ+€ ﬂ}[d" &£— 5i.]+a 7%

L ®=L®

ve
87 =576 =5
oldugundan;

[ 0z oz 0z° 7'
i J il k iy O gl St 0 F AR
(x) Lk(x) Oy +& a}':dﬂ ﬂ:l[é’i 8= 5i:l+£ ,851'

k 2.4
e AP ; 6 ke oz’ ' 0z

k 2}
B i ok ok 0z° 6 k az 0z
Lop(x) =Ly (%) Lag,a,,a;’ —545p5’ga—+5°51 7 +67 5¢ = ]+g po T 57

yazilabilir. Burada Lij.k (x) ifadesinin Taylor serisine agilimi1

i
L"j.k (%)= L"jk(x+ez) = L"jk(x)+ ax’: 82 45" ¥

olup

i

R ~ oL . . 2 i
LZp(")={L}k(X)+?’:ez”}[545§6;’ —5,15},6’a%jc—+5"51 -Z—Jra"(s" o ]+g &

B” ax®

k 189 S
ap(X) = (x)+[—L’ sz 52 gxz A s i 0’z }e
bulunur. O halde L7 p nin Lie diferansiyeli

oz oz’ 0z OLyg ,  8°2°
£ 15,0 =I2,(0)- 15,0 = [LZkaxﬂ+ i L a

Pol b o |

Yani

L 12, =03, 2 e 10 iek Lyl e Byt 4aT 23)

x%ox”? o

o
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dir. Buradan su teoremi ifade edebiliriz:

Teorem 2.1 (1.2) nokta doniisiimiiniin L, de bir hareket olmas: igin gerek ve yeter sart

ok Lo oz’ _r 0z° +5LZ,; b o ad =
B axa af axt axb axaaxﬂ

Lok 2.4)

olmasidir.
2.1 L Konneksiyonunun Bir Tensor Olarak Lie Tiirevi

Buraya kadar Lie tiirevini kismi tiireve gore ifade etmistik. Simdi Lie tiirevinin kovaryant
tiireve gore ifadesine aragtiralim.

Daha 6nceki hesaplamalarda, I/, nin Lie tiirevinin
'k

£ 0, =2, +L, 2P -2, 15 + 200, + 5L, @.5)
seklinde oldugunu biliyoruz.

z’i i un kovaryant tiirevi cinsinden ifadesini elde ederek
- (2.5) de yerine yazalim.
z’i i ifadesini hesaplayalim,

z' sonsuz kiigiik biikiilme vektriiniin z/ ye gére kovaryant tiirevi

zlij. = z’ij + szipj (2.6)

dir. 2.6) da x* ya gore kovaryant tiirevi ise
R e :

@) = @)+ 2L =2 L

dir

(z;.)lk—(z +z°I )k+(zp+z‘L' )L' —(z +2°L )

e
=2+ 2L +2PL 4 2BL 2 LGy — 2 1 — 2 L I,

i i » p z oy AT L 4

Burada z]fik 2 nin j ve k ya gore kovaryant tiirevidir.



13

g el

sy

I D i yp._s p i
pj,kz L ik -L Lz+ijz

i
Z[jk

P i i pri pri
Lkz,J+L L pZ +L z’pL +2 Lk+z L

Bu ifadede 5. terim ile 9. terim ; 6. terim ile 10. terim sadelesmektedir.

TR R p 5D i P .S i i p pri
£ L, = L, 2" Lk Ly Ih e + I L2 + Iy 2P+ 28D,

I
zf parantezine alip gerekli sadelestirmeler yapilirsa,
£ Ly =dly 428 Ly~ L)Ly 2P + Ly 2P ~Ly I + I e
elde edilir. Son iki terim de p—>s indis degisimi yapilarak Riemann egrilik tensoriinii elde
etmek amaci ile
+LLs? =L Lo 2? + L, 2"
~LyLyzP + Ly L2 - L 2”

terimlerini ekleyelim. Buradan

L Ly=dy + (- L)L, 2P + Ly 27 L L + Iy Lp2?
+L' Lt — Ls £ zp+Ljp’kzP
-L, L zp+LskL' zP - L]p’kzp

bulunur.

£ Ly =dy + 28, ~ )P +L (L, - I)2P

+Ly (L = Ly )2 + (L"jp,,‘ ~Ly )2 +

el

,]k,P "‘Ls L’ Zp+Ls L’ L kZp

T‘-Ek—ﬂ

ve
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AT LT e R
Ry =Ly p=LipLa + LyLep =Ly

oldugu goz niine alinirsa

B | p i i ms _p s mi _p i p b D
£2ij lek+ Zy ij +Lsijpz +ijTpsZ +ij’kz +Rj.kpz

‘dir. 4. terimdeki 7 karigik tensoriinde p=>s indis degisimi yapilir ve —Lfkl}’;zs +LfkTJ§,zs

terimleri eklenirse ifade

£1,- ik + 20T + Ly Tjp2® — Ly To2P + Ty 2P — I T 2" + I T 2 + Ry 2”
haline gelir; elde ettifimiz bu ifadede 6. terimde p—>s indis degisimi yapilir

i=i p{'i;p_sipip_sip Bl 8o D
£, AT + Ly Tpa® = Ly Topa? + T y2P ~ B TioaP + IR T 2" + Ry 2

ve bulunan bu ifadede
T;'plkzp =T’ + Ly Tz’ = Ly TopzP — L, Tj2P
esitligi kullamlirsa

bt i p P TP s Rt
£Z ij z|jk+ij|kz +ijz,k+ijLskz +Rjkpz

elde edilir.

L= 2d o P ppi _gp i S i TP 8 P
f; Lie =2 +Tipez” + 44 Tjp ~LgTjpz” +Tjplg 2 + Ry 2
4. ve 5. terimler sadelesirse
£ s i o L
- Ly zljk+ij|sz +z|kT1p+RJkpz

% 1= A+ Tip? Yy + Ry ”
o oel

2% L, = zllfl" + R;.kpzp

bulunur,

2.2 t] Tensoriiniin Lie Tiirevi

z' ve t,ij min kovaryant tiirevleri sirasi ile asagidaki sekildedir:
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il i
Zy=2Zpy+2°Ly,
J g P pri  _ P
B = Yem T 1% Lpm + 1 Lpm —1p L,

k “pm " "k “pm

t,"{ nin Lie tiirevi:

£ =t 2P +i82h 102, —1F2), | 2.7)
seklindedir.
v i _ W i zh J ij h

Pz ilL hyp
z,k—z|k ZLhk

e e T
Zp=72p Zth

doas ko el
Zp =12 Zth

esitliklerini (2.4) de yerine yazarak

£ =, -0, -, + @1 )2P +i)(2h - L) 1P (2, - 2L ) -1 (2, - 20,

k “hp
ifade diizenlenirse;
;[-; t=t] 2P +1028 s, — 122 + I PTE 4T i T, 2.8)
elde edilir.

B
L Co——
£z 11112 ----- v ’;32...3\, sz _§ )th § - ;‘1 t ]1 P )8 (2.9)
klind oo _ e g1 Pliga e (Jﬂ) b _ R
S . burada( )'«‘I R Ve P i tf] ...... JpaP ipa-iv e

;132*‘" tensdriiniin Lie tirevinin kovaryant tiireve gore ifadesini bulalim:



=]

SR iy _s\(P \, 1l P Sx{9p ) Aty
G S P 0

;(zlp Lpsz )(’a)tJl ----- Jv+ﬁz=l(zja,, Ljp? )( )t ----- s

5. ve 7. terimlerde
p2s
s> p

indis degisimi yapalim

=] |jﬂ a=
Burada
T = L~ I, i
oldugundan, ifade
ooy ey S i p N e e (Y8 i | O i o (s \
£z‘tf] ----- fv—tjl ..... jv|p—az=lz|p(ia)tf] ----- jv+;12|jﬂ(1’ tf] ----- jv+aZ___1];Pz (ia)tjl ..... Jv

seklini alir. Boylece asagidaki teoremi ifade edebiliriz:

Teorem 2.2: (u,v) tipinden kansik t}‘l'}‘v tensoriiniin Lie tlirevi (u,v) tipinde bir tensordiir

ve

seklinde ifade edilir. Burada
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L’}k simetrik olmayan afin konneksiyona ve
i i R |

Tie =Ly =Ly =20y

burulma {ensdriine sahip n boyutlu Z, uzayindaki Lie tiirevi igin, L’}k konneksiyonunun
]k i E (Ll 'k Lllg )

simetrik kismini ele alarak iglemleri yeniden inceleyelim. Burada T}k J " L = 2lI ]
oldugundan

1

=7l

ij L.]k +2T_;k

oldugu agiktir.

il.....iu g '1 ..... iy ,a ‘1 ..... xu s p Bevene xu
tjl ..... ]v]p t_]l _____ ./Vp L t ..... ;L]ﬁpz (S )tjl ..... Jv

Ry ; lla tl ..... o y _s(fp)il ..... i
tjl ..... jv|p 11 jvp+z(l’a Eié- T )(la)ll ----- Jv /;(Lfgl’-'-zz}pp) s tjl.....jv

+
N | —
R
it
e
d.
si'
.h-
é‘
N
\
-
"U
\
‘u;
:
?:



: : ; .
g _ g g
2% =22 +(L% +—T1.2)z
it
: ; 1
e vl P a=Tes
lp A 2

P

; 3
la — Sl la S
25 =Zp 2Tpsz

dir. Burada (;), L"jk konneksiyonunun Lij.k simetrik kismina gére alinan kovaryant tiirevi
0
temsil etmektedir. Simdi buldugumuz ifadeleri Lie tiirevinde yerine yazalim.

Bi e o u = v T
Hoeodu _ ooy _ fede iy (p ) oy i (78 i-iu
%’;1 ..... v £92’]1 ..... Jo ™ he il ;lze[p P Aot ﬂZzlzpp ? Wi

a=
£ til ..... e til.....iu +liTi"(s )til ..... 5 —lZV:Ts Jp til....ju P
z jl ..... jv =¥ jl ..... jv;p 2 = | ps ia jl ..... jv 2 ﬂ=1 jﬂp S jl ..... jv
B ], =2 u 1 ak ki L bk
& i ia S\ P |1 P P 5\[ 78 ) 1 ig (5 )1l
z% +—T A8 R P +=T; ( )t. St b ool P 3 i
az=l( P 2 psZ )(xa )t_]l ..... Jv Z-:l(z’jﬂ 2 jpz) P ) Jeeeedv az——l ps(za) Jpeeeedv
Yooy Heendy p _1_" ig (s \ - p_ s Jg\, - _p
£thl ..... Jv —t_] ..... Jv pz +2aZ_ITps(ia) Jpeeedy 2 Tjﬂp s tjl ..... jvz
u . 7 U . . \4 . .
= ig (P )\ Au _l a5 (P \1u P Jg iyl
;Z;;(la )t‘]l ..... jv 2az=lTpsz (la )tjl ..... Jv +;lz;jﬂ (P t‘]l ..... Jv
1 Ty \ahcs AU, o P
o P LR ia (s /1 P
+2 ijs (P )t]l ..... Jv ;Tps(ta)tjl ..... jvz

P <> s indis degisimi yaptigimizda antisimetrik 7 :;; tensoriiniin
by 2
Tps = P

seklinde isaret degistirdigini belirtelim.

P g 2 RN u i v T

Howndy oy _ el P B (P ) S P Jg il

£Z t]l ..... jV 2 £ tj ..... jv L t’ll ..... jv;pz Z_ z;p 153 tjl ..... Jv 4 —~ Z;_]ﬂ P tjl ..... Jv
0z a=1 =1
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seklindedir. Burada (;), L"jk konneksiyonunun Lijk simetrik kismina gére alinan kovaryant
0

tiirevi temsil etmektedir.

Teorem 2.4 z'(x) vektér alammn R" Riemann uzayinda bir sonsuz kiigiik hareket

tamimlamas i¢in gerek ve yeter kosul z' ile keyfi bir jeodezigin teget birim vektoriiniin bu

jeodezik boyunca i¢ ¢arpiminin sabit olmasidir.

1spat:

ds* = gijdxidxj

Riemann metrigi ile verilen n boyutlu R” Riemann uzayim diistinelim. Daha 6nce
X =x'+z'(x)e

nokta doniigiimiiniin R” de bir hareket olmasi igin gerek ve yeter sartin

;['Z: Emn =2V, z

(m~n)

oldugunu gostermistik.

265 =2 (g L @12)
2 =L g g L g L

5 %n) = %(gmn)zm %%Jr &mn %(Z'") d;: +8mnZ " a:s_xz"

Burada jeodeziklerin diferansiyel denklemi

‘%"“;}%i%j:o 2.13)

kullanilarak
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", 0 m A" di* 3 dx" ,,,L,,ixidx_’

_(n S) y(gmn)z . & +gmn5;(zm) & —&Emn? Y ds ds

elde edilir. Ve

1 (ag,m % 08 jm o o8

Ly =[i,m] =T, = %y e e (2.14)
ifadeleri yerine yazilarak

n n gk n oo - 0g:: dx' dx’
2= e S g, S e (i i

ds’ ox ds ds os & I & B O doa
g Iy dx"dxkla " dx* &, "
— __+ R, pa—
5 ) T g ok B Tt o B Tt Em

10gy, ' ! 1O T, 108y ad
2 o) ds ds 2 o ds ds 2x™ ds ds

bulunur. Burada
4. terimde i>n
2k
5.terimde j—2>n
i2k
indis degisimlerini yaptiktan sonra ifade diizenlenirse 1.-4. ve 2.-5. terimler sadelesir
3 . terim iki esit par¢a halinde yazilarak

T e | & 0, mydx" 108 d &’ m
s e et e
25 g5 ) = 5 8m 5 (B )t S B o () S

(2.15)

1 " dx* 1 auwwﬂ%awm
gmnaxk( )d dS +2 mnaxk ds' ds zaxm dg dS

=)=

l.terimde n->i
k->j

2terimde m-n
n->j
k->i
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3.terimde m=—2k

indislerini degistirerek

BASS el D 0 0g;; Jk ax' dx’

— P A WP ¥ & 2.16
o5\ g ) T Emn T e p T T YT ) e
e il 3V < 0 n, % k4

elde edilir 2V ;z;) = (gm,-ax +*8yTT pw & +6x_z ) dan

0 ax" dx’ dx’

5(2" ds) (2V(,zj)) - 2.17)
ifadesi bulunur. Burada

2V(,Zj) =0

oldugundan

0 = ' dx!

— =0

25 Un et B )=

dir ve buradan da

bl dx" dx’ dx’

olup, bu i¢ ¢arpimin jeodezik boyunca sabit oldugu ispatlanmis olur.
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