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OZET

“Singiiler Sturm- Liouville Operatoriiniin Negatif Ozdegerlerinin Toplamimin Asimtotik
Davranig1” adli bu tez ¢alismasinda LZ[O,oo) uzayinda

I(y)=-y"(x)-q(x)y(x) diferansiyel ifadesi ve Y (0)=0 sinir kosulu ile olusturulan
kendine es L operatoriiniin negatif 6zdegerlerinin karelerinin toplami i¢in asimtotik

formiiller bulunmustur . I(y)’nin ifadesinde yer alan q(x) fonksiyonu [0’°°) araliginda
stirekli , monoton azalan ve pozitif degerli bir fonksiyon oldugu varsayilmistir.

A Sh,SSh <. L operatoriiniin negatif 6zdegerleri olmak {iizere q(x)

fonksiyonunun baz1 kosullar1 sagladigi varsayilarak € — +0 jken

2 -l t 2 2

Zk i =@57) f+ole'o | Ja(x)—e-8q°(x)+4q(x)-e+3e” | dx
—Aj<-e q(x)=e
ve
-1 _

2731 — (157) {1+O(e_£ Bﬂ J,/q(x)—e-[8q2(x)+4q-(x)e+382]-dx
—Aj<-¢ q(x)=¢
asimtotik formiillerinin saglandig1 ispatlanmugtir .

Anahtar kelimeler : Kendine es operator , Ozdeger , Spektrum , Spektrumun ayrik kismi



ABSTRACT

In this thesis, entitled “Asymtotic Behavior of The Sum of Squares of negative
eigenvalues of The Singular Sturm - Liouville Opereator” , we find asymtotic formulas
on the sum of squares negative eigenvalues of a self -adjoint operator L generated

by the differantial statement I(y)=-y"(x)-q(x)y(x) and the boundary candidative

y(0)=0 in the space L2[0’°°). We assume that the function q(x), seen in the
statement of 1(y), is continous, decresasing and takes positive values in the interval

[0’°°). If A Sh,<Sh, <. the negative eigenvalues of the operator L, the we

prove that the asymtotic formulas , when €—+0

> 2 =(sn) f+oleo )} j Ja0)=e - Ba? (x)+ 4q(x) € + 3¢2 ] dx

—Aj<-¢ q(x)=¢

-1 _
sziz(lsn) {1+O(e_£ Bﬂ J,/q(x)—e-[8q2(x)+4q-(x)e+382]-dx
—Aj<-¢ q(x)=¢

helds under some additional conditions on the function q(x).

Keywords : Self - adjoint operator ,Semi bounded operator , Eigenvalue , destict not of
spectrum.



GIRIS
Bu calismada L,[0,o) uzayinda
1(y) ==y (x) —q(x)y(x) (1.1)

diferansiyel ifadesi ve y’(0) =0 simir kosulu ile olusturulan kendine es L operatoriiniin

negatif 6zdegerlerinin karelerinin toplami i¢in asimptotik formiiller bulunmustur .

(1.1) ifadesinde yer alan q(x) fonksiyonunun asagidaki kosullar1 sagladigir varsayilmastir :
1) q(x) fonksiyonu [0,e) araliginda siirekli , monoton azalan ve pozitif degerlidir .

2) lim q(x)=0 (1.2)

X—>00
L operatoriiniin tamim kiimesi

1. y'(x) her sonlu [ab] c[0,00) aralifinda mutlak siireklidir .
2. y(0)=0 (1.3)
3. 1(y) = -y (x) —q(x)y(x) € L, [0,0) (1.4)

kosullarin1 saglayan tim L,[0,o0) fonksiyonlarinin kiimesidir.L operatoriiniin alttan yar1
sinirlt ve spektrumunun negatif kisminin ayrik oldugu bilinmektedir [1].

A <A, £..<A, £... L operatoriiniin negatif zdegerleri olsun.

Ayrica lnjx (i=0,1,2,...) ile

In, x =x (1.5)
In; x :ln(lnj_1 x) (1.6)

seklinde fonksiyonlar1 gosterelim . q(x) fonksiyonunun asagidaki iki kosuldan birini

sagladigin1 varsayalim :

3) ko,(Oéj araligina ait olan sabit bir sayr olmak iizere her >0 icin



: kKo™ _ [ ko+ﬂ}_1:
Xlgan(x)x Xlgn°<> q(x)x 0 (1.7)

4) Oyle bir &> 0 sayisi ve n dogal sayist vardir ki q(x)—(In, x)™> fonksiyonu bir

[a,) (a>0) araliginda negatif degerli degildir ve monoton azalmayandir .

Bu tez calismasinda elde edilen temel sonuglar asagidaki teoremlerden ibarettir .

Teorem 1.1: 1) ve 3) kosullart saglandigi takdirde € — +0 iken

t
Z}% —(150) ' n+oe j,/q(x)—a 1892 (x) + deq(x) + 3621 - dx (1.8)
—Aj<-€ q(x)2e

asimtotik formiilii saglanir. Burada t, pozitif bir sabittir.

Teorem 1.2. q(x) fonksiyonu 1),2) ve 4) kosullarim sagladigi takdirde € — 0

iken
Z?% =(15n) 1+ ot ). J‘q/q(x) —&-[8q2(x) +4q(x)e +3e2]- dx (1.9)
_}\'J <—€ q(X)ZS

asimtotik formiilii saglanir .Burada [ pozitif bir sabittir .

[2] calismasinda L operatoriiniin negatif 6zdegerlerinin sayisi1 i¢in asimtotik formiiller

bulunmustur. [5] calismasinda q(x)’in bazi kosullar1 sagladigi varsayilarak € — 0 iken

t
Z?%=(3n)_1[1+0(e e J.[Zq(x)+£]-1/q(x)—£dx (1.10)

_}\'J <—€ q(X)ZS

asimtotik formiiliiniin saglandig1 gosterilmistir . Burada t, pozitif bir sabittir .

[3] calismasinda yar1 eksende verilmis operatdr katsayili Sturm - Liouville operatoriiniin
negatif Ozdeger sayisinin asimtotik davranisi incelenmistir .
[4] calismasinda yiiksek mertebeden sinirsiz operator katsayili bir diferansiyel

operatOriiniin negatif 0zdegerlerinin sayisi i¢in asimtotik formiiller bulunmustur .



2. ON BILGILER
2.1 . Mutlak Siirekli Fonksiyonlar

Tanmm 2.1.1: f ,sonlubir [a,b ] araliginda tanimli bir fonksiyon olsun.Her € >0

verildiginde [ a,b ] araligmin ikiserli ayrik agik alt araliklarinin

n
Z(b i -aj)<?d
i=1

kosulunu saglayan her sonlu {(ai b )}'1’ toplulugu i¢in

n
D fron-fapl<e
i=1

olacak sekilde bir & = J (€) sayis1 varsa f fonksiyonuna[a,b] araliginda mutlak
stireklidir denir.

Bu tanimdan yola cikarak her mutlak siirekli fonksiyonun diizgiin siirekli oldugu
goriilmektedir.Oysa her diizgiin siirekli fonksiyon mutlak siirekli fonksiyon olmak
zorunda degildir. [ a, b ] aralifinda Lipshitz kosulunu saglayan her fonksiyonun bu

aralikta mutlak siirekli oldugu agiktir.

Teorem 2.1.1: Bir f fonksiyonunun [ a,b ] aralifinda mutlak siirekli olmasi i¢in gerek

ve yeter kosul her € >0 verildiginde [ a,b ] aralifimin ikiserli ayrik acik alt araliklarinin
n

D bi-a)<? 2.1)
=

kosulunu saglayan her sonlu {(ai b, )}I‘ toplulugu i¢in
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<e 2.2)

Z[f(b»—f(ai)
i=1

olacak sekilde bir =0 (¢)>0 sayisimin var olmasidir .
Ispat :

n n
Gereklilik : Z[f(bi)—f(ai) < Z|f(bi)—f(ai)| olugundan gereklilik aciktir.

i=1 i=1

Yeterlilik : Her € > 0 verildiginde [a,b ] araliimin ikiserli ayrik acgik alt araliklarinin

Z(bi -a,)<d kosulunu saglayan {(ai b, )}’i1 toplulugu i¢in

i=1

n
Z[f (bj)—f(ap) <§ olacak sekilde bir d = 0 (€) sayisinin var oldugunu kabul edelim
i=1

f(b,)-f(a;) 20 olacak sekilde (ai,bi) araliklarmin toplulugu A, geri kalan araliklarin

toplulugu da B olsun .

Z(bi_ai)<5 ve Z(bi—ai)<8 oldugundan ;
A B

D Jron=feap|=]D [rcon—fap] < (2.3)
A A

D Jron=feap|=]D [rcon—fap] < (2.4)
B B

oldugu aciktir.

n
Buradan Z|f(bi)—f(ai)|<£ elde edilir.
i=1
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Teorem 2.1.2:f ve g sonlu bir [a,b] aralifinda mutlak siirekli herhangi iki

fonksiyon ise;f+g ,f—g, f-g ve her xe [a,b] icin g(x)=#0ise £ fonksiyonlar1
g

da [a,b] araliginda mutlak siireklidir.

Ispat : f+ g ve f—g fonksiyonlarmin mutlak siirekliligi
[£(o3) £ 20 = [f i) gap] <[ (b)) = Fap)] +]e(bi) ~ g(aj)] (2.5)

esitsizliginden cikar .

A = max|f(x)| (2.6)
[a,b]
B= Ig,ab§(|g(x)| ise 2.7)

[£(by)- g(by) —f (aj)- g(ap)| =[f (b;)- g(b;) — F (by)- gap) |+ [f (b)) g(ay) — £ (a;) - g(ap)] <

If(b,)|-|2(b) —g(a,)

Jf(b)—f(a,)

<A |g(b)—g(a,)

+|g(a,) +B [f(b,) —f(a,) (2.8)
dir.

Buradan da f-g fonksiyonunun mutlak siirekliligi elde edilir .

f ve g sonlu bir[a,b] araliginda mutlak siirekli herhangi iki fonksiyon ise , £
g

fonksiyonu mutlak siireklidir. (Her x € [a,b ]icin, g(x)#0)

Eger her x € [a,b] icin g(x)#0 ise, g(x)|2C > (0 olacak sekilde bir C >0 sabiti

vardir. Dolayisiyla

11| e -] [z -e@p] _leb)-g@)
lgb)  g@p| |gbp-g@p)| |z g 2

2.9

dir.
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Bu bagintidan 1 fonksiyonun mutlak siirekliligi cikar . O takdirde £ fonksiyonu da
g g

f ile 1 fonksiyonlarinin ¢arpimi olarak mutlak siireklidir .
g

Teorem 2.1.3: f,[a,b] aralifinda mutlak siirekli ve degerleri [A , B | araligina ait olan
bir fonksiyon olsun . Eger F (y), [A, B ] araliginda Lipschitz kosulunu saglayan bir
fonksiyon ise F [ f(x )] bileske fonksiyonu [a,b ] ‘de mutlak siireklidir.

Ispat : F fonksiyonu [A , B ] arahiginda Lipschitz kosulunu sagladigindan

her y’,y"e [A,Bligin [F(y")—F(y)|<K-

y - y'| olacak sekilde bir K>0 sabiti
vardir.Dolayisiyla [ a, b ] araligimin ikiserli ayrik acik alt araliklarinin her sonlu

{(a;,b; )} toplulugu igin

D Af o)1= Af @] <K- Y [fb) —f(ap) (2.10)

i=1 i=1

Bu esitsizlikten ve f fonksiyonunun [ a, b ] araliginda mutlak siirekli olmasindan , F[f(x)]

fonksiyonununda [a,b] araliginda mutlak siirekliligi elde edilir.

Teorem2.1.4:f,[a,b] araliginda mutlak siirekli ve artan bir fonksiyon olsun .
Eger F, [f(a), f(b)] araliginda mutlak siirekli bir fonksiyon ise F[f(x)] fonksiyonu

[a,b] araliginda mutlak siireklidir.

Ispat : F fonksiyonu [f(a),f(b)] araliginda mutlak siirekli oldugundan her €>0 verildiginde
[f(a), f(b)] araliginin ikiserli ayrik agik alt araliklarinin

n
Z(Bi—Ai)< d kosulunu saglayan her sonlu {(A;, B}, toplulugu igin
i=1
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n

Z|F(Bi)—F(Ai)|<€ olacak sekilde bir 3 =8()>0 sayis1 vardir. Ote yandan f de
i=1

[a,b] araliginda mutlak siirekli oldugundan, [a,b] araliginin ikiserli ayrik agik alt

araliklarinin

m

Z(bi—ai)<n kosulunu saglayan her sonlu {(ai,bi)}i";l toplulugu icin
=

m
Z|f (bj)—f(aj)|< & olacak sekilde birn>0 (M=m(e)) vardir .{(f(a;).f(b)}T, . [f(a), f(b)]
i=1

araligmin ikiserli ayrik acik alt araliklarinin

m
Z|f (bj)—f(aj)|< d kosulunu saglayan sonlu bir toplulugu oldugundan
i=1

m
D IRfbpI-Af@p]<e (2.11)

i=1
olur.

Boylece her €>0 verildiginde [a,b] araliginin ikiserli ayrik acik alt araliklarinin

m
Z(bi_ai)<n kosulunu saglayan her sonlu {(ai,bi)}i’i1 toplulugu i¢in (2.9) kosulunu
i=1

saglayan bir n=m(g) ) > 0 sayisinin var oldugunu gosterdik . Bu da tamim geregi

F [ f (x)] fonksiyonunun [ a,b] araliginda mutlak siirekli oldugunu gosterir.

Tanmm 2.1 .2 : E herhangi bir reel kiimesi olsun. {(an,bn)} E kiimesinin orten acik

araliklarinin sayilabilir toplulugu ve € da bu tiir miimkiin olan topluluklarinin kiimesi

olmak {izere ,

*E= i - 2.12
mE {(an,?f)}esz;(b“ ) 212
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degerine , E kiimesinin dig 6l¢iimii denir .
Bu taniomdan m'E>0  oldugu goriilmektedir.
Tamim 2. 1. 3 : E herhangi bir reel say1r kiimesi olsun. Her A reel say1 kiimesi i¢in
mA=m"(ANE)+m'(AN(R\E)) (2.13)
ise E kiimesine Lebesque anlaminda Olgiilebilirdir denir .

Tammm 2. 1. 4 : Lebesque anlaminda olgiilebilir bir E cR kiimesinin m "E  dis

Olctimiine , E’'nin Lebesque anlaminda o6l¢iimii denir ve mE ile gosterilir.

Tamm 2. 1.5 : f bir E kiimesinde tanimli ve genisletilmis reel degerli bir fonksiyon

olsun. Eger E kiimesi ve her ¢ € R i¢in
E(f>c)={xe E: fx)>c (2.14)
kiimesi 0Ol¢iilebilir ise f fonksiyonuna E kiimesinde Ol¢iilebilir bir fonksiyon denir.

f bir E kiimesinde tamimli ve genisletilmis reel degerli bir fonksiyon olmak iizere

asagidaki fonksiyonlari géz Oniine alalim .

f(x), f(x))0 ise
f,(x)= (2.15)
0, f(x)<0 ise
0, f(x)>0 ise
f_(x)= (2.16)
—f(x), f(x){0 ise

f. ve f E kiimesinde negatif olmayan ve her x € E i¢in ,

f(x)=1 (x)-1_(x) (2.17)
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kosulunu saglayan bir fonksiyondur. Ayrica f fonksiyonu E’de 0l¢iilebilir ise f, ve f_

fonksiyonlarinin da E ‘de ol¢iilebilir olduklar1 kolaylikla gosterilebilir .

Tammm 2.1.6:f bir E kiimesinde oOlciilebilir negatif olmayan bir fonksiyon olsun. E
kiimesini sonlu sayida ikiserli ayrik ol¢giilebilirE,,E, , ... E  altkiimelerine boliip
u; =inf f(x) olmak iizere

1

n
ZuimEi (2.17)

i=1

toplamin1 goz Oniine alalim . E kiimesinin bu sekilde miimkiin olan tiim bdliintiileri

tizerinde alinmis
n
sup ZuimEi (2.18)

i=1

degerine f fonksiyonunun E kiimesinde Lebesque integrali denir ve

jf(x)dm (2.19)
E

ile  gosterilir.

J f(x)dm < oo (2.20)
E

ise f fonksiyonuna E kiimesinde Lebesque anlaminda integrallenebilirdir denir.

Tamm2.1.7: f bir E kiimesinde ol¢iilebilir bir fonksiyon olsun . Eger

jf+ (x)dm (2.21)

E

ve
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If_ (x)dm (2.22)
E

integrallerinden en az biri sonlu ise f fonksiyonun E kiimesinde Lebesque anlaminda

integrali vardir denir. Bu durumda

If(x)dm =J‘f+ (x)dm - jf_ (x)dm (2.23)
E E E

ifadesine f fonksiyonunun E kiimesinde Lebesque integrali denir . Eger If (x)dm

E
sonlu ise yani j f+(x)dm<°o ve j f (x)dm< oo ise f fonksiyonuna E kiimesinde
E E

Lebesque anlaminda integreedilebilirdir denir .

Tammm 2 .1.8: Verilen bir 6zellik ol¢iilebilir ise ve E kiimesinin sifir ol¢ctimli bir alt
kiimesinin disinda her noktasinda saglaniyorsa, bu 6zellik E kiimesinde hemen hemen
her yerde (hhhy) saglaniyor denir .

Ornegin olgiilebilir bir E kiimesinde tanimli bir f fonksiyonu igin ,
E(f =t0) ={x € E: f(X) =co}U{Xx €E: f(X) =00 } (2.24)
kiimesinin Olctimii sifir ise f fonksiyonuna E kiimesinde hhhy sonludur denir.

Tamm 2.1.9:f ve g olciilebilir bir E kiimesinde tanimli herhangi iki fonksiyon
olsun . Eger E kiimesinde hhhy f=gise bu fonksiyonlara E kiimesinde denktir denir ve

f ~ g ile gosterilir.

Teorem2.1.5: [a,b] araliginda mutlak siirekli bir f fonksiyonunun hemen hemen
her xe [a,b] noktasinda sonlu tiirevi vardir ve f’(x) [a,b] araliginda Lebesque

anlaminda integreedilebilirdir .

Teorem2.1.6:[a,b] araliginda mutlak siirekli bir f fonksiyonunun hhhy tiirevi sifir
ise , bu fonksiyon sabittir.

Teorem 2.1.6)’dan asagidaki sonuc elde edilir.
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Sonu¢2.1.1:f ve g [a,b] arahfinda f’'~ g’ olacak sekilde herhangi iki mutlak

stirekli fonksiyon ise f—g sabittir.

2.2 L (a,b) Uzaylar1 Hakkinda

f bir (a,b) (-0 <a<b<oo) araliginda tanmimh , reel veya kompleks degerli bir
fonksiyon ve pe€ [1,o ) bir sabit olsun.Re(f) ve Im(f) fonksiyonlar1 (a, b) araliginda
Olciilebilir ise f fonksiyonuna (a, b) araliginda Olciilebilirdir denir .

Her C € R sabiti i¢in

(a,b) C(0 ise
ke @by ffxf)C }= (2.25)

1
xe (a,b):[f(x)PC",C=0 ise
dir.

Bu formiilden goriiliiyor ki, f(x) fonksiyonu (a,b) araliginda olgiilebilir ise
|f (x)|p fonksiyonu da (a,b)’de oOlciilebilirdir. |f (x)|p fonksiyonunun (a,b) araliginda

integreedilebilir oldugunu yani

b
I|f(x)|pdx<oo (2.26)

a

kosulunu sagladigini varsayalim. ( 2.26 ) kosulunu saglayan ve kendi aralarinda denk

olan tiim fonksiyonlar bir denklik sinifi olusturur. Bu denklik siniflarinin kiimesi Lp(a, b)

ile gosterilir. Ayn1 denklik sinifina ait olan fonksiyonlar esit sayilirlar. Bir f

fonksiyonunun L, (a,b) kiimesine ait oldugu sdylendiginde f’in yukarida sozii edilen

denklik siniflarindan birine ait oldugu ifade edilmis olur.

o>0 ve =0 herhangi iki say1 ve 7y=max{c,f3} olsun. O takdirde
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(a+B)P <P =2P -yP ve P =max{aP,BP}<aP +BP dir. Dolayisiyla her a>0 ve
B>0 sayilar icin ,
(a+B)P <2P . (aP +BP) (2.27)

dir.
f ve g Lpy(ab) uzaymin herhangi iki sonlu degerli fonksiyonu olsun . (2.27)

esitsizliginden yararlanarak

b b b b
I|f(x) +g(x)Pdx < j lf 0|+ g 0o|JPax < 2P j [ (x)|Pdx +2P j l2(x)[Pdx(eo (2.28)
a a a a

elde edilir.

Dolayisiyla f+g € L(a,b)’dir.

Bu kez L (a,b)’nin herhangi iki fonksiyonu olsun .

Reel Analiz’den fve g fonksiyonlarinin (a,b) araliginda hhhy sonlu olduklari

bilinmektedir. Bundan dolayr (a,b) araliginda f~f; ve g~g; olacak sekilde sonlu

degerli f; ve g, fonksiyonlari vardir. Ornegin f; ve g, fonksiyonlart

f(x)  ff(x)|<ee  ise
f1(x)= (2.29)
0 Jfx)|=e0  ise
gx)  LJg)<ee ise
g, (x)= (2.30)
0 ,|g(x)| =00 ise

seklinde alnabilir. f, €L (a,b) ve g; € L(a,b)’dir. O halde yukarida gosteriligi gibi
f,+g € L, (a,b) dir. Ote yandan f+g~ f,+g, oldugu gbz oniine almirsa L,(ab)

elemant olarak f+ g=f, +g,’dir. Dolayisiylaher f, g € L (a,b) fonksiyonlart i¢in
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f+ g fonksiyonunun (a,b) araliginda tanimli, dlciilebilir oldugu kabul edilebilir ve

f+ ge Lp(a,b)’dir.

Ayrica her Ae K sayisi ve her fe L (a,b) i¢in

b b

I|M(x)|pdx =P j £ ()P dx(oo (2.31)
a a

dir .

Yani AMf € L,(a,b)’dir . Burada lineer uzaymn tiim aksiyomlarinin saglandig

gosterilebilir. Sonug olarak L (a,b) bir lineer uzaydir. L,(a,b) uzaymin

1
b P
I]= J‘|f<><>|p dx (f=f(x) € Ly(a,b) ) (2.32)

a

fonksiyonu ile bir tam normlu lineer uzay oldugu yani bir Banach Uzay1 oldugu

bilinmektedir. Ozel olarak L,(a,b) uzaymin
b

(f.e)= j Fogdx (F =f(x).g=g®e L,ab)) (2.33)

a

fonksiyonu ile bir Hilbert Uzay1r oldugu bilinmektedir .
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2.3 Lineer Operatoriin Spektrumu

Tammm 2.3 .1: X bir lineer uzay ve D(A)cX olmak iizere A : D(A) — X bir lineer
operator olsun . Ax, =1, x, olacak sekilde sifirdan farkli bir x, € D(A) (x, vektorii)
ve A, sayist varsa, A,’a A operatoriini bir 6zdegeri ve x,’a da bu dzdegere

karsilik gelen bir 6zvektorii denir .

Teorem 2.3.1: A herhangi bir lineer operatdr olsun. Bir A sayisi i¢in A - Al

operatoriiniin (A -AI)~' tersinin var olmasi icin gerek ve yeter kosul A mmn A

operatoriiniin bir 6zdegeri olmamasidir .

Tammm 2.3.2: X bir kompleks Banach Uzay1 ve D(A)cX olmak {izere
A :D(A) = X bir lineer operatdr olsun . Bir AeC icin A - Al operatoriiniin (A - AI)™
tersi var, sinirhh ve D((A—AI)"')=X ise bu A sayisina A operatoriiniin bir regiiler

degeri veya regiiler noktas1 denir . A operatoriiniin tiim regiiler degerlerinin kiimesine A

operatOriiniin rezolvent kiimesi denir ve p(A) ile gosterilir. p(A) kiimesinde tanimli

Ry (A)= (A—M)_1 operatdr fonksiyonuna A’nin rezolventi denir .

Tamm 2. 3. 3: X bir kompleks Banach Uzayi ve D(A)cX olmak iizere A :D(A) > X

bir lineer operator olsun. 6(A) =C\p(A) kiimesine A operatoriiniin spektrumu denir.

Teorem 2.3.1, Tanim 2.3.2 ve Tamim 2.3.3’den bir A lineer operatdriiniin 6zdegerlerinin
A’nin spektrumuna ait oldugu goriilmektedir. Sonlu boyutlu uzaylarda her lineer operatoriin

spektrumu sadece Ozdegerlerden ibarettir.

Tamm 2. 3.4: X kompleks bir Banach Uzay1 ve D(A) c X olmak iizere A : D(A) — X bir
lineer operator olsun. A operatoriiniin tiim 6zdegerlerinden olusan kiimeye bir bagka
deyisle A-AI operatoriiniin tersinin var olmadig: tim A€ C sayilarinin kiimesine A’nin

spektrumunun noktasal kismi1 denir.

A-AL operatoriiniin  (A-AI) ™' tersi var, sinirsiz ve D((A —AI)™') =X oldugu tiim Ae C

sayllarinin kiimesine A’nin spektrumunun siirekli kismi1 denir.
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A-Al operatoriiniin (A-AI) ™' tersi var ve D((A—AD™")# X oldugu tiim Ae C sayilarinin

kiimesine A operatoriiniin kalan kismi1 denir.

Ornek 1:H sonsuz boyutlu bir Hilbert Uzayr ve f, #0,f, #0 bu uzayn herhangi iki
ortogonal ((f,,f,)=0) eleman: olsun.

A:H—-H , Ax = (x,fl )fl —(x,f2 )f2 operatoriiniin spektrumunu bulunuz.

Coziim : Lp=0 A’nin bir 6z degeri ve (x,fl)z(x,fz):O kosulunu saglayan sifirdan
farkli her x € H elemam bir 6z vektordiir. H sonsuz boyutlu uzay oldugundan

(X,fl): (x,f2)=0 kosulunu saglayan tim x € H elemanlarimin N, lineer manifoldu

da sonsuz boyutludur. Bu durumda A,=0 6z degerinin katliligi sonsuzdur denir. Ayrica
2 2
Af, =[], . Af, =] -f,

bagintilarindan goriiliiyor ki k1:||f1||2 ve kz:—”fz”2 sayilart da A’nin 6z

degerleridir. A ¢ {O, f; 2,— f2||2} herhangi bir kompleks say1 ve y H’nin herhangi elemani
olmak iizere

(A-M)x =y

ya da

(e f)f = (£, = Ax =y (1)

denklemini goz Oniine alalim. Buradan

(X’fl)”flnz —Mxf) = (1)

(x.f,)=—2f) @)
Ifi]" 2

Benzer sekilde yine (1)’den

- (X’fz )”fznz - K(X,fz) = (y’fz) ;
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(x.f,) = ——2F2) 3)
I+ 2

elde edilir. (1), (2) ve (3)’den

X = (y’ f] )fl + (y’ f2 )fZ _ X
- 2 2
(1 e O RV (Y e SRV

bulunur . Dolayisiyla

)—1 _ (y’f1)f1 n (Yafz)fz _Yodir

(A-AD) " y=—o= :
(TN ey S R (T3 i SRV

Goriildiigii gibi A—-AI operatorii tim H uzayinda tanimli , (A—AI)" vardir ve

s BHEE R b
a-a HS\<||f1||2—%>~7»\+\<||fz||2+7»>-x\+Ikl

f : f 2 1
e eI
(SR I (AR SR

dir.

2
,—

Yani (A-A) 7' : H5H  operatorii sinirhdir. Dolayisiyla her Ag {O, f2||2} sayisi

f1

A’nin bir regiiler degeridir. Sonug olarak

s =.Jt. | e

dir .



23

T
Ornek 2: A: L,[0,7] = L,[0,=] , (Ax)(t)zjcos(t+s)x(s)ds operatOriiniin spektrumunu
0

bulunuz.

T T
Coziim: (AX) (t)=cos(t) J.cos(s)x(s)ds - sin(t)j sin(s)x(s)ds'dir .
0 0

f,(t) =cos(t) ve f,(t)=sin(t) olsun.

O halde Ax = (x,f)f, —(x,f,)f, dir.
Aynica f, #0 , f,#0 ve

n n n
(f,.f,) = Icostsin tdt :%J‘sin 2tdt =—iCOSZtJ‘=O'dir.
0 0

Bu durumda Ornek 1°de gosterildigi gibi

2
>

')

S(A) = .

f1

dir .

It = J.cosztdt = J'Lzosztdt =§
0 0
m m
I =~ [sinrar=- [ 12082 -
0 0
oldugundan

G(A) = {O,E,—E}’dir
27 2
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2.4. Eslenik Operator

Teorem 2.4.1 (F. Riesz): H bir Hilbert uzayi ve f H’de tanimli sinirh lineer bir

foksiyonel olsun. O takdirde 6yle bir ue H vardir ki her x € H i¢in

F(x) =(x,u)
ve

£/ = ] (2.34)
dir.

Tanmm 2 .4.1:H bir Hilbert uzayr ve A:H —H smirli lineer bir operatdr olsun. vy,

H’nin herhangi bir elemani olmak iizere H de tanimli

f,(x)=(Ax,y) (xe H)

fonksiyonelini g6z Oniine alalim. A’'min H’den H’ye smirhi lineer operatdor olmasindan

yararlanarak kolayca goriilebilir ki, her y € H i¢in f  siurh lineer bir fonksiyoneldir.

Teorem 2.4 .1 geregince her y € H icin

fy(x)=(Ax,y) =(x,y*) (xeH) (2.35)
olacak sekilde bir tek y*e H elemanm vardir. Burada her ye H elemanina
(Ax,y)=(x,y)) (xeH)

kosulunu saglayan ve bir y '€ H Kkarsihk getiren bir A*:H — H operatoriiniin

tanimlandig1 goriilmektedir. Dolayisiyla
(Ax,y)=(x,A"y) (x,yeH) (2.36)

dir.
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Bu A" operatoriine A’nin eslenik operatorii denir.

Teorem 2.4 .1: H bir Hilbert Uzayr ve A:H —H smrh lineer bir operatdr olsun. O

takdirde A’nin eslenigi olan A" operatorii de sinirli lineer operatordiir ve

Ja] = |a”

(2.37)

dir.
Ispat : Once A" operatoriiniin lineer oldugunu gosterelim. Her y,,y, € H ve her

ALh, e K (Ke {R,C}) igcin

(AX’%YU"")"zyz ) =( AX’)\‘l}Il) + (Ax’y"zyz)

A (AX,y)) + A, (AX,y,)

L (GATY) + A, (X, ATY,) = (LAY + (X,A,ATY,)

(A A%y, +1,A"Y,) (2.38)
dir.

Buradan eslenik operator tanimi geregince

ANy, +Ny,)= AAy, +A,AT y, (2.39)
A’nin simirht oldugunu gosterelim.Her x,y € H icin ;

(Ax.y)=(x.A%y) (2.40)
dir.

Burada x = A"y alinirsa

2

(AA'y.y)=(a"y.A%y)=|A"y
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elde edilir. Cauchy- Schwartz esitsizliginden yararlanarak buradan
A =aaryy)<fans| < lal Jas| dsl - va da
Ayl =lal bl (yen)

bulunur.

Bu esitsizlikten A":H—H operatoriinin simrh oldugu ve
A <Al

elde edilir. (2.40)de y=Ax almrsa

JAx]" = (. A" Ax) < [x] A" Ax] < ] |- Jax]

Jax] <l | (xeH)

bulunur. Buradan da

|al<]a]

elde edilir. (2.42) ve (2.44)den

Jall =[]

elde edilir.

Kolayca gosterilebilir ki , eslenik operatorler asagidaki ozelliklere sahiptir.

1)(A+B) =A* +B’

2) (AA) =2A"

3) (AB) =B*A*

(2.41)

(2.42)

(2.43)

(2.44)

(2.45)

(2.46)

(2.47)

(2.48)
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1) (A7) =A

(2.49)

Tanmm 2.4.2: H bir Hilbert Uzay1 ve A:H — H smirh bir lineer operator olsun .

A=A" ise yani her x,y € H icin
(Ax,y)=(x,Ay)

ise A’ya kendine es operatdr denir.
Ornek 1:K (t,s)

[a,b]x[a,b] (-o<a<b<o)

fonksiyon olmak {izere

A:L,[a,b] >[a,b] ,

b
(Ax)(t)zJ.K(t,s)x(s)ds (x=x(t) € L,[a,b])
a
operatOriinii goz Oniine alalim .

VvV x,y € L,[a,b] i¢in

b(b b b

(Ax,y)= j j K(t,s)x(s)ds |y(t)dt = j x(s) j K(t,s)y(t)dt |ds

a\a a a

b b
= j x(s)[ j K(t,s)y(t)dt]ds =(x.A"y)

a a

dir .

b
Burada (A*y)(s) = J.K(t, s)y(t)dt dir.
a

Goriildiigti gibi K(t,s) fonksiyonu ,

K(t,s) = K(s,t)

(2.50)

karesinde tanimli ve siirekli bir

kosulunu sagliyorsa A operatorii kendine estir.
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Ornek 2:H sonsuz boyutlu bir Hilbert Uzayi ve {e;}” , {g;}J7 H de herhangi

1

ortonormal dizi olsun .{Ki} stnirlt bir say1 dizisi olmak iizere

A:H—-H ,

Ax = Zki (x.ei)g;
i=1

lineer operatoriinii goéz Oniine alalim . {ki} sayl dizisinin sinirli olmasindan ve her
x € H i¢in
(o]
2 2
> Jxei) <[]

i=1

Bessel Esitsizliginden yaralanarak ,

JAx? =D i e <D fxei P <c? 5] va da
i=1 i=1
A=l (0

bulunur .

Goriildiigii gibi A operatorii sinirlidir . A®  operatoriinii bulalm . Her x ,y € H igin

(Ax,y)= [iki (x.ej )gi,yJ = i(% (x.ei)gi.y)= iki (x.e; )gi.y)
i=1 i=1 i=1

=

=Z(x,>:(y,gi)ei):[x,imy,gnej

i=1

Eslenik operator tanimi geregince buradan

iki
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Afy= Zk_l(y gi)e;  bulunur.
i=1

Buradan da

kosullar1 saglandig1 takdirde A operatoriiniin kendine es oldugu goriilmektedir.
2.5. Eslenik Operatoriin Genel Tanimm

Teorem 2.5.1: Bir H Hilbert Uzaymin bir M manifoldunun H de yogun olmasi
icin gerekli ve yeter kosul H’nin M’ye ortogonal olan sifirdan farkli elemana sahip

olmamasidir .

Tammm 2 .5.1: H bir Hilbert Uzayr ve A , D(A)=H olmak ilizere D(A)’dan H’ye

bir lineer operatdr olsun.x € D(A) ve y € H olmak ilizere (Ax,y) i¢ carpimini g6z

oniine alalm. Oyle ye H elemanlar1 vardir ki, tim x € D(A)’lar icin (Ax,y) ifadesi
(Ax,y)=(x,y") (x € D(A)) @.51)

seklinde gosterilebilir . Burada y*, H'nin bir elemanidir .Ornegin y =0 ise tiim

x € D(A)’lar i¢in
(Ax,0) = (x,0) (xe D(A)) (2.52)

dir. (2.51) bagintis1 bir ye H i¢in saglaniyorsa bu bagintidaki y* € H tektir .

Gergekten bir ye H icin
(Ax,y)=(x.y,) (x € D(A)) (2.53)

(Ax.y)=(x.y,") (x € D(A)) (2.54)
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olsayd1 tiim xe D(A)’lar igin

(v )=y, (x e D(A)) (2.55)
ya da
(v, =y, x)=0 (x € D(A)) (2.56)

olurdu. D(A)=H oldugundan (2.56)’den y," -y, =0 yada y,’ =y, bulunur.
(2..51) bagintisim1 saglayan ye H elemanlarinin kiimesini 1° ile gosterelim ve

1" dan H’ye

Ay=y" (2.57)
operatOriinii goz Oniine alalim . (2.45) bagintist

(Ax.y)=(x,A"y) (x € D(A)) (2.58)

seklinde yazilabilir. y,,y, 1° kiimesinin herhangi iki elemani ve o 0, herhangi

iki say1 ise

(Ax,oy,)= (x,0,A"y,) (x € D(A)) (2.59)
(Ax, a0y, )= (x,0,A"y,) (x € D(A)) (2.60)
dir .Bu bagintilardan

(Ax,ocly1 +oc2y2)= (x,a,A"y, +a,A"y,) xe D(A)) (2.61)

elde edilir . Buradan goriildiigii gibi oy, +o,y,€1” ve A" :1" - H operatoriiniin

tanim1 geregince

A*(aﬁﬁ +o, + 0‘23’2): 0L1A*Y1 +0€2A*y2 (2.62)
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dir. Yani A" operatorii lineerdir. A® operatoriine A operatoriiniin eslenik operatorii

denir . A : H— H smirh lineer bir operatdr ise bu tamimla 6nceki tanimin aymi oldugu

goriilmektedir. Eger A=A" ise A’ya kendine es operator denir .

Tamm 2.5.2 : A=A ise A’ya kendine es operatér denir. A kendine es bir

operator ise her x € D(A) i¢in (Ax,Ax) bir reel sayidir . Gergekten

(Ax,x)=(x,Ax) = (x, Ax) (2.63)
dir.

2.6 Kendine Es Operatorlerin Spektrumu
Teorem 2.6 1 : Her kendine es operatoriin 6zdegerleri reel sayilardir ve farkli
O0zdegerlere karsilik gelen 6z vektorleri ortogonaldir .

Ispat : A kendine es bir A operatoriiniin bir 6zdegeri olsun .

Ax =2Ax (xeD(A) , x#0) (2.64)

Buradan

(Ax,x) = (AX,Xx) = 7\,||x||2 (2.65)

ya da

- (AX,ZX) (2.66)
[~

bulunur .

(Ax,x) reel bir say1 ve ||x||2>0 oldugundan A’nin reel bir say1 oldugu elde edilir.

AsA, A’nin farkli 6zdegerleri ve x,,x, sirasiyla bu ozdegerlere karsilik gelen

Ozvektorleri olsun .
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Ax, =Ax, ,AX, = A,X, (x,,x, € D(A),x, #0,x, #0) (2.67)
Bu esitliklerden

(Axl,xz)z(klxl,xz)zkl(xl,xz) (2.68)
(Xl,sz)z(Xl,klxz):k_z(xl,xz) (2.69)
bulunur . (Ax,,x,)=(x,AX,) oldugu goz Oniine alinirsa (2.68) ve (2.69)’den
(?»1 —kz)(xl,xz):o

elde edilir. A, —A, #0 oldugundan , buradan (x,,x,)=0 bulunur.

Teorem 2.6.2:H bir Hilbert Uzay1 ve D(A)=H olmak iizere A:D(A)—H
kendine es bir operator olsun .Bir A sayisinin A’nin bir 6zdegeri olmasi i¢in gerek ve

yeter kosul sayisinin R(A—AI)# H olmasidir .
Ispat :

Gereklilik : A A’nmn bir 6zdegeri olsun. (A—AI)x=0 (xeD(A) ,x#0) dir.

Buradan her y e D(A) igin
(A=AD)x,y)=0
ya da

(x,(A=AI)y)=0 bulunur.

Gortldugi gibi x L R(A —AI) ’dir. x#0 oldugu goz Oniine alinirsa buradan

Teorem 2.5.1 geregince R(A—AI)# H elde edilir.

Yeterlilik : R(A —AI) # H olsun . Bu durumda Teorem 2.5.1 geregince y L R(A —Al)

olacak sekilde bir yeH,y#0 eleman: vardir .Dolayisiyla
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((A=AI)x,y)=0=(x,0) dur.
Buradan eslenik operator tanimi geregince
ye D((A-A1) )=DA-AD ve
(A-=AM)y=0 yada Ay =Ay , (y20)
elde edilir .
Yani A A’nin bir 6zdegeridir .
Teorem 2.6.2°den asagidaki sonuglar elde edilir .
Sonu¢ 2.6 .1:Kendine es bir A operatoriiniin spektrumunun kalan kismi bostur .

Ispat : Aksini varsayip bir A sayisinin A operatoriiniin kalan kismia ait oldugunu

kabul edelim .O zaman tamim geregince A — Al operatoriiniin (A—M)_1 var ve

R(A-AD)=D((A —M)_l) #H ’dir . Bu durumda Teorem 2.6 .2 geregince A A’min bir

0zdegeridir . Bu celiski A’nin spektrumunun kalan kisminin bos oldugunu

gostermektedir .

Teorem 2.6.3:Bir A sayisinin kendine es bir A:D(A)—H operatoriiniin regiiler

degeri olmas1 icin gerek ve yeter kosul her xe D(A) icin

(A =AD)x| > c-[x] (2.70)
olacak sekilde bir ¢ >0 (c=c()A)) sabitinin var olmasidir .

Ispat :

Gereklilik : Ae p(A) olsun.O halde A—AI operatoriiniin (A —AI)" var ve smrhdir,

Bu durumda Fonksiyonel Analizden her xe D(A) i¢in

||(A—M)x||2c'||x|| olacak sekilde bir ¢ >0 var oldugu bilinmektedir .
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Yeterlilik : Her xe D(A) i¢in ||(A—M)x||20-||x|| olacak sekilde bir ¢>0 sayisinin var

oldugunu kabul edelim . Bu durumda sinirh (A—M)_l operatoriiniin var oldugu
bilinmektedir . Dolayisiyla A kendine es A operatoriiniin bir 6zdegeri degildir . O halde
Teorem 2.6.2’den R(A—-Al)=H elde edilir. Sonu¢ olarak A A operatoriiniin bir

regiiler degeridir .

Teorem 2.6.4 :Bir A sayisinin kendine es bir A operatoriiniin spektrumuna ait olmasi
icin gerek ve yeter kosul

lim|(A - Ale,

n—oo

=0 olacak sekilde bir {en}c D(A) (

e,l=Ln=1L2,.,..)

dizisinin var olmasidir.

Gereklilik : Ae 6(A) olsun. O halde Teorem 2.6 .3’ten her n dogal sayisi igin

XII

(A -aD)x, | <
n

olacak sekilde bir x, € D(A),x, #0 elemaninin varhig1 elde edilir. Bu esitsizlikten

(A—M)[X—“J <l ya da
X, n

X
e =—— olmak iizere

n

X

n

(A=A, [< (n=12.0)

bulunur .

=0 (

Buradan da 1im||(A—M)en e [=Ln=12,..,..) elde edilir.

Yeterlilik : Bu kez lim|(A —Al)e,

n—oo

=0 olacak sekilde bir {en}c D(A)

(||en||:1;n =1,2,...,...) dizisinin var oldugunu kabul edip Ae G(A) gosterelim. Aksini
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varsaylp A€ p(A) oldugunu kabul edelim. O halde Teorem 2.6.3 geregince her
xeD(A) i¢in

(A= A1)x][> cfx|

olacak sekilde bir c>0 sabiti vardir. x =e, yazarsak
|(A-ADe,|2cle,| veya

I(A=Al)e,||2c (n=1,2,..,..) elde edilir. Bu son bagmnt

11m|| )en”:O esitligine aykiridir .Dolayisiyla A€ o(A) olmalidir .

n—o0

Teorem 2.6.5 : Reel olmayan bir A=a+if3 (a0, 3 € R) sayis1 kendine es bir A

operatoriiniin bir regiiler degeridir .

Ispat :Her xeD(A) icin

[(A=AD)x|" = (A -AD)x, (A - AD)x) Q2.71)
=(Ax —Ax, Ax — Ax) = (Ax, Ax) - MAx, x) = M(x, Ax) + ] (x,x)
= Ax|" = MAx, x) = MAx,x)+ (0> +B)- x|’
=[Ax" ~ 20, x) (o + 2 ) = [Ax]" ~ 2o [Ax] -+ o+ B7
=(|Ax| - o]} +B*[x|" 2B?[x|"  elde edilir.

Bu bagmtidan [(A—AI)x|=|B-|x| bulunur.Burada |§>0 oldugundan Teorem 2.6.3

geregince A, A'nin bir regiiler degeridir.

Teorem 2.6.5’ten soyle bir sonug elde edilir.

Sonu¢2.6.2: A kendine es bir operator ise G(A)c R'dir.
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Teorem 2. 6. 6 : Bir A sayisinin kendine es bir A operatoriiniin regiiler degeri olmasi
icin gerek ve yeter kosul R(A-AI) =H olmasidir .
ispat :

Gereklilik : A p(A) olsun .O halde tamim geregi (A-Al) operatoriiniin tersi var, sinirh

ve

R(A—AD=D(A-AD")=H (2.72)

dir . R(A-AI) kiimesinin kapali oldugunu gosterelim . {y, }< R(A-AI)  herhangi bir

yakinsak dizi, limy, =y, ve (A=A, =y, ,({x,}<=D(A)) olsun.

Teorem 2 . 6 .3 geregince her xe D(A) i¢in

||(A—kI)x||Zc||x|| olacak sekilde bir ¢>0 sabiti vardir .Dolayisiyla

*dir.

Yy, —ym”:”(A—M)-(xn —xm)||20

Xﬂ _XIH

Bu bagintidan {Xn}'in bir Cauchy dizisi oldugu elde edilir . H tam uzay oldugundan

{xn} dizisi yakinsak olacaktir.

limx, =x, ( x, € H) olsun.

Her x eD(A) i¢in

(A-21).x, )= (Ax.x, )~ (x.x, ) 2.73)
=(x, Ax, )= (x.2x, )= (x,(A -1, ) = (x.y,)
= (x,y, ) dir.

Bu bagintidan n — o icin limite gecilirse her xeD(A) i¢in

((A —}_\,I)X, X, ): (x, Yo ) elde edilir .
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Buradan eslenik operatoriin tanimi geregince X 0 € (A —XI)* =A"-M=A-Al ve
(A—A)x,=y, bulunur. Sonu¢ olarak y,e R(A-AI)’dir. Her yakisak {y, }c R(A-AI)

dizinin limiti ~ R(A-AI) kiimesine ait oldugundan

R(A—AI)=R(A—-AD) (2.74)
dir .

(2.73) ve (2.74)den R(A-AD=H elde edilir

Yeterlilik : R(A-AI)=H olsun .O halde Teorem 2.6 .1 geregince A, A’nin bir 6zdegeri

degildir ve bu nedenle (A-AI) operatoriiniin (A—M)_1 tersi vardir . Ayrica
D((A-A1)")=R(A - AI) = H'dir.

Eger A sayisi reel degilse teorem?2.6.4’den Ae p(A)’dir.

A sayisinin reel oldugunu varsayalim . x ve y H’nin iki elemam ve
(A-M)f =x,(A-Al)g=y olsun.

O halde her x,ye€ H igin
((a=20)"x.y)=(¢.(A - 20g) = (A - ). g)= (x. (A -1) 'y)

dir .

Bu durumda (A—M)_1 operatoriiniin  sinirli oldugu bilinmektedir, [8]. Sonuc¢ olarak

A , A operatoriiniin  bir regiiler degeridir .

H bir Hilbert Uzay1 A:H—H sinirli, kendine es bir operator olsun . H'nin ||x|| =1

kosulunu saglayan her x elemani igin ,

(Axx) < fJax]-[x] < JA] -] |x] = |a] (2.75)



38

dir .

Goriildigii gibi reel degerli (Ax,x) fonksiyonu {xe H:||x||=1} kiimesinde sinirlidir .

m= ﬁifl(Ax, X) (2.76)

M = sup(Ax, X) 2.77)
Ix[=1

olsun .

Bu m ve M reel sayilarina, kendine es A operatoriiniin sirasiyla alt ve iist sinir

denir .

Teorem 2.6.7:H bir Hilbert Uzay1 ve A:H—H smirli, kendine es bir operatdr ise
6(A) c[m,M] (2.78)
dir .

Ispat : Sonu¢ 2.6.2 geregince o(A)c R *dir. Dolayisiyla teoremi ispatlamak igin her
A€ (—oo,m)U(M,o0) sayistin A operatdriiniin bir regiiler degeri oldugunu gostermek

yeterlidir . A€ (=oo,00) olsun .

Her xe H icin

(A =AD)x,x) = (Ax, x) = A(x,x) = (Ax, x) — mjx|" + (m - A)x]| (2.79)
dir .

(Ax,x)> m|x|" oldugu goz Gniine almirsa (2.73)'dan

(A =A)x, x) = (m =1 )x|’ (2.80)

bulunur .Ote  yandan
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((A=AD)x,x ) <[(A=ADx||- || (2.81)
dir .

Son iki esitsizlikten

(A =20 [x] 2 (m=2)-[x

ya da

I(A=AD)x| = (m=2)-[x| (xeH) (2.82)

elde edilir.m- A>0 oldugu dikkate alinirsa (2.82)’den teorem geregince A€ p(A)
bulunur . Benzer sekilde Ae (M,) ise A€ p(A) oldugu gosterilebilir .

Teorem 2. 6 . 8 : H bir Hilbert Uzay1 ve A :H—H simirli kendine es bir operator ise

||A|| = sup|(Ax, x)| = maxﬂm }’dir. (2.83)

Ix[=1

M

9

Teorem 2.6 .9 : Sinirli kendine es A : H—>H operatoriiniin alt ve iist sinir1 A’nin

spektrumuna aittir .

Ispat : Once m =M oldugunu kabul edelim.O halde

m- x| <(Ax,x)<M- x|, (xeH) (2.84)
bagintisindan

(A-=MI)x,x)=0, (xe H) (2.85)
bulunur .

Teorem 2.6.8den ve (2.79)’den yaralanarak
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|A = MI|| = sup|((A - MI)x, x) =0 (2.86)
IxI=1

ya da

A=MI elde edilir . Goriildiigii gibi m=M halinde M sayist A’nin bir 6zdegeridir.

Bu kez m<M oldugunu varsayalim . Once Me 6(A) oldugunu gosterelim.
Bunun i¢in A, =A-ml:H—H smrl, kendine es operatoriinii gbz Oniine alalim .

A, operatoriiniin alt sinirt m, , iist st da M, olsun .

m, = inf (Alx,x): inf ((A —ml)x, x)
[x[=1 [x[=1

= inf (&)~ )

= Hirﬁfl[(Ax, X)—m]= Hirﬂfl(AX’ x)—-m=0 (2.87)

dir.

Benzer sekilde M, =sup(Ax,x) =M —m oldugu gosterilebilir .{Sn} pozitif sayilardan

Ix[=1

olusan ve limiti sifir olan bir sayr dizisi olsun. En Kkiiciik iist sinirin tanimindan
(Ae,.e,)>M, -8, (n=1,2,...) (2.88)

kosulunu saglayan bir {en}c H (||en || =1n=12,..)

dizisinin varlig1 elde edilir .
Ote yandan

||(A1 _MII)en ’ = (Alen _Mlen’Alen _Mlen)

2

=||Alen ’ - Ml(Alen’en )_ Ml(en’Alen )+ Mlz

eﬂ
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=|Ae. | -2M,(Ae, e, )+ M,? (2.89)

dir .Teorem 2.6.8’den dolay1

M, =|A || =sup|A x| (2.90)

Jxle
dir .(2.90)’dan
lAe, | <M, (2.91)
elde edilir .(2.88) , (2.89) ve (2.91)’den

I(A, -MDe,|" <2M,* ~2M,(M, -8,)=2M,5, bulunur.

Buradan

nli_I)I:oH(Al ~M,De, [ = Tim (A= ml = (M= m)De, |

= lim |[(A —MDge, | =0 (len]=Ln=12....)

n—oo

elde edilir .Bu bagintidan ve Teorem 2.6 .4’den Me 6(A) bulunur .Benzer sekilde

me 6(A) oldugu gosterilebilir.

Teorem 2.6 .9°dan asagidaki sonug elde edilir .

Sonu¢2.6.3: A:H—->H siirli , kendine es bir operator ise o(A)# &’dir .
Teorem 2.6.10 : Her kendine es operatoriin spektrumu bos olmayan bir kiimedir .

Ispat : Aksini varsayip kendine es bir A :D(A)—>H  operatoriiniin spektrumunun bos

kiime oldugunu kabul edelim .O halde her Ae R icin A-AI operatoriiniin (A —AI)™

Tersi var , sinirh ve D((A - M)_l)z R(A —AI)=H dir.Her AeR\{0} icin

M(A-AAT =ATT-A" (2.92)
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dir .

R(A-AI)=H oldugundan

R('(A-A)A™) =H'dir. O halde (2.86)’dan

RA'T-A")=RA=A')=H , AeR\{0} (2.93)

elde edilir. Ote yandan varsayim geregi A~ :H — H smrl , kendine es bir

operatordiir. Teorem 2. 6.6 geregince ve (2.93)’den her Ae R\{0} sayisinin smnirh
kendine es A~':H — H operatoriiniin bir regiiler degeri oldugu elde edilir . Dolayisiyla
o(A™) c{o}dir. Eger oA")={0} olsaydi Teorem 2.6.9dan dolay1 A™'=0
olurdu.Bu celiskiden o(A™')=@ elde edilir .Ote yandan Sonu¢ 2.6 .3 geregince

o(A™") # @ dir . Ortaya ¢ikan bu son celiski ©(A)# < oldugunu gosterir .
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3.SINGULER STURM- LIOUVILLE OPERATORUNUN NEGATIF
OZDEGERLERININ KARELERININ TOPLAMININ ASiMPTOTIiK DAVRANISI

3.1 Problemin Ortaya Konmasi Ve Ozdegerlerle ilgili Bazn Bagmtilar

L, [0, o) uzayinda

I(y)=-y"(x)-q(x)y(x) (3.1)

diferansiyel ifadesini goz Oniine alalim .Bu ifadelerde yer alan q(x) fonksiyonunun

asagidaki kosullar1 sagladigini varsayacagiz .
1. q(x) fonksiyonu [0, ) araliginda siirekli , monoton azalan ve pozitif degerlidir .

2. limq(x)=0 .

X—>00

D(L) ile LZ[O,oo) uzaymin asagidaki kosullar1 saglayan tiim fonksiyonlarinin

kiimesini gosterelim :

1.y(x) her sonlu [a,b]c [0,00) araliginda mutlak siirekli ,
2. y'(0)=0

3. 1(y)=-y"(x)-q(x)y(x) € L,[0.0)

D(L)’den L,[0,%0)’a Ly =I(y)

seklinde tanimli operator L olsun .

L:DoL)—L, [O,oo) operatorii kendine estir .

Ayrica L operatoriiniin alttan yar1 sinirli ve spektrumunun negatif kisminin ayrik

oldugu bilinmektedir .[1]
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A <A, <K <A, <K (3.2)

L operatoriiniin negatif 0zdegerleri olsun . Bu ¢alismadaki amacimiz

Zﬁ (e0) (3.3)

Aj<—€
toplaminin €0 iken asimtotik davranmisini incelemektir .

q fonksiyonunun ters fonksiyonu p olsun. €€ (0, q(0)) olmak iizere asagidaki

operatorleri goz Oniine alalim .

1. Lz[p(e),oo) uzayinda
I(y)=~y"(x)-q(x)y(x) )
ifadesi ve y'(p(¢))=0 simr kosulu ile olusturulan operatér L' olsun .

2. L2[0,p(€)] uzayinda

(y)=-y"(x)—q(x)y(x) ifadesi ve

sinir kosullari ile olusturulan operatorler sirastyla L, ve L, olsun.

3.L, [xi_l,xi] uzayinda

I(y)=-y"(x)—q(x)y(x) (1)

y(xi,)=y(x;)=0 (2)
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sinir kosullari ile olusturulan operatorler sirasiyla L, ve L, olsun.

4. L, [xi_1 , X, | uzayinda

ifadesi ve (3) smir kosulu ile olusturulan operator Li olsun.

Teorem 3.1.1:q(x) fonksiyonu 1) kosulunu sagliyorsa her ye D(L') icin
L'y.y)=>-¢(y.y)

dir.

Ispat : Her ye D(L') icin

(Lly,y)= j [~y (x) — y(x)q()]y(x) - dx = — j Y (X)y(x) - dx — j q(X)y(x)y(x) - dx
p(e) p(e) p(e)

dir. (3.5) ve (3.6)den her ye D(L') icin

3)

(3.4)

(3.5)

(3.6)
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L'y,y)>—e(y.y)
elde edilir .

o (0,00) bir degisken olmak iizere N(a),N, (o) ve N (o) swrasiyla L,L,,L,

operatorlerinin -o’dan kii¢iik olan ©6zdegerlerinin sayis1 olsun .Ayrica L operatOriiniin
AsA2ses Ay ... Ozdegerlerine karsilik gelen ortonormal Ozvektorleri sirasiyla

uj,ug,...,uy,... olsun . Asagidaki operatorleri goz Oniine alalim :
T=L+alLT)=L,+al, T, =L, +al

Burada T’nin ifadesindeki I, Lz[O,oo) uzayinda ; T, ve T, ’in ifadesindeki I da

Lz[p(e),oo) uzaymdaki birim operatorleridir .

Ay Sk, Shy S Sh o <=0, An(ah 20 (3.7)

dir . T operatoriiniin 6zdegerleri
W =A +o (i=1,2,3,..)
oldugundan (3.7)’den

ny<p, 5---5“N(a)<O’MN(a)+1ZO (3.8)

bulunur .Buradan gériilityor ki, T operatdriiniin negatif 6zdegerlerinin sayist N(o)’dir.
Benzer sekilde T, operatoriiniin negatif 0zdegerlerinin sayisi No(oc) ve T,
operatoriiniin negatif 6zdegerlerinin sayisin1 da Nl(oc) ile gosterelim. T, ve T,

operatorlerinin negatif Ozdegerleri sirasiyla

o =Pz = =H N @ (3.9)

veE
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Ko SH(I)Z <. DN, (@) (3.10
bunlara karsilik gelen ortonormal 6zvektorleri de sirasiyla

P, P25e0s Py () (3.11)
ve

Vi Wases Wy (a) (3.12)
olsun .

Teorem 3.1.2: 1) ve 2) kosullar1 saglaniyorsa her oe (0,00) i¢in

N(o) = N, (o) (3.13)

dir.

Ispat : Aksini varsayip N(a)<N (o) oldugunu kabul edelim. O halde P P2 Oy ()

fonksiyonlarinin
p(®)

(uj. )= Iui(x)wixhx=0 (i=1,2,..N() (3.14)
0

olacak sekilde bir

Bio; (3.15)

Il
o z
I Ma
- &

lineer kombinasyonu vardir .

@ YNyl ) (N,

(T 6.0 : 251@1 ; ZBl(pl = Z K(0)iPi» ZBI(PI
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N (@)

- Z“a))i Bi|* =<0 (3.16)
i=l1

[6] *den asagidaki Ozelliklere sahip olan bir ¢ fonksiyonunun var oldugu

bilinmektedir .

1) @ fonksiyonu [0,p(€)] araliginda ikinci mertebeden siirekli tiireve sahiptir .
2) Oyle bir [a,b]c(0,p(e) ) arligr vardir ki, bu araligin disginda @(x) sifirdir .

@K%@@%ﬁ%@ﬂ<—% (3.17)

4) (u,9)=0 ; i=1.2,.. ., N (3.18)

Bilindigi gibi

i = 3.19
yED(TLH}’H:LyTui(i=1,2 ..... N(o)) YY) = N@y (3.19)
dir. Dolayistyla
o9 ) ®
{ ol ) Tl ) Ul ) ] )~ Neeort
‘dir . Buradan
(T,9.)>0 .

bulunur. (3.16) ve (3.21)’den

(To®.®)— (Tye.0)=(Tp.®)—y> -y elde edilir .Diger taraftan yukarida
|(T0(~p, 3)—(T,0, (p)| <—% idi. Bu son iki baginti birbiri ile c¢elismektedir .Dolayisiyla

N(a) =N, (o) olmalidir .
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Teorem 3.1.3: 1) ve 2) kosullar1 saglaniyorsa her oe [e,oo) icin
N(a) <N, (o) (3.22)

dir .

ispat : Aksini varsayip N(o)< N, (o) oldugunu kabul edelim. O halde Uy U U

fonksiyonlarinin

p(e)
(yi,u)= jwlu(xmx 0 (i=1,2,.., N,(a)) (3.23)
0

kosullarin1 saglayan sifirdan farkli bir

N(o)

ye Zdiui (3.24)
i=1

lineer kombinasyonu vardir .

N(o) N(o) N(a) N(a)

(Tu,u) Zd uj |, Zd uj Zdlulul,Zd uj Zui|di|2 <0 (3.25)
i=1

dir .Bu ifade

p(e) o0
(Tu,u)= j T(u(x))m)dx + J‘T(u(x))ﬁ)dx <0 (3.26)
0 p(e)

seklinde yazilabilir . Asagidaki esitsizligin saglandigini gosterelim .

j T(u(x))u(x)dx =0 (3.27)
p(e)
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j lu|*dx =0 (3.28)
p(€)
ise
1 1
JAT(U(X))K)dX < I ‘T(u(x))FX)dX‘ < J|T(u(x))|2dx : I|u(x)|2dx =0 (3.29)
p(e) p(e) p(e) p(®)

dir. Buradan

(o]

j T(u(x))u(x)dx =0 (3.31)
p(e)

(o]

bulunur . (3.27) esitsizligini j |u(x)|2dx>0 halinde de ispatlayalim .Yine aksini

p(e)

varsayip

(o]

j T(u(x))u(x)dx <0 (3.32)
p®)
oldugunu kabul edelim . ye LZ[O,oo) icin
2
I91,* = I|Y(X)| dx (3.33)
p(®)

olsun . (3.32)’den
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)

inf j T(y(x))y(xlix < 0

yeD(M)[y[ =1

elde edilir .Ote yandan

[e)

inf I T(y(x)y(x)-dx =
¥eD(D).y (p(e)=0y] =1
€

(o)

inf J.T(y(x))m -dx
yeD(Dy],=1

esitliginin saglandig1 bilinmektedir . (3,34) ve (3.35)’ten

in (' +any.y)<0
yeD(L)|yl=L

ya da

inf (Lly, y)< - <—¢€
ye DY |y|=1

bulunur .Bu sonu¢ Teorem 3. 1. 1’e aykindir .Dolayisiyla (3.27) esitsizligi

saglanmalidir.
(3.26) ve (3.27)’den

p(e)
j T(u(x)Ju(xkix <0

0

elde edilir .

(3.34)

(3.35)

(3.36)

(3.37)

(3.38)
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p(e)

(u. )= j u(x)y; (xldx =0 i
0

1,2,....N, (o))

oldugu goz Oniine alinirsa (3.38)’den

p(e)

inf ‘[T(y(x))@ Ldx <0
yeD(D), |y, =Ly Ly, (i=12,...Nj ()

bulunur. Burada

1
p(e) 2

2
Ioly =) Jlste)ox
0
dir .(3.40)’dan
p(e)
inf
ye D(D),[y|, =Ly 0=y (p(e)=0,y Ly, (i=12,...N, (@)
elde edilir .Buradan

p(e)

[T, 5000360 ax <0

inf
ye D(T.[y|=LyLWig=1.2....N | (@)

.....

bulunur .Ote yandan
p(e)

inf
ye D(Tl),HyH=1,yJ_\|!i (i=12,...,N, (o))

dir .

Ortaya c¢ikan bu c¢eliskiden dolay1

j T(y(x)y(0)-dx <0

[T s00sa=n | g 20

(3.39)

(3.40)

(3.41)

(3.42)

(3.43)
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N(a) > N, (o) (o€ [e,0)) (3.44)
esitsizligi saglanamaz. Yani her o e [e,oo) icin
N(a) <N, (o) (3.45)

olmalidir .

[0,p(e)] araliim1 uzunluklar

5= P® (3.46)

e

olan parcalara bolelim. Burada k, (0,1 ) aralifina ait olan sabit bir say1 ve € da
e (0,q(0)).p" (&) 22 (3.47)
kosullarim1 saglayan bir sabittir .

0=x,<x, <..<x_=ple) , [0,p(e)] aralimm boliinti noktalart olsun .

Yardimcr Teorem 3.1.1: {~aj—a5....—a,} ve {~bj,~bs,...~by} ,m>n olmak iizere

negatif sayilarin azalmayan herhangi iki sonlu dizisi ve ce (0,00)
—ap <-c¢ , —bp <-—c

kosullarim1 saglayan bir sabit olsun.Eger her o>c icin

Zl < Zl (3.48)

—a;<-0 _bi <—0

ise

m
2 2
a: SZbi (3.49)
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dir.

Ispat : Once

—a; 2-b; (i=1,2,..,n) (3.50)
oldugunu gosterelim . Aksini varsayalim . O halde

—a. <-b. (3.51)

olacak sekilde bir i, e {1,2,...,n} sayis1 vardir.

Bu durumda

21 <i, -1 (3.52)

_bi <—biO

21210 (3.53)

—aj <—biO

esitsizliklerinin saglandig1 goriilmektedir . Dolayisiyla

Zl > Zl (3.54)

—ai<—bio _bi<_bi0
dir . Bu bagint1 (3.47) kosuluna aykiridir ve bu nedenle
—a. > -b. (i=1,2,..,n)

olmalidir. Buradan

n n m
D i<y pi< b} (3.55)
i=1 i=1

i=1

elde edilir .
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Teorem 3.1.4:q(x) fonksiyonu 1) kosulunu sagliyorsa

LOi < LO'

1

(3.56)

ve

L >Ly (3.57)

dir .

Ispat : ye D(L_Oi) olsun. O zaman y’(x) fonksiyonu [xi_l,xi] araliinda mutlak

siireklidir,
y(xi,)=y(x;)=0 (3.58)
ve

-y (x)=q(x)y(x)e L,x, , x,] (3.59)

dir . q(xi)y(x)e Lz[xi_l,xi] oldugundan (3.59)’den -y’(x)eL,[x,.x;] elde edilir.

Ayrica

X

[lat)yeax < [lalIP Jy(efax <tatxin?® - [lylx)fax <o (3.60)
X1 i i

X1 X1

dir .Yani q(x)y(x)e Lz[xi_l,xi]'dir. Dolayisiyla
~y"(x)=a(x)y(x)e Lolxi,x;]

dir . Sonu¢ olarak ye D(LOi )'dir. Benzer sekilde ye D(Lm) ise ye D(m oldugu

gosterilebilir . Bu nedenle D(L,, )= D(LOi)’dir.

Her yeL,,y#0 icin
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X X

(Loy)= [T30-ae sl 5T = [ (R - [l o

Xi-1 Xi-1

X X

=—y'(x)y(x) |§f_l + jymm-dx— j ax)ly(x)|” - dx

X Xj-|

i-1

< Iy’(mm-dx - j a(x )|y -dx

Xi—1 Xi-1

X

= [y eoyeax— Jacolyeofax

X1 X1

= I[— y”(X)—q(xi)y(X)]'@'dx=(EOi \B), (3.61)

Xi-1

dir. Dolayisiyla L, <L_0i’dir. Buna benzer sekilde L, >L_li oldugu gosterilebilir .
L, ve Loi operatorlerinin -o’dan ( ae (0,00)) kiiciik 0zdegerlerinin sayis1 sirasiyla

n, (o) ve Hm(oc) olsun . Yazilisin basitligi icin

n,(€)=ny ,n (€)=n, seklinde alahm. Ayrica Lo operatoriiniin 6zdegerleri

Hi() SHi2) SHi3) S-S (3.62)
olsun .
Teorem 3.1.4 geregince L <L_0i’dir. Bu durumda [7]’den

n, (o) = HOi (o) (3.62)

oldugu bilinmektedir. R . Courantan varyasyon prensiplerinden dolayi
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No(e)= ) ng;(er) (3.64)

dir [8] . Teorem 3.1.2°den ve (3.63), (3.64) esitsizliklerinden her oe (0,oo) icin

M
N(o)> Zﬁ o (@) (3.65)
i=1

1

bulunur .Yardimci teorem 3.1.1°den ve (3.65) bagintisindan yaralanarak

M
P EED I (3.66)
elde edilir.

Lo operatoriiniin 6zdegerlerini bulalim . Bunun i¢in Once Loi +q(x;) I operatOriiniin veya

bir baska deyisle

-y"(x)=ny(x) (3.67)
y(@)=y(b)=0 (3.68)
sinir deger probleminin 0zdegerlerini bulalim . Burada basit olsun diye x,, =a ve

x; = b ahmmistir. (3.66) denkleminin genel ¢oziimii

y(x) =k, cos \/ux + k, sin \/ux (3.69)

seklindedir .Burada k, ve k, herhangi sabitlerdir .y’nin 6zfonksiyon olmas: i¢in (23)

sinir kosullarinin saglanmas: yani k;, ve k,’nin
k, cos\/ﬁa+k2 sin\/ﬁazO (3.70)

k, cos/ub + k, sin,/ub =0 (3.71)
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denklem sisteminin sifirdan farkli bir ¢6ziimii olmasi gerekir . (3.69)-(3.70) denklem

sisteminin sifirdan farkli bir ¢oziime sahip olmas: i¢in

cos \/Ea sin \/ﬁa
cos \/Eb sin \/ﬁb

0 (3.72)

ya da

Ccos \/ﬁa -sin \/Eb —sin \/ﬁa *COS \/Eb =0 (3.72)

olmalidir .Buradan

sin/u(b—a)=0 (3.74)
veya
\/ﬁ(b—a)znn ;nez (3.75)

bulunur. Buradan da

_( nm jz
“’n - b—a (376)

elde edilir . niin bu ifadesi (3.69)-(3.70) denklem sisteminin birinci denkleminde yerine

konursa

K, cos—F a+k, sin—F 4 =0 (3.77)
b—a b—a
ya da
sin a
k, =—k, —0=8_ (3.78)
COS a

b—a
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bulunur . (3.69) , (3.75) ve (3.78)’den

sin a - -
y(x) =k, —2_cos x +k, sin X
-a b-a
cos a
—-a
k, ( n . j
=— sin a-cos X —sin X - COS a
—a —a —a b-a
cos a
—-a
k, . Nm
— — i
L (sm RLNE a)j (3.79)
cos a
—a
elde edilir.
Bu
k, . N
= - 3.80
y(x) o (sm — (x a)j (3.80)
cos a
b-a

fonksiyonu, k, #0 bir sabit olmak iizere (3.66) ,(3.67) siir deger probleminin

2

W =( nn j . (neN) (3.81)
b—a

0zdegerine karsilik gelen bir bir 6zfonksiyonudur .

Boylece (3.66), (3.67) smir deger probleminin yani Lo +q(x;) I operatoriiniin

ozdegerlerinin (3.80) seklinde veya a=x,, ve b=x; oldugu goz Oniine alinirsa

2
“*n:(n—nj .(neN)
i-1

X. —X.

1

seklinde oldugunu gordiik . O halde Lo operatOriiniin [ (m=1,2,..)

i(m)

0zdegerlerinin
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2
Him) :(m—n] —q(x;) (m=1,2,..)

Xi —Xi-1
seklinde olacag agiktir .

Teorem3.1.5: Lo operatoriiniin -g’dan kiiciik 6zdegerleri i¢in

ﬁoi
SN e R R |
8 +4 +3 2
Y
m=

esitsizligi saglanir .

Ispat : Lo operatoriiniin  6zdegerleri (3.82) seklinde oldugundan

dir

mn )’ tr)’

(—j S(—j (m<t<m+l)

o )
bagintisindan

27? 27?
mmn tm
q(xi)—(Fj > q(xi)—(gj (mL t<m+1;1<m< HOi)

bulunur .Buradan

(3.82)

(3.83)

(3.84)

(3.85)

(3.86)



m+1 ) m+1 2
I[q(xn—(%“j }» j [q(x ) - (tgj }t
m m

yada

mT 2 ’ et tm 2 ’ —
q(xi)— 5 dt > J. q(x )— 5 dt (ISmSnOi -1
m

elde edilir.

Bu esitsizliklerden ve (3.84) bagintisindan yararlanarak

o n 2 2
0i 0i 01 2
Zuﬁm :Z{q(xi) (— )} > {q(x )— ( j ]
m=1 mi=l] m=1

esitsizliginden

) - )

;1/ (xj)-e—-1<n, <;1/q(xi)—s
elde edilir .

(3.89) ve (3.91)’den

(3.87)

(3.88)

(3.89)

(3.90)

(3.91)
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a=—.q(x,)-¢ (3.92)

olmak {iizere

nz()i:“iz(m) >aJtl'[CI(Xi)—(%tJ2] dt—qz(Xi)>j-lq(xi)—(%j2] dt—2q°%(x;) (3.93)
m=1 0 0

bulunur. Bu ifadenin sonundaki integrali hesaplayalim.

i [Q(Xi (t—nj ] dt= Hq 72522 e nts 4| a

=ﬂq( Y2l 572 n‘*a-“} P2l 5 Lt L
0 0

3 S
=q?(x;)on ! Jaxi)—¢ - Zq(x; 28 2n 382 [q(x;) €] > +=x*6 *n 8% [q(x;)-¢]”

_5 fa(x,)—€[8q2 (x, )+ 4q(x, )e + 3¢ (3.94)

15w

dir. (3.93) ve (3.94)’den

nOl

Zul(m) - Sl [Sq )+4q(x e+382]—2q2(xi) (3.95)
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elde edilir .

Teorem 3.1.6: q fonksiyonu 1) ve 2) kosullarin1 sagliyorsa € nun kiiciik pozitif degerleri

icin

N(g) p(€)
>a2s % I £(x.e)dx — cpX (¢) (3.96)
=1 5

dir. Burada

£(x,€) = a(x,)—€[8q* (x, )+ 4q(x, Je + 3¢?] (3.97)

ve ¢ bir pozitif sabittir.

Ispat : q fonksiyonu monoton azalan varsayildigindan f(x, €) da

ee (0,9(0).p* (e)>2 (3.98)

kosullarim1 saglayan her € icin x’e gore monoton azalan bir fonksiyon olacaktir .

Dolayisiyla
Xi+l Xi+1

o (x,,€)= jf(xi,eﬁx> jf(x,e)dx (1Si<M-1) (3.99)
Xi Xi

dir.

Teorem 3.1.5den ve (3.99)’den

_Oi ! Xi+l

2 2
> Koy > o j £(x, eMdx — 242 (0) (3.100)
m=] X,

1

bulunur . (3.65) ve (3.98)’den



64

NE) M-l | * i | M
2 L h 2 L _n 2
ZXJ)Z = If(x,e)dx 20%(0)|> If(x,e)dx 2¢2(0)M (3.101)
_]:1 i=1 X X
i 1

elde edilir. (3.46)’dan € nun Kkiiciik pozitif degerleri icin

M = %8) - Hpk(e)u +1<2pK(e) (3.102)
bulunur.x, =8 ve X, =p(£) oldugu goz Oniine alimirsa (3.101) ve (3.102)’den

N(e) p(e)

2x§>% jf(x,e)dx—cpk(e) (3.103)
j=1 )

elde edilir .

Yi <V, S.o. ve Y <% <. swasiyla L, ve Li operatorlerinin dzdegerleri ve
N = D! (3.104)

T <—a
m
T = D (3.105)
T <—a
m

n,(e)=n, (3.106)
m;(e) =1y (3.107)
olsun .

Teorem 3.1.7: L; operatOriiniin -€’dan kiiciik olan dzdegerleri i¢in

H1i 5

D i) < flxicre)+a(xio) (3.108)
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esitsizligi saglanir .

Ispat : Loi operatoriine benzer sekilde Li operatOriiniin  6zdegerlerinin

=

- [MT ~axio1) (m=12..)

Xj = Xj-1

seklinde oldugu gosterilebilir .

{(m—l)n}z (mjz
> — (m2<t<m-1;m=2,3,...)
X, — X, )
bagintisindan
(m-1)r]] )| _
q(xi_l)— 5 < q(xi_l)— g (m-2<t<m-1;2<m<ny;)

elde edilir . Buradan

m-1 2 m-1 2

m‘[z{q(xil)_[(mgl)nr} dt<mjijq(xil)_(%rj2} dt

ya da

{q(x . )_[(mgl)nr}z < mJ'_l {q(x . )—(%jz}zdt 2<m<q,)
m—2

elde edilir. (3.109) ve (3.113)’den yaralanarak

nj; (P 0y ‘) (P 2 , 0y ( (P 2

mZ::lvim _;{q X, —[ 5 } } =q (O)erzzquxn)_[ 5 } }

(3.109)

(3.110)

(3.111)

(3.112)

(3.113)



esitsizliginden
_ 9O
ny; < E\/Q(XH )-e+1

bulunur .(3.114) ve (3.116)’dan

0y

> ) < Hq(xi_l)—(%ﬂ di+q°(x;)
0

m=1

elde edilir. Burada

alinmistir .(3.94) ve (3.117)’den yaralanarak

H1i
> P < i) oo (i) gl e+ 362 o)

m=1

ya da

ny
_ o
Z(Yim )2 <Ef(Xi—1,€)+ qz(Xi—l)

m=1

bulunur .

(3.114)

(3.115)

(3.116)

(3.117)

(3.118)

(3.119)

(3.120)
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Teorem 3.1.8:q(x) fonksiyonu 1) ve 2)kosullarini sagliyorsa €nun kiiciikk pozitif

degerleri icin

N(e) n;, . p(e)

Z 22 < nym e If(x,e)dx+8‘1p(e)q2(0) (3.121)
. 157

=l m=l 0
dir .

Ispat : Teorem 3.1.4 geregince L, > L, ’dir. Bu durumda [8]’den

n, (o) <nii(a) (3.122)

M
Nl(oc)Sani () (3.123)
dir .[8] Teorem 3.1.3’den ve (3.122), (3.123) esitsizliklerinden her o € [€,0) icin

M
N(oc)SZﬁh (@+n,, (@) (3.124)
i

bulunur. Yardimci teorem 3.1.1 ve (3.124)’den

n

=3

N(e)

M Iy 11
DT )+ D Vi (3.125)
i=1 i=2m=1 m=1
elde edilir. f(x,€)
ee (0,q(0)).p"(e) =2 (3.126)

kosulunu saglayan her € icin x’e gore monoton azalan bir fonksiyon oldugundan
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Xi1 Xi1

8f(x; .€)= If(xi_l,e)dx< If(x,e)dx 2<i<M) (3.127)

Xio X2

dir . Teorem 3.1.7°den ve (3.127) bagmntisindan

0y . b
Z(vim 2 <o [ flxekx+q(0) (3.128)
m=1 X{—2

N(e) 0y M Xj-1
A2 < If e)dx +q2(0)|=
I YRR (ORI
=2l xj-p
XM—l X
1 1
- jf(x e)dx + (M —1)q2(0 Zylm - jfxe)dx+Mq(O) (3.129)
0 0
dir

X, =p(e) ve M:% oldugu dikkate aliirsa (3.129)’dan

Ne) Dy p(€)
sz Zylm j xelx + 8 Ipe)q2 (0) (3.130)
0

elde edilir .

il
(3.130) esitsizliginde yer alan ny toplamim kesin sinirlandirmaya c¢alisalim .Bu
m
m=1

toplamda Y, Y50 Yipoor  1l€ LZ[O,?S] uzayinda (1) ifadesi ve y’(0)=y’(8)=0 smir
kosuluyla olusturulan L, operatoriiniin Ozdegerlerinin ve n,, ile —¢€’dan kiiciik olan

ozdegerlerin gosterildigini hatirlatalim . [ 0, 8] aralifim1 uzunluklari



69

5
5, = : (8, =8) (3.131)

o e

olan parcalara bolelim .R. Courantin varyasyon prensiplerinden ve yardimci teorem

3.1.1’den yararlanarak Teorem 3.1.8’in ispatina benzer sekilde

11(1) 5

ZYlm Z Y1m(1) + jf(x,s)dx +87'89-q>(0) (3.132)
m=I 0

esitsizliginin saglandig1 gosterilebilir . Burada

T $Viaa) S+ Vima) S ile L,[0,8,] uzayinda (1) ifadesi ve

y'(0)= y'(81)=0 sir kosuluyla olusturulan L, operatdriinin 6zdegerleri ve n,,,, ile
de —e’dan kiicik olan Ozdegerlerin sayisi gosterilmistir . (3.132) esitsizligi o, =ple)

olmak tlzere

8, = nl (n=0,1,2,...) (3.133)
[Sn-lp(nJrl)k_l(S)H“

olmak iizere her L,[0,8,] uzaynda (1) ifadesi ve y’(0)=y’(8.)=0 (r=0,1,2...)

sinir kosuluyla olusturulan Ll L(©) (r=0,1,2,..; Ll 1(0) =LH) operatorlerinin —¢€ ’dan

kiiciik olan 6zdegerlerine uygulanirsa

G My O
Zy%m(r) < nym(m) If x,e)dx +871,-8,.q2(0) (r=0,1.2,...) (3.134)
m=] m=]

elde edilir. Burada Vim©o =Yim Y& Do =n,, dir. 8l -8, (r=0,1,2,..)

ifadelerini sinirlandiralim .(3.133)’dan yararlanarak

o
5., p(r+l)k—1 (S)H F1<3 p(r+l)k—1 (e)+2= -2 p(r+l)k—1 ()+2<

[ 3, pl (eﬂ +1

5t 8=
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+2=pX(e)+2 (r=0,1,2,...) (3.135)

bulunur. Buradan €nun pX(e)>2 esitsizligini saglayan degerleri icin

81 -8, <2p*(e) (3.136)

elde edilir. (3.134) ve (3.136)’den

nll(r) nll(r) 3,
m(s ’Ylmr+1 +—— [tx.e)dx +2p5 (e)g2(0) (3.137)
Y 151
0
0@ +1)

2
Zylm(r0+l) <G
m=1
olacak sekilde bir C e (0,oo) sabitinin varlig1 elde edilir. Teorem 3.1.8 ve (3.132),

(3.134), (3.137) esitsizliklerinden

N(e) p(e)

sz —I £(x, s)dx+—ZIf(x e)dx +2p* g2 (O)r, +2)<

p(€) 5
<L I f(x,8)dx +C jf(x,e)dx+c pK(e) (3.138)
157 20 2

bulunur .
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3.2. Negatif Ozdegerlerin Karelerinin Toplanu icin Asimtotik Formiiller

Bu kisimda , € - +0 iken Z?% toplami icin formiiller bulacagiz. Once q(x)
—A.<—¢€
j

fonksiyonunun asagidaki kosulu sagladigim1 varsayalim :

3) ko,(Oéj araligina ait olan bir sabit olmak iizere her 1 >0 i¢in

. Kk, . ko]
h)r(n_q)((;c)x = Xh_r)noo{q(x)x } =0

dir.

Teorem 3.2.1: 1),2),3) kosullar1 saglandig takdirde € — +0 iken

Zxﬁ = (15n)—1[1+ o(gto ﬂ IW[qu(x)+ 4q(x)e + 382]- dx (3.139)

-Ai<-¢€ q(x)>e

asimptotik formiilii saglanir. Burada t, pozitif bir sabittir.

Ispat : Teorem 3.1.6 geregince € un kiiciikk pozitif degerleri icin
N(e) p(€e)

ZKZ >— J. X, € dx——jf X, € dx—cp () (3.140)

dir. 1spat icin (3.137) esitsizliginin ikinci tarafindaki terimleri sinirlandiracagiz. f(x,€)>0 ve

p(€) monoton azalan oldugundan

p(€) p(2¢) p(2¢)

J.f(x,s)dx> j f(x,eldx = J.\/i[Sq x)+4q(x £+3£2]dx>
0 0
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p(2¢) p(2e)
Jl/q(x)—sz(Se2 +4g2 +382)-dx = 15¢2 J‘\/q(x)—s -dx (3.141)
0 0

dir . [O,p(ZS)] araliginda

q(x)>q[p(2e)]=2¢ oldugundan (3.141)’den

) ;

ple :
j £(x,e)dx > 2p(2€) (3.142)
0

bulunur . q(x) fonksiyonunun 3) kosulunu sagladigi ve 8li_r)noop(ss):oo oldugu goz Oniine

alinirsa

-1

lim a(p(e)ple) M | =0

dir . Buradan €’nun kiiciik pozitif degerleri igin

k,+n
ple)>e ° (3.143)
elde edilir .(3.142) ve (3.143)’dan
5 1
P(e) E_koﬂ]
[ tcelxse,e (3.144)
0

bulunur .Burada c, pozitif bir sabittir . q(x)’in 3) kosulunu saglamasindan yaralanarak

) ) )
If(x,e)dx =J‘1/q(x)—8[8q2(x)+ 4€q(x)+ 382]'dx <J.\/@[8q2(x)+4q2(x)+3q2(x)]-dx =
0 0

0
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1 E 8 é 8 5(1]—1(0) S(rl_ko)_*_l
2
ISIqZ(X)dx+ISIq2(x)dx<c4 +c4jx dx<c, +c48 (3.145)
0 1 1
elde edilir .Ote yandan (3.46)’dan €’nun kiiciik pozitif degerleri icin
1-k
d<p ~(e) (ke (0,1)) (3.146)
bulunur .(3.145) ve ( 3.146)’den
5 kg +2 [5(n—k §)+21(1-k)
2
[t <c, +e, ') <o ple) (3.147)
0
bulunur .Tekrar q(x)’in  3) kosulunu saglamasindan yararlanarak
. k. —
lim q(p(e))- (pe)* ™ =0 (3.148)
e—0
elde edilir . Buradan
k,—m
e(p(e))™ ' <1 (3.149)
ya da
1
ple)<e o7 (3.150)
bulunur .(3.147) ve (3.150)’dan
—[5(m-k)+2}-(1-k)
2(kp-1)
(3.151)

)
If(x,s)dx <c,-€
0

elde edilir . Ayrica (3.150)’dan
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pK(e)<e KoM (3.152)

bulunur . (3.144) , (3.151) ve (3.152)’den

)
jf(x,s)jx [s(ko+2H1-k) 5
2(k 1) 2k,

p(ze) T <CE " " (3.153)
jf(x,i—:)dx

0

k51
k kn+n 2 k,4Mm

p(er; 2 <cge " (3.154)
jf(x,s)dx

0

elde edilir. k, >0 oldugundan

—[5'(n_k0)+2]'(l_k)—§+ 1 R S

fonksiyonlar1 M’ya
2(ko =) 2 ko+m ko=m 2 ko+n

gore N=0 noktasinda dolayistyla her t>0 icin 0 <n <® iken

[5'(”_k°)+2]'(1_k)—5+ 1 >1<(2—51<0)
2-(k, -m) 2 k,+1 2k,

-t (3.155)

k 5 1 2-5k, -2k
- -+ > —t
k,—mn 2 k,+m 2k,

(3.156)

olacak sekilde bir w=(t) >0 sayis1 vardir. Buraya kadar yapilan islemlerde k, (0, 1)

araligina ait olan sabit bir sayidir. Burada

25k,

(2-5k,)* 2-5k,
16k, 8k,

k= ,t=t0=min{ } almirsa (3.154) ve (3.156)’den
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[5--ko)+2]-0-k) 5, 1 _(@2-5k) (@2-5k) (2-5k,) _
2(k, -m) 2 k,+M 8k, T 8k, 16k,

(2-5k,)° _ (2-5k,)’ -

3.157
16k, 16k, ° G157
k5, 1 2-5k, > 2-5k, 2-5k, _2-5k, 51, 3.158)
k,-m 2 k,+m 4k, 4k, 8k, 8k,
elde edilir. (3.153), (3.154) , (3.157) ve (3.158)’den
)
If(x,e)dx
0 AN
@ <c4'€ (3.159)
jf(x,e)dx
0
)
J.f(x,e)dx
0 .
. <cg -ty (3.160)
J'f(x,e)dx
0
bulunur. (3.140), (3.159) ve (3.160) den
N(e)
2
2
= oo et
>l—cq € (3.161)

elde edilir .(3.137), (3 .159) ve (3 .160)’dan
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<ltcg-e'0 (3.162)

bulunur . (3.161) ve (3.162)’den € — 0 iken

~1=0('0) (3.163)

ya da

Z xﬁ:é[nomto)]- J‘./q(x)—g[ng(x)+4gq(x)+3g2 -dx

—Aj<—g q(x)>e

asimtotik formiilii elde edilir .

lnjx (j=0,1,2,...) ile Injx=x , lan:(ln(lnj_lx)

seklindeki fonksiyonlar1 gosterelim ve q(x) fonksiyonunun asagidaki kosulu sagladigini

varsayalim :

4) Oyle bir >0 sayist ve n dogal vardir ki q(x)—(lnIl X)_g fonksiyonu bir

[a,oo) (a>0) araliginda negatif degerli degildir ve monoton artmayandir .
Teorem 3.2.2: x’in biiyiik degerleri icin

In (L) <In_ x—Inx ,(n=0) (3.164)
" Inx n

Ispat : n=0,1 degerleri icin (3.164) esitsizliginin saglandig1 kolayca goriilebilir .

n >2 degerleri i¢in (3.164) esitsizliginin saglandigimi tiimevarim yontemi ile

ispatlayacagiz .
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In, (Lj = ln(ln Lj =In(Inx —In(Inx))

Inx Inx

1 1
:ln((lnx)(l— nzxjjzlnzx+lnx(l— nzxj (3.165)
Inx Inx
. In,x . ) In, x In,x . . .
lim =0 oldugundan x—c iken In|1- ~— dir. Buradan x’in biiyiik
X—% Inx Inx Inx

degerleri icin

1 1
In|1- 22X ) _ThX (3.166)
Inx 2Inx

bulunur. (3.165) ve (3.166)’den

1
In,| | <in, x——2% < In, x—In"' x (3.167)
2Inx

ya da

lnz(ij <In,x—In"x
Inx

elde edilir. Boylece n=2 i¢in (3.164) esitsizliginin saglandigin1 gostermis olduk. Bu kez
de n=m (m=2) i¢in (3.164)’nin saglandigin1 varsayalim .Yani x in biiyiikk degerleri
i¢cin

In x

In (LJ<1n X —InI M x (3.168)
m m

olsun . Bu durumda (3.164)’nin n=m+1 i¢in de saglandifim1 gostermek gerek . x in

biiylik degerleri icin (3.168) esitsizligi saglandigindan

lan(ﬁj = ln[lnm(ﬁn < ln(lnm x—Inl™™ x)
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=ln((lnn[1 x)(l —lnr_n1 xIn!l™™ x»zln X + ln(l —lnr_n1 x-Inl™™ x) (3.169)

m+1
olur . Yukaridakine benzer sekilde x in biiyiik degerleri i¢in

ln(l—lnr_n1 xInl—™ x)<—%lnal x-In' ™™ x

esitsizliginin saglandigi kolayca goriilebilir . Bu esitsizlik (3.169) de g6z Oniine alinirsa,
lnm+1(ﬁJ<lnm+1x—%lnr_nlxlnl_mx (3.170)

bulunur . x in biiyiik degerleri igin

Inx

2In _ x
m

>1 (m>2) (3.171)

oldugundan , (3.170) dan

lnm+1(ﬁJ<lnm+1 x—In"™ x (3.172)

bulunur .

Teorem 3.2.3 :q(x) fonksiyonu 1) ,2) ve 4) kosullarim1 sagladig1 takdirde € nun
kiiciik pozitif degerleri icin

q( p(e) )_8 > (in ple))~E+HD+D (3.173)
Inp(e)

dir.

Ispat : k bir dogal say1 (k>1) olmak iizere Teorem 3.2.2 yardimiyla x in biiyiik

degerleri icin

lnnk(liJ< (lnrl x—In!" x)k Slnh x—(In X)k(l—n)
nx
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bulunur. Buradan

—x[ x -k 1 -k
In, (—j—lnn x> —In," x
Inx lnﬁ x —(In X)k(l—n)

1
- lnﬁ x - (In X)k(n—l) (lnﬁ x — InkK(-1) X)

> ! >(Inx

lnﬁ xInkK=D . lnﬁ X

jk(n+) (3.174)

elde edilir .

Varsayim geregi q(x)—ln;E-'x (&>0) fonksiyonu bir [a,e) (a>0) araliginda

monoton artmayandir. Bu durumda her bir k, >& sayisi igin q(x)—ln;kl X

fonksiyonunun bir [b,~) (b>0) aralifinda monoton azalan fonksiyon oldugunu

1

gosterelim . Bunun igin q(x)—ln;k x fonksiyonunu u = q(x)- ln;‘g X Ve

v= lnglé-' X — ln;kl x olmak iizere

q(x)— lnHkl x =u(x)+ v(x) (3.175)

seklinde gosterelim . v(x) fonksiyonu bir [b, ) (b>0) aralifinda monoton azalandir .

Gercekten

’

v(x)= (m;& X —ln;kl xj

k1-1

= —EIn; > x-(Ing x) +k Iy x - (Ing %)’
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S| g
mKI ] K mGTR

lnlri1 +1 x| kq

, [ k-
~(1np x) — X1 L x] (3.176)

dir. k, >& ve x in biiyik degerleri igin (lnn X)/ >0 oldugundan (3.176)’den bir
[b,o) (b>a) araliginda v'(x)<0 oldugu elde edilir .Boylece v(x) fonksiyonunun
[b,0) araliginda monoton azalan oldugu ispatlanmis olur . Ote yandan u(x) fonksiyonu
[b,ec) araliginda monoton artmayan oldugundan , (3.175)’den q(x)—lnHkl X
fonksiyonunun bir [b,0) araliginda monoton azalan oldugu ortaya ¢ikar .

(3.174) de k= H&” +1 alalim . Yukandaki aciklamalardan q(x)—lnﬁk x fonksiyonunun

bir [b,c) (b=a) aralifinda monoton azalan oldugu bulunur. Bu nedenle x in biiyiik

degerleri icin

—k
q(ﬁj - (mn(ﬁj} >q(x)-In;X x (3.177)

dir. (3.174) ve (3.177)’den

—k
q(ij —q(x)> [mn (LD —In;¥ x > (Inx)~k@+D (3.178)
Inx In x
elde edilir. Varsayim geregi Xli_)nloo q(x)=0 oldugundan
lim p(€) =0 3.179
e—>+0 p(e) ( )

dir. Bu nedenle (3.178) de € Kkiigiik pozitif say1 olmak iizere x = p(€) alinabilir.

q(&j —q(p(e)) > (1np(e)) KM+D (3.180)
Inp(e)

k= H§|] +1 < &+ 1 oldugundan ,
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q[&j _e> (inp(e)E DD
Inp(e)

elde edilir.
Boylece teorem ispatlanmis olur .

Teorem 3.2 .4:q(x) fonksiyonu 1),2) ve 4) kosullarin1 sagladig: takdirde €—0 iken

Z?% =(157t)_1{1+0(e_8_[3 ﬂ j,/q(x)—e[qu(x)+4£q(x)+382 -dx (3.181)

—kj<-¢ q(x)>¢

asimtotik formiilii saglanir . Burada [ pozitif bir sabittir .

Ispat : Teorem 3.1.6°dan €’un kiiciik pozitif degerleri icin

N(e) | p(e)

2 K
Z;kl)ﬁ jf(x,s)dx—c98—cp ) (3.182)
j= 0

elde edilir.kz% olmak iizere (3.143) ve (3.182)’den

N(e) | p(&) 1

2, 4 _ 2
ij > jf(x,e)dx ¢, p2(®) (3.183)
=1 0
bulunur . Burada c¢ 10 pozitif bir sabittir . (3.183) esitsizliginin ikinci tarafinda yer alan
p(e)

f(x,€)dx integralini sinirlandiralim .

0
p(e) p(e)

j f(x,e)dx = J' W[qu(x)+4sq(x)+3€2}-dx>

0 0
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p(€)
1562 j q(0)—¢ -dx (3.184)
0

dir. f(g) :p(s)ln_1 p(e) olmak iizere €un pozitif kiigiik degerleri icin (3.180)’dan

p(e) £(e) s
J'f(x,ss)dx»s2 J' a0 —e-dx > L& [oF@)-e (3.185)

0 1 2
—f(e
2()

bulunur. Teorem 3.2 .3’ten ve (3.181)’den yaralanarak

p(e) ey

2
f(xe)dx > = LE (1npce)) 2 >e?p” (),
21Inp(e)

AW

O ey

1
p2(e)
ple)
jf(x,e)dx
0

1
<e7%p 4 (3.186)

elde edilir. q(x) fonksiyonu 4) kosulunu sagladigindan

e=q(p(e)) = (In, p(e)) >

dir.

Buradan

1

p(e) > e® : (3.187)

bulunur . (3.183) ve (3.187) den



p2(e) )
p(e)

J.f(x,e)dx
0

elde edilir .

(3.183) ve (3.188)’den

2.7

~Lj<-¢ _¢ P

>1_Clle
J.f(x,e)dx

q(x)=e

e
151

bulunur .
(3.137) esitsizliginden

N(e) p(e)

Z)% >é jf(x,e)dx+0128+czpk(8)

J=1 0

elde edilir. Yine k:% olmak iizere (3.143) ve (3.190)’dan

N(e) | p(®) 1

2
ij > jf(x,s)dx+cl3p2(£)
J=1 0

bulunur . (3.188) ve (3.191) den

2.7

—Ai<—€ _B
1 L >1+cl4e €
— f(x,€)dx
151 J.( )

q(x)=¢

elde edilir. (3.189)’den ve (3.192)’dan

83

e—>0

iken

(3.188)

(3.189)

(3.190)

(3.191)

(3.192)
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)

Z?% =(15n)‘1{1+ O(e_S_B ﬂ j 1/q(x)—ss[qu(x) +4eq(x) +3e2 | dx

—7\,j <—€ q(x)>e

asimtotik formiilii elde edilir .
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3.3 Ornekler

Bu kisimda Teorem 3.2.1°deki 1), 3) kosullarini ve Teorem 3.2.4°deki 1),2),4)

kosullarim1 saglayan q(x) fonksiyonuna oOrnekler verecegiz .

1. Once 1) ve 3) kosullarin1 saglayan q(x) fonksiyonuna bir 6rnek verelim .

0<x<

(=
1 Ux+1

olsun . Bu fonksiyonun 1) kosulunu sagladigi aciktir. q(x) fonksiyonunun

k, =% degeri icin 3) kosulunu sagladigin1 gosterelim .Her 1 >0 igin

1 -1 1

I N
lim {q(X)XS } = lim Yx+1-x 5 = 1im 3 XL g
X—>0 X—o0 Xx—oo\ x N

2.Bu kez 1),2) ve 4) kosullarim1 saglayan q(x) fonksiyonuna bir 6rnek verelim .

a,a> e’ ve
Inx > (Inlnx)? :0< X <oo (1)

kosullarim1 saglayan bir sabit olmak iizere

2 = , 0<x<a
Inlna alnlna
q(x) = |
, a<X<o

Inlnx
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fonksiyonunu g6z Oniine alalim. Bu fonksiyonun 1) ve 2) kosullarim1 sagladigi aciktir.
n=1 ve =1 degerleri i¢in 4) kosulunun saglandigini gosterelim.

X €la, ) iken
, , 1 1 1
1 1 1 X Inx X 1 1 1
[q(x)——} :( _ j __X 1nx2+ X = _ . )
In x Inlnx Inx (Inlnx)* (Inx)* xInx|Inx (Inlnx)

dir. (1) ve (2)den

’

[q(x)—L} <0 ;asx <w
Inx

bulunur. Dolayisiyla q(x) — (Inx) ™" fonksiyonu [a, o) arahiginda azalandir. Ayrica

a>e’ oldugunu g6z oOniine alarak ve (1) bagintisindan yaralanarak her x €[a, o)

icin

1 I Inx—Inlnx

q(x) - ! >0

Inx - lnlnx_lnx " Inx-Inlnx

elde edilir . Boylece n=1 ve £=1 degerleri i¢in q(x) fonksiyonunun 4) kosulunun da

saglandigini gostermis olduk .
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SONUC

Bu tez calismasinda L,[0,%0) uzayinda

I(y) =-y"(x) — q(x) y(x)

ifadesi ve y’(0)=0 sinir kosulu ile olusturulan kendine es L operatoriiniin negatif

0zdegerlerinin karelerinin toplami icin asimtotik formiiller bulunmustur.

Burada q(x) [0,00) araliginda siirekli, pozitif degerli ve lim q(x)=0 kosulunu

X—>00

saglayan bir fonksiyondur.
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