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ONSOZ

Bu calismada Stirling Sayilarimi inceliyoruz. Stirling Sayilar1 ilk olarak 1730’ da {iinlii
Matematik¢i James Stirling tarafindan tanimlanmigstir.Daha sonraki yillarda matematigin diger
dallarinda ve miihendislik uygulamalarinda bu sayilar lizerinde ¢alisilmistir.Biz bu ¢alismada
Stirling Sayilarin1 ve bu sayilarin bazi 6zelliklerini ele alacagiz. Uygulama kisminda ise
MATLAB programi yardimiyla Stirling Sayilarini hesaplayan programlar gelistirecegiz.Bu
caligmam sirasinda bana yol gosteren, tez calismami yoneten,Yrd.Dog¢.Dr. E. Mehmet
OZKAN’ a; tezin yazim asamasinda yardimlarmi esirgemeyen arkadasim Ars.Gor.Ebru
YENTI’ ye yardimlarindan ve desteklerinden dolay1 tesekkiir ederim.

Ayrica benim bugiinlere gelmemde desteklerini hicbir zaman esirgemeyen, her zaman maddi
ve manevi olarak benim yanimda olan sevgili aileme sonsuz tesekkiirlerimi sunarim.
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OZET

Bu c¢alismada, Stirling Sayilar1 ve bu sayilarin sahip olduklar1 O6zellikler {izerinde
calisilmigtir. Birinci boliimde ileriki boliimlere temel teskil eden bilgilere yer verilmistir.

Ikinci boliimde, Birinci Tip Stirling Sayilar1 tamimlanip, bu sayilarin sahip olduklari dzellikler
incelenmistir.

Ucgiincii boliimde, Ikinci Tip Stirling Sayilar1 tanimlanip bu sayilarin sahip olduklar zellikler
incelenmistir.

Dérdiincii béliimde, Birinci ve Ikinci Tip p-Stirling Sayilar1 tanimlanip bu sayilarin sahip
olduklar1 6zellikler incelenmistir.

Son olarak incelemis oldugumuz Stirling Sayilarim1 hesaplayan MATLAB programlari
gelistirilmistir.

Anahtar kelimeler: Birinci ve lkinci Tip Stirling Saylar, p-Stirling Sayilari, Artan
Faktoriyel Fonksiyonu, Azalan Faktoriyel Fonksiyonu.



ABSTRACT

In this study, Stirling Numbers and the properties of these numbers were studied.The first
chapter involves knowledge that will form a basis for the next parts.

In the second chapter, Stirling numbers of the first kind were defined and their properties
were discussed.

In the third chapter, Stirling numbers of the second kind were defined and their properties
were discussed.

In the fourth chapter, p-Stirling numbers of the first and second kinds were defined and their
properties were discussed.

Finally, MATLAB programs that calculate the studied Stirling numbers, were developed.

Keywords: Stirling numbers of the first and second kinds, p-Stirling Numbers of the first and
second kinds , Rising Factorial, Falling Factorial.
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1. GIRIS

Bu ¢alismamizda 1730 yilinda James Stirling tarafindan tanimlanan Stirling Sayilar1 ve bu
sayilarin Ozellikleri incelenmistir. Girig boliimiinde Stirling Sayilarina temel tegkil edecek
tanimlar, 6zellikler ve teoremlere yer verilmistir. Bu ¢aligsma sirasinda incelenen kaynaklarda

Stirling Sayilar1 i¢in notasyon farkliliklar1 oldugu goriilmiistiir. Birinci Tip Stirling Sayilari

icin, s(n,k), S,(n,k), s; ve Bj, Ikinci Tip Stirling Sayilari igin ise, S(n,k), S,(n,k), S|
ve {Z} notasyonlart kullanilmistir. Bu ¢alismada ise Birinci Tip Stirling Sayilar1 icin {Z},

. n
Ikinci Tip Stirling Sayilari i¢in de {k} notasyonlar1 tercih edilmistir.

1.1. Bir Kiimenin Parcalamsi (Boliintiisii)

Tamm 1.1.1. (Karakas, 1998) [ indeks kiimesi olmak iizere A4 kiimesinin bos olmayan

altkiimelerinin bir ailesi < A>=1{4, | i€ ,I#¢} olsun. < 4> kiimesi i¢in
) 4()4,=¢ , Vi#

i) 4= 4,

iel
sartlar1 saglaniyorsa < 4 > kiimesine A4 ' nin bir pargalanisi (boliintiisii) denir.

Tanim 1.1.2. (Karakag, 1998) A bir kiime ve f < AxA olsun. Eger,
) Vxed icin (x,x)e f (yansima ozelligi)
i) (x,y)e f = (y,x) e f (simetri 6zelligi)

ii) (x,y)e f,(y,z) e f = (x,z) e B (gecisme Ozelligi)

saglaniyorsa, f’ ya A kiimesi lizerinde bir denklik bagintis1 denir.
Tanim 1.1.3. (Karakas, 1998) [, A kiimesi iizerinde bir denklik bagintis1 olsun.x € 4 igin
[x] 5 = {y eAd: y,Bx} kiimesine 4 'nin S bagmtisina gore bir denklik sinift ve x elemanina

da denklik sinifinin bir temsilcisi denir. 4 'nin  f  bagintisina gore denklik siniflarindan

olusan kiime % ile gosterilir.



Yardimci Teorem 1.1.4. (Karakag, 1998) S, A kiimesi lizerinde tanimli bir denklik bagintisi

ve x,z € A olsun. Bu takdirde,

i) xelx],
i) xBz < [x], =[z],
Teorem 1.1.5. (Karakas, 1998) [, A kiimesi lizerinde tanimli bir denklik bagintist ise A4

icinde iki denklik sinifi ya ayrik yada 6zdestirler.

Sonug 1.1.6. (Karakas, 1998) [, A kiimesi lizerinde taniml1 bir denklik bagntisi ise,

i U], =4

i) Vx,zed igin ya [x]ﬂ =[z]ﬂ yada [x]ﬂﬂ[z]ﬂ =¢ dir.

Bu sonug, A4 kiimesi lizerindeki bir denklik bagintisina gore denklik siniflarinin 4° nin  bir

parcalanisini olusturduklarini ifade eder.

Sonug¢ 1.1.7. (Karakas, 1998) < A>= {Al. iel }, A kiimesinin bir parcalanigidir ancak ve

ancak A kiimesi tlizerinde taniml bir £ denklik bagintisi icin < 4 > kiimesinin elemanlari

denklik sinifidir.

1.2. Azalan Faktoriyel Fonksiyonu

Tamm 1.2.1. (Mond ve Kramer, 2004) x€ R ve ne N olmak lizere,

ﬁ(x—k)=x(x—1)(x—2)~--(x—n+1) ;n>0

k=0

(x) = (1.2.1)

2

seklinde tanimlanan (x)* fonksiyonuna “ Azalan Faktoriyel Fonksiyonu  denir. Azalan

faktoriyel fonksiyonu negatif tamsayilar i¢in su sekilde tamimlanir,n € Z* olmak tizere

1

() =
(x+1D)(x+2)--(x+n)

(1.2.2)



Ozellik 1.2.2. (Mond ve Kramer, 2004) ne N olmak iizere Azalan Faktoriyel Fonksiyonu

icin asagidaki ozellikler saglanir.

i) ()™ =(x-n)-(x)" (1.2.3)
i) (x+D*—(x)" =n-(x)= (1.2.4)
. X!

1) (x)* = ) (1.2.5)
iv) (n)* =n! (1.2.6)

1.3. Artan Faktoriyel Fonksiyonu

Tamm 1.3.1. (Mond ve Kramer, 2004) x€ R ve ne N olmak lizere,

ﬁ(Hk) =x(x+D(x+2)-(x+n=1) ; n>0

(x)" = (1.3.1)
1 ;n=0

seklinde tanimlanan (x)2 fonksiyonuna “ Artan Faktoriyel Fonksiyonu ” denir. Artan

faktoriyel fonksiyonu negatif tamsayilari i¢in su sekilde tanimlanir, n € Z* olmak tizere

o 1
(%) = D)) (1.3.2)

Ozellik 1.3.2. (Mond ve Kramer, 2004) ne N olmak iizere Artan Faktoriyel Fonksiyonu

icin asagidaki ozellikler saglanir.

D) ()" =(x+n)-(x)" (1.3.3)

i) (x)" = (x=D"=n-(x)"" (1.3.4)



» (x+n-1) (x+n-1
1ii) (x) —W_[ . J.n! (1.3.5)

1.4. Permiitasyon

Tamm 1.4.1. (Karakag, 1998) A bostan farkli bir kiime olsun. Eger bir f:4—> A4
fonksiyonu bire-bir ve Orten ise f fonksiyonuna A kiimesi iizerinde bir ‘“Permiitasyon”
denir. A kiimesi lizerindeki tiim permiitasyonlardan olusan kiime S(A4) ile gosterilir. Bu

calismada aksi belirtilmedik¢e A kiimesi A = {1,2,3,...,11} olarak alinacaktir.

Teorem 1.4.2. (Karakas, 1998) A= {1,2,3,...,71} kiimesi iizerinde tanimli biitlin permiitas-

yonlarin sayisi |S(A)| =n!

Tanmm 1.4.3. (Karakas, 1998) a € S(A) permiitasyonu A kiimesinin i,,i,,...,i, gibi

birtakim elemanlarini ardi ardina degistirip geri kalan elemanlarini sabit birakiyorsa, yani,

a(i)=i, , a(,)=i; ,, a(,)=i , a(i,)=i

ve her je A—- {i1 J1, ,...,ir} icin a(j)=j ise a ya bir devir (¢evrinim) denir. Bu tanimdaki
bir devir o = (i},i,,...,i,) 1le gosterilir. Bununla beraber,

A =(iysiysi) = (s iy yiy) == (i sy )

yazilabilecegi agiktir.

Tanmm 1.4.4. (Karakas, 1998) o =(i,,i,,....,i.) , 6 =(J,, ], j,) 1ki devir olmak iizere

eger, {i1 sl gennsd, }ﬂ { Jis Jaseees J }= @ sart1 saglaniyorsa bu iki devire “Ayrik Devirler” denir.

Teorem 1.4.5. (Karakas, 1998) Her permiitasyon ya bir devirdir yada sonlu sayida ayrik

devirlerin ¢carpimi olarak yazilabilir.



2. BIRINCI TiP STIRLING SAYILARI

Tamm 2.1. 7,k negatif olmayan tamsayilar ve k <n olmak lizere, n elemanl bir kiime

tizerinde tamimli £ tane ayrik devirin ¢arpimindan olugan permiitasyonlarin sayisina “Birinci

Tip Stirling Sayilar1” denir ve {ﬂ seklinde gosterilir.

Bu ¢alismada n» elemanli kiime olarak A = {1,2,..., n—1Ln } kiimesi alinacaktir.

Ornek 2.2. 4= {1,2,3,4} kiimesi tlizerinde tanimli 2 ayrik devirin ¢arpimindan olusan

permiitasyonlar,

a, =(12)34) , a, =(13)(24), a3 =(14)(23) , a, =(1)(234) , a; =(1)(324), a, =(2)(134),
a, =(2)314) , ay =(3)124) , a, = (3)(214) , o), = (4)(123), a,, =(4)(213)

seklindedir.
Boylece 4 elemanli 4 kiimesi iizerinde tanimli 2 ayrik devirin ¢arpimindan olusan permditas-

4
yonlarin sayist, {2} =11 olur.

Ozellik 2.3. n,k negatif olmayan tamsayilar olmak iizere Birinci Tip Stirling Sayilar1 i¢in

asagidaki 6zellikler saglanir.

NNED 2.1

i) 0|~ % (2.1
-

i) . =0, (k>n) (2.2)
-

i) | |=1 (2.3)
_n_

n
iv) H =(n-1)! (2.4)



Teorem 2.4. (Mond ve Krammer, 2004) n,k pozitif tamsayilar olmak lizere Birinci Tip

Stirling Sayilar i¢in asagidaki rekiirans bagintisi saglanir.

n_n—1+ _l'n—l 55
o171k (n—1) i (2.5)

ispat. A= {1,2,3,...,n—1,n} n-elemanli kiimesi iizerinde tanimhi £ tane ayrik devirin

carpimindan olusan permiitasyonlar iki asamada elde edilir. ilk olarak, 4" = A—{n}
( n elemani yerine A kiimesinin herhangi bir elemani1 da alinabilir) elemanl kiimesi tizerinde

tanimli k£ —1 tane ayrik devirin carpimindan olusan permiitasyonlar («,,c,,...,a, , ayrik

n—1
devirler olmak iizere) o, -, ----, , seklindedir ve bu permiitasyonlarin sayisi L J dir.

o, =(n) devirt bu permiitasyonlarin her birine carpim olarak ilave edilirse A  kiimesi

tizerinde tanimli £ tane ayrik devirin ¢arpimindan olusan «, -, .-, , -, seklindeki

permiitasyonlarin { } tanesi elde edilmis olur. Tkinci olarak da 4" kiimesi iizerinde

tamimh (0,,0,,...,0, ayrik devirler olmak iizere) k£ tane ayrik devirin ¢arpimindan olusan

permiitasyonlar &, -9, -...-0, seklindedir. Bu sekilde {nk

b

} tane permiitasyon vardir. ‘n

eleman, sirasiyla 6,,9,,...,0, devirlerinin her birinin i¢ine eleman olarak yerlestirilirse ( bu

yerlestirme islemi n—1 farkli sekilde yapilabilir) 4 kiimesi iizerinde tanimli £ tane ayrik

n
devirin ¢arpimindan olusan permiitasyonlarin (n —1) { } tanesi elde edilmis olur. Her iki

asmada elde edilen permiitasyonlar A kiimesi iizerinde tanimli £ tane ayrik devirin

carpimindan olusan permiitasyonlardir. Boylece (2.5) esitligi saglanmis olur.
Teorem 2.5. (Mond ve Krammer, 2004) n , k negatif olmayan tamsayilar olmak iizere,

L n
> M =n! (2.6)

k=0

ispat. Teorem 1.4.2 den {A :1,2,3,...,11} kiimesi tizerinde tanimli tiim permiitasyonlarin

sayist n! dir. Teorem 1.4.5” den her permiitasyon sonlu sayida ayrik devirlerin ¢arpimi olarak

yazilabileceginden (2.6) esitligi saglanmis olacaktir.



Cizelge 2.1 Tanim 2.1°e gore birinci tip stirling sayilari

R At
1 1 0 0 0 0 0 0 0 1!
2 1 1 0 0 0 0 0 0 2!
3 2 3 1 0 0 0 0 0 3!
4 6 11 6 1 0 0 0 0 4!
5 24 50 35 10 1 0 0 0 5!
6 | 120 274 225 85 15 1 0 0 6!
7 | 720 1764 1624 | 735 175 21 1 0 7!
8 | 5040 13068 | 13132 | 6769 1960 322 28 1 8!

Teorem 2.6. (Mond ve Krammer, 2004) x € R ve n>2 tamsay1 olmak lizere

()" = Zm xt @.7)

k=1

Ispat. Tiimevarim yénteminden,

n =2 degeriicin (2.7) esitligi dogrudur.

n—1 tamsay1 degeri i¢in (2.7) esitligi dogru olsun.

n tamsay1 degeri i¢in (2.7) esitliginin saglandigini gosterelim.

Ozellik 1.11 (i) ve (2.5) den

()" = ()" (x+n-1)

:(x+n—l)-§{ ‘

n

n—1

-1 _1
|:I’l :|_xk+1 +
k=1 k

n—

k=

]xk

1

1

n—1 0. ok
L (n—1)-x



Teorem 2.7. (Merris, 2000) n>k >0 tamsayilar1 olmak {izere Birinci Tip Stirling Sayilari

i¢in iirete¢ fonksiyonu,

—n |k k!

seklinde tanimlidir.

Ispat.

( 1 ] :ez[—ln(l—x)]
1—-x

:1+z-[—ln(1—x)]+%-zz-[—1n(1—x)]2+%-z3 [~ =x)J +---

n

- i—[— In(l —x)]} z" 2.9)

1
= 1!

n

(1.3.5) ve (2.7) den

( 1 JZ f”[z+n—l} .
-y -
I-x n=0 n




. eln] x
=2z ‘ZM' " (2.10)

k=0 n=k

(2.9) ve (2.10) dan

o 1 e ]
ZE In(l-x)] -z =z .Zm.x @.11)

o0
k=0 k=0 n=k n!

esitligi elde edilir. (2.11) agildiginda z* I terimlerin katsayilari esitlenince (2.8) esitligi

saglanmis olur.

Calismamizin bundan sonraki kisminda Birinci Tip Stirling Sayilari i¢in yapilan bir diger
tanim ve bu tamimdan yola ¢ikilarak elde edilen 06zellikler, teoremler ve sonuglar

incelenecektir.

Tanim 2.8. n,k negatif olmayan tamsayilar olmak iizere (x)”, Azalan Faktoriyel

Fonksiyonunun agilimindaki x* 11 terimlerin katsayilarma “Birinci Tip Stirling Sayilar1”

denir.

n
{k} Birinci Tip Stirling Sayilarini gostermek lizere Tanim 2.8’ in matematiksel gosterimi ,
n | 7 k
(0" =] |x (2.12)
oLk

seklinde olacaktir.

Ozellik 2.9. k,ne N olmak iizere Birinci Tip Stirling Sayilar1 icin asagidaki ozellikler

saglanir.

0
1) {k} =0y, (0 Kroniker Deltas1) (2.13)
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if) Z —0,(k>n) (2.14)
-
iy | =1 (2.15)
_n_
n
iv) H:(—l)"l(n—m (2.16)
"o, (=2 2.17
v | "= ez @.17)

Ispat.i) (2.12)’ de n=0 icin ispat agiktir.
i1) Tanim 2.8 den ispat agiktir.

1i1) (2.12) deki esitlik acilirsa,

x(x—-D(x=2)--(x—n+1) z{ﬂ+{ﬂx+{ﬂxz +---+{ﬂx” (2.18)

elde edilir. (2.18) den x" li terimin katsayis1 1’e esit olacaktir.

iv) ()" =x(x—-1D(x-2)---(x—n+1) agiliminin sag tarafindaki (x —1)(x—2)---(x—n+1)
carpanin sabit terimi (—1)(=2)---(-n+1) = (=1)""'(n—1)!"dir. Dolayistyla azalan faktoriyel

fonksiyonunda x ’li terimin katsayisi bu sabit terim olacaktir. Buradan (2.16) esitligi saglanir.
v) Timevarim yonteminden,
n =2 degerii¢in (2.17) esitligi saglanir.

n—1 tamsayi degeri i¢in (2.17) dogru olsun. Yani,

n—1 B n—1 519
n-21 | 2 2.19)

n tamsayi degeri i¢in (2.17) esitliginin dogrulugunu gosterelim. (1.2.3)” den

(x)" =(x—n+1)- (x)”;l
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|:n1 (n_lj n-2 n-2 :|
=|x"" = X+ (DT =2) x| (x=n+ 1)

n—1

=x"+(n-1)-x"" -
x"+(mn-1)-x (2

-1 n—1 -2 -1
)x" —(—n+1)'[ 5 J-x" ++ (=) x-(n-1)!

elde edilir. Bu ifade (2.12)’de yerine yazilirsa x"' teriminin katsayisi

-1 2 _
{ " J =(-n +1)_(n 5 Jz _n 5 T olur. n tamsay1 degeri i¢in (2.17) esitligi saglanir.
n—

Teorem 2.10. (Michaels ve Rosen, 1991) ne N,k € Z* olmak iizere Birinci Tip Stirling

Sayilar i¢in asagidaki rekiirans bagintist saglanir.

{n; 1} ) { - J " m (2.20)

Ispat. (2.12) ve (1.2.3) den,

(x)ni1 = f {nzl]xk

k=1

(x—n)-(x)" = 21 {nl_:l x*

=

n n ral n n ‘ n+l1 |:I’l + 1j| ‘
. — n- X - X
AR R HEP

ifadesinde toplamlar agilir ve x* 11 terimlerin katsayilar1 esitlenirse (2.20) esitligi elde edilir.

Teorem 2.11. (Michaels ve Rosen, 1991) n>1, x birtamsayive x<n igin

S 2.21)
S k] '
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Ispat: Tiimevarim yonteminden,
n=1 degeriicin (2.21) esitligi dogrudur.
n tamsay1 degeri igin (2.21) esitligi dogru olsun.

n+1 tamsay1 degeri i¢in (2.21) esitliginin saglandigin1 gosterelim. (2.20) den,

ol Pl S| R

nel [ 41 n ntl [
gL 2L

=0-n-0—-n-0=0

Cizelge 2.2. Tanim 2.8’ e gore birinci tip stirling sayilart

n n n n n n n n
di I
1 1 0 0 0 0 0 0 0 1
2 1 1 0 0 0 0 0 0 0
3 2 3 1 0 0 0 0 0 0
4 -6 11 -6 1 0 0 0 0 0
5| 24| -50 35| -10 1 0 0 0 0
6 | -120 | 274 | -225| 85 | -I5 1 0 0 0
7| 720 | -1764 | 1624 | -735 | 175 | -21 1 0 0
8 | -5040 | 13068 |-13132| 6769 | -1960 | 322 | -28 1 0
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Teorem 2.12. n,k pozitif tamsayilar olmak {izere,|[2]

n u e | n +1
g

J

Ispat: (2.20) deki rekiirans bagmtisindan,
n n+1 n
= +n-
k k+1 k+1
n+1] n+1 [ n ]
= +n- +n-
L k+1] k+2 | k+2 ]

(n+1] n+1 5 [ n ]
= +n- +n”-
L k+1] k+2

(n+1] [ n+1] 5 n+l [ n ]
= +n- +n - +n-
| k+1] L k+2] k+3 k+3]

(n+1] [ n+1] , | n+l 3 o
= +n- +n” - +n -
L k+1] | k+2] k+3 | k+3]

benzer sekilde (2.20) deki rekiirans bagintist n—k +1 defa uygulanirsa ,

n n+1 n+1 , | n+l ; n ek n+1
= +n- +n - +n - +-4n
k k+1 k+2 k+3 k+4 k+(mn—-k+1)

Lo {n + 1}
= n .
=k J+1

Buradan (2.22) esitligi saglanmis olur.
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2.1. Genellestirilmis Birinci Tip Stirling Sayilar

Tanim 2.8 de Birinci Tip Stirling Sayilarin1 #n,k negatif olmayan tamsayilari i¢in tanimlandi.
Bu boliimde ise herhangi n,k tamsayilart i¢in birinci tip stirling sayilarinin tanimini

genisletmeye ¢alisacagiz.

Teorem 2.1.1. (Scurr ve Olive, 1998) k>1, n>0 tamsayilari igin,

"o 2.1.1
M @.1.1)

Ispat: 7 >0 ve k >1 tamsay1 degerleri i¢in (2.12) esitligi

(x)* :z{ Z]x_k seklinde olacaktir. n>0 tamsayr degeri i¢cin Azalan Faktoriyel

k=0

Fonksiyonunun agiliminda x™* 11 terim bulunmayacagindan bu terimlerin katsayilar1 sifir

olacaktir. Buda (2.1.1) esitligini verir.

Teorem 2.1.1 yardimiyla n>0, k<0 tamsayr degerleri i¢in birinci tip stirling sayilarini

tanimlamis olduk. Bundan sonraki kisimda verilecek olan tanim ve teoremler yardimiyla
herhangi & ve n<-1 tamsayr degerleri i¢in birinci tip stirling sayilarin1 tanimlamaya

calisacagiz.

Azalan Faktoriyel Fonksiyonunu negatif tamsayilar igin n € Z* olmak iizere ,

(X) = ﬁ(x + /)" (2.1.2)

seklinde tanimlamistik. (2.1.2) esitligini,

(x)= =%H(1+§j T (1+i]_ 2.1.3)

. j:] j:] X
seklinde de ifade edebiliriz. Ayrica,

1
l+u

=i(_1)j”j o ul<1 (2.14)
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Tamm 2.1.2. (Scurr ve Olive, 1998) n>1 olmak lizere,

a) (x)"=i{_n]xk , o ]x]<1 (2.1.5)

b) (x _":i {:n]x_k , |x|>n (2.1.6)

olarak tanimlanir.

Teorem 2.1.3. (Scurr ve Olive, 1998) n>1, n >k >0 tamsay1 degerleri i¢in

oo 2.1.7
k| (2.1.7)

Ispat. (2.1.6) ve (2.1.3) den

M
|
S
=
&
Il
=
i
M
0
~
-~
=
~
=
N
\N‘

=~
Il
=

)M I EEE R NC AR ORI NC AN ORI CORE

esitligin sag tarafi 0<k <n degerleri igin x™* 11 terim bulundurmayacaktir. Buradan

0 < k <n tamsay1 degerleri i¢in x* 11 terimlerin katsayilar1 sifirdir. Béylece (2.1.7) esitligi

saglanmis olur.

Teorem 2.1.4. (Scurr ve Olive, 1998) n>1 ve k >0 tamsayilar1 i¢in

{—Z}z(—l') Z[ﬁf_k’) ¢ k20, ]Zn;k«f:k) 2.1.8)

n. * j=1
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Ispat: Tanim 2.1.2 (a) , (2.1.3) ve (2.1.4) den

i[_”} =i]i[(x+z)1

1 . g
=n! i=1 (1;:0( ) (_j }

o0

= [Zx Hlk’J , (*k,zo,iklzk)

(2.1.8) esitligi |x| <1 sartina bagli olarak yazilabilir. O halde £>0 , n>1 tamsayilar i¢in

[_: } birici tip stirling sayilarin1 Teorem 2.1.4 yardimiyla tanimlamis olduk.

Teorem 2.1.5. (Scurr ve Olive, 1998) k >n>1 tamsayilart igin,

tl’jz(—l)k”Z(ﬁl’”J (k20,3 k =k—n) (2.1.9)

Ispat: Tanim 2.1.2 (b), (2.1.3) ve (2.1.4) den

3 [: J ] [HLJ*

k=n I=1 X

k=n

o)

(2.1.9) esitligi |x|>n21 sartina bagli olarak yazilabilir. Boylece k>n>1 tamsayi

degerleri icin { k} birinci tip stirling sayilarim1 Teorem 2.1.5 yardimiyla tanimlamis

olduk.
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Cizelge 2.3. Tanim 2.8’e gore genellestirilmis birinci tip stirling sayilar

n n n n n n n n n
L BB T B
4 1 -6 11 -6 0 0 0 0 0
3 0 1 3 2 0 0 0 0 0
2 0 0 1 1 0 0 0 0 0
1 0 0 0 1 0 0 0 0 0
0| o0 0 0 0 1 0 0 0 0
1] 1 -1 1 1 1 1 1 1 1
2| 0,9688 | -0,9375 | 0,8750 | -0,7500 | 0,5000 | 0 1 3 7
-3 | 04708 | -0,4437 | 0,3935 | -0,3056 | 0,1667 | 0 0 1 -6
-4 | 0,1529 | -0,1409 | 0,1201 | -0,0868 | 0,0470 | 0 0 0 1
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3. IKINCi TiP STIiRLING SAYILARI

Tamm 3.1. » ve k negatif olmayan tamsayilar olmak lizere, n elemanli bir kiimenin &

. n
elemanli pargalaniglarinin sayisina “lkinci Tip Stirling Sayilar1” denir ve {k} seklinde

gosterilir.

Ornek 3.2. 4= {1,2 ,3,4 } dort elemanl kiimesinin iki elemanli pargalaniglari,

0 ={{L2.3.4}}. 0, ={{2h.0.3.4}) . o ={BLIL2.4} . o, ={{4h.{1.2.3}}
O, =1{1,21,3.4}), O ={2341L4}) . 0 ={{1.3}12.4}}

kiimeleridir. Buradan 4 kiimesinin iki elemanl par¢alaniglarinin sayisi {2} =7 dir.

Ozellik 3.3. Tikinci Tip Stirling Sayilar1 i¢in asagidaki 6zellikler saglanr.

) {g}ﬂmo,(nzm 3.1)

: {n} {n}

1) = =1,(n21) (3.2)
1 n

n

1i1) {k}:O,(k>n) (3.3)

iv) {'21 — 2" 1, (n>0) (3.4)

n n
v) {n—l}z(ZJ ,(n>0) (3.5)

Ispat. (i), (ii) ve (iii) iin ispati Tanim 3.1 den agiktir.
) A= {al ,A,,0, ,...,an} kiimesinin iki elemanli pargalanisi,

P(A) = {Al,Az AL, A, EP, ANA,=¢, A VA, = A} seklinde olacaktir.
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A, =1{a,} olarak tanimlayalim. 4 —{a, }, n—1 elemanl kiimesinin 2" tane altkiimesi vardir.
A, altkiimesini bu 2" tane altkiime arasindan secelim. A, # ¢ oldugundan A4, kiimesi

icin 2" —1 ihtimal vardir. O halde 4 kiimesinin iki elemanl parcalamslarinin sayisi

2" —1 olur.

V) A= {a1 ,A,,0,,. ..,an} kiimesinin n—1 elemanl parcalanisi,

n—1 n—1
P(A) = {Al, Apeis A A =9 (i=12,n-1),(4 =0, [ J4 = A} seklindedir.
i=1 i=l1

n-1 n-1
ﬂAi =¢ ve UAi = A4 oldugundan 4, altkiimelerinden bir tanesinde mutlaka iki eleman

i=1 i=1

olmak zorundadir. Bu iki eleman » eleman arasindan (Z] farkli sekilde secilebilir. Bu iki

eleman1 4, altkiimesine, geri kalan n-2 tane elemanin her birini 4, (i=23,..,n-1)

altkiimelerine bu altkiimeler tek elemanli olacak sekilde dagitilirsa A4 kiimesinin P(A)

n
parcalanisi elde edilir. Bu sekilde elde edilen pargalanislarin sayisi (2j olacaktir. Boylece
n
n elemanli 4 kiimesinin n—1 elemanl parcalaniglarinin sayisi [J olur.

Teorem 3.4. (Mond ve Krammer, 2004) ne N ve ke N* olmak iizere ikinci tip stirling

sayilari i¢in agagidaki rekiirans bagintis1 saglanir.

{n; 1} i {k:}”‘ {k} (3.6)

Ispat. 4= {al,az,a3,...,an,an+l}, n+1 elemanl kiimesinin £ elemanli pargalanisi,

k
P = {AI,AZ,A3,...,Ak (i=12,..k) g2 A4 A, 4[4, =¢, |4 =4 }

i#] i=1

+1
seklindedir. Bu sekilde A4  kiimesi {nk } tane parcalanisa sahiptir. a, € 4 olsun ve

*

A" =A4-{a,} olarak tanimlansin.
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k-1
P, = {Bl,Bz,...,Bk_l ((i=12,...k=1) ¢#B,c A, BB, =¢,|JB =4 }
i=1

i#j

*® . . . * « . n
kiimesi A kiimesinin k —1 elemanli par¢alanisidir. Bu sekilde 4 kiimesinin {k } tane

parcalanis1 vardir.

m

ilk olarak her i e I = {1,2,....,k —1} i¢in a, ¢ B,, {am }ﬂBl. =¢ ve {a }LkJBl. = A oldugundan
i=l1

{am} altklimesi P, [/1 = 1,2,3,...,{kn I}J parcalaniglarinin her birine eleman olarak ilave

n
edilirse A4 kiimesinin parcalaniglarindan { } tanesi elde edilir.

Ikinci olarak |,

k
P, = {BI,BZ,...,B,{ (i=12...k) =B A , B[\B,=¢.|JB =4 }
1

iel i i=

* .. . * .. n
kiimesi 4 kiimesinin £ elemanli parcalanisidir. Bu sekilde 4 kiimesinin {k} parcalanist

vardir. Her i€ I ={1,2,...,k} icin a, ¢ B, dir. Eger a, elemam sirasiyla B, altkiimelerinin

her birine eleman olarak yerlestirilirse (ki bu yerlestirme islemi her bir pargalanis i¢in & farkli
sekilde yapilabilir) 4 kiimesinin £ - {Z} tane parcalanisi elde edilir. Her iki asamada elde
edilen pargalanislar 4 kiimesinin £ elemanli pargalanislaridir. Buda (3.6) esitligini verir.
Ornek 3.5. Teorem 3.4’ iin ispatin1 N = {a ,b,c,d } kiimesi i¢in uygulayalim.

N kiimesinin ii¢ elemanli pargalanislari,

B

Hap bl dedi) . Po={la)ichib.dj}  Po=1a){d ) ibicj

P,

bl ichladly, po={bhid)dact) . B ={lc).ld}.{a.b}}

4
kiimeleridir. Buradan N kiimesinin {i¢ elemanli parcalaniglarinin sayisi {3} =6 dir.



21

N =N—{a}={b,c,d } olarak tanimlayalim. ilk olarak N" kiimesinin iki elemanl pargala-

nislarini elde edelim. Bu pargalanislar;
B ={{p}.{e.d}}. Py ={lc}.{b.d}}. P ={{d} . {b.c})

kiimeleridir. N* kiimesinin bu pargalanislarina {a} altkiimesini ilave edersek;

*

P ulaj=F. P ulaj=P, P Ulaj=P,
N kiimesinin ii¢ elemanli par¢alanislarindan P, P, ve P, kiimelerini elde ederiz.

fkinci olarak, N~ kiimesinin ii¢ elemanli parcalanislarmi elde edelim. N~ kiimesinin bu
sekilde tek parcalamisi vardir. Bu parcalamis QO = {{b},{c},{d }} kiimesidir. Bu kiimenin

elemanlari olan {b}, {c}, {d } altkiimelerin her birine ‘a’ elemanini ilave edersek;

0 ={labhichdi =P, 0, ={{blla.chid}j=P, O, ={{b.ichlad|i=P,

N kiimesinin {i¢ elemanli pargalanislarindan P, , P, ve P, kiimelerini elde ederiz. Boylece

N kiimesinin {i¢ elemanli parcalaniglarini iki adimda elde etmis olduk. Boylece n=4 ve

k =3 tamsay1 degerleri icin (3.6) daki rekiirans bagintis1 saglanmis olur.

Cizelge 3.1. ikinci tip stirling say1lar1

n n n n n n n n n
o || )| ] s ] ]
0| 1 0 0 0 0 0 0 0 0
1| 0 1 0 0 0 0 0 0 0
2| 0 1 1 0 0 0 0 0 0
30 0 1 3 1 0 0 0 0 0
41 0 1 7 6 1 0 0 0 0
5/ 0 1 15 25 10 1 0 0 0
6| 0 1 31 90 65 15 1 0 0
70 0 1 63 [ 301 | 350 | 140 21 1 0
8| 0 1 | 127 | 966 |1701 |1050 | 266 | 28 1
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Teorem 3.6. (Saxl, 1995) n ve k pozitif tamsayilar olmak iizere

Ispat. Tiimevarim yonteminden,
n=1 degerii¢in (3.7) esitligi saglanir.

n tamsayi degeri i¢in (3.7) esitligi dogru olsun.

n+1 tamsay1 degeri icin (3.7) esitliginin saglandigini gosterelim.

"= x. y {n}(x)k
o |k

B

=

[ - (x= k) +k-<x>"]-{Z}

g

Lo Eee

_ HZ}+{TH 0" +Hf}+ 2{’;}} ()2 +...+H:}+ (n +1).{n"+ IH.WH

(3.7)
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Buradan n+1 tamsay1 degeri i¢in (3.7) esitligi saglanmis olur.

Teorem 3.7. (Mond ve Krammer, 2004) x € R ve n € Z olmak lizere,

n

=3 (—D""‘-{Z}-(x)" (3.8)

Ispat. Tiimevarim yonteminden,

n=0 degeriicin (3.8) esitligi dogrudur.
n—1 tamsay1 degeri icin (3.8) esitligi saglansin.

n tamsayi degeri i¢in (3.8) esitliginin saglandigin1 gosterelim.

n-1 -1 _
e o)

n—1 _1 _
= (_1)"—"—1 .{nk }.x.(x)k

n—1 _1 _ _
=X { ) }-[(x)"“ k(0]

n—1 _1 _ n—1 _1 _
=Z<—1>"-"*-{"k }«x)"“ - Zk-(—l)""“l-{”k }-(xf‘

C 4 jn-1 x N i 01 x
=S '{k_l}'(’“) + 2k { . }-(x)
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1 ok n—1 n—1 i
Lo ({ob {7

_n( l)n—k {n}( k
_k:l— kx)

Buradan n tamsay1 degeri i¢in (3.8) esitligi saglanmis olur.

Teorem 3.8. ( Cameron, 1994) A4, , 4, ,..., 4

n

e 5
)

i=1 p=K{1,2,...,n

N4l

ieK

Ispat. Tiimevarim yénteminden,

n=2 1igin

‘Al U 4, ‘ = Z (_1)‘K‘H )

g2k cf1,2}

ﬂ4}%h%k%m@|

ieK

(3.9) esitligi dogrudur.

n—1 tamsay1 degeri i¢in (3.9) esitliginin dogru oldugunu kabul edelim.Yani,

il 5 o

i=l p£Kc{1,2,..,n-1}

ﬂAl. ‘ olsun.

ieK

n tamsay1 degeri i¢in (3.9) esitliginin saglandigin1 gdsterelim.

n-1
A" = UAI. olarak tanimlayalim. O halde,

i=1

£

A

_ Z (_1)\K\+1 .

p£Kc{1,2,..,n-1}

N4l

ieK

04= A

i=

Avd,|-=

+|4,|-|4" 4,

sonlu kiimeler olsun.

(3.9)
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A NA, =(UA,.J N 4, :U(Ai NA,)
i=1 i=1

A nal= Y DN 4,)
=K c{1,2,...,n-1} iek
4, -|4 ~al=4]- > DN (44,
nng{l,Z,..,n—l} ieK
=la]- > e ﬂAf‘
neK,K;t{n} ieK

_ Z (_1)\K\+1 .

nekKc{l,2,....n}

N4

ieK ‘

Teorem 3.9. ( Cameron, 1994) n elemanl bir kiimeden & elemanl bir kiimeye tanimli 6rten

fonksiyon sayisi,

S -y (3.10)
- 1l

ispat.X, A= {1,2,3,...,n } kiimesinden B = {1,2,3,...,k } kiimesine taniml1 fonksiyonlarin
kiimesi olsun. Bu durumda |X | =k" dir.

i=1,2,...,k 1i¢in A4 = {f |f:A —>B,ieB ,i¢ f(A } olarak tanimlayalim.

fed igin f(x), i harig geri kalan k —1 elemandan biri ile eslesebilir. Oyleyse ,

| A, | =(k—1)" olur. Bu durumu genellestirecek olursak ,

A ={f|f:A4>B, IcB, I=f(a)} ve |4,]|=(k-|1|) dir

f ortendir ancak ve ancak f ¢ 4, dir. Teorem 3.8 den Orten fonksiyonlarin sayisi

> g = > k| 1]) (3.11)
1c{1,2,.. .k} 1c{1,2,. .k}
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1, bos kiime ise (3.11) deki toplam (~1)"'-(k =[]} = (=1)°(k —0)" olur.

k
I, tek elemanli bir kiime ise bu eleman [lj farkli sekilde secilebileceginden (3.11) deki

k
toplam tek elemanli / kiimeleri i¢in (1 ] (=" -(k=1)" olur.

k
I, iki elemanli bir kiime ise bu elemanlar (zj farkli sekilde secilebileceginden (3.11) deki

k
toplam iki elemanli / kiimeleri i¢in [Zj-(—l)2 -(k—-2)" olur.

I, k—1 elemanli bir kiime ise bu elemanlar (k J farkli sekilde secilebileceginden (3.11)

k
deki toplam k& —1 elemanli / kiimeleri i¢in (k J (D" (k=k+1" olur.

k

I, k elemanl bir kilme ise bu elemanlar (/J farkli sekilde secilebileceginden (3.11)

, . .. [k K
deki toplam k& elemanli / kiimeleri igin i (=1D)" -(k-k)" olur.
I kiimesinin alabilecegi biitiin bu ihtimallerin toplamu ise ;

1] R SN £

> ' (k-|1]) =Z(—1)l-[)-(k—i)” (3.12)

Iil,2, k) i=0 l

olur. Boylece (3.10) esitligi ispatlanmis olur.

Teorem 3.10. ( Cameron, 1994) n,k negatif olmayan tamsayilar olmak iizere,

k [k
{Z} — '[j}(k—j)" (3.13)

ispat.A:{l,Z,...,n}, B:{1,2,...,k} kiimelerini ele alalim. Teorem 3.9” dan A kiime-

sinden B kiimesine taniml1 6rten fonksiyon sayist ,
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k (K
> -1y -O-(k—j)”

f:A— B  orten bir fonksiyon ise ' (1), '(2),...,f (k) kiimeleri A kiimesinin

herhangi bir parcalanisinin elemanidirlar.

S, = {x ed| f(x)=i,f:4— Borten, i =12,....k } olarak tanimlayalim. Bu durumda,

=S8, r'@=S,,..,f'(k)=S, olur
S,,S,,...,S, kiimelerinin A kiimesinin pargalanisini olusturdugunu gosterelim. Bunun i¢in

k k
ﬂSi =¢ ve USi = A oldugunu gostermemiz yeterli olacaktir.

i=1 i=1

k k
ﬂSi # ¢ oldugunu varsayalim. x € ﬂSi alalim. Bu durumda her i € {1,2,...,k} igin

i=1 i=1
x €S, olacaktir. xe §, 1se f(x)=i dir. Buise f fonksiyonunun orten olmasi ile gelisir.

k
O halde ﬂ S. =¢ olmak zorundadur.

i=1

k k
US . # A oldugunu varsayalim. x € USi ve x¢ A olsun.
i=1 i=1

k
XEUS,- ise Elie{l,2,...,k} igin xe S, ve f(x)=i dir. Buradan x= f"'(i)e 4 olur ki

i=1
k
bu bir ¢eliskidir. O halde USi = A olmak zorundadir. Bu durumda §,,S,,...,S, kiimeleri
i=1
A kiimesinin bir par¢alanisini olugturmaktadir.

Simdi, Q= { S158,5,58, }, A kiimesinin k£ elemanli par¢alanislarindan bir tanesi olsun.

g:0—->B, g(S,)=i,(i=12,..,k) fonksiyonunu tanimlayalim. Bu fonksiyon bire-birdir ve
bu bire-bir fonksiyonlarin sayis1 k! dir.

f:A— B orten fonksiyonunu f(x)=i < x€S, olarak tanimlarsak 4 kiimesinden B
n
kiimesine taniml1 6rten fonksiyon sayist k! {k} olacaktir. Teorem 3.9 dan (3.13) esitligi

saglanmis olur.
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Teorem 3.11. (Cameron, 1994) n>k >0 tamsayilar1 olmak iizere ikinci tip stirling sayilar

i¢in tanimli lirete¢ fonksiyonu,

Z%{Z}f _le-1) (3.14)

n=0 -

Ispat. Teorem 3.10° dan

1 jn| 1 & i [k | "
Sl Blater (e

1 k .y k . tn
:;[E.;(_l) (j}j ];

3.1. Genellestirilmis Ikinci Tip Stirling Sayilar1

Teorem 3.1.1.(Stirling Dualite Kanunu) (Scurr ve Olive, 1998) n,k herhangi iki tamsay1

olmak tuzere

M enye | T 3.11
k—() 1, (3.1.1)

Ispat. (n,k) e Z*> alalim ve

H(n,k) = (-1)"* {: ﬂ (3.1.2)

olarak tanimlayalim.
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H(n,k) min (3.6) deki rekiirans bagitisin1 sagladigini gosterelim.

H(n,O):(—l)”-[_Z }:5,10 : H(O,n):(—l)”-{_g }:5”0 (3.1.3)

—k+1 —k
H(n_l,k—l)-i-k-[—](n_l’k)=(_1)n+k—2 |: + i|+k'(_1)n+k_l { :|
—n+l -n+l

_ (1) —k+1 i -k

=CD —-n+1 - .—n+1
. |~k
e [
—-n

= H(n,k)
Boylece,
Hn-1Lk-1)+k-Hn-1,k)=H(nk) (3.1.4)
esitligi elde edilir

(3.1.3) ve (3.1.4) den H(m,k), (3.6) daki rekiirans bagintisin1 saglar. Bu ise H(n,k) = {Z}

oldugunu gosterir. Boylece, (3.1.1) esitligi saglanmais olur.

Sonug 3.1.2. (Cameron, 1994) A ve B, nxn boyutlu ve (a,)= Ll} , (b)) = {Jl} seklinde
taniml iki matris olsunlar. Bu durumda,

A=B" (3.1.5)

esitligi saglanir.

Ispat. (2.12) esitliginin matris gosterimi



)~ | [h |
) 0 0 0
(x)° |1
; I
- 2
) 0 0
: =|11] |2]
(x)=2 SR ST
(x)™= (0] [n] [n n
(x)" __1_ 2] 3 nj |
L i
T, 4
(3.1.6) dan,
1T »
X 0 0 0
X 1
x 2] [2]
. 0 0
= _1_ 12|
n-2 : Do
n-l ‘n] [n] [n n
X" 1]12] |3 n
L 1L
T, A1
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1

(x)~
(x)*
(x)*

(x)
()"

@

T,

(3.1.7) ve (3.1.8) den (3.1.5) esitligi saglanir.

= T,=4-T

= T,=4"T,

= T,=B-T,

(3.1.6)

3.1.7)

(3.1.8)
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4. p-STIRLING SAYILARI
4.1. Birinci Tip p-Stirling Sayilar

Tanim 4.1.1. (Merris, 2000) n,k,p € N olsun. n+ p elemanlt A kiimesinin herhangi bir p

elemanl altkiimesi B olsun. B kiimesinin her bir elemam farkli devirlere ait olacak sekilde,

A kiimesi lizerinde tanimli k£ + p tane ayrik devirin ¢arpimindan olusan permiitasyonlarin

n
sayisina “Birinci Tip p-Stirling Sayis1” denir ve LJ seklinde gosterilir.

14
Bu cgalismada aksi belirtilmedikge A kiimesi olarak A = {1,2,3,...,p,p +1L...,p+ n}, n+p

elemanli kiimesi ve B altkiimesi olarak da B ={1,2,..., p } kiimesi alinacaktir.

Ornek 4.1.2. 4={1,2,3,4,5} ve B={1,2,3}c A kiimelerini ele alalim. B kiimesinin her

bir eleman1 farkli devirlere ait olacak sekilde A4 kiimesi lizerinde tanimli 4 ayrik devirin

carpimindan olusan permiitasyonlarin sayisi L} dir. Bu permiitasyonlari bulmak i¢in
3

oncelikle A kiimesi iizerinde tanimli 4 ayrik devirin ¢arpimindan olusan permiitasyonlari

5
elde edelim. Tanim 2.1 den A4 kiimesi lizerinde bu sekilde taniml L} adet permiitasyon
vardir. Bu permiitasyonlarin arasindan B ={1,2,3} kiimesinin elemanlarmim her birinin

farkli devirlere ait oldugu permiitasyonlar1 segerek [J tanimini saglayan permiitasyonlar
3

elde edilir.

A kiimesi iizerinde tanimli 4 ayrik devirin ¢arpimindan olusan permiitasyonlar,
a,=D2)B)H5) . a=0R)35HE@) , a=02)B)H ., a,=015)2)3)4)
as =(HR)BHG) . a=DEHB)GS) . o =1H2)A)S) . ay=DE3HAEO)
ay =13)2)HG) . o, =12)B)NDG)

Bu permiitasyonlar arasindan B = {1,2 ,3 } altkimesinin elemanlarinin ayni devirde yer aldigi

a,,0,,a,, permitasyonlar ¢ikarildiginda geriye kalan «,,,,a;,a,,05,0,, 0, permiitasyon-
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lar1 [J tanimini saglayan permiitasyonlardir.
3

Ozellik 4.1.3. Birinci Tip p-Stirling Sayilari i¢in asagidaki 6zellikler saglanir.

- 0 ise |"| =|" 4.1.1

1) p=0 ise kp_ i (4.1.1)
n

i) { } =1,n>0 (4.1.2)
nP

iy |"| =0, n<k 413

111) kp_ , n< (4.1.3)

Ispat. Tanim 4.1.1 den (i), (ii) ve (iii) {in ispat1 agiktir.

Teorem 4.1.4. (Merris, 2000) p #0 ve n>k>1 olmak lizere

n+l1 | n n 414
i p—k_1p+(n+p)-kp 4.1.4)

ispat. 4={1,2,3,...n,(n+1),(n+D)+1,...(n+1)+p} ve B={1,2,3,...,p}c 4 olsun.

B kiimesinin elemanlarinin her biri farkli devirlere ait olacak sekilde A kiimesi iizerinde

n+
tanimli &k + p tane ayrik devirin ¢arpimindan olusan permiitasyonlarin sayisi [ i } dir. A

P

kiimesi lizerinde tanimli bu permiitasyonlar iki asamada elde edebiliriz.
[lk olarak {1,2,3 oo, (m+1),(n+D)+1,...,(n+1)+p } kiimesinden 'n+1' elemanim

cikartarak A*:A—{n+1}:{1,2,3,...,n,n+2,...,(n+l)+p}, n+ p elemanh kiimesini

olusturalim. B kiimesinin elemanlarinin her biri farkli devirlere ait olacak sekilde 4" kiimesi

tizerinde tanimhi &+ p—1 tane ayrik devirin carpimindan olusan permiitasyonlarin sayisi

n
{k } dir. Bu permiitasyonlarin her birine sadece 'n+1' elemanindan olusan (n+1)
P
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devrini her bir permiitasyona carpim olarak ilave edersek A4 kiimesi ilizerinde taniml

n
permiitasyonlarin {k J tanesini elde etmis oluruz.
p

fkinci olarak, B kiimesinin elemanlarmin her biri farkli devirlere ait olacak sekilde 4" kiimesi

tizerinde tanimhi k£ + p tane ayrik devirin ¢carpimindan olugan permiitasyonlar: elde edelim.

Bu permiitasyonlarin sayisi {k} dir. 'm+1" elemanint bu permiitasyonlar: olusturan
p

devirlerinin her birine elaman olarak ilave edelim. Bu durum bir permiitasyon i¢in n+ p

n n
farkl1 sekilde yapilabilir. Dolayisiyla {k} tane permiitasyon i¢in bu durum (p+n)- {k}

p p

n+1

farkli sekilde olacaktir. Boylece A kiimesi iizerinde { } tanimini saglayan permiitas-

P

n
yonlarin (p+n)-{k} tanesini elde etmis oluruz. Her iki asamada elde edilen
P

permiitasyonlar, B kiimesinin elemanlarinin her biri farkli devirlere ait olacak sekilde A

kiimesi iizerinde tanimli k+ p tane ayrik devirin ¢arpimindan olusan permiitasyonlari

verecektir. Boylece (4.1.4) esitligi saglanmis olur.

Teorem 4.1.5. (Merris, 2000) p#0 , m>n=>1 olmak iizere,

mp ) ,Z‘ M(gp]k (4.1.5)

Ispat. (4.1.5) esitliginin (4.1.4) deki rekiirans bagintisini sagladigim gdstermemiz yeterli

olacaktir.

(L el



LB R A
" 1] 2] 3], 4 5 6]
1 1 0 0 0 0 0
2 3 1 0 0 0 0
3 11 6 1 0 0 0
4 50 35 10 1 0 0
5 274 225 85 15 1 0
6 | 1764 1624 735 175 21 1




Cizelge 4.2. p =2 icin birinci tip p-stirling sayilar

oL LB B LB
" 1 2 2 2 3 2 4 2 5 2 6 2
1 1 0 0 0 0 0
2 5 1 0 0 0 0
3 26 9 1 0 0 0
4 154 71 14 1 0 0
5| 1044 580 155 20 1 0
6 | 8028 5104 1665 295 27 1

Cizelge 4.3. p =3 ig¢in birinci tip p-stirling sayilar

o LB BB
" 1 3 2 3 3 3 4 3 5 3 6 3
1 1 0 0 0 0 0
2 7 1 0 0 0 0
3 47 12 1 0 0 0
4 342 119 18 1 0 0
5| 2754 1175 245 25 1 0
6 | 24552 | 12154 | 3135 445 33 1

Teorem 4.1.7. (Carlitz, 1980) xe R,pe N, n >k >0 tamsayilari i¢in

n

Zm = (p+)”

k=0 P

(4.1.6)

Ispat. Tiimevarim yénteminden,
n=0 degeriicin (4.1.6) esitligi dogrudur.
n tamsayist icin (4.1.6) esitligi dogru olsun.

n+1 tamsayisi i¢in (4.1.6) esitliginin sol tarafina (4.1.4) rekiirans bagintis1 uygulanirsa,

n+l n+1 f n+l n ‘ n+l n i
X" = X"+ (p+n)'{ } - X
S =B B )]
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| 7 k+1 | 7 k
= X +(p+n)- [ } X
2] e gl

3] e 3]

P P

:(x+p+n)-(p+x);

T+l

=(p+x)
Boylece n+1 tamsayi degeri icin (4.1.6) esitligi saglanmis olur.

Yardimcei Teorem 4.1.8. (Merris, 2000) p #0 ve n> j >k >0 tamsayilari i¢in

m,, ) JZ‘[’;]MP " 4.1.7)

Teorem 4.1.9. (Merris, 2000) p >0 ve n>k >1 tamsayilari i¢in Birinci Tip p-Stirling

Sayilart igin iirete¢ fonksiyonu,

zi.m o (EIn@-x)) (4.1.8)

n>0 n' (I_X)p k'

seklindedir.

Ispat. (4.1.7) ve (2.8) esitliklerinden,

il e )

_Z(ZJ [ } ((5 ):w] v
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(1 /] . ("

| ) Ny
= [ n0-)] -Z(“n” J-x

n=0

:%-[— In(1—x)] - (1-x)"

_[Fma-»J
Ck(1-x)”

4.2. ikinci Tip p-Stirling Sayilar1

Tanmm 4.2.1. (Merris, 2000) n,k,pe N ve n+ p elemanli A kiimesinin herhangi p

elemanl altkiimesi B olsun. B kiimesinin her bir eleman1 4 nin farkli ayrik altkiimelerinde

olacak sekilde, 4 kiimesinin k + p elemanli parcalamslarinin sayisina “Ikinci Tip p-Stirling

n
Sayis1” denir ve {k} seklinde gosterilir.

p

Aksi Dbelirtilmedikge A kiimesi olarak, 4 = {1,2,3,...,p,p +1,...,p+ n} kiimesi ve B

altklimesi olarak da B = {1,2,..., p }c A kiimesi alinacaktir.

Ornek 4.2.2. 4= {1,2,3,4,5} ve B= {1,2 }c A kiimelerini ele alalim. B kiimesinin her bir

elemant A4 kiimesinin farkli altkiimelerinde olacak sekilde A4 kiimesinin dort elemanl

pargalanislarinin sayisi {2} dir. Bu parcalaniglar1 bulmak i¢in 6ncelikle A kiimesinin 4
2

5
elemanli pargalanislarim1i  bulalim. Bu sekilde {4}=10 tane pargalanis vardir. Bu

parcalaniglar,
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O = 1112}, B}, 14).15)

kiimeleridir. B = {1,2 }C A kiimesinin elemanlan Q,,0,,0;,0,,0;,0,,0,,0,,0, parcala-

3
niglarinin farkli elemanlarina ait olduklarindan {2} =9 olacaktir. Boylece A kiimesinin
2

3
{2} tanimina uyan parcalanislant Q,,0,,0;,0,,0;,0,,0,,0,,0, kiimeleridir.
2

Ozellik 4.2.3. Ikinci Tip p-Stirling Sayilar1 i¢in asagidaki dzellikler saglanr.

i) p=0 icin {"} ={”} 4.2.1)
Kok

n
i) { } =1,n>0 (4.2.2)
n p
n
iii) =0,n<k (4.2.3)
o),
n
iv) {0} =p", p>0 (4.2.4)

Ispat. Tanim 4.2.1 den (i), (ii) ve (iii) iin ispat1 agiktir.

n
v) {0} , A:{1,2,...,n,n+l,...,n+p}, n+ p elemanl kiimesinin p elemanli pargalanis-

p
larinin sayisidir. O = {BI,BZ,...,B p} , A kiimesinin p elemanli parcalanisi olsun. Tanim 4.2.1
den {1,2,3,..., p} kiimesinin elemanlar1 sirasiyla B, B,,..., B, altkimelerine yerlestirelim. Bu
yerlestirme isleminden sonra A  kiimesinin geri kalan # eleman ise B,,B,,...,B

P

kiimelerine p" farkli sekilde yerlestirilebilir. Boylece (4.2.4) esitligi saglanir.

Teorem 4.2.4. (Merris, 2000) p#0 , n>k >1 olmak iizere,

nHll ) + +k~n 4.2.5
X p_k—lp(p )kp (4.2.5)
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. n+1
Ispat. 4= {1,2,3,....n,n +1,..,n+p,n+1+ p} kiimesinin { X } tanimin1 saglayan parca-
p

laniglarin1 iki asamada elde edebiliriz. Bunun igin oncelikle A kiimesinden 'n+1' elemani
cikartilarak A" = A4— {n + 1} = {1,2,3,....n,n +2,..,n+p,n+1+ p}, n+ p elemanl kiimesi

n

elde edelim. 1k olarak 4" kiimesi i¢in {k } tanimini saglayan pargalaniglari bulunur ve

bu pargalanislara {n+1} altkiimesi eleman olarak ilave edilirse 4 kiimesinin istenen

parcalanislarindan {kn 1} tanesi elde edilir.
P

. * . . n
Ikinci olarak , 4 kiimesinin {k} tanimini saglayan parcalanislari bulunur. Bu parcalanislar

p

k + p elemanlidir ve bu elemanlar 4 kiimesinin altkiimeleridir. 'n+1' eleman1 sirastyla bu

altkiimelerin her birine eleman olarak yerlestirilirse 4 kiimesinin (k + p)-{Z} pargalanisi
p

elde edilir. Bu iki asama sonucunda A4 kiimesinin tiim parcalanislarini elde etmis oluruz .

Boylece (4.2.5) esitligi saglanmis olur.

Teorem 4.2.5. (Merris, 2000) p#0 , n>k>1 olmak lizere

{Z}p ) JZ‘ m{;} P (4.2.6)

Ispat. (4.2.6) esitliginin (4.2.5) rekiirans bagmtisin1 sagladigin1 gdstermemiz yeterli olacaktir.

n+l| | n ++k.n
kTl (» )kp



Jef

n+1

n+1

1

n+1
k

ol | B | |
" 1, 2, 3 4f, 5/, 6/,
1 1 0 0 0 0 0
2 3 1 0 0 0 0
3 7 6 1 0 0 0
4 15 25 10 1 0 0
5 31 90 65 15 1 0
6 63 301 350 140 21 1
Cizelge 4.5. p =2 ig¢in ikinci tip p-stirling sayilari
ol |l | B ] L]
" 1 2 3 4 5 6
2 2 2 2 2 2
1 1 0 0 0 0 0
2 5 1 0 0 0 0
3 19 9 1 0 0 0
4 65 55 14 1 0 0
5 211 285 125 20 1 0
6 665 1351 910 245 27 1

!



Cizelge 4.6. p =3 icin ikinci tip p-stirling sayilar

41

ol | B | bl |||
" 1 3 2 3 3 3 4 3 5 3 6 3
1 1 0 0 0 0 0
2 7 1 0 0 0 0
3 37 12 1 0 0 0
4 175 97 18 1 0 0
5| 781 660 205 25 1 0
6 | 3367 4081 1890 380 33 1

Teorem 4.2.6. (Merris, 2000) p >0 ve n>k >1 tamsayilari igin Ikinci Tip p-Stirling

Sayilart igin iirete¢ fonksiyonu,

1 |n , el -1
s f] et

n>0 1

Ispat: (4.2.6) ve (3.14) den,

LD EC GRS Bl L D P G
2 {k} S Yo {ZU {k} P }x

Il
~ \
i g
3 |-
—
S
—
=
S
~
A/~
N
(=]
s IS
: =

B exp .(ex_l)k

(4.2.7)
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Teorem 4.2.7. (Carlitz, 1980) n > k > 0 tamsayilar1 olmak {izere,

k=0

(x+p)' = Z{Z} S(x)*

Ispat. Tiimevarim yonteminden,

n=0 degeri i¢in (4.2.8) esitligi dogrudur.

n tamsayist i¢in (4.2.8) esitligi dogru olsun.

(4.2.8)

n+1 tamsayisi igin (4.2.8) esitliginin sol tarafina (4.2.5) rekiirans bagintis1 uygulanirsa,

n+l 1 n+l n+l
Z{"; }p-(x)’fZ{k"_l}p-(x)k +;(p+k>-{2}p-<x)k

k=0 k=1

- kio{Z}p ()" +§(p+k).{';}p S(x)*

- {Z} (=) ()" +§(p+k>-{2}p-(x>"

P

=(p+x)-ﬁ{,’j} ()

=(p+x)-(x+p)'

n+l

=(x+p)

Boylece (4.2.8) esitligi n+1 tamsayisi i¢in saglanmis olur.
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EKLER

Ek1: Teorem 2.3’ e gore Birinci Tip Stirling Sayilarin1 Hesaplayan MATLAB Program

cle
clear all
n=input('n>=0 tamsay1 degeri...:");
k=input('k>=0 tamsay1 degeri...:");
if n>=0 & k>=0 & n>=k

for i=2:n+2;

s1(2,1)=0;s1(1,1)=1;
s1(1,1)=1-2;s1(1,1)=1-2;

end
for i=4:n+2;
for j=3:1-1;
sl(i,j)=s1(i-1,j-1)+(@1-3)*s1(i-1,));
end
end
disp(" n/k')
disp(s1)

fprintf('Girilen degerler i¢in Birinci Tip Stirling Sayis1 , s(%d,%d)= %d \n',n,k,s1(n+2,k+2));
elseif n<0 | k<0

disp(' n ve k i¢in negatif olmayan tamsay1 degerleri girerek')

disp(' programu tekrar galigtirmiz!!!!")

else

fprintf('Girilen degerler i¢in Birinci Tip Stirling Sayis1 , s(%d,%d) = %d \n',n,k,0);

end
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Ek2: Teorem 2.1.4°e gore n<0 ve 10>m>=0 tamsay1 degerleri icin Birinci Tip Stirling
Sayilar1 Hesaplayan MATLAB Program
clear all
cle
carp=1;
carptop=0;
disp('n<0 ve 10>m>=0 tamsayilar1 i¢in birinci tip stirling sayist s(n,m) yi hesaplayan
program’)
nl=input('n<0 tamsay1 degeri...:");
m=input('m>=0 tamsay1 degeri...:");
k=1;n=abs(nl);
ifn1<0 & m>=0 & m<10
if m~=0
for i=1:m*10"(n-1)
for j=n:-1:1
diz(k,j)=mod(i,10);
1=(i-diz(k,j))/10;
end
if sum(diz(k,:))==m
k=k+1;
end
end
else
for i=1:n
diz(1,1)=0; k=2;
end
end
for i=1:k-1
for j=1:n
carp=carp*j(-diz(i.)));
end
carptop=carptcarptop;
carp=1;
end
strnk=carptop*(-1)"m/factorial(n);
fprintf('Girilen degerler i¢in Birinci Tip Stirling Sayis1 , s(%d,%d)= %e \n',;n1,m);
format long
disp(strnk)
else n>0 | m>9 | m<0
cle
disp('n<0 ve 10>m>=0 olacak sekilde tamsay1 degerleri girip programi tekrar ¢aligtiriniz');
end
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Ek3: Teorem 2.1.5’e gore m<n<0 tamsay1 degerleri icin Birinci Tip Stirling Sayilarini
Hesaplayan MATLAB Program

clear all
cle
format long
carp=1;
carptop=0;
disp('m<n<0 tamsayilar1 i¢in birinci tip stirling sayist s(n,m) yi hesaplayan program')
nl=input('n<0 tamsay1 degeri...:");
ml=input('m<0 tamsay1 degeri...:");
k=1;n=abs(nl);m=abs(ml);
ifml<0 & n1<0 & (m-n)<10
if m>n
for i=1:(m-n)*10"(n-1)
for j=n:-1:1
diz(k,j)=mod(i,10);
i=(i-diz(k.j))/10;

end
if sum(diz(k,:))==m-n
k=k+1;
end
end
elseif m==
for i=1:n
diz(1,1)=0;
k=2;
end
else strnk=0;
end
for i=1:k-1
for j=1:n
carp=carp*j"(diz(i));
end
carptop=carp-tcarptop;
carp=1;
end

strnk=carptop*(-1)"(m-n);
fprintf('Girilen degerler i¢in Birinci Tip Stirling Sayist , s(%d,%d)= %e \n',;nl,m1);
disp(strnk)
else (m-n)>9 | m1>0 | n1>0
cle
disp('n ve m i¢in negatif degerler giriniz programi tekrar ¢alistiriniz')
end
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Ek4: Teorem 3.10’a gore Ikinci Tip Stirling Sayilarim1 Hesaplayan MATLAB Programi

clc
clear all
n=input('n>0 tamsay1 degeri...: ");
k1=input('k>0 tamsay1 degeri...: ');
if >0 & k1>0 & n>k1
for i=1:n+1
for j=i+1:n+1
s2(1,))=0;
end
end
s2(1,1)=1;
for i=2:n+1
s2(1,1)=0;s2(1,1)=0;s2(1,1)=1;52(1,2)=1;
end
for i=4:n+1
for j=3:i-1
top=0;
for k=0:j-1
top=top+((-1)"(k+j-1))*mfun('binomial',j-1,k)*k"(i-1);
end
s2(1,j)=(1/factorial(j-1))*top;
end
end
disp(' ")
disp(' n/k")
disp(s2);
disp(' );
fprintf('Girilen  degerler icin Ikinci Tip Stirling Sayist , S(%d,%d)= %d
\n',n,k1,s2(n+1,k1+1));
elseif k1>n
fprintf('Girilen degerler i¢in Ikinci Tip Stirling Sayist , S(%d,%d)= %d \n',n,k1,0);
else
disp(' n ve k i¢in negatif olmayan tamsay1 degerleri giriniz...")
end
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EK5: Teorem 3.1.1°¢ gore n<0 ve k<0 tamsay1 degerleri icin Ikinci Tip Stirling
Sayilarim1 Hesaplayan MATLAB program

cle
clear all
disp('Bu program k<n<0 tamsayular1 i¢in Ikinci Tip Stirling Sayilarini hesaplar') ;
disp(' );
nl=input('n<0 i¢in n tamsay1 degeri..: ');
k1=input('k<0 i¢in k tamsay1 degeri...:");
n=abs(nl);
k=abs(k1);
ifnl<0 & k1<0 & n1>=kl
for i=1:k+1;
sl(i,1)=1;
end
for i=3:k+1;
for j=2:1-1;
sl(i,))=s1(i-1,j-1)-(1-2)*s1(i-1,));
end
end
for i=2:k+1;
for j=2:k+1;
S2)=(- D)) s 1G,D);
$2(1)=(-1)*(-1);

end
s2(i,1)=(-1)*(i-1);
end
disp(' );
disp("")
disp(' n/k")
disp(s2)

fprintf('Girilen degerler i¢in Ikinci Tip Stirling Sayist , S(%d,%d)= %d
\n',nLk1,s2(n+1Lk+1));

else n1>=0 | k1>=0 | n1<k1
cle

disp(' n ve k i¢in uygun degerler girerek programi tekrar ¢alistiriniz...")
end
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Ek6: Teorem 3.1.1°¢ gore n<=0 ve m>0 tamsay1 degerleri icin Ikinci Tip Stirling
Sayilarim1 Hesaplayan MATLAB program

clear all
cle
format long
carp=1;
carptop=0;
disp('n<=0 ve m>0 tamsayilar1 i¢in ikinci tip stirling sayis1 S(n,m) yi hesaplayan program")
nl=input('n<=0 olacak sekilde n tamsay1 degerini giriniz:");
ml=input('m>0 olacak sekilde m tamsay1 degerini gir:');
k=1;
n=ml;
m=-nl;
ifn1<=0 & m1>0
if m~=0
for i=1:m*10"(n-1)
for j=n:-1:1
diz(k,j)=mod(i,10);
1=(i-diz(k,j))/10;
end
if sum(diz(k,:))==m
k=k+1;
end
end
elseif n1==0
for i=1:n
diz(1,1)=0;
k=2;
end
end
for i=1:k-1
for j=1:n
carp=carp*j(-diz(i.j));
end
carptop=carp+carptop;
carp=1;
end
strnk1=carptop*(-1)"m/factorial(n);
strnk2=((-1)"(n+m))*strnk1;
disp(' );
fprintf('Girilen degerler i¢in Birinci Tip Stirling Sayis1 , S(%d,%d)= %e \n',n1,m1);
disp(strnk?2)
else n1>0 | m1<=0
cle
disp('n<=0 ve m>0 olacak sekilde tamsay1 degerleri girip program tekrar galistiriniz')
end
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EK7: Teorem 4.1.5’e gore Birinci Tip p-Stirling Sayilar1 Hesaplayan MATLAB
programi

clear all

cle

disp(' Bu program n>k tamsay1 degerleri i¢in Birinci Tip p-Stirling Sayilarin1 Hesaplar.... ')
n=input('n>0 tamsay1 degeri...:");

k=input('k>0 tamsay1 degeri...:");

p=input('p>0 tamsay1 degeri...:");

if p>0 & n>=k>=1& p~=0
for i=1:n+1;
sl(i,1)=1;
end
for i=3:n+1;
for j=2:1-1;
sl(ij)=s1(i-1,j-1)+({-2)*s1(i-1,));
end
end
sl=s1";
for j=n+1:-1:2
for i=2:n+1
sp(1,1)=1-1;sp(i,1)=1-1;
sp(i,))=0;
for k=2:n+1
sp(i,j)= sp(i,))+s1(k,j)*mfun('binomial',k-1,i-1)*p”~(k-i);
end
end
end
disp('Girilen n,k ve p degerleri i¢in Birinci Tip p-Stirling Sayilar1 deger tablosu...");
disp(' n\k")
disp(sp')
elseif p<=0 | n<0 | k<0 | k>n
disp('p,nk i¢cin uygun degerler girmek igin programi tekrar ¢alistiriiz  ');
end
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EkS: Teorem 4.2.5’e gore Ikinci Tip p-Stirling Sayilar1 Hesaplayan MATLAB programi

clear all

clc

disp(' Bu program n>=k tamsay1 degerleri i¢in ikinci tip p-stirling sayilarin1 hesaplar.... ')
n=input('n>0 tamsay1 degeri...:");

k=input('k>0 tamsay1 degeri...:");

p=input('p>0 tamsay1 degeri...:");

if n>=1 & p>0 & k>=1
for i=1:n+1
for j=1:n+1
if j>i
str2(1,))=0;
elseif i==j
str2(i,))=1;
else
if j-1==0
str2(1,))=0;
else
s(1,1)=0;
for k=1:1-1
s(1,1+k)=s(1,k)+mfun('binomial',i-2,k-1)*str2(k,j-1);
end
str2(1,))=s(1,k+1);
end
end
end
end
str2=str2";
for j=n+1:-1:2
for i=2:n+1
sp2(1,))=0;
for k=2:n+1
sp2(1,j)= sp2(i,))+str2(i,k)*mfun('binomial',j-1,k-1)*p”(-k);
end
end
end
for k=1:n
sp2(1,k+1)=k;
sp2(k+1,1)=k;

end

disp('Girilen n,k ve p degerleri i¢in ikinci Tip p-Stirling Sayilar1 degerler tablosu...");
disp(' n\ k')

disp(sp2")

elseif p<=0 | n<0 | k<0 | k>n
disp('p,n,k i¢in uygun degerler girmek i¢in programi tekrar ¢alistiriiz  ');
end
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