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OZET

Bir 6rgii sirali cebir 4 * nin ikinci sirali duali A" * niin cebirsel yapisi tizerinde ¢aligilmigtir.
Arens ¢arpimi ile donatilmig bir Archimedean hemen hemen f-cebiri A4 * mn sirali siirekli
sirali ikinci duali (A4')) ’° in yine bir hemen hemen f-cebiri oldugu ve ayrica 4 ° nmin ikinci
sirali duali 4" ’ niin bir hemen hemen f~cebiri oldugu gosterilmistir.

Bir Archimedean f-cebiri A > min sirali siirekli sirali ikinci duali (4') ° in ve 4 ° nin ikinci
sirali duali A" ’ niin Arens ¢arpimina gére yine bir f~cebiri oldugu ispatlanmigtir.
Bir Archimedean d-cebiri A ’ nin sirali siirekli sirali ikinci duali (4')] * in Arens ¢arpimina

gore bir d-cebiri oldugu elde edilmistir. Eger d-cebiri 4 degismeli ise veya pozitif karelere
sahipse o zaman ikinci sirali dual A" ’° niin Arens ¢arpimina gore yine bir d-cebiri oldugu ve
A" ’ niin degismeli ve karelerinin pozitif oldugu gosterilmistir.

Anahtar Kelimeler: Hemen hemen f-cebiri, /- cebiri, d- cebiri, ikinci sirali dual, sirali siirekli
siral ikinci dual.



ABSTRACT

The algebraic structure of the second order dual A" of a lattice ordered algebra A4 is studied
on.

It is shown that the order continuous order bidual (4’), of an Archimedean almost f-algebra
A equipped with respect to the Arens multiplication is again an almost f-algebra and the
second order dual 4" of A is also an almost f-algebra.

It is proved that the order continuous order bidual (4’), of an Archimedean f-algebra 4 is an
f-algebra and the second order dual 4" of A4 is again an f-algebra with respect to the Arens
multiplication.

It is obtained that the order continuous order bidual (4’), of an Archimedean d-algebra 4 is

a d-algebra with respect to the Arens multiplication. It is shown that if the d-algebra 4 is
commutative or has positive squares then the second order dual A" is again a d-algebra with
respect to the Arens multiplication and A" is commutative and its squares are positive.

Keywords: Almost f-algebra, f-algebra, d-algebra, the second order dual, order continuous
order bidual.
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1. GIRiS
Tezimizde 6rgii sirali cebirlerin siral ikinci dualinin cebirsel yapisi iizerinde ¢aligilmigtir.

Simdi 6rgii sirali cebirlerin farkli tiirlerinin sirali ikinci duali hakkinda bilgi verelim. Bu
yonde elde edilen ilk sonuglardan birisi Archimedean f~cebiri 4 * nin sirali siirekli ikinci duali
(A'), Arens garpimina gore bir Dedekind Tam f-cebiridir (Huijsmans ve De Pagter, 1984).
Tezimizin dordiincii boliimiinde bu neticenin iki degisik ispatim verecegiz. Huijsmans bir
Archimedean f-cebiri 4 ° min ikinci sirali duali A" ° niin , Arens ¢arpimina gore bir
Archimedean f-cebiri oldugunu ispat etmistir (Huijsmans , 1989).Banach f-cebirlerinin simfi
icin temsiller kullanilarak aym netice Scheffold tarafindan bagimsiz olarak elde edilmistir
(Scheffold, 1993).Huijsmans sunu da gostermistir : F' € A",Ge(A4'). ise F.G=G.F =0 dur.
Ozellikle bu her F,G € A" igin F.G € (A’), olmasim gerektirir ve (4’)! deki Arens ¢arpimi
agikardir (Huijsmans , 1989).

Bir Archimedean hemen hemen f-cebiri 4 ° nin (d-cebir A) sirali ikinci duali 4"  niin , Arens
carpimina gore bir Archimedean hemen hemen f-cebiri (d-cebiri) olup olmadig sorusu
sorulmugtur (Huijsmans , 1991). Scheffold bir Banach hemen hemen f-cebiri 4 * nin sirali
siirekli ikinci duali (4’)] ’ ninaym zamanda Arens ¢arpimina gore bir Banach hemen hemen
f-cebiri oldugunu temsil teorisi vasitasiyla gosterdi (Scheffold , 1993). Calismamizin iigiincii
béliimiinde bir 6rgii normu olmayan Archimedean hemen hemen f-cebirlerinin daha genis bir
sinifi igin bu neticenin temel ispatinin gegerli oldugunu kamtlayacagiz. Gergekten,
Archimedean hemen hemen f-cebiri 4 > min sirali ikinci duali 4" ’ niin aym1 zamanda bir
Archimedean (bundan dolay: degismeli) hemen hemen f-cebiri oldugunu gésterecegiz. Buna
ilaveten f-cebirleri igin soz ettigimiz 6zelliklerin yami sira su 6zellikte saglamir : Fe 4" |

Ge(A') igin FG=G.F=0dirve FGe A" igin FGe(A'), dir.

Scheffold , bir Banach d-cebiri 4 * min sirali siirekli sirali ikinci duali (4")) * nin bir sol
Banach d-cebiri oldugunu gostermistir (Scheffold , 1994). Archimedean d-cebirleri degismeli
olmadigindan d-cebirlerinin simfi i¢in bunu ispat etmek zordur. Cahsmamizin besinci
béliimiinde ; 4 , Archimedean d-cebiri oldugu zaman (4’). * nin de Archimedean d-cebiri
oldugunu gosterdik (yani (4'). hem sol hem de sag d-cebiridir). Bir Archimedean d-cebiri
A’ nin sirali ikinci duali 4" * nilin tamamu igin benzer neticeler elde edemeviz. (Hemen
hemen ) f~cebirleri durumunda gelistirdigimiz ispat yontemini uygulayamayiz.



Gereksiz tekrarlamalara karg1 ¢aligmamiz siiresince tiim vektor orgiilerin 've sirali cebir

Orgiilerin Archimedean oldugunu varsayacagiz.



2. ONBILGILER

Ilk olarak ¢aliymamizda ¢ok sik kullanacagimiz kavramlarin tammlarini verecegiz.
Tanmm 2.1

(i) Bir kiime iizerindeki yansima , ters simetri ve gegisme 6zellikleri siralama bagintisi olarak

bilinir. Bir £ kiimesi iizerindeki > siralama bagintis1 su 6zellikleri saglar :

1) (yansima) Her x€ E i¢in x> x . (2.1)
2) (ters simetri) Her x,ye E igin x>y ve y>xise x=y. 2.2)
3) (gegisme) Her x,y,z€e E igin x>y ve y>z ise x> z. 2.3)

Herhangi bir kiime bir siralama bagintisi ile donatilmis ise bu kiimeye kismi sirali kiime denir.

Uzerinde siralama tanimlanmis reel vektor uzayina da kismi siral reel vektor uzay: denir.

(ii) E, bir reel vektor uzay1 ve >, E lizerinde bir siralama bagintisi olsun. Her x,y,z € E ve
0<aeRigin,

Dx2y=>x+z2y+z 24)

2Q)x2y=>ax2ay {2.3)

aksiyomlar saglanmiyorsa E ’ ye sirali vektor uzayi denir.

Siral1 vektor uzayr £ ’ nin bir elemam x olsun.x >0 ise x ’ e pozitiftir denir. £ ’ nin tiim
pozitif elemanlarinin kiimesine £ * nin pozitif konisi denir. E* = {x € E : x > 0} seklinde ifade
edilir.

Tamm 2.2

E | toplamsal 6zelliklere sahip bir sirali vektér uzay: olsun. Her x,y € E ¢ifti igin {x, y}
kiimesinin supremumu ve infimumu yine E ° nin elemam ise E ’ ye bir Riesz uzay: (veya bir

vektor orgiisii) denir. Klasik olarak xv y = sup{x, y} ve x A y = inf {x, y} ile gosterilir.
Bir Riesz uzayimnin bir eleman: x olsun. x ' in pozitif kismu , negatif kismi ve mutlak degeri :
x.=2xv0 i x =(-x)v0 3 lxi=xv(—x) (2.6)

seklinde tammlanur.



Tamm 2.3
E bir Riesz uzayi olsun.

(i) G, E ’ nin bir vektor alt uzay: olsun. Eger G , E ° deki orgii islemleri altinda kapali

(yani her x,y e G i¢in xvyeG ve xAyeG)ise G’ ye, E’ nin bir Riesz alt uzay: denir.
(ii)) x,yeE olsun. Eger [x|A|y|=0 ise x,y’ ye diktir denir ve x L y seklinde gosterilir.

(iii) E’ nin bostan farkl bir alt kiimesi 4 olsun. 4 > nin ayrik tiimleyeni 4 ile gosterilir ve

A% ={x € E :her ye A igin x L y} seklinde tanimlanr.
(iv) ne N olmak iizere x € E* igin n'x 4 0 oluyorsa E Riesz uzayma Archimedean * dir
(Archimede 6zelligine sahiptir) denir.

(v) xe€E ve {xa} , E* de bir net olsun. Eger 0 < x, T< x siralamasim saglayan sup{xa}
E ’ nin eleman: ise E ° ye Dedekind Tam denir. Denk olarak , x, 4> x>0 siralamasim

saglayan inf{x,} E’ nin elemani ise £ ° ye Dedekind Tam denir.

(vi) 4, E’ nin bir alt kiimesi olsun.|x|<[y| ve ye 4 iken x e 4 oluyorsa 4 ya solid

(kat1) denir.

E’ nin bir solid vektor alt uzayina E ° de bir ideal denir.

(vii) 4, E igerisinde bir ideal olsun. {x,}c 4 ve 0 <x, T x ikenx € 4 oluyorsa 4 ° yakE’
de band denir. Denk olarak , D < A" ve DT x iken x € 4 oluyorsa 4 ’ ya E * de band denir.
Tanim 2.4

(i) Bir E Riesz uzaymin iki elemam x ve y , x<y siralamasin saglasin.

[x, y] = {z € E : x < z < y} seklinde tanimlanan alt kiimeye siral1 aralik denir.

(i) Bir 4 kiimesi hem yukaridan hemde asagidan siirli ise (denk olarak . bir sirali aralik
A’ y1kapsarsa) 4 * ya sirali ssmrhdir denir.

(iii) E bir Riesz uzay1 ve E * nin bir Riesz alt uzay1 G olsun. Her 0 <x< E igin 0<y<x
siralamasim saglayan bir ye G varsa, G’ ye E igerisinde sirali yogundur denir.
Tanim 2.5

E, F Riesz uzay: olsun.



(i) f:E—>R bir lineer fonksiyonel olsun. Her xe€ E* igin f(x)>0 oluyorsa f

fonksiyoneline pozitiftir denir.

(i) f : E >R bir lineer fonksiyonel olsun. f, E * nin siral1 sinirli alt uzaylarin1 R * nin sinirh

alt uzaylarina orterek esliyorsa f~ ye sirali simirhidir denir.
(iii) {x,} E de bir net olsun. Eger |x, —x|< y, ¥ 0 olacak sekilde aym indeksli kiimede bir

{y,} neti varsa {x_} ,x ’ e siral yakinsar denir ve x, —2—>x ile gosterilir.

T : E— F bir operator olsun. E > de x, —~—>0 iken F ’> de Tx, —>—>0 oluyorsa T’ ye
sirali stirekli operator denir.

(iv) 7:E— F bir pozitif operator olsun. Her xe E* igin T[0,x]=[0,7x] oluyorsa T
operatdriine aralik koruyandir denir.

(v) T :E — F bir operator olsun. Her x,y € E i¢in T'(xv y)=T(x)vT(y) oluyorsa T ’ye

bir 6rgii homomorfizma denir.
Tanim 2.6
E bir Riesz uzay1 olsun.

(i) E tzerindeki tiim sirali sinirli lineer fonksiyonellerin vektor uzayma E ° nin sirali duali

denir. £’ ile gosterilir.
(i) E tzerindeki tiim sirah stirekli lineer fonksiyonellerin vektor uzayr E) ile gosterilir.

E) , E iizerinde bandtir. E] bandina , E ° nin siral siirekli duali denir.

(iii) Eger E bir Riesz uzay1 ise onun sirali duali £’ yine bir Riesz uzayidir. E’ iizerindeki tim
sirali sinirli lineer fonksiyonellerin Riesz uzaymna £ ° nin ikinci sirali duali denir. E” ile

gosterilir ve E” , E' * niin siral dualidir.

Tamm 2.7

Bir A vektor uzay , her x,y,z € A ve her a skaleri i¢in ,

1) (xy)z=x(yz) ve (ax)y =x(ay) =a(xy) (2.7)
2) x(y+z)=xy+xzve(x+y)z=xz+yz (2.8)

Ozelliklerini saglayan bir ikili islem (x,y) — xy ( ¢carpim ) ile donatilmus ise , 4 * ya bir cebir

denir.



Bu boliimiin kalan kisminda galigmamizla ilgili diger 6n hazirliklar yapalim.

A bir reel vektor orgiisii (veya Riesz uzayi) olsun.4’nin birinci sirali dualini 4" ve ikinci sirali
dualini A" ile gosterecegiz. A" ° niin bir Dedekind Tam (ve bdylece Archimedean) vektor

orgiisii oldugu bilinmektedir. Her x € 4 igin x" € 4" elemam her f € 4’ igin,

x"(f)=f(x) (2.9)
ile tammlanir ve 0 zaman her x € 4 igin,
o2(x)=x" (2.10)

ilede 0: 4 - A" doniisiimii tammlanir. Buradaki o doniigiimii 4’ dan A" ’° ne bir vektor orgii
homomorfizmasidir (Zaanen, 1983). A" asikar bir uzaydir (Zaanen, 1983). Bununla birlikte
A', A’ nin noktalarim ayrigtinirsa o doniisiimii birebirdir ve bu durumda 4 > y1 4" ’ niin
vektor alt orgiisii o( 4) ile 6zdesleriz. A" ° niin Dedekind Tam oldugunu ve A’ asikarsa A" ’
niin de asikar oldugunu biliyoruz. Simdi 4 ’nin bir 6rgii sirali cebir olmasi durumunda 4" °
niin cebirsel yapisi {izerinde duracagiz.

Tanim 2.8

A birlesme Ozelligine sahip (degisme &zelligine sahip olmasi gerekli olmayan) bir vektor
orgiisii cebir Oyleki her 0 < x,y € 4 igin 0 <x.y ise A ’ ya bir 6rgii siral1 cebir (veya /-cebiri ,

Riesz cebiri) denir. Her 0 <x,y € 4 i¢in 0 <x.y olmas |x.y| <|x||| olmasina denktir.

A" iginde ii¢ adimda , Arens ¢arpimi olarak bilinen ¢arpmay1 sdyle sunabiliriz.x,y € 4 ,
fed ve F.GeA"” igin fxeAd , GfeA ve FGe A" ’ ni su esitlikler vasitas ile

tanimlanz :

Q) (fx)y)=f(xy) (2.11)
i)  (G.f)x)=G(fx) (2.12)
(i) (FG)(f)=F(G.f) (2.13)

A" ’ niin Arens g¢arpimina gore bir orgli sirali cebir oldugunu gostermek (2.13) te
tanimlandigi gibi dogrudan yapilir (Huijsmans ve De Pagter, 1984). 4 *daki ¢arpim degismeli
olsa bile A" ° deki Arens ¢arpimi degismeli olmayabilir. o bir cebir homomorfizmadir.
Bundan dolay1 4" , 4 ’ nin noktalarin1 aynigtirdigi zaman 4 * y1 4" ’ niin o(A4) alt orgii

cebiri ile dzdesleyebiliriz. A" * deki biitiin sirali sinirh , sirah siirekli lineer fonksiyonellerin



band1 (A4'), ile gosterilir ve A" ° deki ayrik tiimleyen (A4'). ile gosterilir.(4’)) de A’
iizerindeki biitiin siral1 sinirl tekil fonksiyonellerin bandidir.

A" Dedekind Tam oldugunda ,
A"=(A"),®(A'). (2.14)

bir sirali direkt toplamdir. Bir Dedekind Tam vektor 6rgiisiinde bant olduklarindan (4’)) ve
(A'). de Dedekind Tam vektor orgiisiidiir. Arens ¢arpimina gore (A4’). * nin aym zamanda

bir /-cebiri oldugunu gostermek kolaydir (Huijsmans ve De Pagter, 1984). Ayrica
o(A)c (A'), oldugu agiktir.

A degismeli oldugu zaman (Archimedean hemen hemen f-cebirleri ve f-cebirleri igin
degismelidir fakat d-cebirleri igin degildir (Bernau ve Huijsmans , 1990)) herx € 4 i¢in ve
fed igin,

rl=fx (2.15)
dir.Gergektende , her y € 4 igin,

(X" fUY)=X"(fy)=(fy)(x)=f(yx)=f(xp)=(fx)y)

dir. Ustelik bu durumda herx € 4 ve F € 4" igin,

xoE=Fx" (2.16)
dir. Bunun ispati igin ; her f € 4" igin ,

(X" F)(f)=x"(F.f)=(F.f)(x)=F(fx)
=F(x"f)=(Fx')(f)
olduguna dikkat edelim. Bu iki 6zellik ¢aligmamizda kullanilacaktir.

Bir f-cebir , hemen hemen f-cebir ve d-cebir tammlarim verelim (Bernau ve Huijsmans ,
1990).

Tamm 2.9
Bir /-cebir 4 * ya eger xAy=0 ve 0<ze A4 iken xzA y=zx Ay =0 oluyorsa bir f-cebir

denir.



Tamm 2.10

Bir /-cebir A * ya eger x A y =0 iken xy =0 oluyorsa hemen hemen f-cebir denir. Herhangi
bir f~cebir , hemen hemen f-cebir ’ dir.Fakat tam tersi dogru degildir. Archimedean (hemen
hemen) f-cebirleri degismelidir (eger f-cebir durumundaysa birlesme 6zelligi de vardir). Eger

A hemen hemen f-cebiri ise her x € 4 i¢in x.x* >0 ve x> >0 dur.
Tamm 2.11

Bir I-cebir A > yaeger xAy=0 ve 0<ze 4 iken zx A zy = 0 oluyorsa bir sol d-cebir denir.
Bir /-cebir 4’ yaeger xAy=0 ve 0<z e 4 iken xz A yz =0 oluyorsa bir sag d-cebir denir.
Bir /-cebir eger hem sol hem de sag d-cebir ise buna kisaca d-cebir denir.

Herhangi bir f~cebir bir d-cebirdir. Fakat tam tersi dogru degildir. Hemen hemen f-cebirlerinin
d-cebir olmas: gerekmez. Aym sekilde d-cebirlerinin de hemen hemen f-cebir olmas:
gerekmez. Archimedean d-cebirlerinin degismeli olmasi gerekmedigi gibi pozitif kareleri
olmas: da gerekmez. Degismeli Archimedean d-cebirleri veya pozitif kareli Archimedean
d-cebirleri hemen hemen f-cebirleridir. Bununla birlikte , birimli veya yan asal (yalnizca
0 nilpotent elemandir) Archimedean hemen hemen f-cebirleri ve Archimedean d-cebirleri ,

f-cebiridirler (Bernau ve Huijsmans , 1990).

Son olarak ispatlarimizda Onemli rol oynayacak vektor orgiileri iizerindeki bazi temel
neticeleri verelim. Ilk olarak iinlii Riesz-Kantorovich teoremini alalim (Aliprantis ve
Burkinshaw , 1985).

Eger A bir vektor oOrgiisii ise A" bir Dedekind Tam vektor orgiistidiir. Her g,he 4"
0 < x € A igin bu orgii iglemleri su esitlikleri saglar :

(gvh)(x)=sup{g(y)+h(z):x=y+z : 0$y,zeA} 2.17)
(gnh)(x)=inflg(y)+h(z):x=y+z , 0<y,z€ A} (2.18)

Ikinci olarak , 4 bir vektor orgiisii ve o(A4) = {x" 'XE€E A} ise Nakano ’ nun iyi bilinen bir

sonucuna gore (A4'), iginde of4) ile iiretilen siral ideal ,

I(o(4)={Fe(d),: |F|<x" ,uygun 0<xe 4 icin } (2.19)



(A'). igerisinde sirali yogundur ( Meyer-Nieberg, 1991). Buher 0 < F e(A4'), igin0<G<F
siralamasin saglayan bir Ge I(o (4)) varolmas: demektir. Denk olarak , 0 < F, e I(o(A4))

(bir 0 <x, € 4 igin F, <x" demektir) neti var ki F, T F dir.

F € A" i¢in F’ nin mutlak ¢ekirdegi veya sifir ideali :

N, ={f e 4':|F|( )= 0} (2.20)
olarak tanimlanir.

Ny =Ny =N, NN, ,F’ nin sifir uzayinda kapsamlan A’ igerisinde bir sirali ideal
oldugu gergektir. Eger Fe(A4'), ise N, , A" igerisinde bir bantur.C, = N ’ nin ayrik
tiimleyeni /'’ nin tagiyicisi olarak adlandirilir ve A4’ igerisinde bir banttir.

Simdi verecegimiz teoremde tagiyici ve sifir idealinin baz1 6zelliklerini listeleyecegiz.
Teorem 2.12

(i) (Nakano) Eger G,H e(A4'), ise G L H( |G| A|H | =0) olmasi i¢in gerek ve yeter kosul

C, © N, (simetriyle birlikte gerek ve yeter kosul C,, < N, ) olmasidir.

(i) Eger Ge(A4'), ise A'=N,®C,; (Bantayrstirma).

(iii) Eger H € A" ise H € (A’). olmasi igin gerek ve yeter sart N = A" olmasidir.

ispat : (i) (Aliprantis ve Burkinshaw, 1985) veya (Zaanen , 1983) kaynak olarak verebiliriz.

(ii) (Zaanen , 1983) kaynak olarak verebiliriz.

(iii) Bir yoniiniin ispat1 igin (Luxemburg , 1965) kaynak olarak verebiliriz. Tersini ispat i¢in
dyle bir He A" alahm ki N, sifir ideali A4’ igerisinde sirali yogun olsun. Genelligi
bozmadan N, = Ny, esitligini saglayan H > 0 kabul edelim. 0<Fe(4'), segelim.
N, c N, olmast N, = A’ olmasin gerektirir. Diger taraftan H A F sirah siireklidir ve
bundan dolay1 N, , = N, dir. Bu iki neticeyi birlestirirsek N,,,. = 4’ bulunur. Buradan
daher 0<Fe(A'), igin HAF =0 dir. Buda gosterirki H € (4')! dir.

Sonug 2.13

Eger GGHe(A'), , GLIH ve 0<feAd ise o zaman f=g+h , gAh=0 ve

G(g)=0= H(h) olacak bigimde g he A" vardr.
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ispat : Teorem 2.12 (ii) den ge N, ve heC, bulabiliriz ki f=g+h saglanir ve
ganh=0 oldugu agkti. Teorem 2.12 (i) vasitasiyla C, c N, ve buradan da
G(g)=0= H(h) elde edilir.
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3. HEMEN HEMEN F-CEBIRLERININ SIRALI iKiNCi DUALI

Bu béliimde ilk olarak bir hemen hemen f-cebiri 4 * min siral siirekli sirali ikinci duali (A4")) °

nin Arens ¢arpimina gore hemen hemen f-cebiri oldugunu gosterecegiz. Ardindan her
He(A') veher Ge(A'), i¢cin H.G =0 oldugunu gosterecegiz. Buradan da A" ° niin bir
hemen hemen f-cebiri oldugu elde edilir.

Onerme 3.1

A bir hemen hemen f-cebiri olsun. Eger 0<xe€ 4 , 0 <G H € (A'), elemanlann GA H =0
ve 0 < G,H < x" kogullarim saglarsa G.H =0 dir.

ispat : 0<feA segelim. Sonug 2.13 ’ ten x".f=fx=g+h , gaAnh=0 ve

G(g)=0= H(h) esitliklerini saglayan g,h € A" vardir. Riesz-Kantorovich teoremi ile ,

0=(gnh)(x)=inflg(y)+h(z):x=y+z , 0<y,ze A} (3.1)

€ >0 ise yukaridaki formil x=y+ z ve g(y)+h(z)<e olacak bigimde 0<y,ze 4

elemanlarinin varhigim verir (burada y ve z , £ a baghdir). Simdi ,

G, =GA(y-ynz)" , HH=HA(z-yAz)

vasitasiyla 0 <G,, H, € (A’), fonksiyonellerini tanimlayalim. O zaman ;

0<G-G,=(G~(y-ynz)) <(x"=(y=yrz)")’

3.4

=y"+2"—(y-ynz)' <2z" (2)
ve benzer sekilde ;

O0<H-H,<2y" (3.3)

elde ederiz. Simdi ;

(y=yAz)A(z—ynz)=0 olduguna dikkat edersek 4 bir hemen hemen f-cebir oldugundan
(y=yAz).(z-—yAz)=0 dir. Buradan;

0<G,.H,<(y-ynz)'.(z—yrnz)" =0 (3.4)

elde edilir. §imdi ((G -G, ).H )( f) degerini diisiinelim. (3.2) ve G(g)=0 kullanilarak
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0<(G-G)H)Nf)=(G-G, )(H.f)<(G-G, )(x".f)
=(G-G,)(fx)=(G-G,)(g+h) (3.5)
<G(g)+(G—-G,)(h)<0+22"(h)=2h(z)

buluruz. Benzer sekilde ;

0<(G,.(H-H,))(f)<(G(H-H))(f)<(x".(H-H,))(f)
=((H-H,)x")(f)=(H-H,)(fx)=(H-H,)(g+h) (3.6)
S(H-H,)(g)+H(h)<2y"(g)+0=2g(y)

elde ederiz. (3.4) * den G,.H, =0 dir ve buradanda G.H =(G -G, ).H + G,.(H — H, ) olur.

Bu nedenle (3.5) ve (3.6) kullanilarak

0<(GH)(f)=(G=G,)H)(f)+(G.(H-H,))([)

(3.7
<2h(z)+2g(y)<2¢

elde edilir. ¢ > 0 keyfi oldugundan , her 0 < f € A" i¢in (G.H)(f)=0 olur.Yani G.H =0
dir.

Simdiki verecegimiz sonug , temsil teorisi vasitasiyla Banach hemen hemen f-cebirleri i¢in
Scheffold tarafindan ispat edilen standart sirali siirekli argiimanlar (tartigsmalar , deliller ,
tezler) kullamlarak Onerme 3.1 ’° in genislemesi olarak elde edilmistir (Meyer-Nieberg ,
1991).

Teorem 3.2

Eger A bir hemen hemen f-cebiri ise 0 zaman sirali siirekli sirali ikinci dual (4’)] Arens

carpimina gore bir hemen hemen f-cebiridir.
Ispat: 0<G He(A'), ve GAH =0 ise G.H =0 oldugunu gostermemiz yeterlidir. o (4)

ile tiretilen (4’), * deki sirali ideal /(o (4)) olsun. Yani ,
I(o(4))={K e (4), :|K| < x",uygun 0<x e 4 igin }.

Sunusta gozlendigi gibi /(o (4)) , (A4'), de sirali yogun oldugundan /(o (4)) igerisinde
G, H,e I(c(4) netleri vardir ki 0<G, 5+ 0<H, T H olur. Burada 0<x,,y,€4
icin 0<G,<x! , 0<H,<y}; seklindedir. §imdi GAH =0 olmasi her a ,f i¢in

G, A Hj, =0 olmasim gerektirir. Ustelik ,
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0<G, . H,<(x,+y,)

oldugundan Onerme (3.1) ile her &, figin G,.H 5 =0 elde ederiz. 0< f € A" segelim. Her
0<xed igin 0<H,(fx)T H(fx) oldugundan 0<H,.fT H.f dir. Fakat her G,
siral siirekli oldugundan 0<(G,.H,)(f)T(G,.H)(f)dir. Bu her 0<feA igin
saglamir, bu nedenle 0<G,.H, T G,.H olur. Simdi her Bigin G,.H 5 =0 olmasi her & i¢in

G,.H =0 oldugunu gosterir.

0<G, TG oldugundan her0< f e A’ igin 0<G,(H.f)TG(H.f) elde ederiz. Bu da
0<G,.H T G.H olmasim gerektirir. Her « igin G,.H =0 ile birlestirdigimizde G.H =0
sonucunu elde ederiz.

Bir hemen hemen f-cebirinin sirali ikinci dualinin tamaminin yine bir hemen hemen f-cebiri

oldugunu gostermek i¢in bazi 6n bilgilere ihtiyacimiz vardir.
Yardimci Teorem 3.3 (Cauchy Esitsizligi)

A bir hemen hemen f-cebiri ve 0 < f € A" ise 0 zaman her x,y € 4 igin,

)| <A f(Nf(Y) dir. (38)
ispat : x, y € A sabit tutalm. 4 degismeli ve pozitif kareli oldugundan her zeR igin ,
(x—ay)’ =x’ - 2axy+a’y’ >0 olur.

Bu nedenle her aeR igin ,

f(x*)=2af (xp)+a’f(y') 2 0du.

O halde @’ ya gore bu ikinci dereceden polinomun diskriminant: negatif olacagindan
4f(xy)’ —4f(x*)f(y')<0 .

Bu da istedigimiz sonucu verir.

(A’'). bir hemen hemen f-cebiri ve A4’ ° niin her f elemam (A4’), iizerinde bir lineer

fonksiyonel tanimladigindan Yardimer Teorem 3.3 * iin bir sonucu olarak sunu elde ederiz.

Yardimer Teorem 3.4

Eger 4 bir hemen hemen f-cebiri ve 0 < f € A" ise 0 zaman her G, H €(4’), igin,
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(GH)(f) NG (f)JH (f) dir, (3.9)

Ozellikle, 0<Ge(A'), ve 0<xe A (H = x"alinarak) ise her 0 < f € 4’ igin,

0<(G.f)(x) <G () f(x) (3.10)
elde ederiz.

Yardimci teoremin bir sonucu olarak sunu verelim.

Sonug 3.5

A bir hemen hemen f-cebiri , x€ 4 ve 0< f € A" olsun. Bu durumda f.x =0 olmasi i¢in

gerek ve yeter kosul f(x’)=0 olmasidir.
Onerme 3.5.1

A bir hemen hemen f-cebiri , x € 4 olsun.x’ = 0 olmasi i¢in gerek ve yeter kosul her y € 4

i¢in x.y =0 olmasidir.

ispat: x’ =0 iken her y e 4 igin x.y =0 oldugunu gostermek i¢in x>0 ve y >0 kabul

edelim.

(y—nx)* >0 esitsizliginden ,

v’ > 2nxy—n’x? =2nxy >0 , (n=1,23,...)
elde ederiz. Archimedean 6zelliginden x.y = 0 olur.
Bu sonucu ikinci yoldan su sekilde ispatlayabiliriz.

(y—nx)(y—nx)" >0 oldugundan
2 1 2 e
O0<xy-xyamx’ <x(y-yamx)<—y° , (n=1,23,...)
n

elde ederiz. Buradanx’ =0 ise o zaman 0<xy<n'y> , (n=123,..) buluruz

Archimedean 6zelliginden x.y = 0 olur.

Bizim amacimizi gerceklestirebilmemiz i¢in asagidaki 6nermeye de ihtiyacimiz vardir.

Onerme 3.6

A bir hemen hemen f-cebiri ve 0 < f € A" olsun. Bu durumda her x € 4 igin ,
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(fx)=fx" a (3.11)

Diger bir ifadeyle f.4 = { fx:xe A} , A" ’ niin bir vektor alt orgiisiidiir (ve her x € 4 igin
(fx) =fx , |fx=f]x di. Aynca T,(x)=fx seklinde tammh T,:A4—> 4
doniistimii bir 6rgii homomorfizmasidir.

ispat : Her 0 < y € 4 i¢in x*y > xy oldugundan her pozitif y igin ,

(fx")Ny)=f(x"y)=f(xy)=(fx)(y) buluruz. Bu da f.x* > f.x demektir. Aym

zamanda, f.x* >0 olmasi gosterirki f.x* >( f.x)" dir.

Esitsizligin tersini gOstermek i¢in , 0<yeAd alalm ve g=(fx)" diyelim.
x" A(x” Ay)=0 ile birlikte hemen hemen f-cebiri 6zelligi kullanilirsa x"(x~ A y) =0 elde
edilir. Benzer sekilde , (x” —x" Ay)A(y—x" A y)=0 neticesinden hemen hemen f~cebiri

tanimi1 kullanilarak (x™ —x~ Ay ).(y—x A y)=0 bulunur. Buradan da ,

xX(y=-x Ay)=(x Ay)(y—-x Ay) olur

Boylece ,

g8(y)28(y—-x Ay)2(fx)(y-x Ay)
=f(xy—x(x" Ay))
=f(x"y—-x"y-x"(x" Ay)+x (x" AYy))
=f(x"y-x(y-x"Ay))
=f(x"y=(x AYNy=x"AY))
2(fx )Ny)-f(y’)

elde edilir. y yerine (1/n)y yazarsak
1
g2 Ny)——f(y') . (=123,...) bulnz
Sonu¢ olarak , g(y)=(fx")(y)dirBu da her 0<yeAd icin saglanir.Boylece
(fx)" = fx* olurve ispat biter.

Simdi Onerme 3.6 daki 7, : 4 — A’ orgii homomorfizmasimn adjointi 7] : A" — A’ , her

xed,GeA" igin,

(T;G)(x)=G(T;x)=G(fx)=(G.f)(x) (3.12)
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ile tanimlanir. Buradan da her G € 4" igin 77G = G.f elde edilir.

Onerme 3.7

A bir hemen hemen f-cebiri , 0< fe A" ve 0<He A" olsun. Eger ge A", 0<g<H.f
siralamasini saglarsa o zaman 0 < K < H ve g = K.f kosullarim saglayan bir K € A" vardir.
Boylece He(A'), ise K€ (A'), dir. Diger bir ifade ile 7] aralik koruyandir (Maharam
ozelligine sahip doniistimdiir).

ispat : Onerme 3.6 dan eger xeAd ve fx=0 ise fx'=0 dir. Bu nedenle
0<g(x")<(H f)(x")=H(fx")=0 olmasi g(x')=0 sonucunu verir. Benzer sekilde

g(x")=0 elde ederiz. Boylece g(x)=0 olur. Her x € 4 igin,

K(fx)=g(x) (3.13)

ile A" ’nin fA vektor altorgiisii iizerinde bir K lineer fonksiyonelini tanimlayalim.
Buradaki K, £A4 {izerinde bir pozitif lineer fonksiyoneldir. Gergekten , eger fx> 0 ise o
zaman f.x=(f.x)" = fx" olmas: bize K(f.x)=K(f.x")=g(x")=0 sonucunu verir.

Ustelik g < H.f olmasi durumunda ,

K(fx)=g(x")S(H.f)(x")=H(fx")=H(fx)

olmasini gerektirir. Bu nedenle K, £4 iizerinde 0 < K < H siralamasim saglayan A’ ’ niin
fA vektor altorgiisii lizerinde bir pozitif lineer fonksiyoneldir. Pozitif lineer fonksiyoneller
i¢cin Hahn-Banach ’ in genisleme teoremiyle , 4"’ niin tamamu {izerinde H ile kisith K " nin
bir pozitif genislemesi vardir (Aliprantis ve Burkinshaw , 1985). Bu genislemeyi yine KX ile
gosterirsek A’ lizerinde 0 < K < H dir ve herxe 4 i¢in(K.f)(x)=K(f.x)=g(x) dir.

Oyleyse g = K.f elde ederiz.

T, orgii homomorfizmasinin adjointi 7; ° niin aralik koruyan (Aliprantis ve Burkinshaw ,

1985) oldugu neticesi kullanilarak bu sonucun farkli bir ispat1 $6yle yapilir.

Gergekten , Onerme 3.7 deki ispatimiz Aliprantis ve Burkinshaw (1985) deki ispat ile igerik
olarak denktir ve her iki ispattada Hahn-Banach teoremi kullanilir. Bu nedenle ,

/(0. H]=[o, T; H] = [0.H.f] dir. (3.14)

Eger0<g<Hf isebir0<K<H i¢in g=T,(K)=K.f dir.
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Yardimci Teorem 3.8

A bir I-cebiri ve A" igerisinde G, 4 0 olsun. Bu durumda G’ 4 0 dur.

ispat: 0 < f € A’ olsun. Sabit Sve her aigin G, <G, ise,
0<G(f)<(G,.Gy)(f)=G,(Gy.f)¥0 olur.

Bundan sonra verecegimiz Onermenin ispatinda kullanilan metot Huijsmans (1989) da

kullandig1 metot ile aymdir.

Onerme 3.9

A bir hemen hemen f-cebiri ve (A4’), igerisinde G, 4 0 olsun. Bu durumda her 0 < F € 4"

igin F.G, 40 d.

ispat: 0< f e A" segelim. Yardimci Teorem 3.8 den G/(f)<k™ . fmt il

esitsizligini saglayan {G,} netinin {G, }:’z,

bir alt dizisi vardir. 0 <xe 4 igin Yardimci

Teorem 3.4,

053 (G )0 NG TINFO) T 3 <o
o k=1 k=1

ifadesini verir.
2(x) =3 (G,.f)(x) (3.15)
k=1

ile tammlanang : 4* - R fonksiyoneli A" iizerinde toplamsaldir ve bu nedenle 4 * nin
tamamina bir pozitif lineer geniglemesi vardir (Zaanen , 1983 ). Bu pozitif lineer geniglemeyi
yine g ile gosterelim. (F.G,)( f) 4 0 oldugunu gostermeliyiz. Her pozitif m tamsayisi igin

F(g)2 Y F(G,.f)=S.(FG,)(f)
k=1 k=1

olduguna dikkat edelim. Buradan Z( F.G, )(f) serisi yakinsaktir ve bu nedenle k— o iken
k=1

(F.G, )(f)—> 0 dir. Bu da ihtiyacimiz olan (F.G,)(f) 4 0 sonucunu verir.

Bundan sonraki neticemiz 4 bir hemen hemen f-cebiri iken A" ’ niin de bir hemen hemen

F-cebiri oldugunu ispat ederken son olarak , bize yardimci olacaktir.
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Teorem 3.10

A bir hemen hemen f-cebiri , Ge (A4'), ve H €(A’). olsun. O zaman H.G =0 dur.

Ispat : 0<Ge(4'), ve 0<He(A') alalm. Her 0< f e A" i¢in H(G.f)=0 oldugunu

gostermeliyiz. f ’ 1 sabit tutup ,
J={Le(A'),:L20,(HL)(f)=H(Lf)=0} (3.16)

kiimesini yazalim. Agik¢a , J toplama ve pozitif skalelerle ¢carpma altinda kapali ve ayrica
(A'), ’ in pozitif konisinde bir orgii idealdir (yani, eger L,eJ , 0<L,<L, ise L,eJ
dirve L,,L,eJ ise L,v L, eJ dir).

O<(H(L,vL,))(f)S(HL ) f)+(HL)(f)=0

ifadesinden J ’ nin 6rgii ideal oldugunu ispatlarz.

J’nin, (A4'), ’ in pozitif konisinde sirali yogun oldugunu iddia ediyoruz. Bunun igin ,
0<Me(A'), i¢in 0 <L <M siralamasim saglayan bir L €.J elemaninin var oldugunu
gostermeliyiz. Eger (HM)(f)=0 ise L=M  segebilirizz Bundan dolay1
(HM)(f)=H(M.f)>0 farzedelim. Ni¥ = 4’ oldugundan 0 < g < Mf siralamasim
saglayan ge N, (H(g)=0) bulabiliriz. Teorem 2.12 (iii) vasitas1 ile H " 1n tekil oldugu
gergegini tam olarak kullandik. Onerme 3.7 ile g, g=L.f (buradaLe(A4'), ve 0<L<M)
bi¢iminde yazabiliriz. Boylece , H(g)=H(L.f)=0 olmasi L €J oldugunu gosterir.
Clinkii, g >0 oldugundan L > 0 elde ederiz.

Simdi , J,, ={LeJ:L<G} kiimesini diigiinelim. J bir 6rgii ideal oldugundan J,, yukari
dogru yonlendirilmistir. Ustelik J/,; , (4'), Dedekind Tam vektor drgiisiinde G ile yukaridan
simirhdir. Bu nedenle (4'), de G,=supJ,vardir ve G,<G dir. Onerme 3.9 ile
(H.(G, —L))(f)JrO , (LeJ,;) oldugundan (H.G,)( f)=0 dir ve bdylece G, € J; dir.
G =G, oldugunu iddia ediyoruz. Ters olarak G -G, >0 oldugunu farzedelim. J, (4'), °
nin pozitif konisinde sirali yogun oldugundan 0 <L <G-G, siralamasini saglayan bir
L € J vardir. Buradan 0 < L+G, <G elde ederiz. L+G, € J ile birlikte L +G, € J; olur.
Boylece L >0 olmast L+G, <G, olmasiyla gelisir. Bu nedenle G =G, € J dir. O halde
(HG)(f)=0 olur. Buher 0 < f € A’ igin saglandigindan H.G =0 olur.
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Sonug 3.11

A bir hemen hemen f-cebiri ve H € (A’). ise her fe A" i¢inH.f =0 dir. Boylece , her
FeA", He(A'), i¢in F.H =0 dur.

ispat : Teorem 3.10 ile her x € 4 i¢in H.x" =0 dir. Sonug olarak her x€ 4 ve f e A" igin,
O0=(HX")(f)=(x"H)f)=x"(H.f)=(H.f)(x) dir. O halde her feAd igin ,
H.f =0olur. Buradan her fe A" ve Fe A" i¢gin 0=F(H.f)=(F.H)( f) dir. Diger bir
ifade ile her F € A" i¢in F.H =0 dur.

Simdi ana neticelerimizden birini yazip ispatlayabiliriz.
Teorem 3.12

A bir hemen hemen f-cebiri ise 0 zaman Arens ¢arpimina gére 4" (Dedekind Tam ve bdylece

Archimedean) bir hemen hemen f~cebiridir.
ispat: F AG =0 esitligini saglayan 0 < F,G € A" alahm ve A" = (A'), ®(A'). sirali direkt
toplamina gére F ve G’ yi ayristiralim. Oyle ise ,

' ok g A (BsKe(d), ., O<F atdds
G=G, +G, (0<G,e(4), , 0<G,e(4'))

olur. F, AG, =0 ve Teorem 3.2 ile (A4’), bir hemen hemen f-cebiri oldugundan F,.G, =0
dir. Teorem 3.10 ile F,.G, =0 elde ederiz. Sonug 3.11 ile F.G, =0 dir. Buradanda F.G =0

olur.

Teorem 3.12 nin ispat1 gosterir ki F,G € A" i¢in F.G = F,.G, olur. Bu gergek , (4'), ’ nin
degismeli ve ¢arpim altinda kapali oldugu diisiincesi ile birlestirilirse agsagidaki iki sonucu

elde ederiz.

Sonug¢ 3.13

A bir hemen hemen f-cebiri olsun. O zaman her F e 4" , He(A'), i¢in F.H=H.F =0
dir. Ozellikle , her H € (A4')! igin H® =0 dur.

Sonug¢ 3.14

A bir hemen hemen f-cebiri olsun. O zaman her F,G € A" i¢in F.G € (4’), dir.
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4. F-CEBIRLERININ SIRALI iKiNCi DUALI

Huijsmans ve De Pagter , bir Archimedean f-cebirinin sirah siirekli ikinci duali (A4")) * nin

Arens ¢arpimina gore bir Archimedean f-cebiri oldugunu ispat etmislerdir (Huijsmans ve De
Pagter , 1984). Huijsmans bunu A"’ ne genisletmistir (Huijsmans , 1989). Orgii normlu
Riesz uzaylarinda Scheffold ayni neticeyi bagimsiz olarak elde etmistir (Scheffold , 1991).
Bu béliimde buradaki sonuglarin ayn1 zamanda Onerme 3.1 ve Teorem 3.10 ° daki metotlar

kullanilarak elde edilebilecegini gosterecegiz.
Teorem 4.1
A bir f~cebiri olsun o0 zaman (4’), Arens ¢arpimina gore bir f-cebiridir.

ispat : Onerme 3.1 ° in ispatinda kullamlan fikirlerden faydalanacagiz. ilk olarak |,

0<G,He(A'), alalmve 0<xe A i¢in 0<G,H<x" ve GAH =0 farzedelim. Ayrica
0<F <x" siralamasim1 saglayan F e€(A'), oldugunu kabul edelim. (F.G)AH =0

oldugunu gosterecegiz. 0 < f € A" sabit tutulur ve Sonug 2.13 kullanilirsa ,
gAnh=0ve G(g)=0=H(h) saglayan f+ fx=g+h olan g,he A" vardir.

&> ( farzedelim, g Ah=0 oldugundan x=y+z ve g(y)+h(z) <& kosullarim saglayan

0<y,ze A vardir. Ik 6nce ,

G, =GA(y-ynz)"ve H =HA(z-yAz)"

yazalim. O zaman ,
0<G-G,<2z" ve0<H-H,<2y" olur.

Simdi, (y—yAz)A(z—ynaz)=0 ve A bir f~cebiri oldugundan
x(y—yAz)a(z—ynaz)=0 olur. Boylece,

0<(FG,)AH,<x"(y—yAz)"A(z-yAz)" =0
bize (F.G,) A H, = 0 sonucunu verir. A ° min degismeli oldugu kullamlarak ,

O0<S(FAG-G ) f)(X"(GC-G))(f)=((GC-G,)x")(f)
=(G-G ) fx)S(G-G ) [+ [x)
=(G-G,)(g+h)<G(g)+(G-G,)(h)<0+2z"(h)=2h(z)

elde ederiz. Benzer sekilde .
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O0<(H-H,)(f)<(H-H,)(f+fx)=(H-H,)(g+h)
S(H-H,)(g)+H(h)<2g(y)

olur. Ardindan ,

0<(FG)ANH<(F.(G-G,)ANH+(F.G,)A(H-H,)+(FG,)nH,)
<F.(G-G,)+(H-H,)+0

ve buradan ,

O0SA(FG)AH)f)S(F(G-G)(f)+(H-H,)(f)
<2h(z)+2g(y)<2¢

elde ederiz.

Her ¢>0 igin 0<(F.GAH)(f)<2¢ esitsizligi saglanir. Oyleyse ((FG)AH)(f)=0
dir. Bu her 0< f e A" igin dogru oldugundan (F.G)A H =0 sonucunu ¢ikaririz. Benzer
sekilde 4 * min degismeli oldugu kullamlarak (G.F ) A H =0 oldugu gosterilir. Ozetlersek ,
0<xeAi¢in 0<F,G,H<x" ve GAH=0 iseozaman (F.G)AH=0=(G.F)AH di.
Genel durumda , G A H =0 esitligini saglayan (A4’), ° nin keyfi pozitif elemanlan F, G, H
ise I(a(4)) , (A'), ’ de sirali yogun olmasindan ve Teorem 3.2 * nin ispatinda kullanilan ayni
standart argiimanlardan (F.G)A H =0=(G.F ) A H elde ederiz.

Simdi her f~cebiri bir hemen hemen f-cebiri oldugundan 3. Béliimde (Yardimer Teorem 3.3 °
ten Sonug 3.11 ° e kadar) ve ozellikle Sonug 3.14 ° te kullanilan biitiin argiimanlar burada
yaptiklarimiz iginde gegerlidir. Simdi A" icinde GAH =0 ve 0<Fe A" oldugunu
farzedelim. F, G, H’ 1 siral1 siirekli ve tekil pargalarina su sekilde ayrigtiralim :

F=F.+F ~, G=G.+G.° , H=H+H .
Sonug 3.14 * teki gibi F.G=F, G, e(4'), ’ dir. Oyleyse (FG)AH, =(F,G,)AH, =0
dir. G,AH,=0 ve (A'), bir fcebiri oldugundan Teorem 4.1 ile F,.G,AH, =0 elde

ederiz. Biitiin bu gdzlemlerden sonra ,
(F‘G)A H ——:(F".G")A(H. + Hx ) . (FH'GII)A Hn +(F”.G")/\ Hs - 0
buluruz. Benzer olarak (G.F)A H =0 dir. Oyleyse A" bir f-cebiridir.

Bundan sonraki teoremde bu sonuglan zetleyelim.
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Teorem 4.2

A bir f-cebiri ise 0 zaman A" (Dedekind tam ve bdylece Archimedean) Arens ¢arpimina gére

bir f-cebiridir (Huijsmans , 1989).

Bu boliimiin kalan kisminda , bir Archimedean f-cebirinin siral siirekli ikinci duali (4")) °

nin yine bir f-cebiri oldugu gergeginin diger ispatim1 (daha basit ve en onemlisi farkli)

gosterecegiz. Oncelikle bir yardimer teoreme ihtiyacimiz olacak.
Yardimei Teorem 4.3

A bir f<cebiri, 0 <ae A ve 0< f € A’ olsun. O zaman ,
(i) Her0<xeAiginax<x+a’x. 4.1
(i) fa<f+fa’ dir. (4.2)
fspat: (i) (x—xAax)A(ax—xAax)=0
esitliginde ilk terimi a ile garparsak ,
(ax—a(xnax))A(ax—xnrnax)=0
elde ederiz. Buradan da ,
ax=a(xrnax)v(xrax)<a(xAax)+xrax<a’x+x
bulunur.
(ii) (i) vef ’ in poztifliginden , her 0 < x € 4 igin,
(fa)(x)=f(ax)< f(x)+f(a’x)=f(x)+(f.a’)(x)
elde ederiz. Bu da istedigimiz sonucu verir.
Simdi Teorem 4.1 ’ in diger bir ispatim sunmaya haziriz.
Teorem 4.4
Bir f-cebiri A * nin sirali siirekli sirali ikinci duali (A4), , Arens garpimina gore yine bir
J-cebiridir.
ispat : ilk 5nce Yardimc1 Teorem 4.3 (i) den ,her 0<xe 4 ,0<Ge A" veher 0< fe A’
igin ,

("G f)=G(fx)<G(f)+G(fx*)=G(f)+(x").G)(f)
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oldugundan x".G <G +(x")’.G dir.

Bu esitsizlikte x” yerine, (1/n)x" koyarsak ;

n(x"G)<n’G+(x")’G , (n=123..)

elde ederiz.

Simdi G A H =0 olacak sekilde 0 <G,H € A" alalm. vBizim iddiamiz , her 0< Fe(4'),

igin (F.G)A H =0 olmasidir. ik énce bir 0 < x € 4 igin 0 < F < x” durumunu diisiinelim.

Yukarida verilenler ile ,

0<n((x"G)AH)=n(x"G)AnH

5 s " in=123..)
SnGAnH+(x")".G)anH <(x")° .G
elde ederiz.

A" bir Dedekind Tam ve bdylece Archimedean oldugundan (x".G ) A H =0 buluruz. Sonug
olarak (F.G)AH =0 dir. Eger F, (A'), ’ nin bir keyfi pozitif eleman: ise 0< F, T F
olacak bigimde F, € I(o(A)) (yani, 0 < F, <x[ ) neti vardir. Bu ispatin ilk kismi ile her &
icin, (F, G)AH =0 dir.0< F,.GT F.G oldugundan (F.G) A H =0 buluruz.

Simdi G A H =0 olacak bigimde 0 < F,Ge(A'), ve 0<H e A" elemanlarim1 diistinelim.

Her xe A4 ig¢in x".G=G.x" oldugundan her 0<xe A igin Onceki neticelerimizden

(G.x") A H =0 sonucunu ¢ikaririz. Aym gosterimle her e igin , (G.F, )A H =0 dir. G’ nin
sirali siirekli olusu ile 0<F, T F birlestirilirse 0<G.F, T G.F neticesini verir ve

buradanda ,
(GF)AH =0 olur.
Onceki sonuglardan , (4’), igerisinde GAH =0 ve 0<F e (A'), ise 0 zaman ,
(FG)AH=0=(G.F)nH
olur ve bundan dolay1 ( 4"), bir f~cebiridir.

Bunlarin 1s1ginda A bir f~cebiri oldugunda sirali ikinci dual 4" ° niinde bir f~cebiri oldugunu
diger bir yaklagim ile gosterecegiz.
Teorem 4.5

Bir f-cebiri A4 * mn sirali ikinci duali 4" de yine bir f-cebiridir.



24

ispat : Teorem 4.4 ° iin ispatindan 0<Fe(A') ve 0<G HeA" igin GAH=0
oldugunda (F.G)A H =0 oldugunu gosterdik. Hipotez ayni kalmak sarti ile (G.F)A H =0

oldugunu gosterecegiz. Gergekten ,
Ff<f+Ff

elde etmek igin (4’), tizerinde bir lineer fonksiyonel olarak diisiiniilen A’ ’ niinf ve (4'), ’

nin F pozitif elemanlarina Yardimer Teorem 4.3 (ii) > yi uygulanz. 0 <G € A" oldugundan
her 0< f e A" igin,

(GF)f)=G(F.f)<SG(f)+G(F’ f)=G(f)+(G.F’)(f)
elde ederiz ve buradan ,

G.F <G+G.F? olur. G A H =0 oldugundan ,
(GF)NAH<GAH+(GF’)AH=(GF’)AH
olur. Fyerine (1/n)F koyarsak ,

(GF)AH<(1/n)(GF’)AH , (n=123,..)
elde ederiz. 4 , Archimedean oldugundan (G.F ) A H =0 olur.

Huijsmans (1989) gostermistir ki Fe(A4'), ve Ge A" ise G Fe(A'), dir. 0<Ge(A'). ve
0<Fe(A'), alahm. G.Fe(A'), oldugu biliniyor ve ayrica her 0<H e(4'), igin
GAH=0 dir. Gozlemlerimizden her 0<He(A'), igin GFAH=0 dir , yani

GFe(A') dir. O halde her 0<Ge(A'). ve 0<Fe(A'), i¢cin G.F =0 olur. Bu da tam

olarak Teorem 3.10 ’ un sonucudur. Ispatin kalani igin Sonug 3.11 , Sonu¢3.14 ve Teorem 4.2

deki argiimanlar izlenir.
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5. D-CEBIRLERININ SIRALI SUREKLI SIRALI iKiNCi DUALI

Scheffold , bir Banach d-cebirinin sirah siirekli sirali ikinci duali (4’), * nin Arens ¢arpimina

gore bir sol Banach d-cebiri oldugunu gosterdi. Fakat , Archimedean d-cebirleri degismeli

olmadigindan (4').’ nin aym zamanda bir sag Banach d-cebiri oldugunu gosteremedi

(Bernau ve Huijsmans , 1990 ). Bu boliimde , biz , bir Archimedean d-cebirinin siral siirekli
sirali ikinci duali (A4’))’ nin Arens ¢arpimina gore bir Archimedean (ve hatta Dedekind Tam)
d-cebiri oldugunu gostererek Scheffold * 1n sonuglarin1 genellestirecegiz. Diistindiigiimiiz
d-cebiri A ,bir 6rgii normuna sahip olmayacaktir ve biz gosterecegiz ki (4’), yalmz sol degil
aym zamanda bir sag d-cebiridir. ispatlarimiz , Scheffold * 1n ispatlarindan tamamen farkli

olacaktir.

d-cebirleri degismeli olmadiginda ve pozitif kareleri yoksa bir Archimedean d-cebiri 4 * nin
sirali ikinci duali A" igin karsilik gelen neticeleri ispatlayamiyoruz (Bernau ve Huijsmans ,
1990). Bu demektir ki hemen hemen f-cebirleri i¢in Boliim 3 ° te kullanilan yontem (6zellikle
Yardimer Teorem 3.3) bu durumda ¢alismaz. Simdi verecegimiz teoremin ispatinda Onerme

3.1 ve Teorem 4.1 ’ in ispatinda gelistirdigimiz aym temel metodlar1 kullanabiliriz.
Teorem 5.1

A bir d-cebiri olsun. O zaman (A4'). , Arens ¢arpimina goére bir d-cebirdir.

ispat : Eger 0<F,G,He(A'), ve GAH=0 ise 0o zaman (F.G)A(F.H)=0 (bundan
dolay1 (A'). bir sol d-cebiridir) ve (G.F)A(H.F)=0 (bundan dolay1 (A4’), bir sag
d-cebiridir) oldugunu gostermeliyiz. 0 <x e 4 i¢in 0 < F,G,H <x" oldugunu kabul edelim.
Standart sirah siirekli argiimanlarla (/(o(A4)) > min (A’), igerisinde sirali yogun oldugu
kullanilarak) genel sonug iiretilir. 0 < f € A" alahm ve her y € 4 (fx * in dual fonksiyoneli)
i¢in ,

(f*x)(y)=f(yx) (5.1

ile f*x pozitif lineer fonksiyonelini tammlayalim. Siiphesiz 4 degismeli oldugu zaman
f.x = f*x dir. Fakat Archimedean d-cebirlerinin degigmeli olmas: gerekmez. Sonug 2.13 ile
fx+ f*x=g+h olacak sekilde G(g)=0=H(h) ve ganh=0 esitliklerini saglayan
0<g,he A" vardur.
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& >0 fazedelim, gAh=0 oldugundan A igerisinde 0<y,z elemanlar -bulabiliriz ki
x=y+z ve g(y)+h(z) <& saglanir. Oncelikle ,

G, =GA(y-ynz)” ve H,=HA(z-ynz)

olarak tanimlayalim. Yine 0 <G -G, <2z" ve 0 < H— H, < 2y" elde ederiz.Buradan ,

0<(G,.F)AN(H,,F)<(G,x")A(H,x")
SAy-ynz)"'X")A((z-ynz)'x")=0

( A’ da sag d-cebiri 6zelligi kullanilarak ) ,
(G,.F)a(H,F)=0
oldugunu buluruz. Her y € 4 i¢gin,

(X" fUY)=X"(fy)=(fy)Ix)=F(yx)=(f*x)(y)

oldugunu gozlemleyerek x”.f = f *x sonucuna ulagiriz. Boylece ,

0<(G=G)F)f)<UGC=G)X")f)=(G=G )(x"])
=(G=G)(f*x)<(G=G)(fx+[*x)
=(G-G,)(g+h)<G(g)+(G-G,)(h)<0+2z"(h)=2h(z)

olur. Benzer sekilde ,

O0<((H-H,)F)(f)<28(y)
elde edilir. Simdi ,

(GF)A(HF)=(G-G,+G,).FA(H-H,+H,).F
<(G-G,)F+(H-H,).F+(G,.F)A(H,F)
=(G-G,)F+(H=H,)F

ve bu da gosterir ki ,

0S(GF)ANHF)(f)<UG-G)F)f)+(H-H,)F)[)
<2h(z)+2g(y)<2¢

olur.
Boylece , £ >0 keyfi oldugundan her 0< f € A" i¢in ((G.F)A(H.F))( f)=0elde ederiz.
Oyleyse (G.F ) A(H.F)=0 dir. Benzer sekilde , (F.G) A(F.H ) =0 olur ve ispat biter.

Teorem 5.1 ° in sonucunu elde etmenin bir diger yoluda &rgii homomorfizmas: teorisi

vasitastyladir. Gergekten , A bir /-cebiri ise 4 ° min d-cebiri olmas: igin gerek ve yeter kosul
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her 0 < x e A4 igin x ile tammh sag carpim R_ (her ye 4 igin R (y)= yx) ve x ile tammh
sol garpim L, (her ye 4 igin L (y)=xy) A’ mn drgii homomorfizmalaridir. Bu nedenle ,
birinci adjointler R! ve L' aralik koruyandir. Ve sonug olarak ikinci adjointler R? ve L |
A"’ niin 6rgii homomorfizmalaridir (Aliprantis ve Burkinshaw , 1985).

Bizim iddiamiz , her Ge 4" i¢in R’(G)=G.x" oldugudur (buradanda , A" iginde

R} = R .oldugudur). Gergekten , eger f € A’ ise her y € 4 igin,

(RS)y)=F(Ry)=f(yx)=(fy)x)=x"(fy)=(x"f)(y)

esitligi R, f = x".f olmasim gerektirir. Sonug olarak , G € A" ise ozaman her f € A’ igin,

(REG)(f)=G(R.f)=G(x"f)=(Gx")(f)

esitligi bize R!(G)=Gx" (xe A, Ge A" ) sonucunu verir. Benzer sekilde , L f = f.x
(xeA,fedA)ve L'(G)=x"G (xe A, Ge A") elde edilir. Buradan, 4" iginde L] = L.
olur.

Simdi , 0<xed ve FAG=0 olacak bigimde 0 < F,Ge A" alahm. L7 , A" ’ niin bir

orgii homomorfizmasi oldugundan ,
(x"F)A(x"G)=LI(F)ALY(G)=0
elde ederiz.

Standart sirali siirekli argiimanlar kullamlarak her 0 < H € (A4'), i¢in (HF)A(H.G)=0
bulunur. Ozellikle , (4’). bir sol d-cebiridir. Eger (A'), igerisinde F A G =0 ise yukaridaki
gibi ,

(Fx")A(GX")=R!(F)AR(G)=0

bulunur. Bu da kolaylikla (F.H)A(G.H)=0 olmasim gerektirir. Bu nedenle , (4'); aym
zamanda bir sag d-cebiridir (Bunun igin F ve G ’ nin sirali siirekli olmasma ihtiyacimiz
vardir).

Onceden gozlemlendigi gibi bir d-cebiri 4 ° nin ikinci sirali duali 4" * niin tamaminin bir
d-cebiri oldugunu ispatlayamayiz. Ciinkii biz 4" * niin tekil kismu i¢in bir yol bulamadik. 4~
nin degismeli olmasma ya da 4 ° nin pozitif karelere sahip olmasina ihtiyag olmadigini
gozlemledik. Eger 4 * ya bu sartlardan birini ilave edersek durum basitlesir.
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Teorem 5.2

A degismeli veya pozitif karelere sahip bir d-cebiri olsun. O zaman A" , Arens ¢arpimina gore
bir Dedekind Tam ( boylece Archimedean ) d-cebiridir. Ustelik , 4" degismelidir ve kareleri
pozitiftir.

ispat : 4 iizerindeki sartlardan her biri , 4 * nin bir hemen hemen f-cebiri olmasim gerektirir
(Bernau ve Huijsmans , 1990 ). Sonug 3.14 ile sirasiyla /" ve G * nin sirah siirekli kisimlan F,
ve G, olmak iizere her F,Ge A" igin F.G=F,.G, dir. Simdi 0 < F € A" ve A" igerisinde
G A H =0 oldugunu kabul edelim. ¥, G , H ’ 1 iigiinii birden siralh siirekli ve tekil

bilesenlerine ayrigtiralim. $oyle ki , band aynisgimi A" =(A4"), ®(A'). ye gore ;
F=F,+F. , G=G,+G, , H=H, +H,

olur. Teorem 5.1 ile, (A"), bir d-cebiri ve G, A H, =0 oldugundan ,
(F,G,)A(F,H,)=0=(G, F,)A(H,.F,)

elde ederiz.

Sonu¢ 3.14 kullamlarak F.G=F,G, , F.H=F,H, bulunur ve buradan da
(FG)A(F.H)=0 olur. Benzer sekilde , (G.F)A(H.F)=0 dir. Bu nedenle A" bir
d-cebiridir. Teorem 3.12 kullanilarak 4" bir Archimedean hemen hemen f-cebiridir ve

ozellikle A" degismelidir ve kareleri pozitiftir.



29

6. SONUCLAR

En ince ayrintisina kadar Arens ¢arpimi ile donatilmis bir Archimedean 6rgii sirali cebir 4 °
mn siral ikinei duali 4” {izerinde galigtik. Bizim ana sonuglarimiz sunlar olmustur :

Bir Archimedean hemen hemen f-cebiri 4 ° nin sirah ikinci duali A" yine bir hemen hemen
f-cebiridir.

Bir Archimedean f-cebiri 4 > min sirali ikinci duali 4" yine bir f~cebiridir.

Bir Archimedean d-cebiri 4 * nin siral siirekli sirali ikinci duali (4’), bir Archimedean d-

cebiridir. Aym zamanda eger d-cebiri A degismeli ise veya pozitif karelere sahipse o zaman
strali ikinci dual A" yine bir d-cebiridir. Sirali ikinci dual 4" ’ niin tamam bir d-cebiri mi

sorusu agik soru olarak kalmigtir.
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