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OZET
H bir sonsuz boyutlu Hilbert uzay1 ve B(H), H"den H’ye siirekli (sinirl) lineer operatorlerin

uzay1 olsun. Bu c¢alismada B(H)’1n sonlu boyutlu alt cebirlerinin refleksif oldugu iizerinde

durulmus, Hilbert uzayinda cebirsel refleksiflilik iizerinde g¢alisilmistir. Yapilan ispatlar,
carpimsal yapiya veya topolojiye bagh olmadigindan, soyut bir kiimedeki doniigiimlerin lineer
alt uzaylarina genisletilmigtir.

Bazi neticeler, bir Banach uzayindaki sinirh lineer doniisiimlerin sayilabilir lineer alt uzaylar
i¢in, cebirsel refleksifliligine genisletilmigtir. Bu ¢alismada iki 6nemli genelleme yapilir.
Birincisi; bir Banach uzayindaki simirli yerel bir cebirsel operatér, cebirseldir. Digeri ise; bir
Banach uzayindaki sinirli cebirsel olmayan bir operatér, (topolojik olarak) cebirseldir. Ayrica,
bir uygulama verilmigtir.

Bu ¢aligmalarin sonucundan ve alt uzay teorisinden faydalanarak, bir o < B(H) refleksif
lineer alt uzaymn, B(H © H) in refleksif bir alt cebiri oldugu ve gerekli 6zellikler ile alt
uzaylar olusturmanin genelde cebirlerden daha basit oldugu soylenebilir. Cebirsel
refleksiflilik 6zellikleri, bir o« Banach cebirindeki lineer doniisiimlerin alt uzaylarim da
ilgilendirir.

Bu caliyjmada vurgulanan diger bir kavram ise lineer interpolasyondur. Refleksiflilik
ozellikleri, lineer interpolasyon 6zellikleri olarak da yorumlanabilir.

Anahtar kelimeler: Cebirsel refleksiflilik, refleksif alt uzay, aynistiran vekt6r, sonlu rank
operatorleri, lineer interpolasyon.



ABSTRACT

Let H be an infinite dimensional Hilbert space and B(H) be the space of continuous

(bounded) linear operators which is from H to H. In this study, it is emphasized that finite
dimensional subalgebros of B(H) are reflexive and worked about algebraic reflexivity on

Hilbert spaces. Proofs do not depend on mutiplicative structure, nor on topology, so extend to
linear subspaces of transformations in an abstract setting.

Some results extend to algebraic reflexivity counterparts for countably generated linear
subspaces of bounded linear transformations acting on a Banach space. Here, two important
genaralizations are obtained: Firstly; a bounded locally algebraic operator acting on a Banach
space is algebraic. The other is that a bounded non — algebraic operator acting on a Banach
space is (topologically) algebracally reflexive. In addition, an application was given.

According to the results of this study and subspace theory, it can be said that a reflexive linear
subspace o in B(H) is a reflexive subalgebra of B(H © H) and subspace with requsite
properties are often simpler to construct than algebras. Algebraic reflexivity properties can be
interested in subspaces of linear transformations acting on a Banach algebra .

Also lineer interpolation is the other notion that was mentioned. Reflexivity properties can be
interpreted as lineer interpolation properties.

Keywords: Algebrically reflexive, reflexive subspace, separating vector, finite rank

operators, lineer interpolation.



1. ON BILGILER
H bir Hilbert uzay1; B(H), H’den H’ye siirekli lineer operatorlerin uzay: olsun. Refleksiflilik,

H’nin kapali alt uzaylarinin latisleri i¢in ve B(/) min alt cebirleri i¢gin Halmos tarafindan

sunulmusgtur.

Tammm 1.1: Herhangi bir P kapali alt uzay: i¢in alg P, her P elemanim1 degismez birakan
B(H) deki tiim operatorlerin cebiri olsun.

€ < B(H) bir operator kiimesi; lat (£), £ ile sol degismez olan kapali alt uzaylarin latisi olsun.
Buna gore, bir £ latisi, £ = lat alg (£) ise refleksiftir.

Bir o < B(H) cebiri de, o = alg lat (o) ise refleksiftir.

Laginov ve Sulman, bu terimleri B(H) in cebir olmayan & lineer alt uzaylarim kapsayacak

sekilde genisletmislerdir. [.] kapaliligin1 gstermek iizere;
ref (8)={T € B(H): Tx € [&],.x € H}

kiimesini yazabiliriz. Eger o birimsel cebir ise, lat o, o nin kapali devirli alt uzaylan

tarafindan belirlenir ve béylece o = alg lat (o) olur.

Bir lineer & alt uzayi, &= ref () ise refleksiftir. Refleksif alt uzaylar , (Azoff, E., (1996),

Kraus, J. ve Larson, D., (1985), Kraus, J. ve Larson, D., (1986), Larson, D., (1986), Loginov,
A. ve Sulman, V., (1975)) operator cebirlerinin analizlerinde faydali olmuslardir. Bu tanimlar
keyfi bir topolojik vektdr uzayi ile yer degistirmis H ile anlaml olurlar.

Cebirsel refleksiflilik kavrami, farkli baglamlarda goriilmiistir. Tamim, ilk defa Hadwin
tarafindan kullanmigtir.

Tammm 1.2: V, # cismi iizerinde bir vektdr uzayi olsun.
£ (V) ise V den kendisine tiim .#— lineer doniigiimlerini gdstersin.
Eger V bir topolojik vektor uzay ise (R ve C iizerinde), £(¥) nin siirekli elemanlar cebiri igin

B(V) yazanz.



Cebirsel “alg”, “lat”, “ref” tammlar; “kapali alt uzay”, “alt uzay” ile, [$k], & ile yer

degistirdigi zamanda benzer olur.

ref(J ={T € £(V): Tx € &, x € V} ve Sc B(V) igin V topolojik ise

refy () ={T e B(V):Tx e &, x € V}

yazabiliriz. Boylece T € ref, ($) ancak ve ancak her x € V igin & = Tx olacak sekilde x’e
bagh S € & elemaninin var olmasiyla miimkiindiir. Yani, 7, S'yi interpole eder. T ye yerel
olarak &'de diyebiliriz.

Eger & B(V) nin sonlu boyutlu bir alt uzay1 ise; ref (S) = ref, () = refy (S) kolayca

gerceklesir.

Eger & < B(V) sonsuz boyutlu ise ref, (&) siireksiz operatorleri de igerebilir. Lineer
doniigiimlerin bir alt uzay1 &, eger S= ref, (S) ise cebirsel refleksiftir.

S=refy () ise (topolojik olarak) cebirsel refleksiftir.

Tammm 1.3: Eger _# deki katsayilar ile 7 deki tiim ¢ok terimli polinomlarin P(7) cebiri,
ozellige sahip ise, bir 7 lineer doniisiimii bu 6zelliklere sahip olacak sekilde tamimlanir. Eger
baz1 adi olmayan P(#) polinomu i¢in P(7) = 0 ise T, cebirseldir.

Her x € Vigin P(T)x = 0 gibi x e bagh bir adi olmayan P(7) polinomu var ise 7, yerel olarak

cebirseldir.

Tammm 1.4: Bir S £(V) alt uzay olsun. x € Vigin, S—> &%, Se€ &
doniisitimii bire-bir ise x € V vektoriine § alt uzay: igin aynistiran vektdr denir.
£(V) deki tiim sonlu rank déniisiimleri uzay igin £¢ (V),

B(¥) deki tiim sonlu rank doniisiimleri uzay: igin B (V) yazabiliriz.

Burada sonlu boyutlu alt uzaylan soyut bir kiimede diisiiniiyoruz. Refleksiflilik uyusmasindan
dolay, tiim sonuglar (ve ispatlar); eger topoloji kabul edilirse ve “ref,”, “refy” veya “ref” ile



yer degistirebilirse gegerli olur. Topoloji kabulii, Hilbert uzay:1 diginda ispatlara bir fayda
saglamaz.

2.bsliimde bir X Banach uzay1 i¢in B(X) in sayilabilir cebirsel alt uzaylar i¢in sonuglarimizi

veriyoruz. Evrensel uzayin tamliginin yoklugunda bu béliimiin sonuglarinin genislemeleri, tek
olarak iiretilen cebirler i¢in bile daima miimkiin degildir.



2. £(¥) NIN SONLU BOYUTLU ALT UZAYLARI

V, Fcismi lizerinde bir vektdr uzay1 olsun. Eger 5 £(¥), nin bir alt uzayi ise

S = SN L (V) yazabiliriz.

Eger & sonlu boyutlu ise & nin refleksiflilik 6zelliklerinin S ninkilerle belirlendigini
gosterecegiz. Teorem 2.6, ref, (S) = & + ref, (Sp) oldugunu sdyler. Bir sonug da, & nin

refleksif olmasi, ancak ve ancak S nin refleksif olmasiyla miimkiindiir. Ispat adimlarla

tamamlanmustir.

Yardimc: Teorem 2.1: S, £(¥)’nin sonlu boyutlu lineer bir alt uzay: olsun. Eger W, W,, V'

de sonlu es boyuta sahip lineer alt uzaylan iseler, {x € W;: & < W}, V de sonlu es boyuta

sahiptir.

Ispat: {S)...., S;}, Sigin bir taban olsun. ’den W,’ye Hamel tabani ile elde edilen herhangi

bir izdiistim P olsun. Boylece (I — P) & sonlu rankli lineer doniisiimlerin bir kiimesi olur.

K, {(I-P) Sy,...,(I— P) Sp} ¢cekirdeklerinin kesisimi olsun. K sonlu es boyuta sahiptir. Béylece
K nW, de oyledir.
(I-P) S(K nW)) =0 oldugundan S(K "W, ) < W, olur.

Eger &= {0} ise, & “sonsuz ¢arpima” sahip olmal1 ve boylece bir ayrigtiran vektdr olmali.

Bunu sonra kanitlayacagz.

Yardimeir Teorem 2.2: = {0} olmak iizere, ¢ £(¥)’ nin sonlu boyutlu bir lineer alt uzay
olsun. Eger W,, W, V’ nin sonlu es boyutlu lineer alt uzaylar ise & < W, olacak sekilde &

i¢in aynistiran bir x € W, vektorii vardir.

Ispat: ik olarak eger boy(S) = 1 ise, & sonsuz rankli tek lineer S; doniigiimiiniin skaler

katlarindan meydana gelir. Yardimci teorem 2.1 den, {u € W;: Sju < W,} alt uzayi, V de



sonlu es boyuta sahiptir ve bu nedenle Sy # 0 olan bir x vektoriinii kapsar. Bu da bizim
ihtiyacimizi karsilar.

Tiimevarimla, boyutu n den kii¢iik tiim alt uzaylar i¢in bu sonucun gegerli oldugunu kabul

edelim. {S...., Sp+1} lineer bagimsiz iken, boy ($) = n+1 olsun. & = span {Si...., Sp+1}
yazalim. Wl ={u:e W;: Sue W} ve &=span {S...., Su} olsun. Yardimei teorem 2.1 den
W], ¥ de sonlu es boyuta sahiptir. Bu yiizden tiimevarim hipoteziyle $ i¢in ayristiran bir

x € W, vektorii vardir. W] in tammindan, Sy < W, dir. Yani eger x, S'yi aynistiriyorsa ispat
biter. Ayristirmiyorsa Sx = 0 olan 0 # s € S elemam vardir. Béylece & = span {S;....,S5n+1.5}

olur.

Simdi M, Sy in V' de herhangi bir tiimleyen vektor uzayim gostersin.

W2=W20M ve Wl = {u eW;: Sh eW,} olur.

W] , V de sonlu es boyuta sahiptir, bdylece $’sonsuz ranka sahip oldugundan, Sy # 0 olan
y € W, vardir. x + y nin §'igin ayngtiran vektor oldugunu gosterecegiz. x, y € W, ve

Sx € W, oldugundan, Sy c W, dir ve ispat tamamlanacaktir.

Eger0# T € Sise,o0zamanbazi @, s € F icinT=aS+ a S; +... + ap Spolur. T € & ve

Ty € M oldugundan, T ( +,) # 0 oldugunu gostermek igin, 7x # 0 veya 7y # 0 oldugunu
gostermek yeterlidir. Sx = 0 oldugundan 7x = a1 Six + ... + an Spx olur ve x, {S),..., Sp} 1
ayngtinir. Eger 7y =0ise 1 <i<nmigin & =0 dir. O zaman a# 0 iken T = @ S dir. Bu yiizden
Ty # 0 dur.

Yardimei teorem 2.2 yi desteklemek igin sonlu boyutlu alt uzaylar igin bir ayrigtiran vektoriin
yoklugu bir sonlu rank simirlamasidur.

Onerme 2.3: § £(V) nin sonlu boyutlu bir lineer alt uzay: olsun. & nin bir ayrigtiran vektorii

olmas: i¢in gerek ve yeter kosul S nin bir aynitiran vektorii olmasidir.



Ispat: Ispat i¢in sadece tek yonii gostermek yeterlidir.

Sr=span {Si,..., Sk}ve span {Sk+1,..., Sn} N Lr (V) = {0} kabul ettigimizde
&= span {Si,..., Sk, Sk+1,-.., Sp ) yazalim.
u, Sricin aynigtiran vektdr ve M, S, nun ¥ de bir tiimleyeni olsun.

K ise Si,..., Sk nin gekirdeklerinin kesigimi olsun. K ve M, V de sonlu es boyuta sahip
olduklarindan, yardimci teorem 2.2 den, span {Sk+1,..., Sp} i¢in ayrigtiran bir v € K vektorii
vardir ki, {Sk+1V,..., Spv } € M dir. x = u + v olsun.

Eger Te & ise, T1 € Sr , T» € span {Sk+1,..., Sp } olacak sekilde 7' = T} + T, yazalim.
T, € &veIy= T,v € M idi. Bu yiizden eger 7x =0 ise 7,=0 ve 7, =0 dir. Fakat Tov =0
ise 7, = 0 dir. Buradan 7= 7; dir. Fakat u, S aynstirdigindan 77 = 0 dir. Yani 7'= 0 dir. Bu

yiizden x, S'i¢in ayrigtiran vektordiir.

Yardimcr Teorem 2.4: S = {0} olan & £(¥)’ nin sonlu boyutlu bir lineer alt uzay1 olsun.

Boyle ise & refleksifdir.

Ispat: Eger T e £(V) keyfi ise, £{V) N span{T, &} en fazla bir boyutlu olabilir, yani bir
aynistiran vektorii vardir.Béylece 6nerme 2.3’ten span{7, S} nin bir x aynstiran vektorii

vardir. Bundan eger 7 ¢ Sise Tx ¢ & dir. Yani 7 ¢ ref, (5) dir.

Yardimci Teorem 2.5: & £(¥)'nin sonlu boyutlu bir alt uzay: olsun.

refy (&) < S+ £ ¢ (V) dir.

Ispat: 7 e ref, (&8 olsun. M = (S NAF) V, V nin sonlu boyutlu bir alt uzay: olsun. Q da Vden
Mye orten herhangi bir izdiisiim olsun. ((/-Q)S) N £A¥) = 0 dur. Bu yiizden yardimci teorem
24ten (I- Q)Srefleksifdir. (I-Q) T € ref, (I-Q)S) = (I-Q)S oldugundan bazi se S'igin

(/- Q) T=(I- Q) Solur. Boylece =S+ O(T -S) S olur ve bu yiizden T € S+ £¢ (V) dir.



Teorem 2.6: S, £(¥) nin sonlu boyutlu bir alt uzay1 olsun. ref, () = &'+ ref, (SF) dir.

Ispat: Yardimc: teorem 2.5 ten, ref, () deki herhangi bir sonlu-rank lineer doniisiimlerin
ref, (SF) ‘de oldugunu gostermek yeterlidir.

Bu yiizden Te £7 (V) N ref, (&) olsun. Oyle u € V ler igin T, € (SF) oldugunu gosterecegiz.

u € Vkeyfi olsun. {Si,..., Sp}, & i¢gin taban ve S = span {Sk+1,..., Sk } olmak iizere

&= span {Si,..., Sk, Sk+15.--» Sn} yazalim. & = span {Sk+1,..., Sn} olsun.

O zaman £r (V) N & = {0}diyelim. N, V de & nun herhangi bir tiimleyen vektor uzay olsun.

K da {T, S...., Sx} min ¢ekirdeklerinin kesisimi olsun. Béylece N ve K, V de sonlu es boyuta
sahiptir. Yardimc1 teorem 2.2 den Sy < N yi saglayan ve y € K olan &) igin bir aynigtiran y

vektorii bulabiliriz. x = u + y olsun. T € ref, () oldugundan, ' de x e bagh

{a,...,a o} skalerleri vardir ki, T, = (&S1,....,0n Sp) dir. 1 2k + 1 i¢in, y € ¢ek (Si) ve y € ¢ek

n n n
(7) oldugundan, 7, = Tx=T(u + y) = Z o Siu+y)= Z o; Siut Z o; Sy olur. Tu €
i=1 i=1 i=k+1

n
& ve Sy < N oldugundan z a; Sy = 0 olur. Fakat y; & yi aynistigindan ve {Sk+1,..., Sy }

i=k+1
lineer bagimsiz oldugundan ¢ = 0 dir.(k + 1 <i < n igin). Boylece Tu € (Sp)y olur. Tu € (Spy

oldugunu, V u € Vigin gosterdik. Buradan 7" € refy(SF) dir.

Teorem 2.7: S, £(V) sonlu rank operatorlerini iceren sonlu boyutlu bir lineer alt uzay: olsun.

Bu durumda refy(<5) de sonlu rank operatérleri igerir ve sonlu boyutludur.

Ispat: = PSD seklinde P ve Q, sonlu rank izdiisiimleri olsun. PL(V)Q, cebirsel refleksif
oldugundan, ref,(<5) yi kapsadigim gostermek kolaydir. PL(V)Q sonlu boyutlu oldugundan ve

LHV) tarafindan kapsandigindan, sonug elde edilir.



Sonug 2.8: &S, £(V)'nin sonlu boyutlu bir alt uzay: olsun. 5 *nin refleksif olmasi i¢in gerek ve

yeter kosul & ‘nin refleksif olmasidir.

Ispat: Eger refy(S) = & ise Teorem 2.6 dan ref, (S) = & + ref, (&) oldugundan & de
refleksifdir. Tam tersine § refleksif olsun.
S=refy(S) = S+ ref, (SF) olur ve bu yiizden ref, (SF) < & dir. Fakat yardimci teorem 2.7 den

refy (SF) < £A(V) idi. Boylece ref, (Sp) = S dir.

Teorem 2.6 nin ve yardimci teorem 2.7 nin bir neticesi olarak su sonucu yazabiliriz.

Sonug 2.9: &, £(V)'nin sonlu boyutlu lineer bir alt uzay: olsun. Boyle ise ref, ()’ de sonlu

boyutludur.



3. SB(X) IN SAYILABILIR URETILEBILEN ALT UZAYLARI

X, reel veya kompleks bir Banach uzay1 olmak iizere, 2.boliimiin sonuglarini, sayilabilir
Hamel tabanl lineer alt uzaylar i¢in zit kisimlar genisletelim. Bu béliimiin ana sonuglar1 3.2,
3.5 ve 3.7 teoremleridir.

IIk olarak yardimci teorem 2.2°nin bir genellemesine ihtiyacimiz vardir. Tam bir genelleme

miimkiin degildir ¢ilinkii eger, W, X in kapali olan bir 6z alt uzay: ise, & topolojik olarak
gecisken olabilir ve bu yiizden S < W> yi saglayan higbir aynistiran x vektorii yoktur.

Halbuki eger E, X in sayilabilir Hamel tabanli bir alt uzay: ise, (&) NE ={0}olan &S i¢in
ayrigtiran bir x vektoriin varligim1 saglamak igin yeterli kontrol vardir, 6yle ki; S = SNB(X)
iken &= {0} dir. E sonlu boyutlu olsa bile kapal1 bir tiimleyen gerekli olmamasina ragmen,

& E’ nin bazi tiimleyenleri tarafindan kapsanacaktir. Bu da yeterlidir.

Yardimcr Teorem 3.1: X bir Banach uzayi, & B(X)’ in sayilabilir Hamel tabanl lineer bir

alt uzay1 olsun. W, X in, X te sonlu es boyuta sahip kapali lineer bir alt uzay1 olsun. £ ise, X in

sayilabilir Hamel tabanli lineer bir alt uzay: olsun.

Eger Sr= {0} ise, W, (&) N E ={0} olan S'i¢in ayristiran bir x vektorii kapsar.

Ispat: S; operatorleri ve v; vektorleri lineer bagimsiz olmalari gerekli olmayan ve tekrar

edilebilir olsunlar. = span {S), S, ...} ve E = span {vi, v, ...} yazalim.
Her 7 igin &, = span {Si....,S,} ve E, = span {v, ...,vy} olsun. {si}:l, pozitif sayilarin bir

dizisi olsun ve ) &; <o sartim saglasin.

Biz tiimevarimla, |x;|| <€; olacak sekilde vektrlerin bir dizisini ve X in kapah alt uzaylarinin
o

{Li}bir dizisini olusturacagiz. Onlar birlikte x= x; min bizim ihtiyacimiz karsilayacak
i=1

sekilde ozellikleri saglar. (ihtiyag duyuldufunda, » x; nin yakinsakligi, X in timleyenindan

almacaktir.)
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Saglanacak 6zellikler sunlardir:
1. X’te kapal1 e boyuta sahip her L; kapalidir ve L; N E = {0} dur.

s ol izl

3. W deki & yi aynstiran x; bir vektordiir ve ||x;[ <g; dir.

4. Her i igin & C L;

5. F; = span{X ,...,Xi} iken Lis; N (E; + Sn Fi) = {0}, i2 1.

Ly’ i, Ey’ in herhangi bir kapali tiimleyeni alarak baslayalim. L; ve W nin sonlu es boyuta
sahip olmalarindan dolay1, yardimec: teorem 2.2 den, & igin, &x; < L; olacak sekilde bir

ayristiran x; € W vektorii bulunur. Gerekirse skalerle arpilarak |x,[ <¢, elde edilir.
{x1,....Xn} V€& {Li,....Ln}, (1) den (5) e kadar olan 6zellikleri saglasin. M, (Ep+1 + Sp+1 Fn) nin

kapal1 bir tiimleyeni ve Ly+; = M N Ly olsun. Buradan Ly, (1), (2) ve (5) i saglar. Yardimci

teorem 2.2 den, 47 Xn+1 < Lo+ Olacak sekilde, S,+; i¢in ayristiran xp+; € W vektorii bulunur.

Gerekirse skalerle carpilarak |x,,[|<e,, elde edilir. O zaman {Li....Ln} den

{x1,....xn+1}, (1) den (5) e kadar olan 6zellikleri saglar.

Simdi x= Zx,. olsun. Her x;e W ve W kapal oldugundan, xe W dir. Eger se S've S,€ E ise,
i=1

S'= 0 oldugunu gosterecegiz.

&€ E iken, Se S oldugunu kabul edelim. O zaman bir 7 igin S;e Ej ve bir j igin S€S;j olur.

Boylece eger n = max{i,j} ise, S€ & ve Sy€ E, olur. , n > 2 farz edebiliriz.
n-1 0

y=2x,. ve z=Zx,. diyelim. O zaman x =y + z olur ve & + & = E, olur.
i=1 i=n

i 2nigin Se L; c L, oldugunu biliyoruz ve boylece & siirekli ve L, kapali oldugundan

S.€ Ly olur. Ayrica Sy € S$En1 Ve Sx€ E, dir. Bu nedenle S, = S, — S, € E, + & Fjy.1 olur.

Fakat 5. ozellikten (Ly M En + & Fn1) = {0} dir. Buradan S. = 0 oluYani ) S, =0 di.
i=1

Fakat ayrica S, € Ey+1 ve S€ &+ oldugundan aym tartigma ile ZS& =0 buluruz.
i=]
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Boylece Sx, = 0 olur. x, nin S, i¢in ayristiric1 vektor ve Se &, oldugundan, S = 0 buluruz.
Yukarnidaki paragraf (Sx) N E = {0}oldugunu gosterir. Ayrica Sx = 0 iken SeSise x in S igin
ayrigtiran vektdr oldugunu gosterir. Buradan Sy € E ve S = 0 olur.

Onerme 2.3 iin bir kismi genellemesini elde ederiz. Eger & < B(X) bir aynstiran vektore
sahip ise bu vektér Sr yi de aynstirir. Buldugumuz kismi ters; eger § sayilabilir Hamel

tabanli, S nin elemanlarinin ¢ekirdeklerinin kesisimi X te sonlu es boyuta sahip ise ve eger &

bir aynigtiran vektore sahip ise, S de bir aynigtiran vektore sahiptir. S deki, “sonlu boyut

destegi” sartinin diisiiriiliip diistirilmeyecegi bilinmemektedir.

Teorem 3.2: X bir Banach uzayi olsun. {v € X : & v = {0}}, X te sonlu es boyuta sahip
olacak sekilde, <, B(X) in sayilabilir Hamel tabanl bir lineer alt uzay: olsun. Bdylece & nin

ayrigtiran bir vektdre sahip olmasi i¢in gerek ve yeter kosul S nin de sahip olmasidir.

Ispat: Tek yonlii gostermek yeterlidir. Sj, 5 de & nin tiimleyen bir vektoér uzay: olsun.

(Kapali olmas1 gerekmez.) u, S igin ayrnistiran bir vektor ve E = &, olsun. W ye, & nin
elemanlarinin g¢ekirdeklerinin kesisimi diyelim. Boylece S;, W, E, yardimci teorem 3.1°in
hipotezini saglar ve bu yiizden (S;v) N E = (0) olacak sekilde S i¢in ayristiran v € W vektorii
vardir. u + v = x olsun. Ispat, 5nerme 2.3 deki gibi devam eder.

Egerise S € Sise Sie Sr ve S;€ S iken S=S;+ 5, olur. S,€ E, S, =S,v € Syvidi. Eger
Sx=0ise Sy = -8, € En (S1v) = (0) dur. Bdylece S, = S, = 0 dir. Fakat S>v = 0 oldugundan,
V, 81 i ayngtirdigindan dolay1 S, = 0 dir. Boylece S = S; dir. Buradan S;u = 0 olur, boylece u,
S aynistirdigindan Sy = 0 dir. O halde S = 0 dur. x in Syi aynstirdigim gosterdik.

Siradaki &rnek, (topolojik olarak) cebirsel refleksiflilik ve sonlu boyutlu uzaylardaki cebirsel
refleksiflilik arasindaki fark: vurgular.

Ornek 3.3: H, sonsuz boyutlu bir Hilbert uzay1 olsun. u, v € H igin, u ® v, weE ‘yi

<w, > u ya gotiiren B(H) ta bir operatdrii gostersin.
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Sabit bir u # 0 igin S, = {u ® v* : v € H} alt uzay: refleksif ise; (topolojik olarak) cebirsel
refleksifdir. Fakat cebirsel refleksif degildir. Eger ¢, H de siireksiz bir lineer fonksiyonel ise,

w € E iken Tw = ¢ (w) seklinde tamml siireksiz operatér S, yu H iizerinde interpole
edecektir. S, da olmayacaktir.

Yardimci Teorem 3.4: X bir Banach uzay, S'ise, S = {0} olan sayilabilir Hamel tabanli bir

lineer alt uzayi olsun. Boyle ise & (topolojik olarak) cebirsel refleksiftir.

Ispat: T € B(H) keyfi ve §= span {7, &} olsun. Buradan, (S ), en fazla bir boyutludur, bu

yiizden aynstiran bir vektor vardir ve teorem 3.2 deki sarti saglar. Boylece S nin bir x
ayristiran vektorii vardir. Eger 7' ¢ S'ise Ty ¢ & tir. Buradan 7 ¢ refy (&) olur.

Teorem 3.5: X bir Banach uzayi, & B(X) in sayilabilir Hamel tabanlh bir lineer alt uzay:

olsun. Boylece refy (S) < S+ B ¢ (X) tir.

Ispat: Bir Baire Kategori teoremi kullaniriz.
&= span {S, S,...} ve & = span {S...., Sp}, n > 1 yazalim. Yani §= US, olur.
T € refy (S) olsun. Her nk > 1 igin

er={xe X, T,=S8, olan |S, <k olacak sekilde S € 5, var} olsun.

Buradan X=U{g": n,kZl} olur.

x=limx,, x, e¢* olsun. Her i igin Tx; = Six; olan ||S,| <k olacak sekilde S; € & vardir.
sonlu boyutlu oldugundan, {S € S, : |S| <k} kompaktir . Bu yiizden {S; } yakinsak bir {Si;}
alt dizisine sahiptir. S = lim Si; olsun.

Buradan xi; — x olur, bu yitzden 7 = lim Txi; = lim Si; xi; = S ;olur. || S || < k idi. Boylece x €
&, olur ve buradan &' kapalhdur.



13

Baire Kategori teoreminden s,',‘ , X te i¢i bos degildir. O halde, z € X, £ > 0, n ve k lar igin s,’f
kiimesi Bg (z2)={ve X:|v—z| < &} yiigerir. Sonra || x | < £ yi saglayan her x € X i¢in,T’
(x +2) = Sx (x + 2) olan x e bagh, S, € &, mevcuttur. [Bu, 7 € ref (5, ) demek degildir. Bunun

i¢in Ornek 3.6’ya bakiniz.]
F; =&, z ve F; = (&, )r X olsun. Buradan F;, F, X in sonlu boyutlu alt uzaylaridir.

F=F;v F,=span { F}, F>} ve P, X ten F ye herhangi bir siirekli izdiigiim olsun.
(I-P)( S,)r = {0} idi, o halde P sonlu ranka sahip oldugundan (( — P) &, )r = {0} dir ve

boylece (I — P) <, refleksifdir.
Baz1 S, € S, igin T, = S, z oldugunu yazalim, dyle ise 7, € F dir ve (/- P) T, = {0} dir.
Baylece eger || x || < € olacak sekilde x € X ise, (I — P) &,z = 0 oldugundan,

I-P)T,=(I-P)T(x+2)=(I-P)S:(x +z)=({ - P) S x olur.
Bu(I-P) T € ref (- P) &,) = (I P) Sx oldugunu gosterir.

Bu yiizden baz1 S € &, ler igin (/- P) T = (I — P) S olur. Bdylece bir S i¢in

T=S+P(T-S)olur. S € Sve P(T-S) € B r(X) oldugundan ispat tamamlanir.

Ornek 3.6: Bir lineer doniisiim, sifirdan farkli bir yuvar iizerinde, bir < lineer alt uzayim

interpole edebilir ama ref,, $'de olmayabilir.

5={[‘; B] ; Ot,Bs'YEC} 2 boyutlu bir A Hilbert uzay1 i¢in ortonormal bir {ej.e;}
Y

tabanina gore olan iist iiggen operatdrlerin cebirini gostersin. Boyle ise, S'refleksifdir.

B(e,)={xeH: |x-e,[ <1} olsun. Eger x € B/(e,) ise, & = H olur. Buradan,
O By : £ s :
T= | of M B, (e,) lizerinde Syi interpole ettidini elde ederiz.

Biz teorem 2.6 min kismi bir genellemesini elde ederiz. Ornek 3.9 da bu, en iyi genel netice,
miimkiin olabilir.
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Teorem 3.7: X bir Banach uzay1 olsun. $ sayilabilir Hamel tabanli 28(X) in lineer bir alt uzay:

olsun, dyle ki, {v € X: Spv={0}}, X te sonlu es boyuta sahip olsun.

Bu durumda;
i. refy (S) = S+ refy (SF) ve

ii. S'nin (topolojik olarak) cebirsel refleksif olmasi igin gerek ve yeter kosul & nin (topolojik

olarak) cebirsel refleksif olmasidir.

Ispat (i): Teorem 3.5 ten eger T € refy () ve T sonlu ranka sahip ise 7 € refy (S5 ) oldugunu
gostermek yeterlidir. S;, & de, & nin herhangi bir tiimleyeni olsun. (Kapali olmasi
gerekmez.) u € X'keyfi olsun. 7, € Sr u oldugunu gosterecegiz.

E=8u,K=¢cek () ve W=Kn {v e X:Sv={0}} olsun. Buradan W kapalidir ve X te

sonlu es boyuta sahiptir. Dolayisiyla yardimci teoremden 3.1 den W, ( S, y ) N E =(0) olacak
sekilde S; i¢in bir y aynigtiran vektorii igerir. Buradan 7, = 0 dur.
Bu yiizden Tu = T (u + y) dir. T € refy (SF) oldugundan, 7' (4 + y) = S (u + y) olacak sekilde

Se S vardir. S; € Sr, S; € S; olacak sekilde S = S; + S olarak aynigtiralim. S; y= 0
yazalim, Tu= S (u +y) = S;u+ S,u + Sz y idi ve Tu € Siu oldugundan, S;y € S>u dur.

Fakat (S; y) N (&) = {0}oldugundan S;y= 0 dir. Ve bdylece Sz = 0 olur, y, S; yi aynstinr. O
halde S=S; € Srdir.

Biz her ue X i¢in T, = &, olacak sekilde bir S € & oldugunu gosterdik. Bu yiizden

T € ref 4 (SF) olur ve (i) nin ispati tamamlanir.

(ii): (i) den yararlamlir. Eger Sr (topolojik olarak) cebirsel refleksif ise,
refy (&) = S+ refy (8) = S+ S = & dir. Karsit olarak, eger & refleksif ise,

refy (SF) < Sdir. M= {v e X: Spv={0}} olsun.
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M, hipotezden, sonlu karsit boyuta sahiptir ve kapalidir, bu yiizden X ten M ye siirh bir P
izdiistimii mevcuttur. Buradan S (/ - P) = S, S € Spdir ve B(X) (I — P), B(X) in refleksif bir
alt uzayidir, o halde refy (S ) < B(X) (I - P) < Br (X) olur. Boylece, istendigi gibi,
refy (&) < SN Br (X)= SF olur. Ispat tamamlanmustur.
Eger &< Br (X); & sonlu boyutlu refleksif alt uzaylarin S, < S,+; birlesimi olsa bile,
sayilabilir Hamel tabanli bir alt uzay ise bu refy (Sr) i¢in gerekli degildir. Bu yiizden sonug
2.9 tamamen genellestirilemez. Ayrica sayilabilir Hamel tabanli bir & alt uzayinda, S bir
boyuta sahip olsa bile, eger teorem 3.7 deki S de “sonlu boyut destegi” sart1 saglanmazsa,
refy (S) # S+ refy (SF) olabilir. Ek olarak H, bir Hilbert uzayi olmak iizere eger, S'c B(H)

S =(5:Sec S}(topolojik olarak) cebirsel refleksif degilken & olabilir. Bu durum

refleksiflilik i¢in tersine de gegerlidir. Buna iki 6rnek verelim:

Ornek 3.8: {¢; : e¢; =1,2,...} sonsuz boyutlu aynlabilir H Hilbert uzay: i¢in bir ortonormal

taban olsun. Her i, j igin Ej;, her x vektoriinii < u, e e; vektoriine gétiiren bir operatordiir.

S=span {E;, : n=1,...} olsun. Buradan S'c B(H) olur ve &, = span {E;;, Ej>,..., Ej»} iken

&= US, olur. Her &,; P, Q izdiisiimler olmak iizere, P B(H) Q bi¢imine sahiptir ve bu

yiizden refleksifdir. Eger w # 0 keyfi degilse x’i, < x, w > e;’e gétiiren (¢; ® w") operatdril,
refy (S) dedir. Gergekten refy (S)={ e; ® w" :w e H }dir. Bu, sayilamaz Hamel tabanldur.

Simdi, sonlu boyutlu destek sartim saglamazken, adjoint S" m sagladigim diisiinelim.
Gergekten S (topolojik olarak) cebirsel refleksifdir. Eger 7, S* = span {E,;: n = 1,.}yi
interpole ederse ve x L e; iken x € Hise S". = 0 elde ederiz, bu yiizden 7 = 0 olur, bdylece

birweHigin T=w® e1') olur ve bir S € & igin Te; = X e oldugundan, w, taban

vektorlerinin sonlu bir kombinasyonu olmalidir. Dolayisiyla 7 € S” dur.

Ornek 3.9: Terimler, 6rnek 3.8°deki gibi olsun. a, = span {E;:i <j}, bir tam st liggen cebiri
ve a = a, + Cl olsun. Buradan ar = a, dir. E;; = T diyelim, o halde 7" ¢ a dir fakat 7, a y1
interpole eder. Gergekten, x € Hkeyfi olsun. Eger <x,e;> = 0 ise T, = 0 dur, bu yiizden 7 € a,
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tir. Son olarak 7e; = I e; € a e;olur. Boylece T, € a,, x € Holur, buradan 7€ refy (a) dir.
Te; =e; ve a, e;= {0} oldugundan, 7, a, 1 interpole edemez.

Bu da refy (a) # a + refy (ar) oldugunu gosterir.
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4. IKi COK DEGISKENLI NETiCE

Tam olmayan normlu lineer uzaylarda cebirsel olmayan fakat yerel cebirsel olan simirli lineer
operatorler bulunur. Taban vektorlerine karsilik gelen tiim sonlu lineer kombinezonlarindan
olusan Hilbert uzayinin yogun alt uzaylarina kisitlanmig geriye dogru kaydirmayla bir 6rnek
verilmigtir (Kaplansky, 1., (1954).)’daki teorem 15’e gore, eger X bir reel veya kompleks

Banach uzay1 ve & € B(X) yerel cebirsel ise, & cebirseldir. 3. boliimii kullanarak bu sonucun

bir genellemesini elde edecegiz.

Teorem 4.1: X bir Banach uzayi, {S;....,S,} < B(X) olsun.

Her x € X igin, P, (S}....,S») x = 0 olacak sekilde, n (degismez) degisken i¢inde, bir sifirdan
farkli P, (t;,...,tn) polinomu olsun. Béylece P(S;....,S,) = 0 olacak sekilde sifirdan farkli bir

P(t,,...,t,) polinomu vardir.

Ispat = P, n degismez degiskenlerinin iginde tiim polinomlarin vektdr uzayini gostersin.

[Eger X reel ise (kompleks ise), reel (kompleks) katsayilan farz ederiz]. Eger bir x i¢in
P, (S},...,Sy) = 0 ise ispat tamamlanir. Eger her operator P (S....,S,) # 0 ise,
S={P(S,.....,Sy) : P € P} bir aynstiran vektore sahip olamaz. & sayilabilir Hamel tabanli

B(X) in lineer bir alt uzay1 oldugundan, Teorem 3.2 (ya da yardimci teorem 3.2) den S #{0}

dir. Bu yiizden bir Q € P igin, Q = (S}....,S,) sifirdan farkli sonlu rankli bir operatordiir,

buradan da cebirseldir. Boylece F (Q (77,...,T,)) = 0 olacak sekilde sifirdan farkli bir F (7)

polinomu mevcuttur. P = Fj Q olsun.

Uyanlar: Yukandaki aparatin bir incelemesi sunu gosterir: Teorem 4.1 in {S),....S,}
operatorlerinin bazilan ya da tiimii, 7 nin b6liim veya alt uzay: ile ispatta P yerine konularak
teorem 4.1’e uygulanabilir. Ayrica, 1 < n < Ry olabilir. Yani; eger {S,,5....} < B(X) herhangi
bir dizi ve P sayilabilir gok degerli polinomlarin kiimesi ise (her P € P nin sonlu, sifir

olmayan birgok katsayiya sahip oldugu bir kiime), teoremin ifadesi ve ispat1 ayni kalir.
(Douglas, R.G. ve Foias, C., (1976)) te elde edilmis sonuglardan biri, 7e B(H) eger cebirsel

degilse, B(H) taki operatorlerin kiimesi; / nin her alt lineer modifoldunu 7 ile sol degismez
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birakan 7" deki tiim polinomlarin kiimesi P (7) ile ¢akisir. Bu genisletilmis ¢alisma (Fillmore,
P.A., (1973)) da baglamistir. (Hadwin, D., 1983) de, bu sonucun keyfi Banach uzaylarina ve

soyut vektor uzaylarina genisletildigi daha cebirsel bir ispat elde edilmistir. Eger F sonsuz ise

yerel olmayan cebirsel operatorlerin bu 6zellige sahip oldugu kanitlanmigtir. Bu yiizden
Kaplansky teoreminin bir uygulamasi, Banach uzay1 sonucunu ortaya ¢ikarmistir. Hadwin,
“cebirsel refleksif” terimini; 7 operatorlerini gostermek ve boylece tamamen evrensel vektor
uzaymnin lineer degismez alt manifoldlar tarafindan belirlenen operatérlerin birimli cebirlerini

gostermek i¢in kullanilmustir.

Birimli cebirler i¢in bu, kullandigimiz alt uzay tamimina denktir. Biz, cebirsel refleksiflilik ve
(topolojik olarak) cebirsel refleksiflilik arasinda, daha once verilen sebepler igin ayrim
yapariz. Bolim 3’1 kullanarak, bir Banach uzay: iizerindeki cebirsel olmayan sinirl bir lineer

operatdriin, (topolojik olarak) cebirsel refleksifdir genellemesini elde ederiz.

Teorem 4.2: X bir Banach uzay1 ve {S;....,S,}< B(X) olsun. Eger her n (degismez) degiskenli

sifir olmayan P(t,....,t,) polinomu igin, P (S;,....S,) # 0 ise; Sj,...,S, degiskenli operatorler
icindeki tiim polinomlarin P (S;.,...,S,) cebiri, (topolojik olarak)cebirsel refleksifdir.

ispat: ispat, teorem 3.7 (veya yardimci teorem 3.4)%iin, teorem 3.2’nin yerine kullanildig
teorem 4.1 e benzerdir. 7 (S;....,S,) cebiri, B(X) in sayilabilir Hamel tabanlh bir alt uzayidir,

bu yiizden eger P (S}.,...,S») cebiri, (topolojik olarak) cebirsel refleksif degilse, bir P (S,.....S,).

sifir olmayan sonlu rankli operatordiir. Fakat buradan baz: sifir olmayan QO (7) ler i¢in (Q o P)
(S7,...,S,) = 0 dir, bu da bir geligkidir.

Uyanlar: Teorem 4.1 deki gibi, yukandaki teorem degisken degerlere uygulanir ve
1 < n < Ry elde edebiliriz. Aynica {S).....S,} cebirsel bagimh olsa bile, eger {S,.....S,} icinden

higbir polinom, sifir olmayan sonlu rankli bir operatdr degilse, veya daha genel olarak, eger
P (S},...,S») nin sonlu rankh alt cebiri, (topolojik olarak) refleksif ve teorem 3.7 nin “sonlu

boyut destegi” sartim saghyorsa, P(8),...5,) (topolojik olarak) cebirsel refleksif olacakur.
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5.HADWIN’IN BIR UYGULAMASI

(Hadwin, D., Nordgren, E., Radjavi, H. ve Rosenthal, P., (1979))’daki teorem 1’i genelleyen
yardimc1 teorem 2.2 nin siradaki uygulamasim buldugu ve sonucunu sundugu i¢in Donald
Hadwin’e tegekkiir ederiz.

X bir sonlu boyutlu Banach uzay1 ve 1 < n < o« olsun. B(X) i, kuvvetli operatér topolojisi
(noktasal yakinsaklik) ile donatalim ve 7, B(X) x...x B(X) (n kere) iizerindeki ¢arpim topoloji
gostersin. Verilen {77,...,7,} < B(X) igin,

Rl )= (8 1:8.5°1.5: S« B(X), S tersinir} ile, joint benzerce yoriingeyi

gostersin.

Teorem 5.1: S(77,...,.T,), B(X) x..x B(X) de T — yogun olmasi i¢in gerek ve yeter kosul; 7, X
iizerinde birim operatorii gostermek tizere, {I,7},...,7,} nin lineer bagimsiz modiil B~X)

olmasidir.

Ispat: {1,7,....T,,} lineer bagimsiz modiil B +X) olsun.
{uzl <i<oo} U{T;U;: 1 <j<o,1<i<o } kiimesini lineer bagimsiz olacak sekilde

&= span (1,7},...,T,) timevarim yontemiyle yardimci teorem 2.2 yi uygulayarak,

Su; v Suy v ... v Su;.; vektorlerinin bir dizisini elde edelim, dyle ki i. adimda W, alt uzayim
diizeltsin.
(4},...,45) keyfi bir n degiskenli ve V bir ¢arpim komsulugu olsun. Buradan, € > 0 i¢in

Vo {(BiBn): (B~ 4) x; || <€, 1<i<n 1<j< £} ve {x},...x;} vektorlerinin lineer
bagimsiz bir kiimesi vardir. {x;.....X, Z1 /... Znl 5-.-» Zn, Klimesi lineer bagimsiz olacak sekilde
tim i ve j lerigin || z; - Ax; || <eile { z;: 1 <i<n, 1 <j < £} vektorlerini segelim. &} Sy = u;,
1 <j< ¢ ve &;=T,; uj, 1<i<n, 1<5j</ olacak sekilde, tersinir, sinirli herhangi bir operator
olsun.Ohaldez,-j=S" T; Sx;j olur, bu yiizden her 1 <i<nlerve 1 <j </ igin

IS 7, Sx~Aux;|| < € olur. Bdylece istendigi gibi olur. (S’ 7; S,...;S” T, S) € V.
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Tersine eger {0,,01,...,0} sifir olmayan skalerlerin bir kiimesi,

ol + Ty + ... + 0pTy, 1 < k < o rankh ve {S;}, S;'T; S mn 1 < i < n iken bir 4;
operatdriine kuvvetli topolojide yakinsadig bir ag ise;

rank (Zoud;) < rank (X o, S;'T: S;) = rank (T o.7;) = k olur, ve buradan » bilesenli (4;,...,4,)
keyfi olamaz. Ispat tamamlanmustir.

Teorem 5.1 operatdrler arasindaki her lineer olmayan cebirsel iligkinin kuvvetli limitler
alinda korunmadigim gostermek igin kullamlir. Ornegin, 7, n+1 indisinin bir nilpotenti
olabilir ve S, S;'T—T1""""* iken kuvvetli topolojide yakinsamadig igin, tersinir operatorlerin

bir neti olabilir.
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6.SONUCLAR
(1) Boliim 2 ve béliim 3’iin sonuglar, lineer £ (V,W) ve B (X,Y) alt uzaylar i¢in cebirsel

refleksiflilik 6zelliklerine bir alisilmis yol ile genisletilebilir. Burada bu sekilde yapmadik
¢iinkii bu makaledeki uygulamalarimiz igin bu genisletilmis teori gerekmez.
(2)  Bu galisma i¢in bizim asil giidiimiiz; 2B(H)’1n sonlu boyutlu refleksif alt uzaylarinin

orneklerinin kurulmas1 gerektigidir. Boliim 1’in sonuglari, uygun ozelligi saglar. Alt uzay

teorisi burada faydalidir. Ciinkii,

el & Al 8 £ st it
= :S €&, A, ueC} cebirine karsilik gelen verilerin bir S'c B(H)
e 0 pul

refleksif lineer alt uzayi, B(H © H)'nin refleksif bir alt cebirdir ve gerekli 6zellikleri ile

alt uzaylar olusturmak genelde cebirselden daha basittir. Bu teknik, (Kraus, J.ve Larson, D.,

(1985))’ de hiperrefleksif olmayan refleksif cebirin olusturulmasinda gosterilmistir.

(3) H bir Hilbert uzay:1 ve &, B(H) nn, sifir olmayan sonlu rankli operatdr igermeyen

sonlu boyutlu bir lineer alt uzay:1 olsun. Bolim 1’den refleksifdir ve ayristiran bir vektore

sahiptir.
Sonlu boyutluluk ve ayrigtiran bir vektoriin var olmasi, & nin A; (Bercovici, H., Foias, C.,

Pearcy, C., (1985)) 6zelligini sagladigim1 gosterir (D; Hadwin, D. ve Nordgren, E., 1982, P,
(Larson, D, (1982)) denkligi, baslangi¢ (Azaff, E., (1996)), uzaysal baslangi¢ (Loginov, A. ve
Sulman, V., (1975)). Dahasi, eger »n herhangi bir pozitif tamsay1 ve M,, nxn kompleks
matrisleri gosteriyorsa, n—tane direk toplam, H @ ... ® H lizerindeki S © M, alt uzay1 da aym

Ozelliklere sahiptir. Onu, S'nin her » pozitif tamsayisi igin 4, 6zelligini (Bercovic,i H., Foias,
C., Pearcy., (1985)) sagladigim takip eder. O halde B(H) in “gogu” boyutlu alt uzaylar1 bu

ozellige sahip olur.

(4) Cebirsel refleksiflilik dzellikleri, bir @ Banach cebirindeki lineer doniisiimlerin kesin

alt uzaylar ¢aligmasim da ilgilendirir. Eger 6 € B(a) yerel bir i¢ tiireme ise, 6 da olmal
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midir? (@ mn tiim simrh tiiremelerinin Q uzay: cebirsel refleksif midir?). Eger yerel bir i¢
tiireme olan 6, bir i¢ tiireme ise, 0 i¢ olmali midir? (i¢ tiiremelerin Q, uzay1 Q de goreceli

refleksif midir?) Béliim 3’iin sonuglan genelde bu sorular karsilamaz. Halbuki, eger {5}
siirh tiirevlerin herhangi bir dizisi ise ve 0 € B(a), {S;} nin sonlu boyutlu yerel bir lineer

kombinasyonu ise Teorem 3.5’ten, 0,, < ‘nin sonlu boyutlu lineer bir kombinasyonu ve 6,

sonlu boyutlu goriintiisii olmak iizere; 6 = 0, + 0, olur.

(5) Bu makalenin vurgusu, lineer interpolasyondur. Daha genel olarak;s$ bir X

kiimesinden bir Y kiimesine olan déniigiimlerin kiimesi olsun. O halde her x € X i¢in

0 (x)= S; (x) seklinde, x’e bagh bir S, € & elemam varsa, bir 0 doniigiimii S'yi interpole eder
diyebiliriz. Notasyonumuzu gergeklestirebilir ve 6 € ref, () yazabiliriz. Uygun hipotezler
altinda, ® nin & nin iginde oldugunu veya en azindan & de olmak i¢in “yakin” oldugunu

gosterebiliriz. Lineer olmayan bir 6rnek igin; ¢ bir @ Banach cebirinin smrh bir

otomorfizmas1 ve & de ¢’'min tam kuvvetlerinin bir kiimesi olsun. Bu, kolaylikla Baire
Kategori teoremi kullanilarak gosterilebilir, yani eger 6 € B(a) ve 6 € ref, (S) ise 0 € Sdir.
Bu ornek lineer degildir, ¢linkii S, B(a)’nin lineer bir alt uzay:r degildir. Bu yiizden bu

makalenin sonuglar1 arasindan ¢ikarilamaz.

(6) Cebirsel refleksiflilik bir ¢ok teoriye uygulanabilir. Ornegin; sistem teorisi, lineer

sistemler,vb..
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