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ÖZET 

Bu çalõşmada ayrõlabilir Hilbert uzayõnda matrislerle tanõmlõ lineer operatörler ve lineer 
operatörlerin matris temsilleri incelenmiştir. Konu ile ilgili sõnõrlõ ve simetrik sõnõrsõz 
operatörler ele alõnmõştõr. 
Anahtar kelimeler: Hilbert uzayõ, lineer operatörler, kendine eş operatörler, birimin açõlõmõ. 
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ABSTRACT 

In this research it is investigated the linear operators defined by matrices and matrix 
representations of linear operators in seperable Hilbert space. It is involvement about the 
subject that bounded and unbounded symmetric operators are approached. 
Keywords: Hilbert space, linear operators, self-conjugate operators, resolution of identity. 
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1. GİRİŞ 

Biz bu tez çalõşmasõnda sonsuz boyutlu ayrõlabilir Hilbert uzayõnda matrislerle tanõmlanmõş 

lineer operatörleri ve lineer operatörlerin matris temsillerini inceleyeceğiz. 

Sonsuz matrislerle tanõmlanan operatörler 20.yüzyõlõn başõndan günümüze dek 

incelenmektedir. İlk olarak Hilbert simetrik integral denklemlerin çözümü problemini sonsuz 

matrislerle verilen operatörlerin spektral özelliklerinin incelenmesine indirgemiştir. (Hilbert, 

1924) Bu çalõşma ile Hilbert uzayõ ve Hilbert uzaylarõnda operatörler teorisinin temeli 

atõlmõştõr.  

Matrislerle tanõmlanmõş operatörler ve operatörlerin matris temsili çok sayõda kitap ve 

makalelerde yer almõştõr. Sözü edilen konunun yer aldõğõ kitaplardan (Akhiezer and Glazman, 

1993, Berezanskii, 1968, Smirnov, 1965, Weidmann, 1980, Wintner, 1929) , makale 

çalõşmalarõndan ise (Bairomov, Çakar, Krall, 2001, Kostyucenko ve Mirzoyev, 1998, 

Maksudov, Bairomov and Orudzheva,  1992)  gösterelim. 
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2.  2l  UZAYINDA MATRİS OPERATÖRLER 

Bu kõsõmda biz 2l  uzayõnda tanõmlõ her sõnõrlõ operatörlerin bir sonsuz matrisle 

tanõmlanabildiğini ve matrisin elemanlarõ ile karşõlõk gelen operatör arasõndaki bağlantõlarõ 

inceleyeceğiz. Burada  2l  bilinen somut Hilbert uzayõdõr. 

Kesik eleman kavramõnõ tanõmlayalõm. 

( ),..., 21 ξξ  =x  2l � nin bir elemanõ ve ( ),...0,0,...,,, 21 k
kx ξξξ   = � da ilk k bileşeni x ile aynõ 

diğer bileşenleri 0 olan 2l �nin bir elemanõ olsun. Buradaki ( )kx � ya x in kesik elemanõ denir. 

Burada ∞→k  iken  

( ) ∑∞

+=
→=−

1

22
0

km m
kxx ξ   dõr.   (2.1) 

Yani  ∞→m  iken  xxk ⇒   dir. 

  ,..., 21 ϕϕ vektörlerini  2l � nin taban vektörleri olarak gösterelim. Yani kϕ  için 1=kξ  geri 

kalan bileşenler sõfõrdõr. Buradaki x:  

x = ∑∞
=1m mmϕξ  dir.   (2.2) 

Eğer A, 2l � de bir lineer operatör ise  Axx ='  olacak şekilde ( ),..., '
2

'
1

' ξξx  vardõr:  

( )nmnm Aa ϕϕ   = ,   olmak üzere   (2.3) 

( ) ( ),...2,1,,
1

'' =  == ∑∞

=
nax mm nmnn ξϕξ .   (2.4) 

(2.3)� teki elemanlarla 2l � deki bir lineer operatörü bir matris ile gösterebiliriz. 

*A  eşlenik operatöre karşõlõk gelen matris  

( ) ( )nmnmnm AAa ϕϕϕϕ ,,** =  =  = mna    (2.5) 

şeklindedir. 

Kendine eş A operatörü      mnnm aa =    (2.6) 
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eşitliği ile tanõmlanr. 

( ),..., 21 ηη  =y  olmak üzere bir bilinear fonksiyonelde  

( ) ( ) ( ) ( )∑ ∑∑ ∑ ∞

=

∞

=

∞

=

∞

=
= = = 

1 11 1
*,,

m n nnmmn nm mnm aayAxyxA ηξηξ   (2.7) 

olur. 

x ve y elemanlarõnõn kesik elemanlarõ ( )kx  ve ( )ly  için  

( ) ( )( ) ∑ ∑= =   =  ll

1 1, n
k
m nmnm

k ayxA ηξ   dir.  

Fakat k ve ∞→l  iken ( ) ( )( )lyxA k   ,  → (Ax, y) olur, buradan  

( )∑ ∑ ∑∑∞

= = =
∞→
∞→

∞

=
   =  

1 1 11
lim

n n nmnm
k

mknm mnm aa l

l

ηξηξ  dir.  

 (2.8) 

Eğer A ve B operatörlerine karşõlõk gelen matrisin elemanlarõ apq ve bqp ise,    D = BA matrisi  

( ) ( ) ( )pqpqpqpq BABADd ϕϕϕϕϕϕ *,,,  = =  =  şeklinde veya 2l � deki skaler çarpõm formunu 

kullanarak  

( ) ( ) ∑∑ ∞

=

∞

=
 =      =

1
*

1
* ,.,

s spsqs spsqpq baBAd ϕϕϕϕ    (2.9) 

şeklinde tanõmlanõr.  

(2.5)� deki ifadeden sonunda  

∑∞

=
 =

1s sqpspq abd  

eşitliğini elde ederiz. 

Eğer A ve B operatörlerinin sonsuz matrisleri için aynõ harfleri kullanacaksak ve matris 

elemanlarõ { } pqA  ve { } pqB  şeklinde gösterirsek yukarõdaki formül  

{ } { } { }∑∞
=  = 1s sqpspq ABBA                          (2.10)                    

şeklinde yazõlabilir.  
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A, B, C lineer sõnõrlõ operatörler verildiğinde, birleşme özelliğini kullanarak ( ) ( )BACACB  =  .  

aşağõdaki formülü yazabiliriz.  

{ } { }( ){ } { } { } { }∑ ∑ ∑∑∞
=

∞
=

∞

=

∞
= 






  = 1 1

1
1t s

t
tqstpstqs stps ABCABC .                                                     (2.11) 
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3. SINIRLI MATRİS OPERATÖRLER 

Gördüğümüz gibi 2l  ayrõlabilir Hilbert uzayõnda her sõnõrlõ lineer operatör sonsuz bir pqa  

matrisi ile tanõmlanabilir. Şimdi tersine cevap arayalõm. Hangi elemanlara sahip bir matris 

2l � de sõnõrlõ bir operatör oluşturur? (2.4)� deki serinin 2l � nin her ( ),..., 21 ξξ   elemanõ için 

yakõnsak olduğunu varsayalõm, ve her 2l∈x  için öyle bir N vardõr, öyle ki  

∑ ∑∑∞
=

∞
=

∞
=  ≤ 1 1

222

1n k kk knk Na ξξ .   (3.1) 

Hatõrlayalõm ki sõnõrlõ bir operatör A� da  

( ) yxNyAx    ≤ .,  

eşitsizliği vardõr. 

Bu eşitsizliği kesik elemanlarõna uygularsak pqa  için gerekli koşul elde edilmiş olur.  

∑ ∑∑ ∑ = == =  ≤  k
m n nmn

k
m nmnm Na 1 1

2222

1 1 . ll ηξηξ    (3.2) 

Teorem 3.1  

pqa  elemanõnõn, bir sõnõrlõ lineer dönüşümün matrisinin elemanõ olmasõ için gerekli ve yeterli 

koşul, verilen her k ve l  tamsayõlarõ ve nm ηξ  ,  kompleks sayõlarõ için (3.2) koşulunun N� nin 

bazõ seçimlerinde sağlanmasõdõr ( pp ηξ  , , k ve l  ye bağlõ olarak). 

Gereklilik yukarõda açõklandõ. Şimdi yeterliliği kanõtlayalõm.  

( ),..., 21 ξξ   2l � nin elemanõ olsun. (3.2) de k=l   ve ∑ =  = k
m mnmn a1 ξη   (n = 1, 2, 3, ... k) 

yazalõm. Bu bize 

∑ ∑ ∑∑ ∑ = = == =   ≤




  k

m
k
n

k
m mnmm

k
n

k
m mnm aNa 1 1

2

1
22

2

1

2

1 . ξξξ  

∑ ∑∑= ==  ≤ k
n

k
m m

k
m mnm Na1 1

222

1 ξξ    

eşitsizliğini verir. 
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Ve üstelik ∑ ∑∑=
∞

== ≤ k
n m m

k
m mnm Na1 1

222

1 ξξ  olur .                                                            (3.3)      

Şimdi bu eşitsizlik sağlandõğõ halinde 2l � nin her elemanõ için  

∑∞
=  1m mnma ξ    (n = 1, 2, ...)    (3.4)  

serisinin yakõnsak olduğunu göstereceğiz.  

Bu serinin bazõ ( ) ( )( ),..., 21
oo ξξ   elemanõ ve n sayõsõ için õraksak olduğunu kabul edelim. Bu 

durumda  

( )∑∞
=  1m

o
mnma ξ , daha õraksaktõr ve serinin sonlu toplamõ  

( )∑ =  k
m

o
mnma1 ξ , k artarken sonsuza gider.  

( )o
mξ  kompleks sayõlarõnõn argumanlarõnõ ( )o

mnma ξ  çarpõmlarõ pozitif sayõlar olacak şekilde 

değiştirelim.  

(3.3) eşitsizliğini 2l � nin elemanõna uyguladõğõmõzda ve eşitsizliğin sol tarafõnõ 

kaldõrdõğõmõzda  

( )( ) ( )∑∑ ∞
== ≤ 1

222

1 m
o

m
k
m

o
mnm Na ξξ  

eşitsizliğini elde ederiz. 

k� nõn artmasõyla eşitsizliğin sol tarafõ sonsuza gider ve buradan bir çelişki ortaya çõkar. 

Öyleyse (3.4) deki bütün seriler her x elemanõ için yakõnsaktõr. (3.3) eşitsizliğinin  

2

1
22

1 1 ∑∑ ∑ ∞
==

∞
= ≤ m m

k
n m mnm Na ξξ    (3.5) 

bağõntõsõnõ belirttiğini gösterelim.  

Gerçekten, belirli bir k ve 2l � nin belirli bir x elemanõ için eşitsizliği ters çevirdiğimizde, k ve 

yeterli büyüklükteki l  için ( k≥l  kabul ettiğimizde)  

2

1
22

1 1 ∑∑ ∑ ∞
== =  > m m

k
n m mnm Na ξξl  
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ve üstelik 

∑∑ ∑ ∞

== =
> 

1

22
2

1 1 m mn m mnm Na ξξl l ,  

bu (3.3) k = l  ile çelişir. Böylece (3.5) ispatlandõ.  

k� yõ sonsuza götürdüğümüzde (3.1) bağõntõsõna ulaşõrõz ve teorem ispatlanmõş olur.  

Not 3.2  

Yeterliliği ispatlarken (3.2) bağõntõsõnõ sadece k=l  durumda kullandõk. Yeterliliği, bu 

koşulun sadece kuadratik formlar için doğrulandõğõnõ gösterelim. Yani, her k için operatörün 

sõnõrlõ olmasõ için yeter koşul,  

2

11, ∑∑ ==  ≤  k
m m

k
mn nmnm Na ξξξ  dir.   (3.6) 

Eğer (3.6)� yõ ve bir bilineer fonksiyonelin kuadratik formuna karşõlõk gelen formülü 

kullanõrsak  

[ +−++ ≤ ∑∑∑ ===

2

1

2

11, 4
k
m mm

k
m mm

k
nm nmnm

Na ηξηξηξ        

              
−++ ∑∑ ==

2

1

2

1

k

m mm
k

m mm ii ηξηξ  

yazabiliriz. 

( )222 2 βαβα + ≤+   bağõntõsõnõ kullanarak, 1== yx  

olduğunda aşağõdaki eşitsizliği elde ederiz. 

Nak
nm nmnm 41, ≤  ∑ = ηξ , 

ve  x , y keyfi olduklarõnda 

[ ] [ ] 2/1

1
22/1

1
2

1, 4 ∑∑∑ ===   ≤ k
m m

k
m m

k
nm nmnm Na ηξηξ  olur. 
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Yani k=l  iken (3.2) koşulu (3.6)� nõn sonucudur. Yani anm matrisi ile tanõmlõ sõnõrlõ 

olmalõdõr. (3.2) koşulu ile bağlantõlõ bazõ durumlardan bahsedelim. Eğer apq (3.2) koşulunu 

sağlarsa qppq aA =*  eşlenik operatörün matris elemanlarõnõn da bu koşulu sağlayacağõ 

aşikardõr. Burada transpoze operatörün matrisini ve kompleks eşlenik operatörün matrisini de 

göz önünde bulundurmalõyõz.  

{ } { } pqpqqppq aAaA = = ;' .   (3.7) 

( ) ''* AAA ==                                                                                                                       (3.8) 

olduğu açõkça görülmektedir. Eğer A esas matrisinin elemanlarõ (3.2) koşulunu sağlõyor ise 

A  ve  A '  matris operatörlerinin elamanlarõnõn da koşulu sağladõğõ kolayca görülür. Eğer 

(3.2)� de   1== qp ηξ ve geri kalan mξ   ve  nη  eşit sõfõr alõnõrsa direkt olarak  ≤pqa  N   

bulunur. Sõnõrlõ dönüşüm tanõmlayan bir matrisin elemanlarõ için bir gerek koşul gösterelim. 

(2.3) formülünü göre nka � lar  kAϕ  elemanlarõnõn bileşenleridir. Bundan dolayõ aşağõdaki 

eşitsizlikler sağlanmalõdõr.  

∑∞

=
+∞<

1

2

n nka           ( k = 1,2, �)                                                                                    (3.9) 

A�  dan  A * � a geçersek  

∑∞

=
+∞<

1

2

m kma          ( k = 1,2, �)                                                               (3.10) 

olduklarõ görülür.              

Teorem 3.3  

Eğer aşağõdaki eşitsizlikleri sağlayan bir l  pozitif sayõsõ varsa (m ve n ye bağlõ olmayan)  

∑∞
= ≤1m nma l    (n = 1, 2, ...)                                                                  (3.11)            

∑∞
= ≤1n nma l    (m = 1, 2, ...)                                                                 (3.12) 

nma  matrisi sõnõrlõ bir dönüşüm oluşturur.  
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İspat : Yeterliliği gösterelim.  

1≤x    ve   1≤y    iken  

∑ ∑∞
=

∞
=   = 1 1n m nmnmaS ηξ                                                                (3.13) 

toplamõ sõnõrlõdõr. Bu durumda (3.2) koşulu sağlanõr.  

( )22

2
1 baab + ≤ �yi kullanarak  

( )∑ ∑∞
=

∞
= +  ≤ 1 1

22

2
1

n m nmnmaS ηξ  

= [ ] [ ]∑ ∑∑ ∑ ∞
=

∞
=

∞
=

∞
=   +  1 1

2
1 1

2

2
1

2
1

n m nmnm n nmm aa ηξ  

şeklinde yazabiliriz.  

(3.11) ve (3.12)� den  

( )∑∑ ∞

=

∞

=
≤+ =+ ≤

1

222

1

2

222 n nm m yxS l
lll ηξ  

olur ve teorem ispatlanmõş olur.  

Burada (3.13) serisi belirtelim ki her sõnõrlõ matris için yakõnsak değildir.  

Örnek olarak aşağõdaki iki sonsuz matrisi ele alalõm.  

A =    

............

...,1,0,0

...,0,1,0

...,0,0,1

...,0,0,0

             B =   

..................

...,0,1,0,0,

...,0,0,1,0,

...,0,0,0,1,

3

2

1

a
a
a

 

Burada ka  ortak terimleri ka  yakõnsak olan real sayõlar dizisidir. Teorem 3.3� ü kullanarak 

kolayca gösterilebilir ki bu lineer dönüşüm A ve B matrislerine karşõlõk gelmektedir. Yine 

(2.9)� u kullanarak kolayca gösterilebilir ki her hangi bir ka  (yukarõdaki koşulu sağlayan) için 

BA = I dir. ka  lar reel iken eşlenik matrislere ve transpozlara geçersek A' ve B', A'B' = I elde 
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ederiz. Ax =y eşitliği, 21 ηξ = ;  32 ηξ = ; ... formunda ve herhangi bir 2l∈y  için tek çözüme 

sahiptir. A'x=y eşitliği 1ξ  keyfi seçildiğinde ;..., 2312 ηξηξ = =  formunda sonsuz kümeler 

çözümüne sahiptir.  
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4. ÜNİTER MATRİSLER ve İZDÜŞÜM MATRİSLER  

U üniter dönüşümün temel özelliğini verelim:  

U*U = U U* = I . 

pqu , U� ya karşõlõk gelen matrisin elemanlarõ olsun. O zaman bu koşulu aşağõdaki gibi 

yazabiliriz.  

∑∞

=
=

1
*

s pqsqpsuu δ ;  ∑∞

=
= 

1
*

s pqsqps uu δ    (4.1) 

Burada qp ≠   için 0=pqδ   ve   1=ppδ   dir. 

nmmn uu =*   olduğundan  

∑∞

=
= 

1s pqsqsp uu δ                                                                   (4.2) 

∑∞

=
=

1s pqqsps uu δ                                                                                                                  (4.3) 

eşitliklerine de yazabiliriz. 

Yani pqu  matrisi ortogonal matristir.  

Teorem 4.1  

pqu  kompleks sayõlarõnõn bir üniter dönüşüme karşõlõk gelen matrisin elemanlarõ olmasõ için 

gerek ve yeter koşul (4.2) ve (4.3) eşitliklerinin sağlanmasõdõr.  

Gereklilik yukarõda ifade edildiği gibi (4.2) ve (4.3)� nin sonucudur. Yeterliliği gösterelim. 

(4.2) ve (4.3) eşitlikleri verildiğinde pqu  matrisine lineer sõnõrlõ bir dönüşümün karşõlõk 

geldiğini gösterelim. Aslõnda bu dönüşümün üniter olmasõ (4.2) ve (4.3) koşullarõnõn (4.1)� e 

denk olmasõnõn sonucudur.  

(4.3) koşulu  ∑∞

=
=

1

2
1

s psu   olduğunu gösterir. Bu yüzden  

kk nkn u ξξ ∑∞

=
=

1
'    (4.4) 
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serisi her x elemanõ için yakõnsaktõr.  

Aşağõdaki ifadeyi oluşturalõm.  

( ) ts
n

s

n

t

m

p ptpst
m

p

n

s

n

t sptps
m

p

n

q qpq uuuuu ξξξξξ   == ∑ ∑ ∑∑ ∑ ∑∑ ∑ = = == = == = 1 1 11 1 1

2

1 1
 

m�i sonsuza götürdüğümüzde (4.2)� den aşağõdaki ifade oluşur.  

2

1 1

2

1∑ ∑∑∞

= ==
=

p

n

q q
n

q qpqu ξξ   ve  üstelik  

∑∑ ∑ ∞

== =
≤

1

22

1 1 q q
m

p

n

q qpqu ξξ   olur. 

Burada m belirli bir sonlu sayõdõr. ∞=n  olduğunda da eşitsizlik sağlanõr. Eğer m�i sonsuza 

götürürsek aşağõdaki eşitsizliği elde ederiz.  

2

1

2

1 1 ∑∑ ∑ ∞

=

∞

=

∞

=
≤

q qp q qpqu ξξ .   (4.5) 

Bu da bize U� nun sõnõrlõ olduğunu gösterir. Vurgulayalõm U üniter iken (4.5) ifadesi eşitlik 

belirtir.  

Bir P izdüşüm operatörüne karşõlõk gelen ikp  matrisin L alt uzayõnda göz önüne alalõm. Biliriz 

ki P kendine eş operatör ve PP =2  dir. Buradan aşağõdaki koşulu elde ederiz.  

∑∞

=
=   =

1
;

s ikskisikki ppppp     (4.6) 

Yukarõdaki üniter dönüşümde olduğu gibi gösterilebilir ki bu koşullar, ikp  matrisinin bir 

izdüşüm operatörüne karşõlõk gelmesi için gerek ve yeter koşuldur.  
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5. OPERATÖRLERİN MATRİS TEMSİLİNE DAİR ÖRNEKLER  

Örnek 5.1 

( ) ( ) ( ) ( )∫
∞

∞−
  == dttftsKsAfsg ,  

formülüyle ( )∞∞− ,2L � de tanõmlõ integral operatörünü düşünelim. Burada K(s,t) 

fonksiyonuna  operatörün çekirdeği denir. Eğer çekirdek  

( )∫∫
∞

∞−

∞

∞−
∞< dtdstsK 2,                                                    (5.1) 

koşulunu sağlõyorsa çekirdeğe Hilbert-Schmidt çekirdeği denir ve bu çekirdekle oluşturulan 

operatöre de Hilbert-Schmidt operatörü denir.  

(5.1) koşulunun sağlandõğõnõ varsayalõm.  

Cauchy-Bunjakovski eşitsizliğine göre her t ve u için  

( ) ( ) ( ) ( )∫∫∫
∞

∞−

∞

∞−

∞

∞−
 ≤    dsusKdstsKdsusKtsK 22 ,,,.,  dir. 

( ) ( ) ( ) ( ) =       ∫∫ ∫ ∫
∞

∞−

∞

∞−

∞

∞

∞

∞−
dudtdsusKdstsKuftf 22 ,,..  

= ( ) ( ) ≤






   ∫ ∫

∞

∞−

∞

∞−

2
2, dtdstsKtf  

( ) ( )∫ ∫ ∫
∞

∞−

∞

∞−

∞

∞−
∞<   ≤ dtdstsKdttf 22 ,  .   

Fubini teoreminden  

( ) ( )
2/12

,






    = ∫ ∫

∞

∞−

∞

∞−
dttftsKdsg =  

= ( ) ( ) ( ) ( ){ } ≤    ∫ ∫ ∫
∞

∞−

∞

∞−

∞

∞−

2/1
,, duufusKdttftsKds  

( ) ( )∫ ∫∫
∞

∞−

∞

∞−

∞

∞−
  ≤ dtdstsKdttf 22 ,   olur. 
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Hilbert-Schmidt operatörünün sõnõrlõ olduğunu ve bunun normunun  

( )∫ ∫
∞

∞−

∞

∞−
 dtdstsK 2,  

sayõsõnõ aşmadõğõnõ gördük. 

( )∞∞− ,2L  de ( ){ } ∞
1tkϕ  fonksiyonlarõnõn bütün ortonormal sistemlerini ele alalõm ve  

( ) ( ) ( ) dtdststsKa kiik     ,∫ ∫
∞

∞−

∞

∞−
= ϕϕ    (i, k = 1, 2, 3, ...) 

ifadesini tanõmlayalõm. 

( )∞∞− ,2L  da herhangi bir f(t) fonksiyonu seçelim ve ( ) ( )∫
∞

∞−
=  kk xdtttf ϕ    

 (k = 1, 2, 3, ...)  olsun.  

( ) ( ) ( )∫
∞

∞−
  = dttftsKsg ,  fonksiyonunun  

( ) ( )∫
∞

∞−
  = dsssgy ii ϕ    (i = 1, 2, 3, ...)  Fourier katsayõlarõ 

( ) ( ) ( )∫ ∫
∞

∞−

∞

∞−
== dtdsstftsKy ii    , ϕ  

= ( ) ( ) ( ){ }dtdsstsKtf i     ∫ ∫
∞

∞−

∞

∞−
ϕ,    (i = 1, 2, 3, ...) şeklinde tanõmlanõr.  

( ) ( )∫
∞

∞−
  dsstsK iϕ,  ∼   ( )∑

∞

=
 

1k
kik ta ϕ   (i = 1, 2, 3, ...)                                   (5.2) 

ve f(t)  ∼   ( )∑∞
=1k kk tx ϕ , 

olduklarõnda, Parseval bağõntõsõndan 

∑∞
=  = 1k kiki xay   (i = 1, 2, 3, ...) elde ederiz.  

Benzer şekilde (5.2) bağõntõsõnõn sonucu olarak  

( ) ( )∫ ∑∫
∞

∞−
∞

=
∞

∞−
=  1

22
, k iki adsstsKdt ϕ    (i = 1, 2, 3, ...) olur.  
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Diğer yandan Parseval bağõntõsõndan  

( ) ( ) ( )
2

1

2 ,,∫ ∑ ∫
∞

∞−

∞

=

∞

∞−
  =

i i dsstsKdstsK ϕ  

ve buradan 

( ) 2

1,

2
dt ds , ∑∫∫

∞

=

∞

∞−

∞

∞−
=

ki ikatsK   olur. 

∑∞
= ∞<1,

2
ki ika   olmak üzere her Hilbert-Schmidt operatörünün bir matris operatör tarafõndan 

temsil edildiğini gördük. 

Örnek 5.2 

( )∞∞− ,2L   uzayõnda Fourier dönüşümünün bir matris temsiline örnek verelim. 

( )∞∞− ,2L     uzayõna ait  ( )xf   fonksiyonunun Fourier dönüşümü ( )λf�  

( )λf�  =  ( )∫
∞

∞−
dxexf xiλ

π2
1  ,          ( )∞<<∞− λ                           

formulü ile tanõmlanõr (Kolmogorov and Fomin, 1961, Hochstadt, 1989).  ( )λf� ∈ ( )∞∞− ,2L  

olduğu bilinmektedir. Böylece  

her  ( )xf ∈ ( )∞∞− ,2L  fonksiyonuna  ( )λf�  =  ( )∫
∞

∞−
dxexf xiλ

π2
1  integrali ile bir 

( )λf� ∈ ( )∞∞− ,2L  fonksiyonu karşõlõk getirilir. Bununla bir  

F : ( )∞∞− ,2L   →  ( )∞∞− ,2L    

operatörü tanõmlanmõş olur. Bu operatörün üniter olduğu, yani F bütün ( )∞∞− ,2L    bütün 

( )∞∞− ,2L   ye dönüştürdüğü ve  

fFf =           ( )( )  ,-L 2 ∞∞∈∀ f   

koşulunun sağlandõğõ görülür. 
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F lineer sõnõrlõ operatör olduğundan matris temsile sahiptir ve F in matrisinin ( )∞∞− ,2L � de 

seçilmiş baza bağlõ olduğu bilinmektedir. F operatörü  2L  de ortonormal özvektörler bazõna 

sahiptir (Kolmogorov and Fomin, 1961, Hochstadt, 1989). 

Bunlar  

( ) ( ) 2

2x

nn exHx
−

=ϕ   ( n =0,1,2, �) 

fonksiyonlarõndan ibarettir. Burada ( )xH n  n.dereceden Hermit polinomudur. ( )xnϕ  

fonksiyonlarõna Hermit fonksiyonlarõ denir(Kolmogorov and Fomin, 1961, Hochstadt, 1989). 

(Kolmogorov and Fomin, 1961)�  den bilindiği gibi  

nnF ϕϕ =4  . 

Burada 4F  operatörü F� in dördüncü mertebesini göstermektedir. Buradan  F  operatörünün 

özdeğerlerinin sadece 1±  ve i±  sayõlarõndan ibaret olduğu ve her özdeğerin sonsuz katlõ 

olduğu görülür. Böylece F operatörü  }{ nϕ  özvektörler bazõnda köşegen elemanlarõ 1±  ve i±  

sayõlarõndan ibaret sonsuz köşegen matrisi ile ifade edilir. 
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6. KENDİNE EŞ MATRİSLERİN SPEKTRAL AÇILIMI  

Bir A kendine eş matrisi (3.2) ve (2.6) koşullarõyla tanõmlanõr. Matrisin özdeğer ve 

özvektörleri aşağõdaki sonsuz sistemin 2l � de sõfõrdan farklõ çözümlerin olmasõ koşulu ile 

tanõmlanõr.  

∑∞

=
=

1s isisa λξξ    (6.1) 

(i = 1, 2, ...)  

Eğer özvektörler kψ  kapalõ bir ortonormal sistem oluştururlarsa ve baz vektörleri olarak 

alõnõrlarsa, A operatörüne karşõlõk gelen matrisin elemanlarõ şu şekildedir.  

( ) ( )
içinqp
içinqp

Aa
p

pqqpqpq    ,
   ,0

,,
= 
≠ 

  




== = λψψλψψ   (6.2) 

Yani ana köşegeni pλ  sayõlarõndan oluşan bir köşegen matris elde ederiz. Kendine eş bir 

matrisin bir spectrum noktasõna sahip olmasõ için gerek ve yeter koşul bir köşegen matrise 

denk olmasõdõr.  

Yukarõdaki durumda kψ  baz vektörleri olduğunda,  

( ) ( ) 2

11 ,;, ∑∑ ∞
=

∞
= =  = s sss sss xAxyAx ξληξλ    (6.3) 

eşitliğini elde ederiz. 

Genelde verilen bir ika  kendine eş matrisi için birimin öyle bir λ℘  açõlõmõ, yani öyle bir 

azalmayan ( )λikl  izdüşüm matrisi vardõr ki  

( ) ( )




 =
 ≠

    =  =
içinki
içinki

bikik ,
,

1
0

;0 ll α    (6.4) 

(i,k = 1, 2, ...)   dõr.  

Ve aşağõdaki formülü elde ederiz.  

( ) ( ) ( )( )∑ ∫ ∫ ∑∞

=

∞

=
=℘===

1 1
' ,,

s

b

a

b

a s sisiisisi dxdAxax ξλλϕλϕξ λ l , 
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yani   ( )∫= b

a isis da λλ l    (6.5) 

ve        
( ) ( )( )
( ) ( )( ) 





=

 =

∫ ∑
∫ ∑

∞
=

∞
=

b

a ts stst

b

a ts stst

dxAx

dyAx

1,

1,

,

,

ξξλλ

ηξλλ

l

l
  dõr.   (6.6) 

Birimin açõlõmõ özelliğinden 21 λλ ≤  için  

( ) ( ) ( ) ( ) ( )∑ ∑∞
=

∞
= ==1 1 11221s s ikskisskis λλλλλ lllll    (6.7) 

ve genel olarak  

( ) ( ) ( )∑∞
= ∆∆=∆  ∆1 2121 .s ikskis λλλ lll ,   (6.8) 

burada eşitliğin sağ tarafõ 21∆∆  aralõğõnõn sonunda ( )λikl  değerlerinin farkõnõ gösterir. Eğer 

( )λf  fonksiyonu [ ]ba,  aralõğõnda azalmayan bir fonksiyon ise f(A) operatörü aşağõdaki 

elemanlardan oluşan bir matrise karşõlõk gelir.  

( ){ } ( ) ( )∫   = b

a ikik dfAf λλ l .    (6.9) 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )∑ ∫ ∫ ∫
∞

=
=

1 2121 . 
s

b

a

b

a

b

a ikskis dffdfdf λλλλλλλ lll                                                 (6.10) 

şeklinde yazabiliriz.  

Belirtelim ki  

( ) ( )∑∞

=
=℘

1,
,

ts ststx ηξλνλ l                                                               (6.11) 

bilineer formu λ � nõn sõnõrlõ değişken fonksiyonudur. y = x olduğunda (6.11) ifadesi λ � nõn 

azalmayan bir fonksiyonu olur ve bunun sonucu olarak da ( )λssl  fonksiyonlarõ da azalmayan 

olurlar. (6.9) formülü geniş f( λ ) fonksiyonlar sõnõfõna uygulanabilir. f( λ )� nõn sõnõrlõ  

olduğunu farzetmek yeterlidir. Bu durumda azalmayan bir fonksiyona göre ölçülebilir 

olacaktõr. Sürekli bir spektrum durumunda bütün ( )λikl  fonksiyonlarõ sürekli olacaktõr. 

Bunun tersi de doğrudur. Karõşõk spektrum halinde biz A� nõn saf noktasal spektruma sahip 

olduğu alt uzayõ L ile saf spektruma sahip olduğu tümleyenini ise H-L ile gösterelim. Bu alt 

uzaylarda kapalõ ortonormal sistemleri ele alalõm. L� de ( ),..., '
2

'
1 ξξ   elemanõnõ ve H-L� de 
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( ),..., "
2

"
1 ξξ  elemanlarõnõ aldõğõmõzda, bilineer ve kuadratik formu, ( )λstl  sürekli olmak üzere 

aşağõdaki gibi yazabiliriz.  

( )( )
( )( ) 






+=

+=

∫ ∑∑∑

∑ ∑ ∫ ∑
∞

=

∞

=

∞

=

∞

=

b

a ts ststk kkki ikik

ki k

b

a ts ststkkkikik

da

da

1,
""2'

1,

1, 1,
""''

ξξλλξλξξ

ηξλληξληξ

l

l
.                                                     (6.12) 

( ){ } ikR λ  elemanlarõ  

( ){ } ( ){ }ikik IAR 1−−= λλ  

eşitliği ile tanõmlanmõş A matrisini düşünelim.  

( ){ } ( )
∫ −

= b

a
ik

ik
dR

λµ
µλ l

,                                                              (6.13) 

A� nõn spectrumuna ait olmayan λ  için yukarõdaki (6.13) eşitliğini elde ederiz. Vurgulayalõm 

ki (6.9)� dan A nõn pozitif integral kuvvetlerini aşağõdaki gibi yazabiliriz:  

{ } ( )∫= b

a ik
m

ik
m dA λλ l                                                               (6.14) 

Eğer λ  = 0  A� nõn spektrumuna ait değilse yani bütün ( )λikl � ler, λ = 0� õn bazõ 

komşuluğunda sabitlerse, sõnõrlõ bir 1−A  ters matrisi vardõr ve kuvvetleri  

{ } ( )∫  = −− b

a ik
m

ik
m dA λλ l                                                               (6.15) 

eşitliği ile verilir.  
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7. SINIRSIZ SİMETRİK OPERATÖRLERİN MATRİS TEMSİLİ  

H uzayõnõn ayrõk olduğunu farz edelim. A operatörünün matris temsili ile ilgilenelim. A 

operatörü burada sõnõrsõz, simetrik ve kapalõdõr.  

H� de yoğun AD  alt kümesine ait olan bir { } ∞
1ke  ortonormal bazõnõ alalõm.  

kk cAe =         (k = 1, 2, 3, ...)   ve                                                                                        (7.1) 

( ) ikik aeAe =,   (i, k = 1, 2, 3, ...)                                                                                           (7.2) 

olsun. 

Şimdi ke vektörlerindeki değerlerine göre yani ( )ika  matrisine göre A operatörünü 

oluşturalõm. 

Bu amaçla bütün ke (k = 1, 2, 3, ...) vektörler kümesinin ( ),...,, 321 eeeLL =  lineer birleşimini 

ele alalõm. 

B operatörü  

kk cBe = ,   (k = 1, 2, 3, ...)                                                                 (7.3) 

eşitliği ile   ≥1k ve ke �lar için tanõmlõ bir lineer operatör olsun. Lineerliği ile L� ye 

genişletilsin. Böylece B� nin BD  tanõm kümesi lineer manifold L� dir. kiik aa =  olduğunda B 

simetriktir. (7.1) ve (7.3) ten A, B� nin kapalõ bir genişletilmesidir. Böylece B� nin kapanõşõ 

B ,  

AB ⊂  

bağõntõsõnõ sağlar. 

B  (7.1) koşullarõnõ sağlayan minimal operatördür. Eğer  { } ∞
1ke  bazõnda matrisi  ( )ika  olan bir 

operatör alõnõrsa o zaman B � nin herhangi bir simetrik genişletilmesi değil B �  nin kendisini 

kabul etmek doğaldõr.  
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Buradan AB =  yazabiliriz. Bu durumda A operatörü { } ∞
1ke  bazõna göre ika  matrisiyle temsil 

edilir. { } ∞
1ke  bazõnda değişiklik ( )ika  matrisini ve B operatörünü de değiştirir. Bu durumda bir 

soru ortaya çõkar. Kapalõ simetrik bir A operatörü verildiğinde AB =  eşitliğine göre bir { } ∞
1ke  

ortonormal baz bulmak mümkün müdür? Aşağõda bu soruyu cevaplayacağõz.  

Tanõm 7.1  

Eğer aşağõdaki koşullar sağlanõyorsa { } ∞
1ke  ortonormal bazõna, A kapalõ simetrik operatörünün 

matris temsili için bir baz oluşturur denir.  

1) bazõn elemanlarõ AD � ya aittir  

2) A birim elemanlarõ  1, ≥ kek  değerleri kAe  olan minimal kapalõ lineer operatördür. 

Teorem 7.2  

A bir kapalõ simetrik operatör, { }ke  elemanlarõ AD �ya ait olan keyfi bir ortonormal baz ve  

( ) ikik aeAe =,   (i,k = 1, 2, 3, ...) olsun. Eğer  

∑∞
=  = 1k kk exf                                                                                       (7.4) 

ise o zaman her ADf ∈   için  Af  değeri aşağõdaki formüller ile verilir.  

∑∞
== 1i iieyAf                                                                                                (7.5)    

∑∞
== 1k kiki xay    (i = 1, 2, 3, ...).                                                                    (7.6)   

İspat : İspat aşağõdaki denklemin sonucudur.  

( ) ( ) ( ) ( )∑∞
=  === 1 ,,,, k ikkiii AeeefAefeAfy  

                    = ( )( )∑ ∑∞
=

∞
== 1 1,,k k kikikk xaeAeef   (i = 1, 2, 3, ...).  

Teorem 7.3  

A bir kapalõ simetrik operatör, { } ∞
1ke  A� nõn bir matris temsilinin bir bazõ ve ( )ikik eAea ,=     

(i, k = 1, 2, 3, ...)  olsun.  
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Aşağõdaki bağõntõlarla T operatörünü tanõmlayalõm.  

∑∞

=
=

1i iiezTf , burada ∑∞

=
=

1k kiki xaz  ve TD  kümesi üzerinde, ∑ ∑=
∞

= ∞<1

2

1i k kik xa   olmak 

üzere bütün vektörler ∑∞
== 1k kk exf  dõr.  

O zaman  *AT =    yani  T,  A� nõn eşleniğidir.  

İspat: İlk önce  

TA ⊂*                                                                                 (7.7)    

olduğunu ispatlayalõm. *ADg ∈   ve  ** ggA =   olsun.  

∑ ∑∞
=

∞
== = 1 1

*,k i iikk ezgexg   olduğundan  

( ) ( ) ( )( )∑∞
=  === 1

* ,,,, k ikkiii AeeegAegegz  

                   = ( )( )∑ ∑∞
=

∞

=
= 1

1
,,k

k
kikikk xaeAeeg  

elde ederiz. Aynõ zamanda  

∑∞
= ∞<=1

2*2
i i gz   dõr.  

Buradan g, TD  kümesine aittir ve *gTg = dõr. O halde (7.7) ispatlamõş olduk. 

İspatta { } ∞
1ke  bazõnõn A operatörün matris temsilinin bir bazõ olduğunu kullanmadõk. Şimdi  

*AT ⊂      (7.8) 

olduğunu ispatlayalõm.                                                                                      

TDg ∈   ve  ∑∞
== 1k kk exg   olsun. 

 ( ) ( ) ∑∑ ∞

=

∞

=
  ==

11
,,

k kkik kiki xaeAexgAe  eşitliğini elde ederiz.  

Aynõ zamanda 
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( ) ∑ ∑∞
=

∞
=== 1 1, k k kkikiki xaxaeTg  eşitliği sağlandõğõnda  

( ) ( ) ( )TgeeTggAe iii ,,, ==  olur. 

Sonuç olarak ( ),...3,2,1=iei  vektörlerinin lineer birleşimindeki her f için  

(Af, g) = (f, Tg) dir.                                                                                                              (7.9) 

Fakat { } ∞
1ke  bazõ, A operatörün matris temsilinin bazõ olduğunda (7.9) eşitliği ADf ∈  için 

sağlanõr. Bundan dolayõ *ADg ∈  ve TggA =*  dir. O halde (7.8) bağõntõsõ sağlandõ. (7.7) ve 

(7.8) bağõntõlarõndan  *AT =  olduğu ispatlanmõştõr. 

Uyaralõm ki Teorem 7.3 aşağõdaki denklemi verir.  

( ) ( )∑ ∑ ∑∑∞

=

∞

=

∞

=

∞

=
= 

1 1 11i k i ikikik kik yaxyxa                                                                            (7.10) 

Burada ∑∞
=1k kk ex  AD  kümesinin ve ∑∞

=1i iiey   *AD  kümesinin vektörleridir. (7.10) Denklemi 

aşağõdaki şekilde de ifade edilebilir.  

( ) kk i iiki i
k

kik xyayxa ∑ ∑∑ ∑ ∞
=

∞
=

∞
=

∞

=
= 








1 11
1

. 

Eğer toplamõn tersi *AD � daki her vektör için geçerli ise o zaman *A  operatörü simetriktir. Bu 

durumda A kendine eş bir operatördür.  

Yukarõdaki teoremler simetrik operatörlerin matris temsillerinin neden (7.5), (7.6) ve (7.4) 

formlarõndaki formüllerle kurulamadõğõnõ gösterir.  

Teorem 7.4  

Her kapalõ simetrik A operatörün matris temsilinin bir bazõ vardõr.  

İspat: İlk olarak, { } Ak Df ⊂∞
1  dizisi vardõr, öyle ki her ADf ∈  için, ff kii

= 
∞→

lim  ve 

AfAfkii
= 

∞→
lim  olacak şekilde { } ∞

=1ikif  alt dizisi olduğunu ispatlayalõm. Bundan sonra { } ∞
1kf  

dizisini ortagonalleştirerek teoremi ispatlamõş oluruz. H� de yoğun olan keyfi bir { } ∞
1kh  dizisi 

seçelim. Eğer bir (m, n, p) tamsayõ üçlüsü için aşağõdaki eşitsizliği sağlayan ADf ∈  varsa  
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p
Afh

p
fh nm

1,1 ≤−    ≤− , 

bu taktirde bu üçlüye f elemanõnõ karşõlõk getirelim ve bunu pnmf ,,  ile gösterelim. Eğer { } ∞
1kh  

dizisi H� de yoğunsa o zaman { }pnmf ,,  dizisi sonsuz bir dizi tanõmlar. Her (m,n,p) üçlüsüne bir 

elemanõn karşõlõk gelmemesi veya farklõ üçlüye aynõ elemanõn karşõlõk gelmesi durumu 

sonralar göreceğimiz gibi önemli değildir. { }pnmf ,,  dizisinin elemanlarõnõ bir indis ile 

numaralayarak istenilen  { } ∞
1kf  dizisi elde edilir. 

İspat için keyfi bir ADf ∈ , keyfi 0>ε  ve  
ε
2' ≥p  tamsayõsõnõ seçelim. { } ∞

1kh  dizisi H� de 

yoğun ise öyle bir m', n' tamsayõsõ vardõr ki  

''

1,1
''

p
Afh

p
fh

nm
≤−  ≤−   dir.                                                                                    (7.11)    

(7.11)�  den ( )''' ,, pnm   üçlüsünün öyle bir ''' ,, pnm
f  elemanõ vardõr  ki   

',,',,

1,1
''''''''

p
Afh

p
fh

pnmnpnmm
≤−  ≤−   dir.                                                                     (7.12)   

(7.11) ve (7.12)� den  

εε ≤−  ≤− AfAfff
pnmpnm '''''' ,,,,

,   dir.  

0>ε  keyfi iken, istenilen { } ∞
=1ikif  alt dizisi elde edilmiş oldu. Böylece teorem ispatlandõ.  

Her kapalõ simetrik operatöre karşõlõk gelen bir Hermityen matrisi olduğunu ispatladõk. 

Bununla birlikte her Hermityen matris bir simetrik operatör tanõmlamaz.  

Teorem 7.5  

Eğer Hermityen (aik) matrisi aşağõdaki bağõntõyõ sağlarsa  

∑∞
= ∞<1

2
i ika    (k = 1, 2, 3, ...)                                                                                           (7.13) 

ilgili her ortonormal baza bağlõ olarak kapalõ bir simetrik operatör tanõmlar.  
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İspat: ∑∞
=  = 1i iikk eaAe   (k = 1, 2, 3, ...) olsun.  

Bu en başta söylediğimiz  B   operatörünü tanõmlar.  

(7.13) koşulunu sağlayan sõnõrlõ olmayan hermityen matrislere sõnõrsõz Hermityen matrisler 

denir. Genelde sõnõrsõz Hermityen (aik) matrisi için ( ) ( ) ( )sksirik

o
uarua     =






 ..*  formülü 

sağlanmayabilir. Buna göre genelde simetrik sõnõrsõz operatörleri matris temsili yardõmõ ile 

incelemiyorlar. 

Örnek 7.6 

H = ),(2 ππ−L  uzayõnda  

)(1 ' xf
i

Lf =             )1( −=i        

operatörünü göz önüne alalõm. L �nin tanõm kümesi  

[ ]{ } )()(  vesürekli de  ,-  )(     )(:)( ' ππππ ffxfvexffLD =−=                            

elemanlarõndan ibaret olsun. :L  ),(2 ππ−L  → ),(2 ππ−L  simetrik sõnõrsõz operatördür. 

Gerçekten  D( L)  ),(2 ππ−L  üzerinde her yerde yoğundur ve  

)(, LDgf ∈  iken 

∫∫ −−
==

π

π

π

π
dxxgxf

i
dxxgxfLgLf )()('1)()(  ),(   

=  dxxg
i

xfxgxf
i







+ ∫−−

)(1)(|)()(1 'π

π

π

π
 

= [ ] ∫−+−−−
π

π
ππππ dxLgfgfgf

i
)()()()(1    

= ),( Lgf  

),(),( LgfgLf =    dir.                                                                                    
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Bu ise L� nin simetrikliğini gösterir. 

)(int LDe ∈   iken ( n = 0,1,2, �),  π
π

π
2intint == ∫− dtee  

∞→=== nnne

e

eL

π
π

π 2
2.

2

)( int

int

int

    olduğundan 

L sõnõrsõz operatördür. 

Fourier serileri (Tolstov, 1962) teorisinden 






 ikte

π
1   ,...)2,1,0( ±±=k  fonksiyonlar 

kümesinin ),(2 ππ−L � de bir ortonormal baz oluşturduğu bellidir. iktikt keLe =   

,...)2,1,0( ±±=k  olduğu göz önüne alõnõrsa { }ikte  bazõnda L operatörünün matrisinin aşağõdaki 

şekilde köşegen matris olduğu açõkça görülmektedir. 





























−
−

.....................

...20000...

...01000...

...00000...

...00010...

...00002...

.....................

 

Burada fark sadece matrisin satõr ve sütun elemanlarõnõn 1� den ∞� a kadar değil, - ∞� dan  

∞� a kadar numaralandõrõlmasõdõr. Bu  ikte
π2

1   fonksiyonlarõnõn ,...2,1,0 ±±=n  sayõlarõ ile 

numaralandõğõndan ortaya çõkmõştõr. 

Uyarõ 7.7  

L operatörünün sõnõrsõz olduğu, bunun matrisin köşegen elemanlarõnõn sõnõrsõzlõğõndan da 

görülmektedir. 
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8. JAKOBİYEN MATRİSLERİ  

Şimdi elde edilen bazõ sonuçlarõ jakobiyen matrislerine uygulayalõm. 

LLLLLL

K

K

K

K

332

221

110

00

00
00
00
000

bab
bab

bab
ba

                                                                                                  (8.1)    

burada ia �ler reel ve 0>ib  dõr.  

∞<== ∑∑ ∞

=

∞

=

2

1

2

1
2

i kii ikk aad    ( k=1,2,�; 0≥kd )   

koşulu sağlanõr.  

Baz vektörlerini numaralandõrõrken k = 0 ile başlayalõm.  

( )λkP , reel polinomlarõnõ  

( ) ( ) ( ) ( )λλλλλ 111 −−+ ++ = kkkkkkk PbPaPbP ,   (8.2) 

( ) ( ) 1;01 =  =− λλ oPP  

ile form edelim (Smirnov, 1964, V.5, sayfa, 500, 619). 

Bunun sonucu olarak (Smirnov, 1964, V.5, sayfa 501)  

( ) okk eAPe =  olur.   (8.3) 

Burada ke  baz vektörleridir. 

Teorem 8.1  

Eğer  

( )∑∞
=0

2
k k iP          ( )1−=i  ,                     (8.4)  

serisi yakõnsaksa, A operatörü kendine eş değildir. 
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İspat :(8.4)� ün yakõnsaklõğõndan, 2l∈x � yi ( )iPx kk =  bileşenleri ile gösterelim. Böylece 

( ) ( )iPex kk =,  olur.  

111 +−− ++= kkkkkkk ebeaebAe   olduğundan ve (8.2)� yi kullanarak  

( ) ( ) ( ) ( ) ( )iiPiPbiPaiPbxAe kkkkkkkk = + + = +−− 111,  

eşitliğini elde ederiz. ( ) ( )iPxe kk =,  iken  ( ) ( )ixexAe kk ,, =  yazabiliriz. Skaler çarpõmõn 

dağõlma özelliğinden her y �sonlu elemanõ� için (Ay, x) = (y, ix) eşitliğini elde ederiz. 

Teoreme göre (Smirnov, 1964, V.5, sayfa 618) her ( )ADy ∈  bu denklemi sağlar. Böylece, 

x∈ D( *A )�dõr ve ixxA =* . Buradan A kendine eş olmadõğõ görülür.  

Teorem 8.2  

Eğer (8.4) serisi õraksaksa, A kendine eştir.  

İspat : *A � õn i±  öz değerlerine sahip olmadõğõnõ göstermek yeterlidir. Tersini düşünelim. 

ixxA =*  olsun, burada ( ),...,, 21 xxxx o  sõfõrdan farklõdõr. *A  tanõmõndan ve )(ADek ∈  

olduğundan, ( ) ( )ixexAe kk ,, =  eşitliğini veya ( ) ( ) kkk xiexiAex  == ,,  elde ederiz. Yani 

( ) kkkkkkk xiebeaebx  =++ +−− 111,  dõr. Skaler çarpõmõ açõk olarak yazdõğõmõzda 

kkkkkkk ixxbxaxb =++ +−− 111  eşitliğini elde ederiz. (8.2) ve tam tümevarõm metodunu 

kullanarak ( ) okk xiPx =  eşitliğini ve 0≠ox  elde ederiz. Fakat bu (8.4)� ün õraksaklõğõ ile 

çelişki yaratõr. Eğer (8.4)� te i ve �i yer değiştirirsek başka bir õraksak seri elde ederiz. 

( ) ( )iPiP kk =− , iken yukarõdaki gibi *A , (-i) özdeğerine sahip değildir. Öyleyse teorem 

ispatlanmõş olur. Böylece (8.4) serisinin õraksak olmasõ için gerek ve yeter koşul A nõn 

kendine eş olmasõdõr. Verilen son iki teoremin ispatlarõnõ tekrar ettiğimizde gösterilebilir ki, 

eğer  

( )∑∞

=0

2

k k aP    (8.5) 

serisi verilen reel olmayan her a için yakõnsaksa o zaman a  ve a , *A � õn özdeğerleridir, eğer 

(8.5) serisi reel olmayan bazõ a için õraksaksa a  ve a  *A � õn özdeğerleri değildirler. Bunun 

sonucu olarak A kendine eş yani (8.4) serisi õraksaktõr. Zõt olarak (8.5) serisi reel olmayan 
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bazõ a için õraksaksa, A*� õn reel olmayan özdeğerleri vardõr ve A kendine eş değildir. (8.4) 

serisi de yakõnsak olur.  

Teorem 8.3 

Sadece iki durum söz konusudur. (8.5) serisi verilen non-reel a için õraksaktõr ya da verilen 

non-reel a için yakõnsaktõr. Birinci durumda A kendine eştir, ikinci durumda ise kendine eş 

değildir.  

Teorem 8.2� nin ispatõnõn sonucu olarak (8.4) serisi yakõnsaksa öz değer i� ye karşõlõk gelen 
*A � õn öz vektörlerinin bileşenleri ( ) okk xiPx  =  (k = 1, 2, ...) denklemlerini sağlarlar. Burada 

ox  keyfi ve sõfõrdan farklõdõr. Yani ( )AM i  alt uzayõ tek boyutludur. Benzer olarak ( )AM i−  alt 

uzayõ da tek boyutludur. ( ) ( )AMAM ii  −   , � dan kx  elemanlarõnõn yerlerine eşlenikleri ile yer 

değiştirerek elde edilir. ( )AM i  ve ( )AM i−  alt uzaylarõnõn ix  ve ix−  elemanlarõ keyfi 

kompleks çarpanlara ayrõlabilir.  

( ) ( )∑ ∑∞
=

∞
=− −=  = 0 0,k k kkikki eiPxeiPx . 

A� nõn kendine eş genişletilmesi θA � nõn ( )θAD  alt uzayõnõn elemanlarõ θaxxv A +=  ile tek 

türlü tanõmlõdõr. Burada ( )ADxA ∈ , a herhangi bir kompleks sayõ, )( 2/2/
ii xexeix θθ

θ + = −
−  ve 

πθ 20 ≤≤  dir. λ℘  birinci durumda A� nõn spektral fonksiyonu veya ikinci durumda herhangi 

θA � nõn spektral fonksiyonu ve ),()( 00 eeλλρ ℘=  olsun.  

( ) ( ) ( )




 =
 ≠

  = ∫
∞

∞− içink
içink

dPPk
l

l
l ,1

,0
λρλλ  

( ) ( ) ( ) ( ) ( )∫ ∫
∞

∞−

∞

∞−
℘ = = okkkk edPedPPeAe λλλρλλλ   ,, ll , 

eşitliklerini elde ederiz (Smirnov, 1964, V.5, sayfa 502).   

Burada, A ikinci durumdaki θA  ile yer değiştirmelidir. Açõktõr ki (8.1) matrisinin elemanlarõ  

( ) ( ) ( )∫
+∞

∞−
  = λρλλλ dPPa ikik   ile verilir.  
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Teorem 8.4  

( )λkP   polinomlarõ ( )λρ �ya göre kapalõ bir sistem teşkil ederler.  

İspat : ( )




   >
  ≤<∞−

  =
için

için
µλ

µλ
λϕ µ ,1

,0
 

şeklinde bir fonksiyon olsun. Sonlu sayõda maaa ,,, 21 K  değerleri alan keyfi ( )λπ  fonksiyonu, 

böyle ki bu her ka  değerini sonlu aralõkta alõyor, ( )λϕµ  fonksiyonlarõnõn sonlu lineer 

kombinasyonu şeklinde gösterilebildiği açõktõr. Eğer her  µ  için, ( )λϕ µ  için kapalõlõk 

denklemini ispatlayabilirsek, ( )λϕµ  fonksiyonlarõnõn lineer kombinasyonu ve belirtilen tipten 

oluşan ( )λπ  fonksiyonlarõ kapalõlõk denklemi için de sağlanacaktõr. Fakat bu fonksiyonlarõn 

lineer birleşimi 2L � de ( )λρ �ya göre her yerde yoğundur (Smirnov, 1964, V.5, sayfa 168). 

Böylece ( )λkP  kapalõ bir sistem teşkil eder. ( )λϕµ  için kapalõ denklemi ispat etmek 

yeterlidir. ( )λϕ µ
2 � nõn integralini ve bu fonksiyonun Fourier katsayõsõnõ hesaplayalõm.  

( ) ( ) ( ) ( )
( ]

∫ ∫
∞+

∞−
∞−

==
µ

µ µρλρλρλϕ
,

2 dd ; 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ]
∫∫
∞−

∞+

∞−
==

µ
µ λρλλρλλϕ

,

dPdPa kkk . 

Her µ  için göstermeliyiz ki:  

( ) ( ) ( )
( ]

( ) ( )
( ]
∫∑ ∫
∞−

∞

=
∞−

    =
µµ

λρλλρλµρ
,

0
,

.. dPdP kk k  

Kapalõlõk denkleminin özelliğinden  

( ) ( )( )∑∞

=
℘ ℘=℘=

0

2

0 ,,
k okko eeeee µµµµρ  

eşitliğini elde ederiz ve göstermek yeterlidir ki  

( ) ( ) ( ) ( )
( ]
∫
∞−

  =℘=℘
µ

µµ λρλ
,

0,, dPeeee kkko  
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eşitliğinin sağ tarafõ reeldir. Bu son denklem, ke � nõn ilk integralinin bir direk sonucudur 

(Smirnov, 1964, V.5, sayfa 564). Böylece teorem ispatlandõ.  

(8.1) matrisinin kendine eş olmasõ için yeterli olan bir kriter verelim. (8.2)� nin sonucu olarak  

( ) ( ) ( ) ( )
aa

aPaPaPaP
b kkkk

k −
 − ++ 11 = ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

aa
aPaPaPaP

baP kkkk
kk −

 − 
+ −−

−
11

1
2  

ve k = 0 dan k = n -1�e kadar toplarsak  

( ) ( ) ( ) ( ) ( )∑ −

=
−−

− −
 − 

=1

0
11

1
2n

k
nnnn

nk aa
aPaPaPaP

baP  

eşitliğini elde ederiz. a = i  ile;  

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
∑ −

=
−−

−
− 

=1
0

11
1

2

2
n
k

nnnn
nk i

iPiPiPiP
biP  = ( ) ( )[ ]iPiPTb nnn 11 −−    olur.                     

( ) 1≡λoP  olduğunda, eşitliğin sol tarafõ 1≥  dir. Buradan  

( ) ( )[ ] ( ) ( )iPiPiPiPT
b nnnn

n
11

1

.1
−−

−

≤ ≤ ≤ ( ) ( )[ ]2
1

2

2
1 iPiP nn −+ , 

n = 1 den n = m + 1�e kadar toplarsak  

( ) 21
00

1
∑∑ +

== ≤ m
n n

m
n

n

iP
b

 eşitliğini elde ederiz.  

Teorem 8.5   

nb
1 � den oluşturulmuş seri õraksaksa, A kendine eş bir operatördür. 

Yukarõdaki durumla bağlantõlõ ispatsõz iki gerçekten bahsedelim. Gösterilebilir ki, eğer A� nõn 

indis defekti (1,1) varsa, (8.5) serisi a� nõn her değeri için yakõnsaktõr. Eğer A kendine eş ise, 

(8.5) serisi A� nõn spektrum noktasõna karşõlõk gelen hariç bütün reel a�lar için õraksaktõr. 

Bundan başka indis defekti (1,1) ile, A� nõn kendine eş her genişletilmesi bir spektrum 

noktasõna sahiptir (Akhiezer and Glazman, 1993). 
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Hermityen polinomlar Jakobiyen matrise bir örnek olarak alõnabilir.  

( ) ( ) ( )22

1 λλ

λ
λ − 

 
−= e

d
deH k

k
k

k    (8.6) 

eşitliği ile tanõmlandõğõ ve   

( ) ( ) ( )λλλλ 112
1

−+  += kkk HkHH    (8.7) 

bağõntõsõ ve   

( )∫
+∞

∞−
− = πλλλ !222

kdHe k
k    (8.8) 

olduğu  bilinmektedir (Smirnov, 1964, V. 2III , sayfa 587-588) 

Polinomlarõn normalize edilmiş şeklini elde etmek için (8.6) polinomlarõnõn yerine  

( ) ( ) ( )22

!2
1 λλ

λ
λ −   −= e

d
de

k
P k

k

k

k

k    (8.9) 

polinomlarõnõ tanõmlayalõm. Buradan (8.7) bağõntõsõnõ aşağõdaki gibi yazabiliriz.  

( ) ( ) ( )λλλλ 11 22
1

−+  + += kkk PkPkP . 

Burada ( ) 1≡λoP   dir. Böylece, bir Jakobiyen matrisi alõrsak, 0=ka ; 
2

1+= kbk    

(k = 0, 1, 2, ...) değerlerini koyduğumuzda aşağõdaki bağõntõlarõ sağlayan (Smirnov, 1964, 

V. 2III , sayfa 588)  

( ) ( )∫
∞+

∞−
−





 =
 ≠

= 
içink
içink

dPPe k
l

l
l ,1

,01 2

λλλ
π

λ  

( ) ( )∫
∞+

∞−

−







 +=

 ≠−
= 

içinkk
içink

dPPe k 1,
2

1,0
1 2

l

l

l λλλλ
π

λ  

(8.9) polinomlarõna ulaşõrõz. 
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Teorem 8.5� in sonucu olarak A kendine eş operatördür. Yukarõdaki integral formülünü 

kullanarak gösterebiliriz ki A operatörü için  

( ) ∫ ∞−

− =
λ µ µ

π
λρ de

21   dir. 

A� nõn, bütün ( )+∞∞− ,  aralõğõ üzerinde basit sürekli bir spektrumu vardõr.  

Belirtelim ki, Jakobi matrisleri günümüzde de incelenmektedir. Örneğin; (Kostyucenko ve 

Mirzoyev, 1998, Maksudov, Bairomov  and Orudzheva, 1992, Bairomov, Çakar ve Krall, 

2001) çalõşmasõndan ve orada verilen kaynaklardan da görülmektedir. 
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