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*

A A operatOriiniin eslenigi

D(A) A operatoriiniin tanim kiimesi

H Hilbert uzay1

a a kompleks sayismin eslenigi
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OZET

Bu c¢alismada ayrilabilir Hilbert uzayinda matrislerle tanimli lineer operatorler ve lineer
operatorlerin matris temsilleri incelenmistir. Konu ile ilgili smirli ve simetrik simirsiz
operatorler ele alinmistir.

Anahtar kelimeler: Hilbert uzayi, lineer operatorler, kendine es operatorler, birimin agilimu.



ABSTRACT

In this research it is investigated the linear operators defined by matrices and matrix
representations of linear operators in seperable Hilbert space. It is involvement about the
subject that bounded and unbounded symmetric operators are approached.

Keywords: Hilbert space, linear operators, self-conjugate operators, resolution of identity.
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1. GIRIS

Biz bu tez ¢aligmasinda sonsuz boyutlu ayrilabilir Hilbert uzayinda matrislerle tanimlanmig

lineer operatdrleri ve lineer operatorlerin matris temsillerini inceleyecegiz.

Sonsuz matrislerle tanimlanan operatdrler 20.ylizyilin  basmmdan giiniimiize dek
incelenmektedir. {lk olarak Hilbert simetrik integral denklemlerin ¢dziimii problemini sonsuz
matrislerle verilen operatorlerin spektral 6zelliklerinin incelenmesine indirgemistir. (Hilbert,
1924) Bu ¢alisma ile Hilbert uzayr ve Hilbert uzaylarinda operatorler teorisinin temeli

atilmistir.

Matrislerle tanimlanmis operatorler ve operatrlerin matris temsili ¢ok sayida kitap ve
makalelerde yer almistir. S6zii edilen konunun yer aldig1 kitaplardan (Akhiezer and Glazman,
1993, Berezanskii, 1968, Smirnov, 1965, Weidmann, 1980, Wintner, 1929) , makale
calismalarindan ise (Bairomov, Cakar, Krall, 2001, Kostyucenko ve Mirzoyev, 1998,

Maksudov, Bairomov and Orudzheva, 1992) gosterelim.



-2
2. (, UZAYINDA MATRiS OPERATORLER

Bu kisimda biz /, uzaymnda tanimli her smirli operatorlerin bir sonsuz matrisle

tanimlanabildigini ve matrisin elemanlar: ile karsilik gelen operatdr arasindaki baglantilari

inceleyecegiz. Burada /, bilinen somut Hilbert uzayidir.
Kesik eleman kavramimi tanimlayalim.

X 2(51,52,...) ¢, nin bir elemani ve x" I(é,fz,...,fk,O,O,...)’ da ilk k bileseni x ile ayni

diger bilesenleri 0 olan 7, ’nin bir eleman: olsun. Buradaki x> ya x in kesik eleman: denir.

Burada & - o iken

' L0 dr 2.1

$n

X—X -
m=k+1

Yani m — o iken x* = x dir.

@, 9,,... vektorlerini /¢, nin taban vektorleri olarak gosterelim. Yani ¢, icin &, =1 geri

kalan bilesenler sifirdir. Buradaki x:
x=>"_¢&.@, dir. (2.2)
Eger A, ¢, de bir lineer operatdr ise x = Ax olacak sekilde x'(fl',g‘;,...) vardir:

a,, = (A ?., ¢”) olmak iizere (2.3)

§ = (x',¢n ) = zzzlanm ¢, (n = 1,2,...). (2.4)
(2.3)’ teki elemanlarla ¢, deki bir lineer operatdrii bir matris ile gosterebiliriz.

A" eslenik operatore karsilik gelen matris

0, =1 4,.9,)=0,.44,) =, 2.5)
seklindedir.

Kendine es A operatérii  a,, =a, (2.6)

n



esitligi ile tanimlanr.

= (/71 1, ,) olmak tizere bir bilinear fonksiyonelde

()= lean)= 3 B antn, =X & (2 am) e

olur.

x ve y elemanlarinin kesik elemanlar1 x® ve y(”) icin

(420, y0)=3" 5 a, &7, di.

Fakat k ve ¢/ - o iken (A x(k), y(()) - (Ax, y) olur, buradan

© o - . 0 k - .
anl (Zmzla”’” g’” ),7” - 111_.1’13 zn:1zm:1 Ay g(m ,7n dir.
(- 00

(2.8)

Eger A ve B operatorlerine karsilik gelen matrisin elemanlari apq ve bg, ise, D = BA matrisi

d, = (D $,.9, ) = (BA $,.9, ) = (A P, B¢ p) seklinde veya ¢,’ deki skaler ¢carpim formunu

kullanarak

d, =" (49,.9,) (B ¢,,,¢) =" a,b, (2.9)

seklinde tanimlanir.

(2.5)’ deki ifadeden sonunda

291 p“

esitligini elde ederiz.

Eger A ve B operatdrlerinin sonsuz matrisleri i¢in ayni harfleri kullanacaksak ve matris

elemanlar1 {A} by VO {B} ,, seklinde gosterirsek yukaridaki formiil

{B4,=S{k ]}, (2.10)

seklinde yazilabilir.
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A, B, C lineer sinirh operatorler verildiginde, birlesme 6zelligini kullanarak (CB). A=C (BA)

asagidaki formiilii yazabiliriz.

S SRCEEE NS >t 0 TRV e



3. SINIRLI MATRIS OPERATORLER

Gordiugimiiz gibi ¢, ayrilabilir Hilbert uzayinda her sinirli lineer operator sonsuz bir a,,

matrisi ile tanimlanabilir. Simdi tersine cevap arayalim. Hangi elemanlara sahip bir matris

¢,’ de smirh bir operator olusturur? (2.4)’ deki serinin /,’ nin her (El, Ez,...) elemani i¢in

yakinsak oldugunu varsayalim, ve her x U/, i¢in dyle bir N vardir, dyle ki

> TN YTIEL G.1)

Z:ZIank 5k
Hatirlayalim ki siirli bir operatér A’ da

(x, y) < N o]

esitsizligi vardur.
Bu esitsizligi kesik elemanlarina uygularsak a,, i¢in gerekli kosul elde edilmis olur.

<N Y ?

m=1

2 ‘
‘ Zn:l

o

(3.2)

i k _|?
anl Zmzlanm g(m ,7/1 ,7/1

Teorem 3.1

a,, elemanmin, bir sinirl lineer doniistimiin matrisinin elemani olmast igin gerekli ve yeterli

kosul, verilen her k ve ¢ tamsayilar1 ve &, ,77, kompleks sayilari igin (3.2) kosulunun N’ nin

bazi segimlerinde saglanmasidir (£,,77,, k ve ¢ ye bagli olarak).
Gereklilik yukarida agiklandi. Simdi yeterliligi kanitlayalim.

(£.&,,...) £, nin eleman: olsun. (3.2) de ¢=k ve 7,=>"_a, &

m=1"nm m

=123, ..%

yazalim. Bu bize

2

2
° Zl:,:l Zl,;:l anm g(m

) 2
(Zl;:l Zl,;:lanm g(m j < Nz Zl,;:] g‘Tm

2

2
Zl:;:l Zl;:lanm <(m s NZ ZII;ZI

o

esitsizligini verir.
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Ve iistelik Y*_ <N 2ol 2

> et & olur . (3.3)

Simdi bu esitsizlik saglandig: halinde 7, nin her elemani i¢in

Do & (1=1,2,.) (3.4)
serisinin yakinsak oldugunu gosterecegiz.

Bu serinin bazi (El(”),fé"),...) elemant ve n sayist i¢in iraksak oldugunu kabul edelim. Bu

durumda

a,, &

0
Zle

, daha 1raksaktir ve serinin sonlu toplam1

a,, &

>,
m=1

, k artarken sonsuza gider.

¢ () kompleks sayilarinin argumanlarmi a 9 (0) carpimlar1 pozitif sayilar olacak sekilde
m p y g nm m p p y

degistirelim.

(3.3) esitsizligini /,° nin elemanma uyguladigimizda ve esitsizligin sol tarafini

kaldirdigimizda

(Z';:lanm En(f))z <Nyl ’

esitsizligini elde ederiz.

k’ nin artmasiyla esitsizligin sol tarafi sonsuza gider ve buradan bir celiski ortaya cikar.

Oyleyse (3.4) deki biitiin seriler her x elemani i¢in yakmsaktir. (3.3) esitsizliginin

zsNZZ“ ’

m=1

> (3.5)

[
Zn‘[:l anm 5/71 gﬂ‘l

bagntisini belirttigini gosterelim.

Gergekten, belirli bir k ve 7, nin belirli bir x eleman1 i¢in esitsizligi ters ¢evirdigimizde, k ve

yeterli bliyiikliikteki ¢ i¢in (£ = k kabul ettigimizde)

2

2 2 ©
- N Zle

Zl:;:l anzlanm <(m

o



ve ustelik

2
’

¢ ’ £ 2 SN2
ZnZI ZmZIa”m m ZmZI

o

bu (3.3) k= ¢ ile ¢elisir. Boylece (3.5) ispatlandi.
k> y1 sonsuza gétiirdiigiimiizde (3.1) bagntisina ulasiriz ve teorem ispatlanmis olur.
Not 3.2

Yeterliligi ispatlarken (3.2) bagintisin1 sadece ¢ =k durumda kullandik. Yeterliligi, bu
kosulun sadece kuadratik formlar i¢in dogrulandigin1 gosterelim. Yani, her k i¢in operatdriin

siirl olmasi i¢in yeter kosul,

<NYEEL

m=1

k —
‘Zn,m:] anm <(m gn

dir. (3.6)

Eger (3.6) y1 ve bir bilineer fonksiyonelin kuadratik formuna karsilik gelen formiilii

kullanirsak

2
+

]

<[

2,
m=1

k — 2 k
‘Zm,nzl anm g(/71,7/1 + Zle

5/71 + ,7I71 5[71 - ,7I71

gm _i,7m

2
+

gﬂ‘l + i,7ﬂ‘l

yazabiliriz.

o+ <2(af’ +|4") bagmtism kullanarak, || =[] =1
oldugunda asagidaki esitsizligi elde ederiz.

3 &7, 4N

ve X,y keyfi olduklarinda

5 and|<an S e ] [ ] ot
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Yani ¢ =k iken (3.2) kosulu (3.6)’ nin sonucudur. Yani a,, matrisi ile taniml sinirh

olmalidir. (3.2) kosulu ile baglantili baz1 durumlardan bahsedelim. Eger a,q (3.2) kosulunu

saglarsa A;q =a, eslenik operatériin matris elemanlarmmn da bu kosulu saglayacag:

agikardir. Burada transpoze operatoriin matrisini ve kompleks eslenik operatdriin matrisini de

g0z Oniinde bulundurmalryiz.

{4}, =a,:{4,, =a,,. (3.7)

A=(d)=4 (3.8)

oldugu acik¢a goriilmektedir. Eger A esas matrisinin elemanlar1 (3.2) kosulunu sagliyor ise
A ve A matris operatorlerinin elamanlarmin da kosulu sagladigi kolayca goriiliir. Eger

(3.2 de ¢,=n,=1 ve geri kalan &, ve 77, esit sifir alinirsa direkt olarak ‘a pq‘ <N

bulunur. Sinirli doniisiim tanimlayan bir matrisin elemanlar1 i¢in bir gerek kosul gosterelim.

(2.3) formiilinii gére a, ’ lar A¢@, elemanlarinin bilesenleridir. Bundan dolay1 asagidaki

esitsizlikler saglanmalidir.

0
Zn:l

P <40 (k=1.2,...) (3.9)

ank
A’ dan 4"’ a gegersek

(o]
z;n:l

’ < 4o (k=12,..) (3.10)

akm
olduklar1 goriiliir.
Teorem 3.3

Eger asagidaki esitsizlikleri saglayan bir ¢ pozitif sayist varsa (m ve n ye bagli olmayan)

2
m=1

anm

<¢ (n=1,2,.) (3.11)

</ (m=1,2,.) (3.12)

nm

2l

a, matrisi sinirh bir doniisiim olusturur.

nm




Ispat : Yeterliligi gosterelim.

||x||sl ve ||y||sl iken

=2 L

S

a (3.13)

1,

toplami1 smirlidir. Bu durumda (3.2) kosulu saglanir.

|ab| < % 0a|2 + |b|2 ) ’yi kullanarak

(. +1n.f")

|+ 5

2

1 (o] 0
S s E ZnZI ZmZI

anm

+l7n

2 o0

m=1

s lef >, ]

anm

1
E anm
seklinde yazabiliriz.

(3.11) ve (3.12)’ den

f e /
IS = D)<

y/—
§< E zmzl

$n

7,

olur ve teorem ispatlanmis olur.
Burada (3.13) serisi belirtelim ki her sinirli matris i¢in yakmsak degildir.

Ornek olarak asagidaki iki sonsuz matrisi ele alalim.

0, 0, O,
a]) 17 07 07 07
L0 0, 0, 1, 0, 0
A=o0, 1, 0 B=|“ > -
a}) 07 07 17 07

0, 0, 1,

Burada a, ortak terimleri |a k| yakinsak olan real sayilar dizisidir. Teorem 3.3” i kullanarak

kolayca gosterilebilir ki bu lineer doniisiim A ve B matrislerine karsilik gelmektedir. Yine

(2.9)’ u kullanarak kolayca gosterilebilir ki her hangi bir a, (yukaridaki kosulu saglayan) i¢in

BA =1dir. g, lar reel iken eslenik matrislere ve transpozlara gecersek A' ve B', A'B' =1 elde
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ederiz. Ax =y esitligi, &, =717,; &, =1,; ... formunda ve herhangi bir y 0/, i¢in tek ¢oziime
sahiptir. A'x=y esitligi & keyfi segildiginde &, =7,,¢&, =1,;... formunda sonsuz kiimeler

¢cOzlimiine sahiptir.
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4. UNITER MATRISLER ve iZDUSUM MATRISLER
U {iiniter doniistimiin temel 6zelligini verelim:
UxU=UU*=1.

u,, U ya karsilik gelen matrisin elemanlari olsun. O zaman bu kosulu asagidaki gibi

yazabiliriz.

zvl psthsg = pq’ qu ps U 4.1)

Burada p#¢ i¢in 0,, =0 ve o, =1 dir.

*

u, =u, oldugundan

upu, =0 (4.2)

D Uty = (4.3)
esitliklerine de yazabiliriz.
Yani u,, matrisi ortogonal matristir.

Teorem 4.1

u,, kompleks sayilarinmn bir liniter doniisiime kargilik gelen matrisin elemanlar1 olmasi i¢in

gerek ve yeter kosul (4.2) ve (4.3) esitliklerinin saglanmasidir.

Gereklilik yukarida ifade edildigi gibi (4.2) ve (4.3)’ nin sonucudur. Yeterliligi gdsterelim.

(4.2) ve (4.3) esitlikleri verildiginde u,, matrisine lineer smirli bir doniigimiin kargilik

geldigini gosterelim. Aslinda bu doniisiimiin {initer olmasi (4.2) ve (4.3) kosullarinin (4.1)’ e

denk olmasinin sonucudur.

(4.3) kosulu z l‘um

=1 oldugunu gosterir. Bu yiizden

fn = z:zlunkfk (4.4)
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serisi her x elemani i¢in yakinsaktir.

Asagidaki ifadeyi olusturalim.

2 _ _
m m n n - n n m -
zpzl - zpzl zszl Zzzlumu’”fsgl - zle 21:1 (Zp:lupsupf )gY g’

n
zqzl Upg gtq

m’i sonsuza gotiirdiigiimiizde (4.2)’ den asagidaki ifade olusur.

® " : n ? . .
Z,,zl zqzluqu =zqzl‘fq‘ ve tstelik

" n 2 00 2
n
p=1 g=1 pPqgq q=1 q :

Burada m belirli bir sonlu sayidir. n =0 oldugunda da esitsizlik saglanir. Eger m’i sonsuza

gotiiriirsek asagidaki esitsizligi elde ederiz.

I ) IARD 3l A 4.5)

Bu da bize U’ nun sinirli oldugunu gosterir. Vurgulayalim U {initer iken (4.5) ifadesi esitlik

belirtir.

Bir P izdiisiim operatoriine karsilik gelen p, matrisin L alt uzayinda géz oniine alalim. Biliriz

ki P kendine es operator ve P° = P dir. Buradan asagidaki kosulu elde ederiz.
Pu=Pus Q. Puly = P (4.6)

Yukaridaki tiniter doniisiimde oldugu gibi gosterilebilir ki bu kosullar, p, matrisinin bir

izdiisiim operatoriine karsilik gelmesi i¢in gerek ve yeter kosuldur.
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5. OPERATORLERIN MATRIiS TEMSILINE DAIR ORNEKLER

Ornek 5.1
gls)=47(s)= [ K(s,0) r(e)ar

formiiliiyle L’ (— 00,00) > de tanimli integral operatoriinii diislinelim. Burada K(s,t)

fonksiyonuna operatoriin ¢ekirdegi denir. Eger ¢ekirdek

L. LIkG.)

*ds dt < o (5.1)

kosulunu sagliyorsa c¢ekirdege Hilbert-Schmidt ¢ekirdegi denir ve bu ¢ekirdekle olusturulan

operatore de Hilbert-Schmidt operatorii denir.
(5.1) kosulunun saglandigini varsayalim.

Cauchy-Bunjakovski esitsizligine gore her t ve u i¢cin

*ds \/fw|K(s,u)2ds dir.

fw‘K(s,t).K s,u)ds S\/fw|K(s,z‘)

*ds \/fJK(S’“de dt du =

I L))y & s.0)

- { NN dt}z 5

<[C\f@ef ar [ [ |K(s,e) dsdr <o .

Fubini teoreminden

ol ={ s [ k(s s} -

A as 7 K (s.0) e [ K sr) )i

< LIy [ 1k(s.0)

*dsdt olur.
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Hilbert-Schmidt operatoriiniin sinirl oldugunu ve bunun normunun

\/ [ [k (s.e) ds ar

sayisint agmadigini gordiik.

L (— 00, 00) de {¢k (t} . fonksiyonlarmmn biitiin ortonormal sistemlerini ele alalim ve

a, = [[K(s.)8,(5)4,()dsdr (i, k=1,2,3,..)

ifadesini tanimlayalim.
L*(-0,00) da herhangi bir f(t) fonksiyonu segelim ve J: 7()e,()dr=x,
(k=1,2,3,..) olsun.

g(s) = jiK(s,t)f(t) dt fonksiyonunun
= J: g(s)m ds (i=1,2,3,...) Fourier katsayilar1
v = [ [ Kls.0)f () 4(s)ds ar =

= I:f(t)U:K(S,t) @, (s)ds}dt (1=1,2,3,...) seklinde tanimlanr.
" K(s,0) g, (s)ds O Sa, ¢.0) (=1,2,3,..) (5.2)
2 %

vefity O 3" x.8,(),
olduklarinda, Parseval bagintisindan
v, =y a, x, (i=1,2,3,..) elde ederiz.

Benzer sekilde (5.2) bagintisinin sonucu olarak

[ dt“ K(s,0)8,(s)d ‘ =3 la,[* (=1,2.3,..) ohur.
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Diger yandan Parseval bagmtisindan

2

[ K ds = 307 K6.0)8 G

ve buradan

2 dsdt = z;:1|aik|2 olur.

L LI(s)

Z;”k:l|aik|2 <oo olmak iizere her Hilbert-Schmidt operatoriiniin bir matris operator tarafindan

temsil edildigini gordiik.
Ornek 5.2

L, (— 00, 00) uzayinda Fourier doniisiimiiniin bir matris temsiline 6rnek verelim.

L,(-,0) uzaymaait f(x) fonksiyonunun Fourier déniisiimii /(1)
)= o[ rlerar . (ro<a<e)

formulii ile tanimlanir (Kolmogorov and Fomin, 1961, Hochstadt, 1989). f‘ (/1) UL, (— 00,00)

oldugu bilinmektedir. Boylece

A

her f (x) UL, (— 00,00) fonksiyonuna  f (/1) = e™dx integrali ile bir

1 =
ﬁj—w f (x)
f‘ (/1) UL, (— 00,00) fonksiyonu karsilik getirilir. Bununla bir
F: L,(~,0) - L,(-,)

operatorii tanimlanmis olur. Bu operatoriin iiniter oldugu, yani F biitlin L, (— 00,00) biitiin

L,(-o,0) ye doniistiirdiigii ve

[ =1 (@ OL,(e,e) )

kosulunun saglandig1 goriiliir.
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F lineer sinirli operatdr oldugundan matris temsile sahiptir ve F in matrisinin L, (— 00,00) > de
secilmis baza bagl oldugu bilinmektedir. F operatdrii L, de ortonormal dzvektorler bazina

sahiptir (Kolmogorov and Fomin, 1961, Hochstadt, 1989).

Bunlar

—x2

¢, (x)=H (x)e> (n=0,12,..)
fonksiyonlarindan ibarettir. Burada H, (x) n.dereceden Hermit polinomudur. ¢, (x)

fonksiyonlarina Hermit fonksiyonlar1 denir(Kolmogorov and Fomin, 1961, Hochstadt, 1989).
(Kolmogorov and Fomin, 1961)’ den bilindigi gibi

F'g,=¢,.

Burada F* operatérii F* in dordiincii mertebesini gostermektedir. Buradan F operatdriiniin

0zdegerlerinin sadece *1 ve *i sayilarindan ibaret oldugu ve her 6zdegerin sonsuz kath
oldugu goriiliir. Boylece F operatorii {¢, } 6zvektorler bazinda kosegen elemanlar1 £1 ve +i

sayilarindan ibaret sonsuz kdsegen matrisi ile ifade edilir.
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6. KENDINE ES MATRISLERIN SPEKTRAL ACILIMI

Bir A kendine es matrisi (3.2) ve (2.6) kosullartyla tanimlanir. Matrisin 6zdeger ve
ozvektorleri asagidaki sonsuz sistemin ¢,’ de sifirdan farkli ¢oziimlerin olmasi kosulu ile

tanimlanir.
ZZOZI aisgts = A{l (61)

(i=1,2,..)

Eger ozvektorler ¢, kapali bir ortonormal sistem olustururlarsa ve baz vektorleri olarak

alinirlarsa, A operatoriine karsilik gelen matrisin elemanlar1 su sekildedir.

0 ,p#q icin

o (6.2)
A, p=q igin

=(Awq,wp)=Aq(wq,wp)={

Yani ana kosegeni A, sayilarmdan olusan bir kdsegen matris elde ederiz. Kendine es bir

matrisin bir spectrum noktasina sahip olmasi i¢in gerek ve yeter kosul bir kdsegen matrise

denk olmasidir.

Yukaridaki durumda ¢, baz vektorleri oldugunda,

2

(x,y)= XL A&7 (Axx) =327, AlE (6.3)
esitligini elde ederiz.

Genelde verilen bir a, kendine es matrisi i¢in birimin dyle bir U , ac¢ilimi, yani dyle bir

azalmayan / ()l) izdiisiim matrisi vardir ki

0,i#kigi
)0 )= T (64

(,k=1,2,.) dir.

Ve asagidaki formiilii elde ederiz.

x; = Z:ozlamgi = (Ax,¢i) = .[j/]d(D 1%, ) = '[:/]d(zz;fm (/] )a )’
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yani a, = [ Ad¢,(A) (6.5)

(4x,v)= ['ad(z" 0, (1) &)

T ) (2> 0, (1)eE) ar ©©
Birimin agilimi zelliginden A, < A, igin

Yot ) =2 e ) () =1,() (6.7)
ve genel olarak

S A (A).0,0,(A)=0,0,0, (1), (6.8)

burada esitligin sag tarafi A/A, araligmm sonunda 7, ()l) degerlerinin farkimni gosterir. Eger

f ()l) fonksiyonu [a,b] araliginda azalmayan bir fonksiyon ise f(A) operatorii asagidaki

elemanlardan olusan bir matrise karsilik gelir.

{rla}, = AN arefA. (6.9)

> A, () [ 1A, ()= 1) (A)ae, (4) (6.10)
seklinde yazabiliriz.

Belirtelim ki
Oxv)=27 0 )ém, (6.11)

bilineer formu A’ nin smirl degisken fonksiyonudur. y = x oldugunda (6.11) ifadesi A’ nin
azalmayan bir fonksiyonu olur ve bunun sonucu olarak da ¢ ()l) fonksiyonlar1 da azalmayan
olurlar. (6.9) formiilii genis f(A) fonksiyonlar smifina uygulanabilir. f{A)’ nin smirh
oldugunu farzetmek yeterlidir. Bu durumda azalmayan bir fonksiyona gore Olgiilebilir
olacaktir. Siirekli bir spektrum durumunda biitiin 7, ()l) fonksiyonlar:1 siirekli olacaktur.
Bunun tersi de dogrudur. Karisik spektrum halinde biz A’ nin saf noktasal spektruma sahip
oldugu alt uzayi L ile saf spektruma sahip oldugu tiimleyenini ise H-L ile gosterelim. Bu alt

uzaylarda kapali ortonormal sistemleri ele alalim. L’ de (fl ,f;,...) elemanmni ve H-L’ de
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(fln,f;,...) elemanlarmi aldigimizda, bilineer ve kuadratik formu, 7, ()l) siirekli olmak tizere

asagidaki gibi yazabiliriz.

D @il = 2 AT+ Lb/ld(Z:,J” ( )f;'r‘/;')

) 3 G ) . (6.12)
i =1 ik Sk i: k(S k -1 st tSs

IR WA R RY0)

{R()I} 4 clemanlar1

{R(/]}ik :{A _/]1) _l}ik

esitligi ile tantmlanmig A matrisini diislinelim.

{R(2}, =Ifd£”‘(ﬂ), (6.13)

H—=A

A’ nin spectrumuna ait olmayan A i¢in yukaridaki (6.13) esitligini elde ederiz. Vurgulayalim

ki (6.9)’ dan A nin pozitif integral kuvvetlerini asagidaki gibi yazabiliriz:
{ar}, = [aae, (1) (6.14)

Eger A = 0 A’ nm spektrumuna ait degilse yani biitiin /¢ ik()l)’ ler, A= 0’ mn baz1

komsulugunda sabitlerse, siirli bir 47" ters matrisi vardir ve kuvvetleri
{a™}, =['Ad e, (2) (6.15)

esitligi ile verilir.
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7. SINIRSIZ SIMETRIK OPERATORLERIN MATRIiS TEMSILI

H uzaymmm ayrik oldugunu farz edelim. A operatoriiniin matris temsili ile ilgilenelim. A

operatOrii burada smirsiz, simetrik ve kapalidir.

H’ de yogun D, alt kiimesine ait olan bir {ek}fo ortonormal bazini alalim.

de, =¢, (k=1,2,3,..) ve (7.1)
(4e,e)=a, (,k=1,2,3,..) (7.2)
olsun.

Simdi e, vektorlerindeki degerlerine goére yani (aik) matrisine gore A operatoriinii

olusturalim.

Bu amagla biitiin e, (k =1, 2, 3, ...) vektorler kiimesinin L = L(el,ez,e3,...) lineer birlesimini

ele alalim.
B operatoru
Be, =c,, (k=1,2,3,..) (7.3)

esitligi ile k=1 ve e ’lar i¢in tanimli bir lineer operatdr olsun. Lineerligi ile L’ ye

genisletilsin. Boylece B’ nin D, tanim kiimesi lineer manifold L’ dir. @, =a,, oldugunda B

simetriktir. (7.1) ve (7.3) ten A, B’ nin kapali bir genisletilmesidir. Boylece B’ nin kapanist

bagntisini saglar.

B (7.1) kosullarin1 saglayan minimal operatordiir. Eger {ek}fo bazinda matrisi (aik) olan bir

operatdr almirsa o zaman B ° nin herhangi bir simetrik genisletilmesi degil B > nin kendisini

kabul etmek dogaldir.
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Buradan B = 4 yazabiliriz. Bu durumda A operatdrii {ek}fo bazma gore a, matrisiyle temsil
edilir. {ek}fo bazinda degisiklik (aik) matrisini ve B operatoriinii de degistirir. Bu durumda bir
soru ortaya ¢ikar. Kapali simetrik bir A operatdrii verildiginde B = 4 esitligine gore bir {ek} N

ortonormal baz bulmak miimkiin miidiir? Asagida bu soruyu cevaplayacagiz.

Tanim 7.1

Eger asagidaki kosullar saglaniyorsa {ek} . ortonormal bazima, A kapali simetrik operatoriiniin

matris temsili i¢in bir baz olusturur denir.

1) bazin elemanlar1 D’ ya aittir
2) A birim elemanlar1 e,,k =1 degerleri Ae, olan minimal kapal lineer operatordiir.

Teorem 7.2

A bir kapal1 simetrik operator, {ek} elemanlar1 D, ’ya ait olan keyfi bir ortonormal baz ve

(Aek,ei) =a, (Lk=1,2,3,..)olsun. Eger

f=Snne (.4
ise o zaman her f 1D, i¢cin Af degeri asagidaki formiiller ile verilir.

Af =3 ve (7.5)
v, = anx, (i=1,2,3,.). (7.6)
Ispat : Ispat asagidaki denklemin sonucudur.

v =)= (1 de )= 20 (fre) e Ae)

= Z::I(f’ek)(Aek’ei) = Z::Iaikxk 1=1,2,3,..).
Teorem 7.3

A bir kapali simetrik operator, {ek}fo A’ nin bir matris temsilinin bir baz1 ve a, = (Aek,ei)

(1, k=1,2,3,..) olsun.
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Asagidaki bagintilarla T operatdriinii tanimlayalim.

0 00 . e . [oe] 2
7f :zizlziei , burada z, —zkzlaikxk ve D, kiimesi tizerinde, > _|> " a,x,| <o olmak

lizere bitiin vektorler /=>"" x.e, dir.

Ozaman T=A4 yani T, A’ nin eslenigidir.

Ispat: ilk 6nce

*

A 0T (7.7)

oldugunu ispatlayalm. gUD . ve A'g=g" olsun.
g=Y. xe.,g =Y. ze oldugundan
2, =(g".e,)= (g, 4e,) = 37 (2.0, ) ey de,)
=37 (g.e.)(4e,,e)= gaﬂ{xk
elde ederiz. Ayni zamanda
Sl =[] <o dr
Buradan g, D, kiimesine aittir ve Tg =g~ dir. O halde (7.7) ispatlamis olduk.
Ispatta {e k} . bazimn A operatoriin matris temsilinin bir bazi oldugunu kullanmadik. Simdi

*

704 (7.8)

oldugunu ispatlayalim.
gD, ve g=>"_xe olsun.
(Aei,g)=z::1)_ck(Aei,ek)= :zlaki x, esitligini elde ederiz.

Ayn1 zamanda
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(Tg,e)=3" a,x, =3 @,x, esitligi saglandiginda

(Aei,g) =(rg.e)= (ei,Tg) olur.

Sonug olarak e, (i = 1,2,3,...) vektorlerinin lineer birlesimindeki her figin
(Af, g) = (f, Tg) dir. (7.9)

Fakat {ek}fo bazi, A operatdriin matris temsilinin bazi oldugunda (7.9) esitligi fUD, icin
saglanir. Bundan dolayr gUD . ve A"g =Tg dir. O halde (7.8) bagntis1 sagland. (7.7) ve

(7.8) bagmtilarndan T = A" oldugu ispatlanmistur.

Uyaralim ki Teorem 7.3 agagidaki denklemi verir.

Z; (Z::Iakak ))_}1 = Z::l X E;ak[yi) (7.10)

Burada }° x,e, D, kiimesinin ve ) " ye; D . kiimesinin vektorleridir. (7.10) Denklemi

asagidaki sekilde de ifade edilebilir.
Z;(; Ay Xy j i :Z:q (ZL a3y )"k .

Eger toplamin tersi D .’ daki her vektor igin gegerli ise 0 zaman A" operatérii simetriktir. Bu

durumda A kendine es bir operatordiir.

Yukaridaki teoremler simetrik operatorlerin matris temsillerinin neden (7.5), (7.6) ve (7.4)

formlarindaki formiillerle kurulamadigin1 gdsterir.
Teorem 7.4

Her kapali simetrik A operatoriin matris temsilinin bir baz1 vardir.

ispat: Ilk olarak, {f,}7 0D, dizisi vardir, 6yle ki her fOD, igin, limf, =/ ve

lim Af,. = Af olacak sekilde { fk[}lf”: alt dizisi oldugunu ispatlayalim. Bundan sonra { fk}

o
1

1

dizisini ortagonallestirerek teoremi ispatlamis oluruz. H’ de yogun olan keyfi bir {hk};’o dizisi

secelim. Eger bir (m, n, p) tamsay: ti¢liisii i¢in asagidaki esitsizligi saglayan f 1D, varsa
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1 1
h, —f||s-, |hn —Af||s-,
p p

bu taktirde bu ti¢liiye f elemanini kargilik getirelim ve bunu f, ile gosterelim. Eger {hk};’o
dizisi H’ de yogunsa o zaman { S, p} dizisi sonsuz bir dizi tanimlar. Her (m,n,p) ti¢liisiine bir
elemanm karsilik gelmemesi veya farkl iicliye aymi elemanin karsilik gelmesi durumu
sonralar gorecegimiz gibi 6nemli degildir. { fm,n,p} dizisinin elemanlarin1 bir indis ile

numaralayarak istenilen { f k};” dizisi elde edilir.

Ispat igin keyfi bir fOD,, keyfi £>0 ve p’ 22 tamsayisini secelim. {hk};’o dizisi H’ de
&

yogun ise dyle bir m', n' tamsayist vardir ki

h, = 1< L |, - 4| < L i (7.11)
p p

(7.11)° den (m',n', p') tigliistiniin dyle bir /. . . elemant vardir ki

h.o—f _é dir. (7.12)

m m,n.,p

< [n -4,
P

10 ,p

(7.11) ve (7.12)’ den

,—sts,

£, af,, —Af|<e di

1P

£ >0 keyfi iken, istenilen {f,} "

_, alt dizisi elde edilmis oldu. Boylece teorem ispatlandi.

Her kapali simetrik operatore karsilik gelen bir Hermityen matrisi oldugunu ispatladik.

Bununla birlikte her Hermityen matris bir simetrik operatdr tanimlamaz.
Teorem 7.5
Eger Hermityen (ajx) matrisi asagidaki bagintiy1 saglarsa

S lau] <o (k=1,2,3,..) (7.13)

ilgili her ortonormal baza bagli olarak kapali bir simetrik operatdr tanimlar.
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Ispat: de, =>" a, e, (k=1,2,3,..)olsun.

Bu en basta sdyledigimiz B operatdriinii tanimlar.

(7.13) kosulunu saglayan simnirlt olmayan hermityen matrislere sinirsiz Hermityen matrisler

o

denir. Genelde smirsiz Hermityen (ajx) matrisi igin (a,‘kj=(u;).(azg).(usk) formiili

saglanmayabilir. Buna gore genelde simetrik sinirsiz operatdrleri matris temsili yardimi ile

incelemiyorlar.
Ornek 7.6
H= L,(-7,m) uzayinda

Lf =%f'(x) i ==1)

operatoriinii goz Oniine alalim. L ’nin tanim kiimesi
D) ={f: f(x) ve f'(x) [- 717 desiireklive f(-1) = f(m) }

elemanlarindan ibaret olsun. L: L,(-7,71) - L,(-m,7m) simetrik sinirsiz operatordiir.

Gergekten D( L) L,(—7, ) lizerinde her yerde yogundur ve

f,gUD(L) iken

1) =] L glde=[ = 1'(g (s

=~ fWE@ | + j_””f(x)Gg'(x)jdx

= lrong@m - remetm]+ [ rLgax

= (f.Lg)

(Lf,g)=(f,Lg) dir.
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Bu ise L’ nin simetrikligini gosterir.

int eint dt - 2]7.

e™OD(L) iken(n=0,1,2, ...),

=1,

int

|ne

HL(eint)

L smirs1z operatordiir.

_n2m _
21T 2T

— n - o oldugundan

e

Fourier serileri (Tolstov, 1962) teorisinden {Lei"’} (k=0,£1,%2,...) fonksiyonlar

Jr
kiimesinin  L,(-77,77)> de bir ortonormal baz olusturdugu bellidir. Le™ =ke™
(k =0,£1,%2,...) oldugu g6z 6niine alinirsa {e”"} bazinda L operatdriiniin matrisinin asagidaki

sekilde kdsegen matris oldugu agikca goriilmektedir.

-2 0 0 0 O
0 -1 0 0 O
0 0 0 0 O
0 0 0 1 O
0 0 0 0 2

Burada fark sadece matrisin satir ve siitun elemanlarinin 1’ den o’ a kadar degil, -’ dan

ikt

o’ a kadar numaralandirilmasidir. Bu e" fonksiyonlarmin n =0,£1,+2,... sayilar1 ile

1
N2
numaralandigindan ortaya ¢ikmaigtir.

Uyan 7.7

L operatoriiniin smirsiz oldugu, bunun matrisin kosegen elemanlarmin smnirsizligindan da

goriilmektedir.
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8. JAKOBIYEN MATRISLERI

Simdi elde edilen bazi sonuglar1 jakobiyen matrislerine uygulayalim.

(8.1)

burada a,’ler reel ve b, >0 dir.
o 2 o 2

1725 ol =Xl <o (e12.54,20

kosulu saglanir.

Baz vektorlerini numaralandirirken k = 0 ile baglayalim.

P, (1), reel polinomlarmni

AP.(A)=b, P, (A)+a,P(N)+b,_P_(A), (8.2)
P, (A)=0; P(1)=1

ile form edelim (Smirnov, 1964, V.5, sayfa, 500, 619).

Bunun sonucu olarak (Smirnov, 1964, V.5, sayfa 501)
e, =P, (A)eo olur. (8.3)
Burada e, baz vektorleridir.

Teorem 8.1

Eger
S B ) =v-1), (8.4)

serisi yakinsaksa, A operatorii kendine es degildir.
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Ispat :(8.4)’ iin yakinsakligindan, x(0/,” yi x, :Pk(i) bilesenleri ile gosterelim. Boylece

(x, e, ) =P (z) olur.

Ae, =b, e, ta.e, +b.e,, oldugundan ve (8.2) yi kullanarak

(Aek’x):bk—l P, (i)+ak ' (i)+bk P (i):iPk (l)

esitligini elde ederiz. (ek,x)IPkii ) iken (Aek,x)Z(ek,ix) yazabiliriz. Skaler c¢arpimin
dagilma Ozelliginden her y “sonlu elemanr” i¢cin (Ay, x) = (y, ix) esitligini elde ederiz.

Teoreme gore (Smirnov, 1964, V.5, sayfa 618) her yDD(A) bu denklemi saglar. Boylece,

xOD(A4")’dir ve 4" x =ix. Buradan A kendine es olmadig1 goriiliir.
Teorem 8.2

Eger (8.4) serisi raksaksa, A kendine estir.

Ispat : 4> m +; 6z degerlerine sahip olmadigini gdstermek yeterlidir. Tersini diisiinelim.
A'x=ix olsun, burada x( o,xl,xz,...) stfirdan farklidir. 4" tanimindan ve e, 0D(A)
oldugundan, (Aek,x)Z(ek,ix) esitligini veya (x,Aek)Zi(x,ek)Zixk elde ederiz. Yani
(x,bk_lek_1 +tace, +bkek+1)=ixk dir.  Skaler carpimi agik  olarak  yazdigimizda
b_x,_, +tax, +bx,, =ix, esitligini elde ederiz. (8.2) ve tam tiimevarim metodunu
kullanarak x, =Pk(i)xo esitligini ve x, #0 elde ederiz. Fakat bu (8.4)’ iin waksakhig: ile
celigki yaratir. Eger (8.4)’ te 1 ve —i yer degistirirsek baska bir wraksak seri elde ederiz.
P.(-i)=P(i), iken yukaridaki gibi A°, (-i) 6zdegerine sahip degildir. Oyleyse teorem
ispatlanmig olur. Boylece (8.4) serisinin wraksak olmasi i¢in gerek ve yeter kosul A nin

kendine es olmasidir. Verilen son iki teoremin ispatlarini tekrar ettigimizde gosterilebilir ki,

eger
PIIAC (8.5)

o . . I e * o - * 1 ~
serisi verilen reel olmayan her a i¢in yakinsaksa o zaman a ve a, 4 * i 6zdegerleridir, eger

(8.5) serisi reel olmayan bazi a icin raksaksa @ ve @ A’ n dzdegerleri degildirler. Bunun

sonucu olarak A kendine es yani (8.4) serisi wraksaktir. Zit olarak (8.5) serisi reel olmayan
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bazi a i¢in wraksaksa, A*’ in reel olmayan 6zdegerleri vardir ve A kendine es degildir. (8.4)

serisi de yakinsak olur.
Teorem 8.3

Sadece iki durum sz konusudur. (8.5) serisi verilen non-reel a i¢in waksaktir ya da verilen
non-reel a i¢in yakinsaktir. Birinci durumda A kendine estir, ikinci durumda ise kendine es
degildir.

Teorem 8.2’ nin ispatinin sonucu olarak (8.4) serisi yakinsaksa 6z deger 1° ye karsilik gelen
A"’ n 6z vektdrlerinin bilesenleri x, = Pk(z) x, (k=1, 2, ...) denklemlerini saglarlar. Burada
x, keyfi ve sifirdan farklidir. Yani M, (A) alt uzay1 tek boyutludur. Benzer olarak M _ (A) alt
uzay1 da tek boyutludur. M _ (A), M, (A) > dan x, elemanlarmin yerlerine eslenikleri ile yer

degistirerek elde edilir. M, (A) ve M _i(A) alt uzaylarmin x, ve x_ elemanlar1 keyfi

kompleks ¢arpanlara ayrilabilir.

X; :Z::OPk(i)ek’ X :Z::()Pk(—i)ek .

A’ nin kendine es genisletilmesi 4, nin D(Ae) alt uzaymin elemanlar1 v=x, +ax, ile tek

/2

tiirlii tammhdir. Burada x, 01.D(4), a herhangi bir kompleks say1, x, =i(e™*?x_ +e”?x,) ve

0<6<2n dir. U, birinci durumda A’ nin spektral fonksiyonu veya ikinci durumda herhangi

A4,’ nin spektral fonksiyonu ve p(A) = ,e,,e,) olsun.

) 0, k # (ici
j_wpk()l)g()l)dp(ﬂl):{l i :gi:

(Aek’e() = .[:/]Pk (/])P/ ()I)dp()l), € = .[_ZB{ (/])dD 1€ >
esitliklerini elde ederiz (Smirnov, 1964, V.5, sayfa 502).

Burada, A ikinci durumdaki 4, ile yer degistirmelidir. Aciktir ki (8.1) matrisinin elemanlari

a, = [ AP,(A)B(A)dp(A) ile verilir.
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Teorem 8.4

P, ()l) polinomlar1 p()l) ’ya gore kapali bir sistem tegkil ederler.

0, —o <A< U icin

Ispat : ¢ﬂ()l):{1 Ao icin

seklinde bir fonksiyon olsun. Sonlu sayida a,,a,,...,a, degerleri alan keyfi ﬂ()l) fonksiyonu,
boyle ki bu her a, degerini sonlu aralikta aliyor, ¢, (/1) fonksiyonlarmin sonlu lineer
kombinasyonu seklinde gosterilebildigi agiktir. Eger her 4 igin, ¢ﬂ(/1) icin kapalilik
denklemini ispatlayabilirsek, @, (/1) fonksiyonlarmin lineer kombinasyonu ve belirtilen tipten

olusan ﬂ()l) fonksiyonlar1 kapalilik denklemi i¢in de saglanacaktir. Fakat bu fonksiyonlarin
lineer birlesimi L,’ de p()l)’ya gore her yerde yogundur (Smirnov, 1964, V.5, sayfa 168).
Boylece P, ()l) kapali bir sistem teskil eder. ¢ﬂ(/1) icin kapali denklemi ispat etmek

yeterlidir. ¢ #z ()l) > nin integralini ve bu fonksiyonun Fourier katsayisini hesaplayalim.

[T0,(A)dp(A)=[dp(r)= p(u);

(=e0.4]

a, = ["¢,(A)E()o(A) jP

(~e0.44]

Her 4 i¢in gostermeliyiz ki:

zko jP jP

—00/[ —oo/[

Kapalilik denkleminin 6zelliginden

=[Pl =200 e a0 e

esitligini elde ederiz ve gostermek yeterlidir ki

(D#eo,ek) (ek,D eo) .[P

(~eo.]
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esitliginin sag tarafi reeldir. Bu son denklem, e, nm ilk integralinin bir direk sonucudur

(Smirnov, 1964, V.5, sayfa 564). Boylece teorem ispatlandi.

(8.1) matrisinin kendine es olmasi i¢in yeterli olan bir kriter verelim. (8.2)’ nin sonucu olarak

b, Pk+1(a)Pk(a)_Pk+1 a Pk(a): |Pk(a)|2 +b,, F;c(a)F;c—l(a)_Pk a Pk—l(a)

a—a a—a

ve k = 0 dan k = n -1’e kadar toplarsak

1)1{(CZ)|2 :bn_l Pn(a)Pn—l (a)_Pn a ljn—l(a)

a—a

n-1
ZkZO
esitligini elde ederiz. a=1 ile;

n—1
k=0

} P, (i)ml_.)Q;EG)Pn—l (@) _ bn—lTlP” (l)mj olur.

R(i) =b

n

P (/1) =1 oldugunda, esitligin sol tarafi 21 dir. Buradan

£0) PG,

<7 [p (R <

n-1

RO X0

n=1denn=m+ 1’e kadar toplarsak

> . SmP, (z')|2 esitligini elde ederiz.

nZOb_ -
n

Teorem 8.5

bi > den olusturulmus seri raksaksa, A kendine es bir operatordiir.

n

Yukaridaki durumla baglantili ispatsiz iki gercekten bahsedelim. Gosterilebilir ki, eger A’ nin
indis defekti (1,1) varsa, (8.5) serisi a’ nin her degeri i¢in yakinsaktir. Eger A kendine es ise,
(8.5) serisi A’ nin spektrum noktasina karsilik gelen hari¢ biitiin reel a’lar i¢in raksaktir.
Bundan baska indis defekti (1,1) ile, A’ nin kendine es her genisletilmesi bir spektrum
noktasina sahiptir (Akhiezer and Glazman, 1993).
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Hermityen polinomlar Jakobiyen matrise bir 6rnek olarak almabilir.

H,()=(-1)e" dd;k ) (8.6)

esitligi ile tanimlandig1 ve

ML (A)= 2 Hey )+ H, () (8.7

bagintis1 ve
[Te” H,2(A)dA =2 ki (8.8)
oldugu bilinmektedir (Smirnov, 1964, V.11, , sayfa 587-588)

Polinomlarin normalize edilmis seklini elde etmek i¢in (8.6) polinomlarinin yerine

(1) ) (e‘*) (8.9)

Jorkr  dA

polinomlarmi tanimlayalim. Buradan (8.7) bagintisini agagidaki gibi yazabiliriz.

)= )+ [E 2 0)

—+
Burada P, (/]) =1 dir. Boylece, bir Jakobiyen matrisi alirsak, a, =0; b, =, /%

(k =0, 1, 2, ...) degerlerini koydugumuzda asagidaki bagmtilar1 saglayan (Smirnov, 1964,
V.11, , sayfa 588)

0,k £V icin
Lk ="/icin

L R =]

0, k—€| Z licin

1 +00 _/‘2
— AP, (A)P,(A)dA =
\/I_T'[’”e AN \/é,ﬁ:k+ligin

(8.9) polinomlarna ulasiriz.
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Teorem 8.5’ in sonucu olarak A kendine es operatordiir. Yukaridaki integral formiiliinii

kullanarak gosterebiliriz ki A operatdrii i¢in

Lo e
p()l):ﬁfme “du dir.

A’ nin, biitlin (— 00,+00) aralig1 tizerinde basit siirekli bir spektrumu vardir.

Belirtelim ki, Jakobi matrisleri giiniimiizde de incelenmektedir. Ornegin; (Kostyucenko ve
Mirzoyev, 1998, Maksudov, Bairomov and Orudzheva, 1992, Bairomov, Cakar ve Krall,

2001) calismasindan ve orada verilen kaynaklardan da goriilmektedir.



-34 -
KAYNAKLAR

Akhiezer, N.I. and Glazman, I.M., (1993), Theory of Linear Operators in Hilbert Space,

Dover Publications Inc., New York.

Akhiezer, N.I., (1941), “Sonsuz Jakobi Matrisleri ve Momentler Problemi”,
Usp.Matem.Nauk., 9:126-156(Rusca).

Bairomov, E., Cakar, O. ve Krall A.M., (2001), “Non-selfadjoint Difference Operators and
Jacobi Matrices with Spectral Singularities”, Math.Nachr., 229:5-14.

Berezanskii, J.M., (1968), Expansions of Self-adjoint Operators in Eigenfunctions, Am. Math

Society vol.17, Providence, R.1. English Translation.

Hilbert, D., (1924), “Grundziige FEiner Allgeminen Theorie der Linearen

Integralgleichungen”.
Hochstadt, H., (1989), Integral Equations, John Wiley&Sons, New York

Kolmogorov, A.N. and Fomin, S.V., (1957,1961), Functional Analysis vol 1,2, Graylock,
Albany.

Kostyucenko, A.G. ve Mirzoyev, K.A., (1998), “Matris Katsayili U¢ Terimli Recurent
Mliskiler.Tam Belirsizlik Hali”, Matem.Zametki., 63:709-716 (Rusca).

Maksudov, F.G., Bairomov E.M. and Orudzheva, R.U, (1992), “The Inverse Scattering
Problem an Infinite Jacobi Matrix with Operator Elements”, Dokl.Math., 45:366-370.

Smirnov, V.1, (1964), A course of Higher Mathematics V. /I, , Pergamon Press, New York.
Smirnov, V.1, (1964), A course of Higher Mathematics V.5, Pergamon Press, New York.
Tolstov, G.P., (1962), Fourier Series, Englewood Clifts, N.J. Prentice-Hall.

Weidmann, J., (1980), Linear Operators In Hilbert Space, Springer-Verlag, New York.

Wintner, A., (1929), Spectral Theorie der Unendlichen Matrizen, Liebzig.



OZGECMIS
Dogum tarihi
Dogum yeri
Lise

Lisans

08.02.1982
Istanbul
1996-2000

2000-2004

Cahstig1 kurumlar

2004-2005

2005-2007

-35-

Cibali Lisesi

Y1ldiz Teknik Universitesi Fen-Edebiyat Fakiiltesi
Matematik Bolimii

Vem Dershanesi

Med Dershanesi



