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OZET

Eger rank1 1 olan her T operatorii T: X - X ||I+T|| =1 +||T|| esitligini sagliyorsa o zaman

Banach Uzayina, Daugavet 6zelligine sahiptir, denir.

Biz her zayif kompakt operatoriin bu esitligi sagladigini ve bu X kiimesinin /,’in bir
kopyasini da kapsadigini gosterecegiz. Buna ragmen L, ’in kopyasini kapsamaz.

Ayrica;
J:X - Y bir dogal gomme olmak iizere,

||J +T|| =1 +||T|| denklemini saglayan T:X — Y operatorleri ve X Y uzaylarinin ciftleri
iizerinde ¢aligildi.

Bu bizi, Daugavet Ozellikli bir Banach Uzaymm sartsiz tabanli bir uzay igerisine
gomiilemeyecegi sonucuna ulastirir.

Diger yonden;

||I+T|| :l+||T|| sartin1 saglayan operatorlerin kiimesi olduk¢a kiigiik ve diizgiinlik sarti

terimlerinde karakterizasyonlarini veren uzaylar incelendi.

Anahtar Kelimeler: Banach Uzayi, Rank—1 operatorler, kompakt operator, zayif kompakt
operator, ug nokta.



ABSTRACT
A Banach space X is said to have the Daugavet property if every operator T:X — X of rank
1 satisfies ||I+T|| =1 +||T|| We show that then every weakly compact operator satisfies this

equation as well and that X contains a copy of /,. However, X need not contain a copy of L.

Also, pairs of spaces X [1 Y are studied and operators T:X — Y satisfying ||J +T|| =1 +||T

b

where J:X - Y is the natural embedding. This leads to the result that a Banach space with
the Daugavet property does not embed into a space with an unconditional basis. In another

direction, it is investigated spaces where the set of operators with ||I +T|| =1 +||T|| is as small

as possible and give characterisations in terms of a smoothness condition.

Keywords: Banach space, Rank—1 operators, compact operator, weakly compact operator,
extreme point.
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1. GIRIS
Daugavet denklemi olarak bilinen norm esitligi, T lineer operator olmak iizere;

|1+T| =1+|[T]| (1.1)

denklemi C[O,l] tizerindeki kompakt operatorler i¢in saglanir. Ayni sonug, LI[O,l]

izerindeki kompakt operatdrler i¢in de elde edilmistir ve bunu Lozanovskii bulmustur.

Yillar gectikce bu cesitli uzaylar iizerindeki operatorlerin daha genis smiflara yayildig:
goriilityor. Bu konuda yapilmig baska caligsmalar i¢in, (Abramovich, 1991), (Foias ve Singer,
1965), (Kadets, 1996), (Plichko ve Popov, 1990), (Weis, 1984), (Werner, 1997),
(Wojtaszczyk, 1992) kaynaklar 6nerilir.

Ozellikle L, [O,l] ’in belli biiyiik alt uzaylar: {izerindeki tanimhi L, [O,l] ’in sabit olmayan bir

kopyasi lizerindeki operatorleri i¢in ayrik noktasiz K, kompakt uzay olmak iizere C(K) nin

belli kapsamaya gore biiyiik alt uzaylari {izerinde tanimli C[O,l] ’in sabit olmayan bir

kopyasindaki operatorleri icin Daugavet denklemi saglanr.

Bu tezin 3. boliimiinde, degisen Rank-1 operatorleri i¢in uygun bir durumu izleyerek zayif
kompakt operatorleri (Giicli Radon Nikodym operatorleri i¢in bile bir problem.) basit bir

lemma aracilig1 ile gegerliligini gosteririz.

Bunun ¢esitli enteresan sonuglar1 var. Ornegin, eger X iizerindeki biitiin ranki 1 olan

operatorler Daugavet 6zelligini saglarsa bu, X’in £, in bir kopyasin1 da kapsadigini gerektirir.

Rank-1 operatorleri i¢cin Daugavet denkleminin arastirilmas1 Wojtaszczyk nin ¢aligmasindaki

sonuglarla onerilir.

Aslinda biz daha genis bir yaklasim gosterip bir kapali alt uzay X ile birlikte bir Y Banach

uzaytve J: X - Y dogal gdmmesini diisiiniiyoruz ve J:X - Y ’den sinifi i¢in

|7+ =1 +|T| (1.2)

denklemi iistiinde ¢aligiyoruz.



Eger rank1 1 olan operatorler (1.2) denklemini saglarsa (X,Y) ciftine Daugavet 6zelligine

sahiptir, deriz.

Bu tezde, Daugavet ciftlerinin ve uzaylarmin kalitsal 6zelliklerini ¢alistyoruz ve Daugavet

ozelliginin bir ayrilabilir “0”11 alt uzaylarla ve M-idealleriyle kalitsal oldugunu ispatlayacagiz.

Ne C[0,1] ne de LI[O,l] ’in sartsiz tabanlari olmadigi iyi bilinen gercegi, bu uzaylar

izerindeki sonlu Rank operatdrleri i¢in Daugavet 6zelliginden kolaylikla elde edilir.

Daha genel sonug elde etmek i¢in C[0,1] ve L, [O,l] ’in bile bir sartsiz tabana sahip uzaylara

gomiilemedigini ve (1.2) denklemini arastirmak gerekir. Bu (Kadets ve Shvidkoy)’da
yapilmigtir. O makaledeki teknikleri kullanarak eger X ayrilabilir Y uzayinim bir alt uzayi ve
X Daugavet ozelligine sahipse, Y yeniden normlanabilir ki bu yeni norm X’in {izerindeki
baslangi¢c normu ile uyusur ve (X,Y) ikilisi Daugavet 6zelligini saglar. Bu Daugavet 6zellikli

hi¢bir uzayin kosulsuz tabanli uzay i¢ine gdmiilemeyecegini gosterir.

Bélim 4’de L, =L, [O, l] ‘nin kapsamaya gore kiigiik alt uzaylar ile L, ’in boliim uzaylari ile

ilgilenecegiz.
Ozellikle, Daugavet dzelligine sahip L, in bir kopyasini igermeyen bir uzay sergileyecegiz.

Ornegimiz, 3 uzay(Y bir uzay olmak iizere) problemi iizerindeki ¢alismasinda Talagrand

tarafindan olusturulmus L, /Y dir, (Talagrand, 1990).

Bolim 5’de (Abramovich, 1991) ve (Kadets, 1996)’in sonuglarmi su soru fiizerine

genisletecegiz.

Eger T:X - X,

T|| (& (T), bir operator ise T nin kolayca (1.1)’1 sagladig1 goriiliir.

Bu smiftaki hi¢bir operator (1.1)’1 saglamiyorsa X’in anti-Daugavet 6zelligine sahip oldugu

sOylenir.

Anti-Daugavet 6zelliginin Tanim 5.1°de verecegimiz X’in, diizgilinliik 6zelligi ile yakindan

ilgisi olacagini gosterecegiz.



Gergekten, anti-Daugavet 0zelligini kompakt operatdrler icin karakterize edebilecegiz. Bu

cizgiler 151g1nda standart notasyonlar1 kullanacagiz.

Ornegin, X Banach uzayinin birim yuvarin1 B, birim kiireyi de S, ile gdsterecegiz.

X", X’in Banach duali olmak iizere,
x"0X’ i¢in

S(x",€) :{X 0By : X (X2 te } notasyonunu XDDSXu vee > 0 tarafindan belirlenen B, ’in

dilimi i¢in, exC ile de C kiimesinin u¢ noktalarmin kiimesini gosterecegiz. Bu calismada
sonuclarimiz kiiclik degisikliklerle kompleks Banach uzaylar: icin gecerli olsa da biz reel

Banach uzaylari ile ilgilenecegiz.

Bu ¢alismanin ana sonucu (Kadets, Shvidkoy, Sirotkin ve Werner, 1997)’da vardr.



2. ON BILGIiLER

Burada, tezde gecen bazi 6nemli tanim ve teoremler verilmistir.

Tammm 2.1: E bir K cismi {izerinde bir vektdér uzayi olsun. ||[Hl E-U, x- ||x|| taniml1

doniisiimii asagidaki kosullar1 saglarsa E iizerinde bir norm denir.

1. Her xOE igin |x||20

2. xOE ve |[x|=0 = x=0

3. Her xJE ve aOK igin |Jax| =[] (]|

4. Her x,yOE i¢in [x +y| <|jx||+|y| (Uggen esitsizligi)

Tamim 2.2: X bir normlu lineer uzay olsun. Bu uzaydaki her Cauchy dizisinin bu uzaya ait

limiti varsa, X e Banach Uzayi denir.

T/ =sup |[Tx| =sup |Tx|

Ix|=1 =t

X ve Y normlu uzaylar ve T:X - Y lineer operatdriiniin normu,

seklindedir.

K kompakt Hausdorf Uzay1 olmak {iizere, K iizerinde tanimli, siirekli, reel veya kompleks

degerli fonksiyonlarin kiimesi C(K) ile gosterilir. Burada, f [1C(K) i¢in ||f || =sup |f (x)| dir.
xOK

X bir Banach uzay1 olsun. C(K,X); K’dan X’e siirekli fonksiyonlarin uzayidir. f 1C(K) i¢in

]| = sup [[f(x)] *dir.

Tanim 2.3: f: X - [J lineer fonksiyoneli siirekli ise f ’ye siirekli, lineer fonksiyonel denir.

X’de tamimly, siirekli, lineer fonksiyonellerin uzayma X’in topolojik duali denir ve X" ile

gosterilir.
Tanim 2.4: Bir Banach Uzay1 X’de bir {xn} dizisi, eger her bir x"0X’ igin x"(x,) - X" (x)
saglarsa x — x, xUX’e zayif yaksiyor, denir.

Tamm 2.5: Bir X Banach Uzaymnm X" dualinde bir {XE} dizisi, eger her bir xJX i¢in

x(x) - X (x) saglarsa x - x”, X OX ’a zayif" yakmstyor, denir.



Tammm 2.6: T:X — Y bir lineer operatdr, X ve Y normlu uzaylar olsun. X’deki her sinirlt

denir.

Tanim 2.7: X, Y Banach Uzay1 ve T:X — Y bir operator olsun. X’deki her smrh {x }

operatdr, denir.
X’den Y’ye tanmimli lineer, siirekli, normlu uzaylarin kiimesi L(X,Y) ile gosterilir.

Bir X Banach Uzayindaki biitiin sinirlt dizilerin vektor uzayi, ¢ (X) ile gosterilir. ¢ _(X)

supremum normuna gore bir Banach Uzayidr. Yani x =(x,)0/7_(X) i¢in ||x||oo =sup |X,
dir.
Tanim 2.8: E ve F normlu uzaylar olsun. T:E — F doniisiimii bire-bir, orten, lineer, siirekli

ve her xUE i¢in ||Tx|| = ||x|| oluyorsa T doniigiimiine bir orten izometri ve E ile F uzaylarina

da izomorfik olarak izometrik uzaylar denir.

Tamm 2.9: Eger V, W vektér wuzaymin bir alt uzayr ise wOW i¢in

[W] =w+V :{ w+v: vV } seklinde tanimlanan tiim denklik smiflarmin vektdr uzayma

{ [w]: wOW }, W/V boliim vektdr uzay: denir.

X normlu lineer uzay, M OX’in kapali 6zalt uzayr ise X/M, [X]DX/M icin

H [X] H =inf { ||X +m||: m DM} normuna gore bir normlu uzaydir.

X Banach Uzayi ise X/M de bir Banach Uzayidr.

Tanmm 2.10: Q bir kiime; 2., Q kiimesinin alt kiimesinin bir o -cebiri; I, > iizerinde
O -toplamsal 6l¢li olmak tizere, Ol¢ii uzayi (Q,Z, I'I) seklinde gosterilir. Eger [J *de her bir B
Borel alt kiimesi i¢in £ (B)Y. ise f:Q — B fonksiyonuna &lgiilebilir, denir.

Tamm 2.11: E ve F Banach Uzaylar1 olsun. E ile F arasindaki Banach-Mazur uzakhigi;

d(E,F) =inf { ||T|| HT_IH: T:E - F izomorﬁzm} dir.



Geometrik olarak, B, ve B., E ve F uzaylarinin birim kiirelerini ve d, B, ile B, birim
kiireleri arasindaki uzakligi gostersin. Eger T:E - F bir izomorfizma ise o zaman
d(E, F) < d’dir. Oyle ki, B,OT(B, ] dB,.

Eger E ve F sonlu boyutlu uzaylar ve E ve F uzaylarinin boyutlar1 esitse o zaman T:E — F

izomorfizmi vardir Ki,

T [T = d(E. F) dir.
Tammm 2.12: X topolojik uzaymin agik kiimeleri ile iiretilen O -cebirine Borel o -cebiri,
elemanlarina da Borel kiimeleri denir.

Tammm 2.13: Eger F, X topolojik uzay: lizerinde tanimli bir Borel 0 -cebiri ise o zaman

m:F - [J Olglimiine Borel 6lgiisii, denir.

Tamm 2.14: p, Q kompakt topolojik uzay tstiinde bir Borel 6l¢iisii olmak iizere, w [Q i¢in
eger u({ W}) =0 ise Y ’ye atomik olmayan 6l¢iim denir.

Tamm 2.15: V, W vektor uzaylar1 T:V - W bir operator olsun. Eger T operatoriiniin
goriintiisii bir boyutlu ise T operatdriine rank-1 operatorii denir.

Eger T:V -~ W rank-1 operatdrii ve w, T nin goriintiisiinde sifirdan farkli bir vektor ise
vOV i¢in T(v)=f(v)w esitligini saglayan V iizerinde f lineer fonksiyoneli vardir.

f(v)w=(fOw)v ve T=f Ow sekillerinde de yazilabilir.

Dikkat edelim ki, X ve Y Banach Uzaylarmda tanimhh T=x"0y:X- Y rank-1
operatdriiniin norm adjointi T"=yOx’’dir. Burada y, Y’da tammli lineer, siirekli
fonksiyoneldir. Asagida dualite esitligi verilmistir.

(x0y)xy'F ¥ ¥ or (x(0 &)y)

Tanim 2.16: A sonsuz bir kiime olsun. A ’nm alt kiimelerinin bos olmayan bir F koleksiyonu
asagidaki 6zellikleri saglarsa F’ye siizge¢ denir.

1. 0 F

2. A, BUF=AnBUF

3. AOF ve AOB=BUF dir.

F bir slizge¢ olsun. Kapsamaya gore maksimal ise F’ye ultrasiizge¢ denir. Yani bir ultrasiizgeg

demek baska bir ultrasiizgecte kapsanilmazdir.



F UG ve G bir siizgeg ise F=G’dir.

Bir ultrasiizgeg F i¢in, eger A = ise F’ye serbest ultrasiizgec denir.

AOF

Tamm 2.17: /_(X) vektor uzayindaki tiim dizilerin U serbest ultrasiizgeci boyunca sifira

yakinsamastyla olusan N, /_(X)’in bir kapali vektéor alt uzayidrr ve

Ny :[X=(X1,X2,...) U/l (X) : Xn—>u 0 ¢ ’drr.

EW(X%\I boliim Banach Uzayma, serbest ultrasiizge¢ U’ya gore X’in ultragiicli denir.
U
Xy ZKW(X%\IU seklinde gosterilir.

Tanm 2.18: {Xn} , Banach Uzaylarinin bir dizisi olsun. O zaman {Xn} ‘in L -toplamu,
p}% }
00 <1 <po

Tamim 2.19: X herhangi bir lineer uzay ve T(A) U X, A’nin tanim kiimesi olmak iizere,

(x,0X0 .} {9& (xix0) : 6 X, R (gx

seklinde ifade edilir.

A:T(A) - X’e bir lineer operator olsun. Ax, =A, X, olacak sekilde bir x, UT(A), x# 0
vektoril ve bir A, sayisi varsa A, sayisma A operatdriiniin bir 6zdegeri, x,’a da bu dzdegere
karsilik gelen bir 6zvektorii denir.

Tammm 2.20: X, Y Banach Uzaylari, T:X - Y lineer operatdr olsun. Eger x[IX i¢in
K||x|| < ||T(x)|| < M||x|| esitsizligini saglayan K>0 ve M>0 sabitleri bulunabiliyorsa T
operatoriine gdmme operator, denir.

Teorem 2.21 (Banach-Steinhauss): E, F Banach Uzaylari, T :E - F lineer, smirl,
operatorlerin bir dizisi olsun. Her x JE i¢in lign T x =Tx ise T lineer ve smnirhdir.

Teorem 2.22 (Baire-Kategori): (X,d) tam bir metrik uzay ve A_(nU[), X i¢inde kapali alt
kiimelerin bir dizisi olsun. OAH kiimesinin i¢i bos degilse en az bir A kiimesinin i¢i bos

n=1

degildir.



Teorem 2.23 (Krein-Milman): Bir X vektor uzaymin bir F konveks kiimesi X’deki bir yerel

konveks topoloji T i¢in kompaktsa, o zaman F bir u¢ noktaya sahiptir.
Ayrica F, u¢ noktalarin bir T-kapali konveks kabugudur.

Tamim 2.24: [ {izerinde V bir vektor uzayr ve X [V olsun. X’in elemanlarmin bir konveks

kombinasyonu; Ax tAx,+. . +Ax,, n>0, x,0X toplamimin bir lineer
kombinasyonudur.

X’in biitiin konveks kombinasyonlarmim kiimesi co(X) ile gosterilir ve buna X’in kapali

konveks kabugu denir.
Tanmm 2.25: E Banach latis, X ile Y Banach Uzayi, gergekce smnirli, A-Olgiilebilir
fonksiyonlarmin f:Q - X bir koleksiyonunu L”(A, X) ile gosterelim.

Bochner integrallenebilir fonksiyonlar f:Q — X kolleksiyonunu L'(A,X) ile gosterelim.

Smirly, lineer operatér T:L'(A) —» X icin eger bir gOL“X ,X) varsa ki her fOLX ) icin

Tf = '[ fg dA ise T’ye temsil edilebilir operatdr, denir.

Eger tiim sonlu 6lgiilebilir (Q,Z,)\) uzay! icin tiim sinurly, lineer operatdrleri T:L'(A) —» X
temsil edilebilir ise X’e Radon-Nikodym 6zelligine sahiptir, denir.

Tamm 2.26: C, reel Banach Z Uzayinin bos olmayan bir konveks alt kiimesi olsun. Bir ¢JC

noktasi i¢in,

1. Eger her u,vC ve bir alJ (0,1) icin c=du+(l-0a)v ise u=v =c saglanirsa c’ye bir
ug nokta denir.

2. Her ZDC\{C} icin z"(c)>7'(z) esitsizligini saglayan z"0Z bulunursa c’ye bir ¢ukur
nokta denir.

3. Eger c bir ¢ukur nokta ve ||zn —c|| ~ 0 ancak ve ancak z(z,) —» 7'(c) saglayan z"[JZ’

fonksiyoneli ve C’de {zn} dizisi bulunursa, c’ye bir gii¢lii gukur nokta denir.



3. DAUGAVET OZELLIiGIi

X, bir Y Banach uzaymin alt uzayi olsun ve J: X - Y icine doniisiim operatdrii olsun.

(X,Y) ikilisi operatorlerin M smifi igin M [ L(X,Y) eger biitiin TLM

7+ =1+[T] 3.1

esitligini sagliyorsa (X,Y) ¢ifti Daugavet 6zelligine sahiptir, denir.
Eger X=Y ise, X’in M’ye gore Daugavet 6zelligine sahip oldugunu soyleriz.

Eger M rank-1 operatorlerinin smifi ise X veya (X,Y) ciftine Daugavet 6zelligine sahiptir,

denir.
Eger T, (3.1)’1 sagliyorsa her A >0 degerleri icin ALT (3.1)’i saglar.

M bir koni ise, (3.1)’i dogrulamak i¢in her TLIM,

T|| =1 i¢in (3.1)’1 saglamak yeterlidir.

X", Daugavet o&zelligine sahipse X’in de sahip oldugu aciktrr. Fakat bunun tersi
yanlhistir(Ornegin: X=C[0,1]). Ayrica, Daugavet 6zellikli 1-tamamlannmis alt uzay1 bu sarti

saglamayabilir, (1 boyutlu alt uzaylar1 6rnek olarak verebiliriz).
Buradaki, ¢alismamizin ana lemmasi asagidadir.

Lemma 3.1: (X,Y) Daugavet 6zelligine sahip olsun. O zaman

(a) Her y, OS, ve B, ’in her dilimi S(x,,€,) i¢in B, ’in baska bir S(x,,€&,) O S(x;€ ,) dilimi

var ki her x JS(x[€ ,) i¢in ||x + y0|| =2 —¢g, esitsizligini saglar.

(b) Her XEDSXu ve her zayif” dilim B,.’m S(y,,&) (y,US,H S.,s) dilimi i¢in B .’ mn
baska bir S(y,,€)0S(ye€ ,) zayif” dilimi vardir ki her y"0OS(y,€,) igin

HXE +y |X H =2 —¢, esitsizligini saglar.

Ispat: ki boliimiin de ispat1 benzerdir. Bundan dolay1 sadece (a)’nin ispatmni1 verecegiz.
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T:X - Y, Tx =x,(x)y, doniigiimiinii tanmlayalim. O zaman HJD+TDH =||J +T|| =2 dolayis1

ile bir y'OS,, fonksiyoneli vardir ki |1 + T § |22 ¢, ve y’(y,) 2 0drr.

2-¢,

S IV TS
| v+t

ey |

X g =1-

olarak alalim.

Verilen x OS(x[€ ,) igin

(1P+T)y x) 2(1-&) [T § +T7 | =2 -§ esitsizligine sahibiz.

O halde,

Y X) +yY(y,) X, (x) 22 -¢, (3.2)

esitsizligi  xj(x)=1-¢, olmasm gerektirir. Yani xOS(xg€ ,)’dir. Ustelik (3.2)’den

yi(x)+y'(y,) =2 —¢, ve dolayisiyla ||x +Yy, || =2 —¢, esitsizliklerine sahibiz.

Ters ciimlenin gecerli oldugu gergektir. ileri kaynaklar icin Lemma 3.1’in asagidaki

basitlesmis versiyonu da su sekilde verilir.
Lemma 3.2: Asagidaki iddialar birbirine denktir:
(i) (X,Y) ikilisi Daugavet 6zelligine sahiptir.

(i) Her yUS, ve €>0 i¢in bir XDDSXu vardr ki x"(x)=1-¢ ve ||x+y||22—8

esitsizliklerini saglayan bir x [1S, vardur.

(iii) Her yQS,, XDDSXu ve €>0 icin bir yDDSYD vardr ki y“(y)=1-& ve

HXD + yD| XH > 2 —¢ esitsizliklerini saglayan bir x [JS, vardur.

Bu lemmalarin bir sonucu, eger (X,Y) Daugavet 6zelligine sahip ise B, ’in her dilimi ve

) D IR . . .
B .'m her zayif - dilimi 2 ¢apina sahiptir.
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Ozellikle, (Wojtaszczyk, 1992)’ye ait bir ger¢ek, X’in Radon-Nikodym 6zelliginde kusurlu

oldugunu gosterir.

Teorem 3.3: Eger, (X,Y) cifti Daugavet 6zelligine sahip ise, o zaman (X,Y) zayif kompakt

operatorler i¢in de Daugavet 6zelligine sahiptir.

Aslinda ispat, Daugavet Ozelliginin operatorlerin daha genis smifi i¢in saglandigmi
gosterecektir. Yani, T(B, )’ in Radon-Nikodym kiimesi oldugu T operatorleri anlamma gelen

kuvvetli Radon-Nikodym operatorleridir.

Bu sonucun /,’in bir kopyasini sabit tutulmayan operatdrlere genisletilip genisletmedigine

karar vermek ilging olacak.

Ispat: T:X - Y, |T|=1, olmak iizere zayif kompakt bir operatdr olsun. Oyleyse

K =T(By) zayif kompakttir ve bunun i¢in gukur noktalarinin kapali konveks kabugu ile

cakigir. Gergekten K, onun kuvvetli kapali konveks kabugudur, (Bourgain, 1976).

vo| >sup{ |y|:yOK} —e=1-¢ ve bir 5

icin (0<d<g) S= {y OK:y (y)=1 —é dilimi €’dan yapisal olarak kiiciik ¢apli y, ™1

Her £ >0 i¢in K’nin y, cukur noktas: vardir ki,

kapsayan S dilimi vardir.

Burada y"0Y" ve sup g y7(y) =1 dir. x”=T"y" oldugunu diisiinelim.
REW
T(S(XD,B)) :{ Tx:x OBy, X’ (x2 5 }

={ Tx:x OBy, y(Txk F0 }D S dur.

Sonug olarak her x 0S(x",d) i¢in ||Tx|| > 1 —2¢’a sahibiz. Simdi Lemma 3.2’yi kullanarak bir
x,0S(x",8) elemanini segelim, dyle ki H X, T, /||y0|| H 22-0 ve bu nedenle

Ixo +yo|=2-2¢e dir. Ama Tx, OS,

Tx, —y,| <€ ve istenildigi gibi
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[1+T) 2 x, + T 2 x, + v, ~£22-3¢

ifadesine sahibiz.

Ornek: Eger X bir Banach uzayr ve (Q,X,M) bir atomik olmayan o&lgii uzay: ise
Y =L,(M,X) zayif kompakt operatorler i¢in Daugavet 6zelligine sahiptir. Bu Nazarenko’ya

ait olan bir sonucun 6zel durumudur.

Say1 degerli fonksiyon uzay:r L, (M) nin durumunda bile diger ispatlar 6rnegin, (Babenko ve
Pichugov, 1981), (Holub, 1987) ya da (Lozanovskii, 1966)’da gosterildigi i¢in bizim iddiamiz
daha da kisadir.

Gergekten y[(S, ve y“0S,. olsun. y" fonksiyoneli X"’da degerler alan bir zayif”

Olgiilebilir ¢ fonksiyonu ile temsil edilebilir.

£>0 i¢in Q nm bir Slgiilebilir alt kiimesi B’yi bulalm, dyle ki |Xpy||, <€/2 ve

IXs9],., =1~€/2 olan dlgiilebilir alt kiimesini bulabiliriz.

xUS, sonu¢ olarak X x=x ve <¢,x> >21-¢ olan x [0S, alalim. ||x+y||22—£

oldugundan Lemma 3.2 (ii) sart1 tamamlanir.

Bir benzer tartigmayla, K kompakt uzaymin ayrik noktalar1 yoksa, C(K, X)’in Daugavet

ozelligine sahip oldugu sonucunu yeniden ispatlayabiliriz, (Kadets, 1996).
Simdi Daugavet 6zelliginin otomatik olarak daha genis uzaylara genisledigini gosterelim.

Eger K bir kompakt topolojik uzay ise K iizerinde smirli reel degerli fonksiyonlarin sup-

normlu uzaym /¢ _(K) ve {t () # 0} 1. kategoriden olmak iizere boyle f 1/ _(K) ’lardan
olusan kapali alt uzayr da m(K) ile gosterelim. m,(K):=/_(K)/m(K) bolim uzaymi
diisiinelim. Baire-Kategori Teoreminden bdlim doniisimiini Q:/_ (K) - m,(K) nin

C(K)’ya kisitlamasinin bir izometri oldugu goriiliir.
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(Kadets ve Shvidkoy)’de ispat edilmistir ki K zayif" topolojisinde C[0,1]""mn birim yuvar1
olmak tizere (C[0,1],m,(K)) c¢iftinin Daugavet 6zellii vardir. Bu daraltma operatérleri olarak

bilinen smif i¢in bile dogrudur. Benzer sekilde L,[0, 1] icin bu gegerlidir.

Onerme 3.4: (X,Y) cifti Daugavet ozelligine sahip olsun ve Y“’da exB, . n zayif"

kapanigimi K ile gosterelim. Bu durumda, (X, m,(K)) 'nin da Daugavet 6zelligi vardur.

Ispat: Y’den m,(K)’ya J, kanonik déniisiimii QJ,, J,:Y — C(K) bileskesidir. Burada

Jo» Juy) (¥9) = y™(y) ile tammlidir ve Q yukaridaki boliim doniisiimiiniin kisitlamasidir.

Yukarida isaret edildigi gibi J, bir izometridir. Ispatlamak i¢in Lemma 3.2’yi kullanacagiz.

Boylece x"0S_ ., € >0 verilsin. [f] US,, > [f]'nin denklik smnifini gostersin. Stphesiz; [f],

XD’

m,(K)’da f 0/ _(K) 'nin denklik sinifim1 gdsterir. Genelligi bozmaksizin
A={tOK:f(t) >1-¢/2
kiimesini 2. kategoriden varsayalim.

Simdi U OV acik oldugu zaman U n A arakesiti 2. kategoriden olan V [JK agik kiimesi
vardir, (Kelley, 1955, sayfa.202).

Bir kompakt ve kompleks kiimesinin u¢ noktasi dilimlerden olusan bir komsuluk tabaninin
varoldugu gergegini kullanacagiz. Bu Krein-Milman Teoreminin ters durumundan elde edilir,

(Choquet, 1969, sayfa.107).

Boylece V bir zayif” dilimi kapsar. Yani y, S, ve € <¢&/2 vardir ki,

w OK, wi(y,)>1-¢g=>w"0OV (3.3)
saglanir.

(X,Y) ¢ifti Daugavet 0Ozelligine sahip oldugundan Lemma 3.2°den ||x0+y0||>2—£1

esitsizligini saglayan bir x, 0S, n S(x",€/2) ahriz.
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|| [Jox, +1] || > 2 — ¢ oldugunu gostermek istiyoruz.

Gergekten bir w, 0K igin wy(x,)+w(y,)>2-¢, vardir ve o halde w(y,) >1-¢, dr.
(3.3)den  wy/OV’dir. wg'm UOV  komsulugunu, her w°0OU  igin

wo(x,)+w(y,) >2—-¢,, olacak bigimde alalim.

Ozellikle w™(x,) >1—¢, dir ve V’nin yapisiyla U n A 2.kategoriden oldugundan

|Uox, +£1| zinf{ [w'(x,) +£(w)|: W DUn A}
21—81+1—522—e
2

esitsizligine sahibiz ve ispat tamamlanir.

Agikgast Y ve m,(K) arasindaki her uzay i¢in Daugavet ozelligi saglamir. Ozellikle
(X,C(exB,;)) ¢ifti Daugavet ozelligine sahiptir. Genelde (X,C(B,.)) eiftinin Daugavet

ozelligine sahip olup olmadigi agik bir sorudur.
Bu X=Y=C[0,1] ve X =Y =L,[0,1] i¢cin de dogru olur, (Kadets ve Shvidkoy).
Onerme 3.4 tekrar normlanan teoremi iiretir.

Teorem 3.5: X Y ayrilabilir Banach uzaylar1 ve X’in Daugavet 6zelligine sahip oldugunu

varsayalim.

a) K =exB,. ve m, (K) yukaridaki gibi ise 0 zaman
S:Y - my(K), S|X = Q|X l,(K)’dan m,(K) Tizerine boliim kisitlanmasi olan bir S

izomorfik gdmmesi vardir.

b) Y uzay1 tekrar normlastirilabilir dyle ki yeni normu orjinal norm ile uyusur ve (X,Y)

ciftinin de yeni norma gore Daugavet 6zelligine sahip oldugu goriiliir.

Ispat: (a)’nm ispat1 icin (Kadets ve Shvidkoy, Teorem.3.1)’de K =B, i¢in yapildi (X

Daugavet 6zelligine sahip olsun, olmasin). Fakat buradaki ispat ayrik noktalar1 olmayan tiim
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simetrik izometrik kapali zayif” normlu B, . alt kiimeleri i¢in gegerlidir. Bu nedenle, burada

exB, .’m ayrik noktalari kapsamadigini kontrol etmek yeterli olacaktur.
Farzedelim ki x, bir ayrik ug nokta olsun.

Xy, dilimlerin bir komsuluk tabanina sahip oldugundan bir €S, ve €>0 bulabiliriz ki,
sadece x(&)=1-¢ esitsizligini saglayan u¢ nokta x”=x, dir. Daugavet Ozelliginden
Xg(x)=1-¢€ ve ||x - E” > 2 — ¢ esitsizliklerini saglayan bir x LIS, elemani vardur.

x(x-&)= ||x - E” esitsizligini saglayan bir x" ug noktasini alalim.

0) zaman (—x") (&) =21-g"dm. Sonug olarak x”==x; ve dolayisiyla

1-g < x"(x) = =x,(x) < 0°drr ve bu bir geligkidir.
(b) (a) boliimii ve Onerme 3.4 ile istenilen dzelliklere sahip H|y|” = ||Sy|| bir norm tanimlar.

Bu teorem, sartsiz genislemelerin varolmasi iizerine bazi bilgiler gerektirir. Ik olarak kaynak

(Kadets ve Popov, 1996, Lemma 3.6]’a bir nicel bi¢imini veren bir lemma formiilize edelim.
Lemma 3.6: J: X - Y dogal gommesi ve X 1 Y Banach uzaylari olsun.

(X,Y) ikilisinin, operatorlerin bir M U L(X,Y) alt uzayma gore Daugavet 6zelligine sahip

oldugunu farz edelim.

T, UM operatorlerinin bir noktasal, sartsiz yakinsak serisi T = Z:ZITH olsun.

Bu durumda, |J + T|| >1’dir.

Ozellikle; (hid [0, T] M ile J noktasal sartsiz yakimsak toplami J = z::l T, olarak temsil

edilemez.

Ispat: FIN(U ), U ’nin alt kiimesi olan sonlu bir kiime olsun.
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Banach-Steinhaus Teoremi’ne gore, O(:sup{

2T,
n0OA

:AOFIN( )} sonludur ve B

oldugu zaman

2T,

n(B

SsupﬂZTnH : AOFIN(D), AJ %a dur.

ol A

€ >0 olsun ve Z T
nAg

n

>0 — ¢ esitsizligini saglayan A JFIN(U ) alalim.

O zaman, Daugavet 6zelliginden bu lemmay1 ispatlayan

I +T] = - >1+

T+ )T,

n0A,

2T,

n0A,

2T,

n0A,

— 0 =1-¢ esitsizligi elde edilir.

Genel olarak, Lemma 3.6’da ||J + T|| =1+ ||T|| olup olmadigina karar veremeyiz. Bu genisleme,

1-sartsiz durumudur. Ciinkii n A oldugunda A, =-—1 ve diger durumlarda A, =1 i¢in

J7+T1|z1+2

- >1+2(a—¢€) | T| = 1+|T] - 2¢& dur.

2T,

n0A,

:E: An];

ol 0

Sonug¢ 3.7: Eger X, Daugavet 6zellikli ayrilabilir bir Banach uzay1 ise X yansiyan uzaylarin

sartsiz toplami icine gémiilemez. Ozellikle, X bir sartsiz tabanli uzay igine gdmiilemez.

Ispat: X’i, Y’den X, iizerine P, izdiisiimleriyle Y =0 X, direkt toplami Banach

uzaylarin sartsiz toplami i¢ine gémiildiigiinii kabul edelim.

P (X)’de X, yerlestirildikten sonra X  ve Y nin ayrilabilir oldugunu kabul edelim. Teorem

3.5%e gore, Y’yi tekrar normlastirarak kabul edebiliriz. Teorem 3.3’den X’den Y’ye her zayif
kompakt operator Daugavet Denklemini (1.2) saglayan (X,Y) ciftinin Daugavet 6zelligine

sahip oldugunu kabul edelim

J:X - Y gomme donligimiiniin J ZZ:ZIPH bir noktasal, sartsizyakmsak serisine bir

X

agilimma sahip oldugundan Lemma 3.6’dan bir n, i¢in P, N “in zay1f kompakt olmadigini ve

X, ' refleksif olmadigi sonucunu ¢ikaririz.



17

Simdi, Daugavet 6zellikli uzaylarda, ¢, -kopyalarini iiretmek i¢in Lemma 3.1°1 kullaniyoruz.

Once o lemmanin bir genislemesini verelim.

Lemma 3.8: Eger (X,Y)’nin Daugavet ozelligi varsa, her €, >0 ve her By ’in S(x,,€,)

dilimi ve Y’nin her sonlu boyutlu alt uzayr Y, i¢in By ’in S(x},€,) dilimi var ki;
ly+e|=-g) dyl+})  OyOv, xOSkxe) (3.4)
dir.

Ispat: d=¢,/2 ve Sy, ’da bir sonlu d-net {yl,...,yn} alalim. Lemma 3.1(a)’y1 tekrar

uygulayarak S(xg,€,) OS(x™,e)O...0S(x"™,e™)

dilimlerinin bir dizisini elde ederiz ki, her x OS(x"™,&™)

|y +x|=2-3 (3.5)
dir.
x;=x" ve g =€™ yerine koyarsak, o zaman (3.5) her xS(x,€,) ve k=1,...,n igin

gegerli olur. Bu gerektirir ki, her x 0S(x[,€,) ve y[I Sy, i¢in
||y + x|| >2-20=2-¢, sart1 saglanir.
t, +t, =1 esitligini saglayan 0<t,, t, <1 alalim. Eger t, 2 t, ise x ve y i¢in yukaridaki gibi,
tx +t,y] =[t. (x +y) +(t, = t)y]
2ty =t — ] ]
>t,(2-g,)+t, —t,
=t, +t,—tg, =1-¢g, drr.

Benzer sekilde, bu hesaplamalar t, <t, i¢in saglanir.
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Bu, S, ’mn simetrisi ve normun homojenliginden faydalanarak (3.4)" gerektirir.

Teorem 3.9: Eger X Daugavet 6zelligine sahipse, X, 7, ’in bir kopyasini igerir.

Ispat: Tiimevarim yontemiyle Lemma 3.8 kullamlarak inga etmek kolaydir. ee,,...,e,
vektorlerin bir dizisini ve S(x,,€,), € =4",n00 dilimlerin bir dizisini dyle ki
e, 0S(x,,,€,,) ve S(x.,, ,€,,) nin her elemam -yukari € -’ye kadar lin{el,...,en} ye
¢,-dikidir. Bu da, OyOlin{e,e,,...e}, xOS(x},,€,.) icin |y +x|=1-g,) (y]+|x])

anlamina gelir. O zaman, (e,) dizisi, /,’deki birim taban vektorlerine denktir.

Bu ispat, ayrica X’in (Dowling, Johnson, Lennard ve Turett, 1997) kaynaktaki ¢, ’in

asimptotik izometrik kopyalarini kapsadigini daha kuvvetli sonu¢ oldugunu bile gosterir.
Simdi, Daugavet 6zelligini genisleterek kalicilig1 iizerinde ¢alisacagiz.

Bir X Banach Uzayindaki kapali bir J alt uzay1 eger, X°, X1 bir kapal alt uzay1 V icin
x"=vQO,J° olarak  ayrigtirithiyorsa ~ J’ye  bir ~ M-ideali  denir. Burada

J° :{XDDXDI x'1, =0} "dir. O zaman {XE‘J: XDDV} J%°a lineer olarak izometriktir. Bunu da,

X"=70, J° (3.6)
seklinde yazariz.
Onerme 3.10: Daugavet 6zelligi M-idealleri ile kalitsaldir.

Ispat: J’nin Daugavet 6zellikli X Banach Uzayinda bir M-ideali oldugunu farz edelim.

HXEH =1 esitligini saglayan x"0J" 0 X", £€>0 ve y[S, olsun.

s, ={ €01 g1, x"@®)21-¢}

3

s={ E0X: § k 1,x{ » + E}

dilimlerini g6z 6niinde bulunduralim.
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Lemma 3.2°den bir xS vardr ki ||x+y||22—§’dir. Oyleyse, bir yDDSXu vardir ki,

yix+y)=2 —% dir. 1= HyEH = HyIEH + ”YzDH saglayacak sekilde y =y, +y, 070 7

ayristralim. Bundan dolay1, y“(x)=>1 —% ve y(y)=1 —% esitsizliklerini saglayacak sekilde

£, ..
Yy () +y(y)22 - 'dir.

Sonug olarak,

yIEH >1 —% ve boylece Hy?“ _g bulunur.

Simdi, X {izerinde 0(X,J")-topolojisini diisiinelim. Hahn-Banach Teoremi’nin bir
uygulamasi gosterir ki, B, 'nin B, (Harmand, Werner ve Werner, 1993 Uyar1 1.1.13]’de bir

0(X,J") yogun oldugunu gosterir.
O halde |y - x)|< % ve [x(E - x)| < % esitsizliklerini saglayan bir & B, bulabiliriz.
Yani, {0S, ve

€+ y] = yE+y) = yi{®) +yi(y)
€

Zy?(X)ﬂFl(y)—g

> y(x)+ Y2 (X) + Y. (¥) —%

pil=E e

= y9(x) +¥2(y) —%

>2—¢ olur.

Lemma 3.2’nin bir uygulanmasi 6nermenin ispatini tamamlar.
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Acikca, X Daugavet ozelligine sahip ve J [ X, M-ideali ise o zaman X/J’nin Daugavet

ozelligini saglamas1 gerekmez.

Ornegin eger, X=C[0,1] ve J ={f UX: £(0) =0} ise 0 zaman X/J 1-boyutludur ve Daugavet

ozelligini saglamaz.

Kuvvetli geometrik hipotezler altinda Daugavet 6zelligi i¢in 3-uzay 6zelliginin bir versiyonu

olarak dikkat edilen Onerme 3.10’a bir ters dnerme ve ispatii veriyoruz.

Onerme 3.11: J ve X/J Daugavet 6zelligini paylasan ve J, X’de bir M-ideali ise X’de
M-idealidir.

Ispat: yOS,, x"0S_, ve € >0 Lemma 3.2(ii)’deki gibi verilsin.

x"=x{+x5;0J707J" den HXEH = HXID“ + HXZDH olacak  sekilde ayristirmriz.  (3.6)’dan

”}’” =max Sup ‘yD(y), sup ‘yD(y)‘ =1 oldugu sonucu ¢ikarilir.

yDDBJD yDDBJD
11k once

|| [y] ||X/J =sup ‘yD(y)‘ =1 farzedecegiz.

}’DDBJD
X/J Daugavet dzelligine sahip ve (X/J)?=1" oldugundan

b

IIx,1[ =1 x5(xe) 2 (1-g)[x;

|[x0 +y] || > 2 —¢ saglayan bir x, X vardur.

Sonra

x(®)2 (1-¢) [x]] (3.7
ile {0B, alalim.

Ixo £&-n|<1+¢ (3.8)
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ile bir N UJJ bulmak i¢in M-ideallerinin 2-yuvar 6zelligini kullanalim.

Acikca goriildiigi gibi,

X=X, +&-n,

x||s1+e

x3(x) = x5(x) 2 (1= ) 3]

[x + ¥z [0x+ y1] =[x, +¥][ 22 -
dzelliklerine sahiptir ve x(x) hesaplanacaktir.
Simdi (3.8)’den

‘XID(E) + X (X, — r])‘ <(l+¢) HXIEH ifadesine sahibiz ve dyleyse (3.7)’den
‘XID(XO - r])‘ < 28‘){5“ oyle ki

’dir ve son olarak

x;(x) 2 (1-3¢) [x]

x(x)=(1- 38)‘ XIEH +(1-¢) HXEH >1-3¢g dr.
x'1 uygun olarak hesapladiktan sonra Lemma 3.2(ii)’yi elde ederiz.

Ispatin 2. kisminda, Q:= sup ‘yD(y)‘ < sup ‘}F(y)‘ =1 oldugunu farzedelim.
y'OB ¥ By

Asagidaki iddiaya ihtiyacimiz var,
&(y) =21-3¢ oldugu zaman &"0S; ve £”(§) =1-¢ ifadesini saglayan bir &S, vardir.

Gergekten, ikinci dual uzaymin ayristirmast X° =J" O_J™dir. X" - J" izdiisiimiinii Q

ile gosterelim. Simdi,

, d ve Oyleyse ||Qy|| =1 dir.

y=Qy} =max {|Qy

1=[y] = max { |Qy

b
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Yerel yansima ilkesinden (Behrends, 1991)’in versiyonunda bir L: lin{y,Qy} — X dogrusal

operatorii vardir, dyle ki

&:=LQy)0S,,Ly=y ve ||L|| <1+¢g’dir. Buradaki nokta, QyJ™ J icine gotiiren L

donilistimiidiir.

Acikgast,

I B e
E—2y+2(2E y) ve

128 = y| = JL2Qy - y)| s (1 +&) [2Qy ~y| =1 +¢.

Oyleyse, eger &"0S, ise E(y)<1 ve &Y(2§-y)<1+¢e dir. Sonug olarak, &(§)=1-¢

oldugunda, &"(y)=1-3¢ dur.

J ve Lemma 3.2 {izerindeki varsayimdan x,J vardir ki,

||x0|| =1, x/(x,)=(1-¢) HXDI

x, +E|[z2-¢ (3.9)

b

saglanir.

Sonra asagidaki 6zelliklerle,

x5(z) = (1-¢) “XE

, E0(x, +&) =2 —¢ ozellikli zUBy ve EEDSJu alalim ki,

& (x,)=1-¢, (&) =1-¢ (3.10)
saglansin.

& 'nimn yapisiyla, &;(y)=1-3€’a sahibiz. Tekrar M-ideallerinin 2-yuvar 6zelligini kullanarak
bir NOJ bulabiliriz ki ||z x, -n|<1+€ ve x:=z+x,-n olsun. Ispatin 1.b8limiindeki

gibi (3.9) ve (3.10)’dan

‘xlm(z - n)‘ < 2£Hxﬂ , ‘EE(Z - rl)‘ < 2¢ elde ederiz ve dyleyse
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X1 (x) 2 x;(x,) = 2€|x;]| 2 (1 - 38) )]
X5 (x) =x3(2) = (1-)[x3]| Syle ki
Ix|<1+e
x(x)=21-3¢
[x+ ]2 &(x +y) = &0z =) +&J(x, +y) 22~ 6¢ drr.

Tekrar Lemma 3.2(ii) 'nin tamamlandigini goriiriiz.

Bir ayrilabilir sifirlayiciya sahip olan Daugavet Uzaylarinm alt uzaylarmmn da Daugavet
ozelligine sahip oldugunu ispat etmek simdiki amacimizdir. Asagidaki lemmada agiklandigi

gibi yerel /,-tamlamalarini kullaniriz.

Lemma 3.12: Eger X Daugavet 6zelligine sahip ise, her xS, , her £€>0 ve her X”’in

ayrilabilir V alt uzayi i¢in bir x"[J S.o elemani vardir, dyle ki her voOV igin x{(x)=1-¢

ve HXD + VEH =1+ ”V EH saglanir.

Ispat: S, ’de (V) yogun dizisi ve S(x,&) 0 S(x,,&) O... zayif” kompakt dilimlerin dizisini

alalim ki,
HXD+vEH >2 1 , 0x"0S(x,,€,) k =1,...,n saglansimn.
n

Lemma 3.8’in ispatindaki gibi, bu durum Lemma 3.1(b)’nin tekrar uygulanmasiyla

miimkiindiir.
Agikga bir x"0N,,S(x,,€,) calisir.

Sonug 3.13: Eger X Daugavet zelligine sahipse X", /,’in bir izometrik kopyasini igerir.

Ozellikle X", ne tam konvekstir ne de diizgiindiir.

Ispat: Tiimevarim yontemiyle Lemma 3.12’den bir izometrik /,-kopyasi iiretilebilir.
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Teorem 3.14: X’in Daugavet dzelligine sahip ve Y 0 X ’in bir ayrilabilir sifirlayicili Y °li

bir alt uzay oldugunu kabul edelim. O zaman, Y Daugavet 6zelligine sahiptir.

Ispat: y S, sabiti ve £€>0 alalim.
s={y°0Y =X Y": [y]<1, yy)21-¢ dilimini disinelim.

Ayrica [xlD]DSXu o clemant alalim. Teoremi ispatlamak i¢in, Lemma 3.2(i)) ile bir
H [x, + XE]H =2 esitsizligini saglayan [x5]0S bulmak yeterlidir. Bunu basarmak igin x=y ve

V =lin ( {XID} uy” ) ile Lemma 3.12’yi uygulayalim.

x;(y)=1-¢€ ve HXZD+VEH=1+HVE‘ , Ov'Ov

olacak sekilde bir x20S, fonksiyonelini alalim.
Bu durumda, [x5]0S ve
[P+ x5 = inf { [« + x5+ 27: 2°0 v "}
=inf { 1+[x]+27 : 20"
x"+z0V den
=1+ [x{7[ =2 "dir ve bu teoremin ispatin1 tamamlar.

Asagidaki ozellik (Kadets, 1996)’da incelenmistir. X’in her sonlu es-boyutlu alt uzaymnin

siradan Daugavet 6zelligi varsa X in kalitsal Daugavet 6zelligi vardir.

Onceki teorem kalitsal Daugavet &zelliginin alisilmisi ile uyustugunu gosterir. Bu bliim

sonunda Daugavet 6zellikli ¢iftlerin toplamlarina ¢alisacagiz.
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Lemma 3.15: (X,Y,) ve (X,,Y,) Daugavet 6zelligine sahipse, (X, U, X,,Y, 0,Y,) ve

(X, O, X,,Y, U, Y,) ’de Daugavet 6zelligine sahiptir.
Ispat: ilk 6nce (X, O, X,,Y, 0, Y,) ile ilgilenelim.

b

v} =1

| (725 y2) | = max {|y,

|l |=[xi] +[x5] =1 ile  xJOX7, y;0Y; (j=12) ifadelerini goz oniinde

bulunduralim.

|y, =1 olsun. Lemma 3.2°den verilen € >0 icin

x| =1 xixp)z|xi] a-e)

|x, +y,| =2 - € saglayan bir x, OX, vardur.

x| =1 x5(x,) 2 x5 (1-¢) olacak sekilde x, OX, alalm,

O zaman,

|| (xl,xz)” =1, < (XID,XE), (xl,x2)> >1-¢€ ve ||(x1,x2)+(y1,y2)|| 2||x1 +y1|| > 2 —¢’dir. Sonug

olarak,
(X, O, X,,Y, U, Y,) Daugavet 6zelligine sahiptir.

Bir benzer hesap (Lemma 3.2(iii)’ye dayanan), gosterir ki, (X, U, X,,Y, U, Y,) Daugavet

ozelligine sahiptir.
Yukaridaki lemmanin zittinin da gecerli olduguna isaret ediyoruz.

Onerme 3.16: Daugavet &zellikli Banach uzay giftleri (X,,Y,),(X,,Y,),... olsun. O zaman
(co(X), co(Y))) ve (£,(X)), £,(Y;)) Daugavet 6zelligine sahiptir.
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Ispat: Lemma 3.15°den X, 0, ...0,X.,Y,0,...0,Y) strastyla

X, 0.0, X, L. ;) Y)OIN n i¢in Daugavet 6zelligine sahiptir.

Bu uzaylarin birlesimi, sirasiyla ¢,(X;), ¢,(Y;), ¢,(X;) veya £,(Y;) yogun oldugundan

ispat saglanir.

X; =Y, i¢in sonuglar ilk kez (Wojtaszczyk, 1992) tarafindan ispat edilmistir ve bir dzel

durumu da farkl yaklagimlar kullanilarak (Abramovich, 1991) tarafindan yapilmaistir.
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4. L;’in BOLUMLERI

Bu kisimda, L, =L [0,1] uzaymn: diisiinelim. Lebesgue dlciimiinii 1 ile ve [0,1]’deki Borel

O —cebirini Y. ile gosterelim.

L,’in bir alt uzayr X’in sahip oldugu veya olmadig1 asagidaki iki 6zellik i¢in L,/X’in

Daugavet 6zelligi i¢in ilgili olabilir veya olmayabilir.

(I) Her A [I[0,1] Borel kiimesi ve € >0 i¢in bir f pozitif fonksiyonu vardir ki, f|| =1 ve
OhOX ve AOR i¢in
(=€) (P +[p])<[Af +h<[A|+[n] (4.1)

dir.

(D) Her f,0L,, her AU[0,1] Borel kiimesi ve her €>0 icin ||f||=1 olacak sekilde bir

pozitif f OL,(A) fonksiyonu vardir ve (4.1), her h Olin (X O{f}), AOR i¢in saglanir.
Lemma 4.1: L, ’in alt uzay1 X olsun.

(a) (), (I)’yi gerektirir.

(b) Eger X, (II)’yi saglarsa, o zaman L, /X Daugavet 6zelligine sahiptir.

Ispat:

(a) £, X olsun ve X boyunca lin(X [J {fo}) ’dan lin{fo} tizerine P bir projeksiyonu gostersin.

€ >0 verildiginde bir 8 >0 vardir ki,

£ .
H(B) <= | Xuf, < m dir.

(IT)’deki gibi A i¢in dl¢iimii < d’den kiicilik bir Borel kiimesi B [ A olsun. A’nin yerine B ile

(I)’in uygulamasi ve € yerine €, =€/(4 + 2||P||) alirsak,



28

|af +g|=(1-¢) (o] +]g]) . DaOR, gOX

olacak sekilde ||f||=l bir pozitif fUL (B)’1 saglar. ||h||=1 ile lin(XD{fO})’daki bir

fonksiyon h =Af, +g, Ph=Af, ve |A|<|P| olsun.

(4.1)’1 elde etmek icin ||f + h|| > 2 —¢ oldugunu gostermek yeterlidir. Lemma 3.8’in ispatinin

son kismina bakalim. Gergekten,
2=+ = e[ + ] [ + ]

= [([6]+[Mg +g] |t + M, +g) du
B

( [0,1]\B tizerinde =0 oldugundan)

< [(If1+1el -If +ef ) +2|A [ [£,] du
B B
€
<[l lel - ) 2

<e,(1+]g])+2

€
<(1+[t=P[) o], +-

<E.

(b) Lemma 3.2°nin (ii).sartiun dogrulugunu kontrol edecegiz. [f,]US, x , FUS o IS, ve

€ >0 verilsin.
|| [f, +1f] || > 2 —2¢ saglayan S(F,€) diliminde [f,;] denklik smifin1 bulacagiz.
A [J]0,1] Borel kiimesi vardir ki,

1-e<F,<1 hhhy. (3.2)



29
veya
-1<F,<-l1+¢ hhhy.dir
Onceki durumu farzedelim. Eger f, (11)’deki sart1 saglarsa o zaman,

(F.f)= j F(t) f(t) dt=1-¢, yani

[f]10S(F,€) ’a sahibiz. Eger f, =f koyarsak,
|f, +£,1] =inf {||f; +£, +¢] : ¢0X]
>inf {(1-)(1+|f, +g) : e OX}

=(1-g) (1+|[f,1])
=2-2¢
elde ederiz.

(4.2)’de sozii edilen 2.sart icin ayn1 sonucu elde etmek i¢in f, = —f yazariz.

Onerme 4.2: Eger X, L,’in bir yansimali alt uzay1 ise o zaman L,/X Daugavet 6zelligine

sahiptir.
Ispat: Onceki lemma ve onun gdsterimlerini kullanalim.

Simdi, By (Bcauzamy, 1985, sayfa.162]’den zayif kompakt oldugundan diizgiin

integrallenebilir. O zaman € >0 verildiginde bir d >0 vardir ki,

p(B)ses:j lh(t)| dt<e/2 , OH B,.
B

Bir A Borel kiimesi ve Ol¢iimii <0 olan bir B A Borel kiimesini alalim ve f =Y, /H(B)

olsun. O zaman her h[1B, ve |)\| +||h|| =1 i¢in
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[Af+h] = M+ de+ [ [heo)] de

B [o.1]
1
>\[=2] |h()] dt+] [h(o)] dt
B 0

>1-¢ dir.
Ozellik (1) ispat edilmistir.

Bu boliimdeki ana diisiincemiz; L,’in kopyasini igermeyen Daugavet 6zellikli bir Banach
uzay1 drnegini vermektir. Boylece Teorem 3.9’un gegerli olmadig1 gosterilir. Ornegimiz, L,
icin 3 uzay problemine bir zit 6rnek olarak (Talagrand, 1990) tarafindan bulunan bir Y uzaylh
L,/Y boliim uzay1 olacaktir. Y’ nin birka¢ 6nemli 6zelligini sunmadan 6nce lemmay: formiile

edelim.

m

Lemma 4.3: sup_|f =:M, <oo olacak sekilde [0,1]’de g_=f +h_ [IL, smirh
m|Tmip 1 m m 1

fonksiyonlarm bir dizisini alalim. Ayni1 zamanda z:}zlu(Am) <oo anlammda h_’nin A

desteklerinin kiigiik oldugunu ve (g,) dizisinin standart / -tabanina denk oldugunu

farzedelim.

Bir M, <o ve her (A )0/, icin

>N 8l -

m=1

< i|)\m|s M,

m=1

>N g

m=1

Bu durumda her €>0 i¢in bir 80(0,e/2) vardir ki, AOY, H(A)>¢€ oldugu zaman
H(B)=4 dir.

Ixsflelf] , O % lin{g,:m N} (4.3)

saglayan B [J A vardur.

Ispat: NOIN segelimki Y p(A,) <€/2 olsun.
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M, :=max, hk”L seklinde alalim ve &=¢/(2 +M,(M, +M,)) koyalim. Bunun i¢in her

ADY, M(A)>¢e icin BOA, u(B)=03 alt kiimesi vardr ki 0<¢&/2 oldugundan

Bn ( Um>NAm) =’drr. Herhangi bir fUS,, f= i)\mgm alalm. O zaman i“|)\m| <M,

m=1 m=1

Ve

dHSUB)M, (M, +M,) <t

i)\mfm + i)\mhm

m=] m=l]

xafl=],

ifadesini elde ederiz. Boylece bu, (4.3)’1 ispatlar.

Simdi de Talagrand ornegindeki yapiyr inceleyelim. (Talagrand, 1990)’da her sabit n i¢in
(8mn)m dizisi, Lemma 4.3ln sartlarim karsilayan g =1 +h_ ¢ift dizisi ile iretilen bir
uzay1 olusturdu. Dahasi eger, X, = El{gm,n :m DIN} UL, seklinde ifade ediliyor ise her X ,
sonsuza yaklasirken Banach-Mazur uzaklikli 7 ’e izomorftur. EUHXH izomorfik sabiti

<20 ile X ’nin / -toplamma izomorftur ve sadece her X  degil, ama bu uzaylarm her sonlu
toplam1 Lemma 4.3 sartlarin1 karsilar. X ’ler sadece ¢ok “zayif” fonksiyonlar: i¢ine alacak

sekilde insa edildi. Her € >0 icin n =n(€) var ki [Talagrand, 1990, Teorem 3.1] ile
u({lf=g)<e  DrOs, (3.4)
dir.

Sonug olarak (Y,), (X, ) 'nin bir alt dizisi oldugu zaman L,/ EUHYn , L, [Talagrand, 1990,

sayfa 26]’nm bir kopyasini igermeye yetmemektedir.

Teorem 4.4: L, ’in dyle bir Y alt uzay: vardir ki, L,/Y Daugavet 6zelligine sahiptir. Ama

L, ’in bir kopyasim kapsamakta kusurludur.

Ispat: Y uzayi, Talagrand dizisi (X,) ’nin belli bir (Y,) alt dizisinin kapali, lineer, gerdigi
alt uzayr olacaktir. Yukarida anlatildigr gibi L,/Y’nin L,’in bir kopyasmni igermemesi

Talagrand’a gore derin bir sonugtur.
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Lemma 4.1 vasitasiyla L,/Y icin Daugavet 6zelligini elde etmek i¢cin Y, ’yi asagidaki gibi
belirleriz. i1k olarak Y, = X, aliriz. Tiimevarim yoluyla Lemma 4.3 ve (4.4) sart1 kullanilarak

asagidaki iki sart1 yerine getiren (Y,) alt dizisi seceriz:

(@) Her nOIN igin bir & J(0,2™"") vardrr ki, her AOY ve H(A)>2™" igin bir
BOA, u(B) =9, vardir dyle ki,

[xa £]]<27

fl .00 ¥ 0. Y,. (4.5)

Ayrica §, <9, _, aliriz.

(b) Her gIS, i¢in

u({jgz 1078} )<10™5, (4.6)

dir. Simdi Y = EUHYn ’yi koyalim ve Lemma 4.1’in L.sartinin gegerliligini ispat edelim.

f,0Sy  (nUIN)’nin her se¢imi ve (A)U/, igin gergekten M <20 (Talagrand, 1990,

Onerme 4.2) i¢in

[

z)\n fn

n=1

M

> i;IM (4.7)

esitsizligini saglayan en kiiglik sabiti M ile ifade edelim. Sabit €>0 ve

A0 kiimesi, H(A)>¢€’dir ve NIN olan N’leri alalim ki,
2N (M +2)<e (4.8)
ve n=N i¢in (4.5)’i saglayan bir B[Y. olan B’ler i¢in (a) sikkini uygulayalim.

g, = X/ M(B) ’yi koyalim ve her n’ler ve (A,)0¢, igin f, OS, iken ||h|| =1 ile h= Z)\n f
n=1

seklinde bir fonksiyon diisiinelim ve

lgo +h|z2-¢ (4.9)
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oldugunu ispatlamaya ihtiyacimiz var.

hozi)\nf, h,=h-h,, D={tOB:|h,(t)k 27} ifade edelim.

esitsizliklerinden en az birinde her t 0D sart1 ile dogru

£,(0) =107, n=N+1, N+2,...oldugunu biliyoruz. (4.6) ile

u) < S u({[r|210™})< 1075,

n>N
dir.
(4.9)’u ispat etmek icin sunlara dikkat edelim:

2= go +h| =[go] +[n] e, +H]

:,[B( o[ +[h] -|g, +h| ) dy

=IB\D(|g0|+|h| 2o +h|) d“+.[n(|g0|+|h| g0 +h|) du

= .[B\D2|h| du +.[D2|g0| du
Yukarida gegen son iki integral asagidaki gibi hesaplanabilir:

.[B\D|h| duSIB|h0| du+.[B\D|hl| du
N
<27 | +27V8y
n=l

((4.5) ve D’nin tanimu ile)

(4.10)
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<2 (M+1).

[leride, (4.10) ve g,’m tanim vasttastyla,

_HD) 1o :
[ eo| du= o= N dir ki,

(4.8) ve (4.9)’un ispatiyla
2-|g, +h|=2M(M+2) 2<¢

dir ve Teorem 4.4’iin ispat1 tamamlanmustir.

Onerme 4.2 ve Teorem 4.4’iin ortak 6zelligi sudur ki, Radon-Nikodym &zellikli bir alt uzay
tarafindan c¢arpariz. (Wojtaszczyk, 1992) veya (Werner, 1997)’den hatirlarsak, L,/H,
Daugavet 0Ozelligine sahiptir, (Onun duali sagladigindan). Bir dogal soru ki, Radon-
Nikodym o&zellikli bir alt uzay ile L,/X’in Daugavet 6zellikli olup olmadi1 veya en az

birinin normlastirilip normlastirilamadigidir ve bir agik soru olarak kalir.
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5. ANTI-DAUGAVET OZELLIGIi

Bu boliimde bir X Banach Uzaymdan kendisine T operatorlerini diisiinelim. ||T , T’nin
spektrumuna ait olmak iizere T sinirly, lineer bir operator ise
[1+T] =1 +[T] (5.

esitligi elde edilir.

Tamm: X bir Banach uzay1 ve operatorlerin bir sinifi M olsun. Eger TUM igin
1] =14 - s

denkligi saglanirsa X’e anti(karsit)-Daugavet 6zelligine sahiptir, denir.

Tekrar, normu 1 olan operatorleri diistinmek yeterlidir.

Eger M=L(X) ise basit¢e anti-Daugavet 6zelliginden bahsederiz.

Kaynak (Bcauzamy, 1985)’de bulunabilen siiper yansimali, ultragiicleri sonlu temsil
edilebilirlik tizerindeki bazi neticeleri kullanacagiz. Geometrik durumlar 6rnegin; diizgilin
konvekslik ve diizgiinlik de orada tartigilir. Bunun i¢in (Diestel, 1975) veya (Habala, Hajek
ve Zizler, 1996)’yi kaynak olarak verebiliriz.

(Abramovich, 1991)’de ispat edilir ki, diizglin konveks ve diizgiin piiriizsiiz uzaylar anti-
Daugavet 6zelligini paylasir ve yerel diizglin konveks uzaylar kompakt operatorler i¢in anti-
Daugavet oOzelligine sahiptir. (Kadets, 1996)’da sonlu boyutlu uzaylarda anti-Daugavet
ozelligi i¢in bir denk geometrik sart olarak sunulmustur(Bakiniz, Kadets, 1996, Tanim 4.1(a)).

Bu neticeleri genisletiyoruz ve birim kiirenin baz1 geometrik 6zelliklerini sunacagiz.
Tanim 5.1:

(a) Bir Banach uzay1 X’e her x,y S, ve x°[J S.o i¢in

x(x)=1,

x+y|=2=x"y) =1 (5.2)

gerektirmesi saglanirsa bir alterne konveks veya piiriizsiiz (acs)’dir, denir.
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(b) Bir Banach uzay1 X’e her x,_,y0S, ve x"0 S, i¢in

xD(xn) -1,

x, ty| - 2= x%y) =1 (5.3)
gerektirmesi saglanirsa yerel diizgiin alterne konveks veya piirlizsiiz (luacs)’dir, denir.

(¢) Bir Banach uzay1 X’e, her x_,y, Sy ve XHDDqu i¢in

X, (x,) - 1,

x, +y | -2 = X(y) -1 (5.4)

gerektirmesi saglanirsa diizgiin alterne konveks veya piirlizsiiz (uacs)’dir, denir.

Geometrik olarak, (acs)-6zelligi birim kiirede bir dogru iizerindeki bazi noktalarin normunun
plirlizsiiz oldugu anlamina gelir. Tam olarak diyebiliriz ki, X’in (acs) olmasi i¢in gerek ve
yeter kosul co{x,y} Sy oldugu zaman x ve y’nin lin{X,y} nin birim yuvarmin piiriizsiiz

noktalar1 olmasidir.

Suna dikkat ederiz; yerel diizglin konveks uzaylar ve yerel diizglin piiriizsiiz uzaylar (uacs)’dir
ve yerel diizgiin konveks uzaylar (luacs)’dir. (Kadets, 1996)’da ispatlanmistir ki, sonlu
boyutlu uzaylarda (kompaktligin oldugu yerlerde (acs), (luacs) ve (uacs) denktir.) (acs) anti-
Daugavet 6zelligi i¢in gerekli ve yeterlidir. (luacs) 6zelliginin anlami yardimiyla sonsuz
boyutlu uzaylardaki kompakt operatorlerinin smifi i¢in anti-Daugavet 6zelligini karakterize

etmeyi planliyoruz. Son olarak bir lemmaya ihtiyacimiz olacaktir.

Lemma 5.2: X (acs) ve T:X - X ’nin ||T|| =1 ve ||I+T|| =2 olmak iizere zayif kompakt

operatdr oldugunu varsayalim. ilave olarak bir x S, igin ||x +Tx|| =2 olsun. O zaman 1,

T’nin bir 6zdegeridir.

Ispat: x"(x)=1 olacak sekilde XDDqu fonksiyonelini diisiinelim. X’in (acs)-0zelliginden
dolay1 X, x(Tx) =1 esitligine sahiptir. Dolayisiyla x;:=T (X' ) x’de 1 degerine ulasir ve

qu € aittir.

Tekrar (5.2)’yi kullanarak x;(Tx)=1 esitligini elde ederiz. Tiimevarimla ayni savin

uygulanmasi her n JIN i¢in x°(T"x) =1 oldugunu gosterir. Bu sunu ifade eder;
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K:=co{ T"x:n 0N I vOX:x"(0) =} NB, OS,

Ozellikle 00K *dir. Ayn1 zamanda T; K’dan K’ya bir doniisiim ve géreceli zayif kompakt
olan {T"x: n 2]} ZTQ T'x: n 2}) ) oldugundan K, bir zayif kompakt, konveks kiimedir.
Schauder (veya Markov-Kakutani) Sabit Nokta Teoremini kullanarak T’nin K’ da bir

0zdegeri icin sifirdan farkli bir 6zvektorii olan K’da sabit noktasi vardir.
Teorem 5.3: Bir Banach uzay1 X i¢in asagidaki durumlar denktir:

(i) X kompakt operatdrleri i¢in anti-Daugavet 6zelligine sahiptir.

(ii) X, rank-1 operatdrler icin anti-Daugavet 6zelligine sahiptir.

(>iii) X (luacs)’dir.

Ispat:

(i)= (ii) asikardir. (ii)=> (iii)’nin ispat1 i¢in X’in (luacs) olmadigin1 kabul edelim. Oyleyse

XDDqu bir fonksiyoneli vardir ve ||x+yn -2, xx,) -1 olacak sekilde x_,yOS,

vardrr, fakat x”(y) <1’dir. Tv=x"(v) y ile tammlannus T:X — X operatdriinii diisiinelim.

O zaman,

[1+7T] 2 tim sup|lx, +Tx, |

=lim sup”xn +x7(x,) yH

= lim sup|x, +y|| =2

oldugundan ||T|| =1 ve ||I+T|| =2 dir. Béylece T, (5.1)’i saglar. Fakat x"(y) <1’den dolay1

100(T) dir. Oyleyse X, rank1 operatorleri i¢in anti-Daugavet 6zelligini saglamaz.

(>iii) = (i): ||T|| =1 ve ||Id+ T|| =2 olan T bir kompakt operator olsun. O zaman (x,) LS, bir

dizisi vardrr ki, (Tx, + xn” — 2°dir.

T’nin kompakthigindan dolayr Tx, — yUS, oldugunu varsayabiliriz.
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xY(y) =1 olacak sekilde x"0S, . diisiinelim. O zaman x(Tx,) -1, y?’=TX koyalm. O
zaman HyDHsl dir. Gergekten y"(x,)=x"(Tx,) - 1’den Hy[H:l oldugu sonucunu elde

ederiz.

X, + y|| — 2 ve y(x,) — 1 ifadelerine sahibiz ve (5.3)’den dolay1 y”(y) =11 aliriz.
Fakat simdi,
ly + Ty| = x%(y + Ty) =x"(y) + y(y) = 2,

Lemma 5.2, 100(T) oldugunu ifade eder, bundan dolay1 (i)’yi elde ederiz. Simdi (uacs)-

ozelligi ve anti-Daugavet 6zelligi arasindaki iliskiye donelim.
Lemma 5.4: Eger X (uacs) ise X siiper yansiyandir.

Ispat: (uacs)-ozelligi, X’in 2-boyutlu alt uzaylariin yapisinda bir diizgiin kisitlama saglar.
Her €>0 igin bir >0 vardir. O zaman [x+y|>2-3, x,yOSy x(x)>1-3 ile

x"0S . ise x"(y)>1-¢’dir. Bundan dolay: her 2-boyutlu Banach Uzay1 X’de sonlu

(lin{x, y})
olarak temsil edilemezdir ve (Kadets, 1982)’den dolayr X siiper yansiyan olmalidir
(Gergekten, X diizgiin kare degildir ki, O James’e ait bir teoremle siiper yansiyanliligi

gerektirir: Bakiniz [Bcauzamy, 1985, sayfa:261]).

Teorem 5.5: Eger X (uacs) ise, X anti-Daugavet 6zelligine sahiptir.

Ispat: ||I+T|| =2 olacak sekilde T:X — X operatoriiniin normu 1 olsun. X’in ultra giicii

X" yu diisiinelim.

XY, 1, (X)/c})J (X) boliim uzayidir ki onun normu H [(xn )] H =lim,

x| ¢f(X), U ultra-filtre

boyunca sifira yakinsayan X’deki dizilerden olusur.

T" [(xn)] =[(Txn)] ile TV : X" - X" tanimlansin.

T" yu diisiinmenin baslica avantaji 1" +T" toplammin normuna yaklasmasidir. Gergekten

eger x,°0S,, Hxn0+Txn°H —~ 2 olacak sekilde segilirse xO::[(xno)] 0s., ve

X, +T" (xo) =2 dir. Lemma 5.4’e gére X" yansiyandir ve bu nedenle T" zayif kompaktr.
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Tanimdan dolay1 asikardir ki, eger X (uacs) ve Y, X’de sonlu temsil ise o zaman Y (uacs)’dir,

yani (uacs) siiper dzelliktir. Boylece X" *nun (acs) oldugu sonucuna variriz ve Lemma 5.2’yi

uygulayabiliriz. Béylece T'x'=x' olan bir x' =[(xnl)]DSXU 0z vektorii vardir. Bunun

anlami |Tx, —x oyunca sifira yaklastig1 ve 1’in T’nin bir yaklasik 6zdegeri oldugudur.
1 Tx, —x,|| U boyu fira yaklastig I’in T’nin bir yaklasik 6zdegeri oldugud

Ozellikle 100(T) dir.
Daha once de sOyledigimiz gibi (uacs)’nin siiper 6zellik oldugu asikardir. Ayni zamanda

stiper anti-Daugavet ozelligi de (uacs) ile uyumludur, fakat anti-Daugavet 6zelliginin

kendisinin bir siiper 6zellik olup olmadig: siiphe konusudur.
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5. SONUCLAR
Bu calismada, Daugavet 6zellikli ¢iftlerin ve uzaylarin iistiinde ¢alistik.

Daugavet 0Ozelliginin ayrilabilir “0”l1 alt uzaylarla ve M-idealleriyle kalitsal oldugu ve
Daugavet 0zellikli ayrilabilir bir Banach Uzaymin yansiyan uzaylarin sartsiz toplami i¢ine
gomiilemeyecegi sonuglarmi elde ettik.

Ayrica, X’in Daugavet dzelligine sahip oldugu takdirde X”’mn ¢,’in bir izometrik kopyasini

kapsadigimi gordiik.
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