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SİMGE LİSTESİ 

[ ]C 0,1                    [ ]0,1 R⊂  üzerindeki sürekli fonksiyonlarõn kümesi 

[ ]f                    f �nin denklik sõnõfõ 

[ ]1L 0,1                  [ ]0,1  aralõğõnda integrallenebilir fonksiyonlarõn kümesi 

(K)∞l                    K üzerinde sõnõrlõ reel değerli fonksiyonlarõn sup-normlu uzayõ 

L(X,Y)                  X �den Y �ye tanõmlõ sürekli lineer operatörlerin uzayõ 
T                         T � nin normu 

I                            Birim operatör 
FIN( )                  �nin alt kümesi olan sonlu bir küme 

( )S x ,∗ ε              
X

x S ve 0∗
∗ ∈ ε >  ile belirlenmiş XB �in dilimi 

( )1 2 nlin e ,e ,..., e   1 2 ne ,e ,..., e  vektörlerinin gerdiği lineer alt uzay 

I                         Arakesit (kesişim) 
µ        Ölçüm 

(T)σ        T operatörünün spektrumu 
UX        X �in ultra gücü 

Y⊥        Y �nin diki 
Y⊥⊥        Y �nin ikinci diki 
X∗        X uzayõnõn duali 
X∗∗        X uzayõnõn ikinci duali 

XB        X Banach Uzayõnõn birim yuvarõ 

X
B ∗        X∗  uzayõnõn birim yuvarõ 

XS        S �nin X �e kõsõtlanõşõ 

sup       Supremum 
inf       İnfimum 
exC       C kümesinin uç(extrem) noktalarõnõn kümesi 

Bχ        B�nin karakteristik fonksiyonu 

x, x∗        Dual çift 

        Reel sayõlar kümesi 
h.h.h.y.      hemen hemen her yerde 
        Doğal sayõlar kümesi 
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ÖNSÖZ 

Bu tezin hazõrlanmasõnda yardõmlarõnõ esirgemeyen Sayõn Hocam Doç. Dr. Ömer GÖK�e 
saygõlarõmõ ve teşekkürlerimi sunarõm. Ayrõca manevi desteklerini esirgemeyen aileme de çok 
teşekkür ediyorum. 
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ÖZET 

Eğer rankõ 1 olan her T operatörü T : X X→  I T 1 T+ = +  eşitliğini sağlõyorsa o zaman 
Banach Uzayõna, Daugavet özelliğine sahiptir, denir. 

Biz her zayõf kompakt operatörün bu eşitliği sağladõğõnõ ve bu X kümesinin 1l �in bir 
kopyasõnõ da kapsadõğõnõ göstereceğiz. Buna rağmen 1L �in kopyasõnõ kapsamaz. 

Ayrõca; 

J : X Y→  bir doğal gömme olmak üzere, 

J T 1 T+ = +  denklemini sağlayan T : X Y→  operatörleri ve X Y⊂  uzaylarõnõn çiftleri 
üzerinde çalõşõldõ. 

Bu bizi, Daugavet özellikli bir Banach Uzayõnõn şartsõz tabanlõ bir uzay içerisine 
gömülemeyeceği sonucuna ulaştõrõr. 

Diğer yönden; 

I T 1 T+ = +  şartõnõ sağlayan operatörlerin kümesi oldukça küçük ve düzgünlük şartõ 
terimlerinde karakterizasyonlarõnõ veren uzaylar incelendi. 

Anahtar Kelimeler: Banach Uzayõ, Rank�1 operatörler, kompakt operatör, zayõf kompakt 
operatör, uç nokta. 
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ABSTRACT 

A Banach space X is said to have the Daugavet property if every operator T : X X→  of rank 
1 satisfies I T 1 T+ = + . We show that then every weakly compact operator satisfies this 

equation as well and that X contains a copy of 1l . However, X need not contain a copy of 1L . 
Also, pairs of spaces X Y⊂  are studied and operators T : X Y→  satisfying J T 1 T+ = + , 
where J : X Y→  is the natural embedding. This leads to the result that a Banach space with 
the Daugavet property does not embed into a space with an unconditional basis. In another 
direction, it is investigated spaces where the set of operators with I T 1 T+ = +  is as small 
as possible and give characterisations in terms of a smoothness condition. 

Keywords: Banach space, Rank�1 operators, compact operator, weakly compact operator, 
extreme point. 
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1. GİRİŞ 

Daugavet denklemi olarak bilinen norm eşitliği, T lineer operatör olmak üzere; 

I T 1 T+ = +                                  (1.1) 

denklemi [ ]C 0,1  üzerindeki kompakt operatörler için sağlanõr. Aynõ sonuç, [ ]1L 0,1  

üzerindeki kompakt operatörler için de elde edilmiştir ve bunu Lozanovskii bulmuştur. 

Yõllar geçtikçe bu çeşitli uzaylar üzerindeki operatörlerin daha geniş sõnõflara yayõldõğõ 

görülüyor. Bu konuda yapõlmõş başka çalõşmalar için, (Abramovich, 1991), (Foiaş ve Singer, 

1965), (Kadets, 1996), (Plichko ve Popov, 1990), (Weis, 1984), (Werner, 1997), 

(Wojtaszczyk, 1992) kaynaklar önerilir. 

Özellikle [ ]1L 0,1 �in belli büyük alt uzaylarõ üzerindeki tanõmlõ [ ]1L 0,1 �in sabit olmayan bir 

kopyasõ üzerindeki operatörleri için ayrõk noktasõz K, kompakt uzay olmak üzere C(K)�nõn 

belli kapsamaya göre büyük alt uzaylarõ üzerinde tanõmlõ [ ]C 0,1 �in sabit olmayan bir 

kopyasõndaki operatörleri için Daugavet denklemi sağlanõr. 

Bu tezin 3. bölümünde, değişen Rank-1 operatörleri için uygun bir durumu izleyerek zayõf 

kompakt operatörleri (Güçlü Radon Nikodym operatörleri için bile bir problem.) basit bir 

lemma aracõlõğõ ile geçerliliğini gösteririz. 

Bunun çeşitli enteresan sonuçlarõ var. Örneğin, eğer X üzerindeki bütün rankõ 1 olan 

operatörler Daugavet özelliğini sağlarsa bu, X�in 1l �in bir kopyasõnõ da kapsadõğõnõ gerektirir. 

Rank-1 operatörleri için Daugavet denkleminin araştõrõlmasõ Wojtaszczyk�nin çalõşmasõndaki 

sonuçlarla önerilir. 

Aslõnda biz daha geniş bir yaklaşõm gösterip bir kapalõ alt uzay X ile birlikte bir Y Banach 

uzayõ ve J : X Y→  doğal gömmesini düşünüyoruz ve J : X Y→ �den sõnõfõ için 

J T 1 T+ = +                       (1.2) 

denklemi üstünde çalõşõyoruz. 
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Eğer rankõ 1 olan operatörler (1.2) denklemini sağlarsa (X,Y) çiftine Daugavet özelliğine 

sahiptir, deriz. 

Bu tezde, Daugavet çiftlerinin ve uzaylarõnõn kalõtsal özelliklerini çalõşõyoruz ve Daugavet 

özelliğinin bir ayrõlabilir �0�lõ alt uzaylarla ve M-idealleriyle kalõtsal olduğunu ispatlayacağõz. 

Ne C[0,1] ne de [ ]1L 0,1 �in şartsõz tabanlarõ olmadõğõ iyi bilinen gerçeği, bu uzaylar 

üzerindeki sonlu Rank operatörleri için Daugavet özelliğinden kolaylõkla elde edilir. 

Daha genel sonuç elde etmek için C[0,1] ve [ ]1L 0,1 �in bile bir şartsõz tabana sahip uzaylara 

gömülemediğini ve (1.2) denklemini araştõrmak gerekir. Bu (Kadets ve Shvidkoy)�da 

yapõlmõştõr. O makaledeki teknikleri kullanarak eğer X ayrõlabilir Y uzayõnõn bir alt uzayõ ve 

X Daugavet özelliğine sahipse, Y yeniden normlanabilir ki bu yeni norm X�in üzerindeki 

başlangõç normu ile uyuşur ve (X,Y) ikilisi Daugavet özelliğini sağlar. Bu Daugavet özellikli 

hiçbir uzayõn koşulsuz tabanlõ uzay içine gömülemeyeceğini gösterir. 

Bölüm 4�de [ ]1 1L L 0,1= �nin kapsamaya göre küçük alt uzaylarõ ile 1L �in bölüm uzaylarõ ile 

ilgileneceğiz. 

Özellikle, Daugavet özelliğine sahip 1L �in bir kopyasõnõ içermeyen bir uzay sergileyeceğiz. 

Örneğimiz, 3 uzay(Y bir uzay olmak üzere) problemi üzerindeki çalõşmasõnda Talagrand 

tarafõndan oluşturulmuş 1L / Y  dir, (Talagrand, 1990). 

Bölüm 5�de (Abramovich, 1991) ve (Kadets, 1996)�õn sonuçlarõnõ şu soru üzerine 

genişleteceğiz. 

Eğer T : X X→ , T (T)∈σ , bir operatör ise T�nin kolayca (1.1)�i sağladõğõ görülür. 

Bu sõnõftaki hiçbir operatör (1.1)�i sağlamõyorsa X�in anti-Daugavet özelliğine sahip olduğu 

söylenir. 

Anti-Daugavet özelliğinin Tanõm 5.1�de vereceğimiz X�in, düzgünlük özelliği ile yakõndan 

ilgisi olacağõnõ göstereceğiz. 
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Gerçekten, anti-Daugavet özelliğini kompakt operatörler için karakterize edebileceğiz. Bu 

çizgiler õşõğõnda standart notasyonlarõ kullanacağõz. 

Örneğin, X Banach uzayõnõn birim yuvarõnõ XB , birim küreyi de XS  ile göstereceğiz. 

X∗ , X�in Banach duali olmak üzere, 

x X∗ ∗∈  için 

{ }XS(x , ) x B : x (x) 1∗ ∗ε = ∈ ≥ − ε  notasyonunu 
X

x S ve 0∗
∗ ∈ ε >  tarafõndan belirlenen XB �in 

dilimi için, exC  ile de C kümesinin uç noktalarõnõn kümesini göstereceğiz. Bu çalõşmada 

sonuçlarõmõz küçük değişikliklerle kompleks Banach uzaylarõ için geçerli olsa da biz reel 

Banach uzaylarõ ile ilgileneceğiz. 

Bu çalõşmanõn ana sonucu (Kadets, Shvidkoy, Sirotkin ve Werner, 1997)�da vardõr. 
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2. ÖN BİLGİLER 

Burada, tezde geçen bazõ önemli tanõm ve teoremler verilmiştir. 

Tanõm 2.1: E bir K cismi üzerinde bir vektör uzayõ olsun. : E , x x⋅ → →  tanõmlõ 

dönüşümü aşağõdaki koşullarõ sağlarsa E üzerinde bir norm denir. 

1. Her x E∈  için x 0≥  

2. x E∈  ve x 0 x 0= ⇔ =  

3. Her x E∈  ve a K∈  için ax a x= ⋅  

4. Her x, y E∈  için x y x y+ ≤ +    (Üçgen eşitsizliği) 

Tanõm 2.2: X bir normlu lineer uzay olsun. Bu uzaydaki her Cauchy dizisinin bu uzaya ait 

limiti varsa, X�e Banach Uzayõ denir. 

X ve Y normlu uzaylar ve T : X Y→  lineer operatörünün normu, 
x 1 x 1

T sup Tx sup Tx
≤ =

= =  

şeklindedir. 

K kompakt Hausdorf Uzayõ olmak üzere, K üzerinde tanõmlõ, sürekli, reel veya kompleks 

değerli fonksiyonlarõn kümesi C(K) ile gösterilir. Burada, f C(K)∈  için 
x K

f sup f (x)
∈

= �dir. 

X bir Banach uzayõ olsun. C(K,X); K�dan X�e sürekli fonksiyonlarõn uzayõdõr. f C(K)∈  için 

f sup f (x)= �dir. 

Tanõm 2.3: f : X →   lineer fonksiyoneli sürekli ise f �ye sürekli, lineer fonksiyonel denir. 

X�de tanõmlõ, sürekli, lineer fonksiyonellerin uzayõna X�in topolojik duali denir ve X∗  ile 

gösterilir. 

Tanõm 2.4: Bir Banach Uzayõ X�de bir { }nx  dizisi, eğer her bir x X∗ ∗∈  için nx (x ) x (x)∗ ∗→  

sağlarsa nx x , x X→ ∈ �e zayõf yakõnsõyor, denir. 

Tanõm 2.5: Bir X Banach Uzayõnõn X∗  dualinde bir { }nx∗  dizisi, eğer her bir x X∈  için 

nx (x) x (x)∗ ∗→  sağlarsa nx x , x X∗ ∗ ∗ ∗→ ∈ �a zayõf ∗  yakõnsõyor, denir. 
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Tanõm 2.6: T : X Y→  bir lineer operatör, X ve Y normlu uzaylar olsun. X�deki her sõnõrlõ 

{ }nx  dizisi için { }nTx  dizisinin Y�de bir yakõnsak alt dizisi varsa T�ye kompakt operatör, 

denir. 

Tanõm 2.7: X, Y Banach Uzayõ ve T : X Y→  bir operatör olsun. X�deki her sõnõrlõ { }nx  

dizisi için { }nTx  dizisinin Y�de bir zayõf yakõnsak bir alt dizisi varsa T�ye zayõf kompakt 

operatör, denir. 

X�den Y�ye tanõmlõ lineer, sürekli, normlu uzaylarõn kümesi L(X,Y) ile gösterilir. 

Bir X Banach Uzayõndaki bütün sõnõrlõ dizilerin vektör uzayõ, (X)∞l  ile gösterilir. (X)∞l  

supremum normuna göre bir Banach Uzayõdõr. Yani nx (x ) (X)∞= ∈ l  için n
n

x sup x
∞

=  

dir. 

Tanõm 2.8: E ve F normlu uzaylar olsun. T : E F→  dönüşümü bire-bir, örten, lineer, sürekli 

ve her x E∈  için Tx x=  oluyorsa T dönüşümüne bir örten izometri ve E ile F uzaylarõna 

da izomorfik olarak izometrik uzaylar denir. 

Tanõm 2.9: Eğer V, W vektör uzayõnõn bir alt uzayõ ise w W∈  için 

[ ] { }w w V w v : v V= + = + ∈  şeklinde tanõmlanan tüm denklik sõnõflarõnõn vektör uzayõna 

[ ]{ }w : w W , W V∈  bölüm vektör uzayõ denir. 

X normlu lineer uzay, M X⊂ �in kapalõ özalt uzayõ ise [ ]X M, x X M∈  için 

[ ] { }x inf x m : m M= + ∈  normuna göre bir normlu uzaydõr. 

X Banach Uzayõ ise X M  de bir Banach Uzayõdõr. 

Tanõm 2.10: Ω  bir küme; ,∑ Ω  kümesinin alt kümesinin bir σ -cebiri; ,Π ∑  üzerinde      

σ -toplamsal ölçü olmak üzere, ölçü uzayõ ( ), ,Ω ∑ Π  şeklinde gösterilir. Eğer  �de her bir B 

Borel alt kümesi için 1f (B)− ∈ ∑  ise f : BΩ →  fonksiyonuna ölçülebilir, denir. 

Tanõm 2.11: E ve F Banach Uzaylarõ olsun. E ile F arasõndaki Banach-Mazur uzaklõğõ; 

{ }1d(E,F) inf T T : T : E F izomorfizm−= → �dir. 
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Geometrik olarak, EB  ve FB , E ve F uzaylarõnõn birim kürelerini ve d, EB  ile FB  birim 

küreleri arasõndaki uzaklõğõ göstersin. Eğer T : E F→  bir izomorfizma ise o zaman            

d(E, F) < d�dir. Öyle ki, F F FB T(B ) d B .⊂ ⊂  

Eğer E ve F sonlu boyutlu uzaylar ve E ve F uzaylarõnõn boyutlarõ eşitse o zaman T : E F→  

izomorfizmi vardõr ki, 1T T d(E, F)− = �dir. 

Tanõm 2.12: X topolojik uzayõnõn açõk kümeleri ile üretilen σ -cebirine Borel σ -cebiri, 

elemanlarõna da Borel kümeleri denir. 

Tanõm 2.13: Eğer F, X topolojik uzayõ üzerinde tanõmlõ bir Borel σ -cebiri ise o zaman 

m : F →   ölçümüne Borel ölçüsü, denir. 

Tanõm 2.14: ,µ Ω  kompakt topolojik uzay üstünde bir Borel ölçüsü olmak üzere, w ∈ Ω  için 

eğer { }( )w 0µ =  ise µ �ye atomik olmayan ölçüm denir. 

Tanõm 2.15: V, W vektör uzaylarõ T : V W→  bir operatör olsun. Eğer T operatörünün 

görüntüsü bir boyutlu ise T operatörüne rank-1 operatörü denir. 

Eğer T : V W→  rank-1 operatörü ve w, T�nin görüntüsünde sõfõrdan farklõ bir vektör ise 

v V∈  için T(v)=f(v)w eşitliğini sağlayan V üzerinde f lineer fonksiyoneli vardõr. 

( )f (v)w f w v= ⊗  ve T f w= ⊗  şekillerinde de yazõlabilir. 

Dikkat edelim ki, X ve Y Banach Uzaylarõnda tanõmlõ T x y : X Y∗= ⊗ →  rank-1 

operatörünün norm adjointi T y x∗ ∗= ⊗ �dir. Burada y, Y∗ �da tanõmlõ lineer, sürekli 

fonksiyoneldir. Aşağõda dualite eşitliği verilmiştir. 

( ) ( )x y x, y x (x) y (y) x, y x y∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗⊗ = = ⊗  

Tanõm 2.16: ∆  sonsuz bir küme olsun. ∆ �nõn alt kümelerinin boş olmayan bir F koleksiyonu 

aşağõdaki özellikleri sağlarsa F�ye süzgeç denir. 

1. F∅ ∉  

2. A, B F A B F∈ ⇒ ∩ ∈  

3. A F∈  ve A B B F⊆ ⇒ ∈  dir. 

F bir süzgeç olsun. Kapsamaya göre maksimal ise F�ye ultrasüzgeç denir. Yani bir ultrasüzgeç 

demek başka bir ultrasüzgeçte kapsanõlmazdõr. 
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F G⊆  ve G bir süzgeç ise F=G�dir. 

Bir ultrasüzgeç F için, eğer 
A F

A
∈

= ∅I  ise F�ye serbest ultrasüzgeç denir. 

Tanõm 2.17: (X)∞l  vektör uzayõndaki tüm dizilerin U serbest ultrasüzgeci boyunca sõfõra 

yakõnsamasõyla oluşan UN , (X)∞l �in bir kapalõ vektör alt uzayõdõr ve 

( ){ }u

U 1 2 nN x x , x ,... (X) : x 0∞= = ∈ →l �dõr. 

U

(X)
N

∞l  bölüm Banach Uzayõna, serbest ultrasüzgeç U�ya göre X�in ultragücü denir. 

U
U

(X)X N
∞= l  şeklinde gösterilir. 

Tanõm 2.18: { }nX , Banach Uzaylarõnõn bir dizisi olsun. O zaman { }nX �in pL -toplamõ, 

( ) ( )
1

p
p

1 2 1 2 n n np
n 1

X X ... : x x , x ,... : x X , x : x 1 p
∞

=

   ⊕ ⊕ = = ∈ = < ∞ ≤ < ∞  
   
∑  

şeklinde ifade edilir. 

Tanõm 2.19: X herhangi bir lineer uzay ve T(A) X⊂ , A�nõn tanõm kümesi olmak üzere, 

A : T(A) X→ �e bir lineer operatör olsun. 0 0 0Ax x= λ ⋅  olacak şekilde bir 0 0x T(A), x 0∈ ≠  

vektörü ve bir 0λ  sayõsõ varsa 0λ  sayõsõna A operatörünün bir özdeğeri, 0x �a da bu özdeğere 

karşõlõk gelen bir özvektörü denir. 

Tanõm 2.20: X, Y Banach Uzaylarõ, T : X Y→  lineer operatör olsun. Eğer x X∈  için 

K x T(x) M x≤ ≤  eşitsizliğini sağlayan K>0 ve M>0 sabitleri bulunabiliyorsa T 

operatörüne gömme operatör, denir. 

Teorem 2.21 (Banach-Steinhauss): E, F Banach Uzaylarõ, nT : E F→  lineer, sõnõrlõ, 

operatörlerin bir dizisi olsun. Her x E∈  için nn
lim T x Tx=  ise T lineer ve sõnõrlõdõr. 

Teorem 2.22 (Baire-Kategori): (X,d) tam bir metrik uzay ve nA (n )∈  , X içinde kapalõ alt 

kümelerin bir dizisi olsun. n
n 1

A
∞

=
U  kümesinin içi boş değilse en az bir nA  kümesinin içi boş 

değildir. 
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Teorem 2.23 (Krein-Milman): Bir X vektör uzayõnõn bir F konveks kümesi X�deki bir yerel 

konveks topoloji τ  için kompaktsa, o zaman F bir uç noktaya sahiptir. 

Ayrõca F, uç noktalarõn bir τ -kapalõ konveks kabuğudur. 

Tanõm 2.24:   üzerinde V bir vektör uzayõ ve X V⊂  olsun. X�in elemanlarõnõn bir konveks 

kombinasyonu; 1 1 2 2 n n ix x ... x , n 0 , x Xλ + λ + + λ > ∈  toplamõnõn bir lineer 

kombinasyonudur. 

X�in bütün konveks kombinasyonlarõnõn kümesi co(X) ile gösterilir ve buna X�in kapalõ 

konveks kabuğu denir. 

Tanõm 2.25: E Banach latis, X ile Y Banach Uzayõ, gerçekçe sõnõrlõ, λ -ölçülebilir 

fonksiyonlarõnõn f : XΩ →  bir koleksiyonunu L ( , X)∞ λ  ile gösterelim. 

Bochner integrallenebilir fonksiyonlar f : XΩ →  kolleksiyonunu 1L ( , X)λ  ile gösterelim. 

Sõnõrlõ, lineer operatör 1T : L ( ) Xλ →  için eğer bir g L ( ,X)∞∈ λ  varsa ki her 1f L ( )∈ λ  için 

Tf f g d= λ∫  ise T�ye temsil edilebilir operatör, denir. 

Eğer tüm sonlu ölçülebilir ( ), ,Ω ∑ λ  uzayõ için tüm sõnõrlõ, lineer operatörleri 1T : L ( ) Xλ →  

temsil edilebilir ise X�e Radon-Nikodym özelliğine sahiptir, denir. 

Tanõm 2.26: C, reel Banach Z Uzayõnõn boş olmayan bir konveks alt kümesi olsun. Bir c C∈  

noktasõ için, 

1. Eğer her u, v C∈  ve bir ( )0,1α ∈  için c u (1 )v= α + − α  ise u v c= =  sağlanõrsa c�ye bir 

uç nokta denir. 

2. Her z C∈ \{ }c  için z (c) z (z)∗ ∗>  eşitsizliğini sağlayan z Z∗ ∗∈  bulunursa c�ye bir çukur 

nokta denir. 

3. Eğer c bir çukur nokta ve nz c 0− →  ancak ve ancak nz (z ) z (c)∗ ∗→  sağlayan z Z∗ ∗∈  

fonksiyoneli ve C�de { }nz  dizisi bulunursa, c�ye bir güçlü çukur nokta denir. 
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3. DAUGAVET ÖZELLİĞİ 

X, bir Y Banach uzayõnõn alt uzayõ olsun ve J : X Y→  içine dönüşüm operatörü olsun. 

(X,Y) ikilisi operatörlerin M sõnõfõ için M L(X, Y)⊂  eğer bütün T M∈  

J T 1 T+ = +                                  (3.1) 

eşitliğini sağlõyorsa (X,Y) çifti Daugavet özelliğine sahiptir, denir. 

Eğer X=Y ise, X�in M�ye göre Daugavet özelliğine sahip olduğunu söyleriz. 

Eğer M rank-1 operatörlerinin sõnõfõ ise X veya (X,Y) çiftine Daugavet özelliğine sahiptir, 

denir. 

Eğer T, (3.1)�i sağlõyorsa her 0λ >  değerleri için Tλ ⋅  (3.1)�i sağlar. 

M bir koni ise, (3.1)�i doğrulamak için her T M∈ , T 1=  için (3.1)�i sağlamak yeterlidir. 

X∗ , Daugavet özelliğine sahipse X�in de sahip olduğu açõktõr. Fakat bunun tersi 

yanlõştõr(Örneğin: X=C[0,1]). Ayrõca, Daugavet özellikli 1-tamamlanmõş alt uzayõ bu şartõ 

sağlamayabilir, (1 boyutlu alt uzaylarõ örnek olarak verebiliriz). 

Buradaki, çalõşmamõzõn ana lemmasõ aşağõdadõr. 

Lemma 3.1: (X,Y) Daugavet özelliğine sahip olsun. O zaman 

(a) Her 0 Yy S∈  ve XB �in her dilimi 0 0S(x , )∗ ε  için XB �in başka bir 1 1 0 0S(x , ) S(x , )∗ ∗ε ⊂ ε  dilimi 

var ki her 1 1x S(x , )∗∈ ε  için 0 0x y 2+ ≥ − ε  eşitsizliğini sağlar. 

(b) Her 0 X
x S ∗

∗ ∈  ve her zayõf ∗  dilim 
Y

B ∗ �õn 0 0 0 Y Y
S(y , ) (y S S )∗∗ε ∈ ⊂  dilimi için 

Y
B ∗ �õn 

başka bir 1 1 0 0S(y , ) S(y , )ε ⊂ ε  zayõf ∗  dilimi vardõr ki her 1 1y S(y , )∗ ∈ ε  için 

0 X 0x y 2∗ ∗+ ≥ − ε  eşitsizliğini sağlar. 

İspat: İki bölümün de ispatõ benzerdir. Bundan dolayõ sadece (a)�nõn ispatõnõ vereceğiz. 



 10

T : X Y→ , 0 0Tx x (x)y∗=  dönüşümünü tanmlayalõm. O zaman J T J T 2∗ ∗+ = + =  dolayõsõ 

ile bir 
Y

y S ∗
∗ ∈  fonksiyoneli vardõr ki 0J y T y 2∗ ∗ ∗ ∗+ ≥ − ε  ve 0y (y ) 0∗ ≥ �dõr. 

1
J y T yx
J y T y

∗ ∗ ∗ ∗
∗

∗ ∗ ∗ ∗

+=
+

  ,  0
1

21
J y T y∗ ∗ ∗ ∗

− εε = −
+

 

olarak alalõm. 

Verilen 1 1x S(x , )∗∈ ε  için 

1 0(J T )y , x (1 ) J y T y 2∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗+ ≥ − ε + = − ε  eşitsizliğine sahibiz. 

O halde, 

0 0 0y (x) y (y ) x (x) 2∗ ∗ ∗+ ≥ − ε                     (3.2) 

eşitsizliği 0 0x (x) 1∗ ≥ − ε  olmasõnõ gerektirir. Yani 0 0x S(x , )∗∈ ε �dõr. Üstelik (3.2)�den 

0 0y (x) y (y ) 2∗ ∗+ ≥ − ε  ve dolayõsõyla 0 0x y 2+ ≥ − ε  eşitsizliklerine sahibiz. 

Ters cümlenin geçerli olduğu gerçektir. İleri kaynaklar için Lemma 3.1�in aşağõdaki 

basitleşmiş versiyonu da şu şekilde verilir. 

Lemma 3.2: Aşağõdaki iddialar birbirine denktir: 

(i) (X,Y) ikilisi Daugavet özelliğine sahiptir. 

(ii) Her Yy S∈  ve 0ε >  için bir 
X

x S ∗
∗ ∈  vardõr ki x (x) 1∗ ≥ − ε  ve x y 2+ ≥ − ε 

eşitsizliklerini sağlayan bir Xx S∈  vardõr. 

(iii) Her Yy S∈ , 
X

x S ∗
∗ ∈  ve 0ε >  için bir ∗∈∗

YSy  vardõr ki ε−≥∗ 1)y(y  ve 

ε−≥+ ∗∗ 2yx X  eşitsizliklerini sağlayan bir Xx S∈  vardõr. 

Bu lemmalarõn bir sonucu, eğer (X,Y) Daugavet özelliğine sahip ise XB �in her dilimi ve 

∗XB �õn her zayõf ∗  dilimi 2 çapõna sahiptir. 
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Özellikle, (Wojtaszczyk, 1992)�ye ait bir gerçek, X�in Radon-Nikodym özelliğinde kusurlu 

olduğunu gösterir. 

Teorem 3.3: Eğer, (X,Y) çifti Daugavet özelliğine sahip ise, o zaman (X,Y) zayõf kompakt 

operatörler için de Daugavet özelliğine sahiptir. 

Aslõnda ispat, Daugavet özelliğinin operatörlerin daha geniş sõnõfõ için sağlandõğõnõ 

gösterecektir. Yani, )B(T X �in Radon-Nikodym kümesi olduğu T operatörleri anlamõna gelen 

kuvvetli Radon-Nikodym operatörleridir. 

Bu sonucun 1l �in bir kopyasõnõ sabit tutulmayan operatörlere genişletilip genişletmediğine 

karar vermek ilginç olacak. 

İspat: T : X Y→ , 1T = , olmak üzere zayõf kompakt bir operatör olsun. Öyleyse 

)B(TK X=  zayõf kompakttõr ve bunun için çukur noktalarõnõn kapalõ konveks kabuğu ile 

çakõşõr. Gerçekten K, onun kuvvetli kapalõ konveks kabuğudur, (Bourgain, 1976). 

Her 0ε >  için K�nõn 0y  çukur noktasõ vardõr ki, { } ε−=ε−∈> 1Ky:ysupy0  ve bir δ  

için ( ε<δ<0 ) { }δ−≥∈= ∗ 1)y(y:KyS  dilimi ε �dan yapõsal olarak küçük çaplõ 0y �õ 

kapsayan S dilimi vardõr. 

Burada ∗∗ ∈ Yy  ve 1)y(ysup Ky =∗
∈  dir. ∗∗∗ = yTx  olduğunu düşünelim. 

1x =∗  ve 

( ) { }XT S(x , ) Tx : x B , x (x) 1∗ ∗δ = ∈ ≥ − δ  

                  { }XTx : x B , y (Tx) 1 S∗= ∈ ≥ − δ ⊂ �dõr. 

Sonuç olarak her ),x(Sx δ∈ ∗  için ε−≥ 21Tx �a sahibiz. Şimdi Lemma 3.2�yi kullanarak bir 

),x(Sx0 δ∈ ∗  elemanõnõ seçelim, öyle ki 0 0 0x y / y 2+ ≥ − δ ve bu nedenle 

ε−≥+ 22yx 00 �dõr. Ama STx 0 ∈ , ε<− 00 yTx  ve istenildiği gibi 
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ε−≥ε−+≥+≥+ 32yxTxxTJ 0000  

ifadesine sahibiz. 

Örnek: Eğer X bir Banach uzayõ ve ),,( µ∑Ω  bir atomik olmayan ölçü uzayõ ise 

)X,(L:Y 1 µ=  zayõf kompakt operatörler için Daugavet özelliğine sahiptir. Bu Nazarenko�ya 

ait olan bir sonucun özel durumudur. 

Sayõ değerli fonksiyon uzayõ )(L1 µ �nõn durumunda bile diğer ispatlar örneğin, (Babenko ve 

Pichugov, 1981), (Holub, 1987) ya da (Lozanovskii, 1966)�da gösterildiği için bizim iddiamõz 

daha da kõsadõr. 

Gerçekten YSy ∈  ve ∗∈∗
YSy  olsun. ∗y  fonksiyoneli ∗X �da değerler alan bir zayõf ∗  

ölçülebilir ϕ  fonksiyonu ile temsil edilebilir. 

0>ε  için Ω  nõn bir ölçülebilir alt kümesi B�yi bulalõm, öyle ki 
1

B L
y / 2χ ≤ ε  ve 

B L
1 / 2

∞
χ ϕ ≥ − ε  olan ölçülebilir alt kümesini bulabiliriz. 

YSx ∈  sonuç olarak Bx xχ =  ve ε−≥ϕ 1x,  olan YSx ∈  alalõm. ε−≥+ 2yx  

olduğundan Lemma 3.2 (ii) şartõ tamamlanõr. 

Bir benzer tartõşmayla, K kompakt uzayõnõn ayrõk noktalarõ yoksa, C(K, X)�in Daugavet 

özelliğine sahip olduğu sonucunu yeniden ispatlayabiliriz, (Kadets, 1996). 

Şimdi Daugavet özelliğinin otomatik olarak daha geniş uzaylara genişlediğini gösterelim. 

Eğer K bir kompakt topolojik uzay ise K üzerinde sõnõrlõ reel değerli fonksiyonlarõn sup-

normlu uzayõnõ )K(∞l  ve { }0)t(f:t ≠  1. kategoriden olmak üzere böyle )K(f ∞∈ l �lardan 

oluşan kapalõ alt uzayõ da m(K) ile gösterelim. )K(m/)K(:)K(m0 ∞= l  bölüm uzayõnõ 

düşünelim. Baire-Kategori Teoreminden bölüm dönüşümünü )K(m)K(:Q 0→∞l �nõn 

C(K)�ya kõsõtlamasõnõn bir izometri olduğu görülür. 
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(Kadets ve Shvidkoy)�de ispat edilmiştir ki K zayõf ∗  topolojisinde ∗]1,0[C �õn birim yuvarõ 

olmak üzere ))K(m],1,0[C( 0  çiftinin Daugavet özelliği vardõr. Bu daraltma operatörleri olarak 

bilinen sõnõf için bile doğrudur. Benzer şekilde ]1,0[L1  için bu geçerlidir. 

Önerme 3.4: (X,Y) çifti Daugavet özelliğine sahip olsun ve Y∗ �da ∗YexB �õn zayõf ∗  

kapanõşõnõ K ile gösterelim. Bu durumda, ))K(m,X( 0 �nõn da Daugavet özelliği vardõr. 

İspat: Y�den )K(m0 �ya 1J  kanonik dönüşümü )K(CY:J,QJ 00 →  bileşkesidir. Burada 

)y(y)y()yJ(,J 00
∗∗ =  ile tanõmlõdõr ve Q yukarõdaki bölüm dönüşümünün kõsõtlamasõdõr. 

Yukarõda işaret edildiği gibi 1J  bir izometridir. İspatlamak için Lemma 3.2�yi kullanacağõz. 

Böylece 0,Sx X >ε∈ ∗
∗  verilsin. ]f[,S]f[ )K(m 0

∈ �nin denklik sõnõfõnõ göstersin. Şüphesiz; [f], 

0m (K) �da f (K)∞∈ l �nõn denklik sõnõfõnõ gösterir. Genelliği bozmaksõzõn 

{ }2/1)t(f:KtA ε−>∈=  

kümesini 2. kategoriden varsayalõm. 

Şimdi VU ⊂  açõk olduğu zaman AU ∩  arakesiti 2. kategoriden olan KV ⊂  açõk kümesi 

vardõr, (Kelley,1955, sayfa.202). 

Bir kompakt ve kompleks kümesinin uç noktasõ dilimlerden oluşan bir komşuluk tabanõnõn 

varolduğu gerçeğini kullanacağõz. Bu Krein-Milman Teoreminin ters durumundan elde edilir, 

(Choquet, 1969, sayfa.107). 

Böylece V bir zayõf ∗  dilimi kapsar. Yani Y0 Sy ∈  ve 2/1 ε<ε  vardõr ki, 

Vw1)y(w,Kw 10 ∈⇒ε−>∈ ∗∗∗                     (3.3) 

sağlanõr. 

(X,Y) çifti Daugavet özelliğine sahip olduğundan Lemma 3.2�den 100 2yx ε−>+  

eşitsizliğini sağlayan bir )2/,x(SSx X0 ε∩∈ ∗  alõrõz. 
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ε−≥+ 2]fxJ[ 00  olduğunu göstermek istiyoruz. 

Gerçekten bir 0w K∗ ∈  için 1000 2)y(w)x(w ε−>+ ∗∗  vardõr ve o halde 100 1)y(w ε−>∗ �dõr. 

(3.3)�den Vw0 ∈∗ �dir. 0w ∗ �õn VU ⊂  komşuluğunu, her w U∗ ∈  için 

1000 2)y(w)x(w ε−>+ ∗∗ , olacak biçimde alalõm. 

Özellikle 10 1)x(w ε−>∗ �dir ve V�nin yapõsõyla AU ∩  2.kategoriden olduğundan 

{ }0 0 0[J x f ] inf w (x ) f (w ) : w U A∗ ∗ ∗+ ≥ + ∈ ∩  

                    ε−≥ε−+ε−≥ 2
2

11 1  

eşitsizliğine sahibiz ve ispat tamamlanõr. 

Açõkçasõ Y ve )K(m0  arasõndaki her uzay için Daugavet özelliği sağlanõr. Özellikle 

))exB(C,X( Y ∗  çifti Daugavet özelliğine sahiptir. Genelde ))B(C,X( Y ∗  çiftinin Daugavet 

özelliğine sahip olup olmadõğõ açõk bir sorudur. 

Bu X=Y=C[0,1] ve ]1,0[LYX 1==  için de doğru olur, (Kadets ve Shvidkoy). 

Önerme 3.4 tekrar normlanan teoremi üretir. 

Teorem 3.5: YX ⊂  ayrõlabilir Banach uzaylarõ ve X�in Daugavet özelliğine sahip olduğunu 

varsayalõm. 

a) ∗= XexBK  ve )K(m0  yukarõdaki gibi ise o zaman 

)K(QS,)K(mY:S
XX0 ∞=→ l �dan )K(m0  üzerine bölüm kõsõtlanmasõ olan bir S 

izomorfik gömmesi vardõr. 

b) Y uzayõ tekrar normlaştõrõlabilir öyle ki yeni normu orjinal norm ile uyuşur ve (X,Y) 

çiftinin de yeni norma göre Daugavet özelliğine sahip olduğu görülür. 

İspat: (a)�nõn ispatõ için (Kadets ve Shvidkoy, Teorem.3.1)�de ∗= XBK  için yapõldõ (X 

Daugavet özelliğine sahip olsun, olmasõn). Fakat buradaki ispat ayrõk noktalarõ olmayan tüm 
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simetrik izometrik kapalõ zayõf ∗  normlu ∗XB  alt kümeleri için geçerlidir. Bu nedenle, burada 

∗XexB �õn ayrõk noktalarõ kapsamadõğõnõ kontrol etmek yeterli olacaktõr. 

Farzedelim ki ∗
0x  bir ayrõk uç nokta olsun. 

∗
0x , dilimlerin bir komşuluk tabanõna sahip olduğundan bir XS∈ξ  ve 0>ε  bulabiliriz ki, 

sadece ε−≥ξ∗ 1)(x  eşitsizliğini sağlayan uç nokta ∗∗ = 0xx �dõr. Daugavet özelliğinden 

ε−≥∗ 1)x(x0  ve ε−≥ξ− 2x  eşitsizliklerini sağlayan bir XSx ∈  elemanõ vardõr. 

ξ−=ξ−∗ x)x(x  eşitsizliğini sağlayan bir ∗x  uç noktasõnõ alalõm. 

O zaman ε−≥ξ− ∗ 1)()x( �dõr. Sonuç olarak ∗∗ −= 0xx  ve dolayõsõyla 

0)x(x)x(x1 0 ≤−=≤ε− ∗∗ �dõr ve bu bir çelişkidir. 

(b) (a) bölümü ve Önerme 3.4 ile istenilen özelliklere sahip Syy =  bir norm tanõmlar. 

Bu teorem, şartsõz genişlemelerin varolmasõ üzerine bazõ bilgiler gerektirir. İlk olarak kaynak 

(Kadets ve Popov, 1996, Lemma 3.6]�a bir nicel biçimini veren bir lemma formülize edelim. 

Lemma 3.6: YX:J →  doğal gömmesi ve YX ⊂  Banach uzaylarõ olsun. 

(X,Y) ikilisinin, operatörlerin bir )Y,X(L⊂Μ  alt uzayõna göre Daugavet özelliğine sahip 

olduğunu farz edelim. 

Μ∈nT  operatörlerinin bir noktasal, şartsõz yakõnsak serisi ∑∞

=
=

1n nTT  olsun. 

Bu durumda, 1TJ ≥+ �dir. 

Özellikle; nn , T M∀ ∈ ∈  ile J noktasal şartsõz yakõnsak toplamõ nn 1
J T∞

=
=∑  olarak temsil 

edilemez. 

 

İspat: FIN( ) ,  �nin alt kümesi olan sonlu bir küme olsun. 
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Banach-Steinhaus Teoremi�ne göre, n
n A

sup T : A FIN( )
∈

 
α = ∈ 

 
∑   sonludur ve B ⊂   

olduğu zaman  

n n
n B n A

T sup T : A FIN( ), A B
∈ ∈

 
≤ ∈ ⊂ ≤ α 

 
∑ ∑   dõr. 

0>ε  olsun ve ε−α≥∑ ∈ 0An nT  eşitsizliğini sağlayan 0A FIN( )∈   alalõm. 

O zaman, Daugavet özelliğinden bu lemmayõ ispatlayan 

ε−≥α−+≥−+≥+ ∑∑∑
∈∉∈

1T1TTJTJ
000 An

n
An

n
An

n  eşitsizliği elde edilir. 

Genel olarak, Lemma 3.6�da T1TJ +=+  olup olmadõğõna karar veremeyiz. Bu genişleme, 

1-şartsõz durumudur. Çünkü 0An ∈  olduğunda 1n −=λ  ve diğer durumlarda 1n =λ  için 

0

n n n
n A n

J T 1 2 T T
∈ ∈

+ ≥ + − λ∑ ∑


ε−+≥−ε−α+≥ 2T1T)(21 �dõr. 

Sonuç 3.7: Eğer X, Daugavet özellikli ayrõlabilir bir Banach uzayõ ise X yansõyan uzaylarõn 

şartsõz toplamõ içine gömülemez. Özellikle, X bir şartsõz tabanlõ uzay içine gömülemez. 

İspat: X�i, Y�den nX  üzerine nP  izdüşümleriyle nn XY ⊕=  direkt toplamõ Banach 

uzaylarõnõn şartsõz toplamõ içine gömüldüğünü kabul edelim. 

nP (X) �de nX  yerleştirildikten sonra nX  ve Y�nin ayrõlabilir olduğunu kabul edelim. Teorem 

3.5�e göre, Y�yi tekrar normlaştõrarak kabul edebiliriz. Teorem 3.3�den X�den Y�ye her zayõf 

kompakt operatör Daugavet Denklemini (1.2) sağlayan (X,Y) çiftinin Daugavet özelliğine 

sahip olduğunu kabul edelim 

YX:J →  gömme dönüşümünün ∑∞

=
=

1n XnPJ  bir noktasal, şartsõzyakõnsak serisine bir 

açõlõmõna sahip olduğundan Lemma 3.6�dan bir 0n  için 
Xn 0

P �õn zayõf kompakt olmadõğõnõ ve 

0nX �õn refleksif olmadõğõ sonucunu çõkarõrõz. 
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Şimdi, Daugavet özellikli uzaylarda, 1l -kopyalarõnõ üretmek için Lemma 3.1�i kullanõyoruz. 

Önce o lemmanõn bir genişlemesini verelim. 

Lemma 3.8: Eğer (X,Y)�nin Daugavet özelliği varsa, her 00 >ε  ve her XB �in ),x(S 00 ε∗  

dilimi ve Y�nin her sonlu boyutlu alt uzayõ 0Y  için XB �in ),x(S 11 ε∗  dilimi var ki; 

),x(Sx,Yy)ty()1(txy 1100 ε∈∈∀+ε−≥+ ∗                             (3.4) 

dir. 

İspat: 2/0ε=δ  ve 
0YS �da bir sonlu { }n1 y,...,ynet−δ  alalõm. Lemma 3.1(a)�yõ tekrar 

uygulayarak ),x(S...),x(S),x(S )n()n()1()1(
00 ε⊃⊃ε⊃ε ∗∗∗  

dilimlerinin bir dizisini elde ederiz ki, her ),x(Sx )k()k( ε∈ ∗  

δ−≥+ 2xyk                       (3.5) 

dõr. 

)n(
1 xx ∗∗ =  ve )n(

1 ε=ε  yerine koyarsak, o zaman (3.5) her ),x(Sx 11 ε∈ ∗  ve k=1,�,n için 

geçerli olur. Bu gerektirir ki, her ),x(Sx 11 ε∈ ∗  ve 
0YSy ∈  için 

0222xy ε−=δ−≥+  şartõ sağlanõr. 

1tt 21 =+  eşitliğini sağlayan 1t,t0 21 ≤≤  alalõm. Eğer 21 tt ≥  ise x ve y için yukarõdaki gibi, 

y)tt()yx(tytxt 12121 −++=+  

     yttyxt 121 −−+≥  

     1201 tt)2(t −+ε−≥  

     00121 1ttt ε−≥ε−+=  dõr. 

Benzer şekilde, bu hesaplamalar 21 tt <  için sağlanõr. 
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Bu, 
0YS �õn simetrisi ve normun homojenliğinden faydalanarak (3.4)�ü gerektirir. 

Teorem 3.9: Eğer X Daugavet özelliğine sahipse, X, 1l �in bir kopyasõnõ içerir. 

İspat: Tümevarõm yöntemiyle Lemma 3.8 kullanõlarak inşa etmek kolaydõr. n21 e,...,e,e  

vektörlerin bir dizisini ve n
n n nS(x , ) , 4 , n∗ −ε ε = ∈   dilimlerin bir dizisini öyle ki 

),x(Se 1n1n1n +
∗

++ ε∈  ve ),x(S 1n1n +
∗

+ ε �nin her elemanõ -yukarõ nε -�ye kadar { }n1 e,...,elin �ye  

1l -dikidir. Bu da, { } ),x(Sx,e,...,e,eliny 1n1nn21 +
∗

+ ε∈∈∀  için )xy()1(xy n +ε−≥+  

anlamõna gelir. O zaman, )e( n  dizisi, 1l �deki birim taban vektörlerine denktir. 

Bu ispat, ayrõca X�in (Dowling, Johnson, Lennard ve Turett, 1997) kaynaktaki 1l �in 

asimptotik izometrik kopyalarõnõ kapsadõğõnõ daha kuvvetli sonuç olduğunu bile gösterir. 

Şimdi, Daugavet özelliğini genişleterek kalõcõlõğõ üzerinde çalõşacağõz. 

Bir X Banach Uzayõndaki kapalõ bir J alt uzayõ eğer, ∗X , ∗X �õn bir kapalõ alt uzayõ V için 
⊥∗ ⊕= JVX 1  olarak ayrõştõrõlõyorsa J�ye bir M-ideali denir. Burada 

{ }0x:XxJ J =∈= ∗∗∗⊥ �dõr. O zaman { } ∗∗∗ ∈ JVx:x J �a lineer olarak izometriktir. Bunu da, 

⊥∗∗ ⊕= JJX 1                        (3.6) 

şeklinde yazarõz. 

Önerme 3.10: Daugavet özelliği M-idealleri ile kalõtsaldõr. 

İspat: J�nin Daugavet özellikli X Banach Uzayõnda bir M-ideali olduğunu farz edelim. 

1x =∗  eşitliğini sağlayan 0,XJx >ε⊂∈ ∗∗∗  ve JSy ∈  olsun. 

{ }1S J : 1, x ( ) 1∗= ξ ∈ ξ ≤ ξ ≥ − ε  

{S X : 1, x ( ) 1
3

∗ ε = ξ∈ ξ ≤ ξ ≥ − 


 

dilimlerini göz önünde bulunduralõm. 
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Lemma 3.2�den bir Sx ∈  vardõr ki 
3

2yx ε−≥+ �dir. Öyleyse, bir ∗∈∗
XSy  vardõr ki, 

3
2)yx(y ε−≥+∗ �dür. ∗∗∗ +== 21 yyy1  sağlayacak şekilde 1 2 1y y y J J∗ ∗ ∗ ∗ ⊥= + ∈ ⊕  

ayrõştõralõm. Bundan dolayõ, 
3

1)x(y ε−≥∗  ve 
3

1)y(y1
ε−≥∗  eşitsizliklerini sağlayacak şekilde 

3
2)y(y)x(y 1

ε−≥+ ∗∗ �dür. 

Sonuç olarak, 
3

1y1
ε−≥∗  ve böylece 

3
y2

ε≤∗  bulunur. 

Şimdi, X üzerinde )J,X( ∗σ -topolojisini düşünelim. Hahn-Banach Teoremi�nin bir 

uygulamasõ gösterir ki, JB �nin XB  (Harmand, Werner ve Werner, 1993 Uyarõ I.1.13]�de bir 

)J,X( ∗σ  yoğun olduğunu gösterir. 

O halde 
3

)x(y1
ε≤−ξ∗  ve 

3
)x(x ε≤−ξ∗  eşitsizliklerini sağlayan bir JB∈ξ  bulabiliriz. 

Yani, 1S∈ξ  ve 

)y(y)(y)y(yy 11
∗∗∗ +ξ=+ξ=+ξ  

           1 1y (x) y (y)
3

∗ ∗ ε≥ + −  

           1 2 1
2y (x) y (x) y (y)
3

∗ ∗ ∗ ε≥ + + −  

    2y
3

∗ ε≤ �den 

           1
2y (x) y (y)
3

∗ ∗ ε= + −  

           ε−≥ 2  olur. 

Lemma 3.2�nin bir uygulanmasõ önermenin ispatõnõ tamamlar. 



 20

Açõkça, X Daugavet özelliğine sahip ve XJ ⊂ , M-ideali ise o zaman J/X �nin Daugavet 

özelliğini sağlamasõ gerekmez. 

Örneğin eğer, X=C[0,1] ve { }0)0(f:XfJ =∈=  ise o zaman J/X  1-boyutludur ve Daugavet 

özelliğini sağlamaz. 

Kuvvetli geometrik hipotezler altõnda Daugavet özelliği için 3-uzay özelliğinin bir versiyonu 

olarak dikkat edilen Önerme 3.10�a bir ters önerme ve ispatõnõ veriyoruz. 

Önerme 3.11: J ve J/X  Daugavet özelliğini paylaşan ve J, X�de bir M-ideali ise X�de        

M-idealidir. 

İspat: ∗∈∈ ∗
XX Sx,Sy  ve 0>ε  Lemma 3.2(ii)�deki gibi verilsin. 

⊥∗∗∗∗ ⊕∈+= JJxxx 21 �den ∗∗∗ += 21 xxx  olacak şekilde ayrõştõrõrõz. (3.6)�dan 

1)y(y,)y(ymaxy supsup
JJ

ByBy

=












= ∗

∈

∗

∈ ⊥
∗

∗
∗

 olduğu sonucu çõkarõlõr. 

İlk önce 

1)y(y]y[ sup
J

By
J/X == ∗

∈ ∗
∗

 farzedeceğiz. 

X/J Daugavet özelliğine sahip ve ⊥∗ = J)J/X(  olduğundan 

ε−≥+ε−≥= ∗∗ 2]yx[,x)1()x(x,1]x[ 02020  sağlayan bir Xx0 ∈  vardõr. 

Sonra 

1 1x ( ) (1 ) x∗ ∗ξ ≥ − ε                       (3.7) 

ile JB∈ξ  alalõm. 

ε+≤η−ξ± 1x0            (3.8) 
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ile bir J∈η  bulmak için M-ideallerinin 2-yuvar özelliğini kullanalõm. 

Açõkça görüldüğü gibi, 

η−ξ+= 0x:x , x 1≤ + ε  

∗∗∗ ε−≥= 2022 x)1()x(x)x(x  

ε−≥+=+≥+ 2]yx[]yx[yx 0  

özelliklerine sahiptir ve )x(x1
∗  hesaplanacaktõr. 

Şimdi (3.8)�den 

∗∗∗ ε+≤η−±ξ 1011 x)1()x(x)(x  ifadesine sahibiz ve öyleyse (3.7)�den  

∗∗ ε≤η− 101 x2)x(x  öyle ki 

∗∗ ε−≥ 11 x)31()x(x �dir ve son olarak 

ε−≥ε−+ε−≥ ∗∗∗ 31x)1(x)31()x(x 21 �dõr. 

x'i uygun olarak hesapladõktan sonra Lemma 3.2(ii)�yi elde ederiz. 

İspatõn 2. kõsmõnda, 
J J

y B y B
Q : sup y (y) sup y (y) 1

∗ ∗
⊥ ∗

∗ ∗

∈ ∈
= < =  olduğunu farzedelim. 

Aşağõdaki iddiaya ihtiyacõmõz var, 

ε−≥ξ 31)y(  olduğu zaman JS∗ ∗ξ ∈  ve ( ) 1∗ξ ξ ≥ − ε  ifadesini sağlayan bir JS∈ξ  vardõr. 

Gerçekten, ikinci dual uzayõnõn ayrõştõrmasõ ⊥∗
∞

⊥⊥∗∗ ⊕= JJX �dõr. ⊥⊥∗∗ → JX  izdüşümünü Q 

ile gösterelim. Şimdi, 

{ }Qyy,Qymaxy1 −== { }θ= ,Qymax  ve öyleyse 1Qy =  dir. 
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Yerel yansõma ilkesinden (Behrends, 1991)�in versiyonunda bir { } XQy,ylin:L →  doğrusal 

operatörü vardõr, öyle ki 

yLy,S)Qy(L: J =∈=ξ  ve ε+≤ 1L �dir. Buradaki nokta, Qy J ⊥⊥∈  J içine götüren L 

dönüşümüdür. 

Açõkçasõ, 

)y2(
2
1y

2
1 −ξ+=ξ  ve 

ε+=−ε+≤−=−ξ 1yQy2)1()yQy2(Ly2 . 

Öyleyse, eğer 
J

S ∗
∗ξ ∈  ise (y) 1∗ξ ≤  ve ε+≤−ξξ∗ 1)y2( �dir. Sonuç olarak, ε−≥ξξ∗ 1)(  

olduğunda, (y) 1 3∗ξ ≥ − ε �dur. 

J ve Lemma 3.2 üzerindeki varsayõmdan Jx0 ∈  vardõr ki, 

0 1 0 1 0x 1, x (x ) (1 ) x , x 2∗ ∗= ≥ − ε +ξ ≥ − ε                   (3.9) 

sağlanõr. 

Sonra aşağõdaki özelliklerle, 

ε−≥ξ+ξε−≥ ∗∗∗ 2)x(,x)1()z(x 0022  özellikli XBz ∈  ve ∗∈ξ∗
J0 S  alalõm ki, 

ε−≥ξξε−≥ξ ∗∗ 1)(,1)x( 000                   (3.10) 

sağlansõn. 

ξ �nõn yapõsõyla, 0 (y) 1 3∗ξ ≥ − ε�a sahibiz. Tekrar M-ideallerinin 2-yuvar özelliğini kullanarak 

bir J∈η  bulabiliriz ki ε+≤η−± 1xz 0  ve η−+= 0xz:x  olsun. İspatõn 1.bölümündeki 

gibi (3.9) ve (3.10)�dan 

ε≤η−ξε≤η− ∗∗∗ 2)z(,x2)z(x 011  elde ederiz ve öyleyse 
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∗∗∗∗ ε−≥ε−≥ 11011 x)31(x2)x(x)x(x  

∗∗∗ ε−≥= 222 x)1()z(x)x(x  öyle ki  

ε+≤ 1x  

ε−≥∗ 31)x(x  

ε−≥+ξ+η−ξ=+ξ≥+ ∗∗∗ 62)yx()z()yx(yx 0000  dõr. 

Tekrar Lemma 3.2(ii)�nin tamamlandõğõnõ görürüz. 

Bir ayrõlabilir sõfõrlayõcõya sahip olan Daugavet Uzaylarõnõn alt uzaylarõnõn da Daugavet 

özelliğine sahip olduğunu ispat etmek şimdiki amacõmõzdõr. Aşağõdaki lemmada açõklandõğõ 

gibi yerel 1l -tamlamalarõnõ kullanõrõz. 

Lemma 3.12: Eğer X Daugavet özelliğine sahip ise, her XSx ∈ , her 0>ε  ve her ∗X �in 

ayrõlabilir V alt uzayõ için bir ∗∈∗
XSx  elemanõ vardõr, öyle ki her V∈ν∗  için ε−≥∗ 1)x(x  

ve ∗∗∗ ν+=ν+ 1x  sağlanõr. 

İspat: VS �de )( n
∗ν  yoğun dizisi ve ...),x(S),x(S 11 ⊃ε⊃ε  zayõf ∗  kompakt dilimlerin dizisini 

alalõm ki, 

n,...,1k),x(Sx,
n
12x nnk =ε∈∀−≥ν+ ∗∗∗  sağlansõn. 

Lemma 3.8�in ispatõndaki gibi, bu durum Lemma 3.1(b)�nin tekrar uygulanmasõyla 

mümkündür. 

Açõkça bir ),x(Sx nnn ε∈ Ν∈
∗ I  çalõşõr. 

Sonuç 3.13: Eğer X Daugavet özelliğine sahipse ∗X , 1l �in bir izometrik kopyasõnõ içerir. 

Özellikle ∗X , ne tam konvekstir ne de düzgündür. 

İspat: Tümevarõm yöntemiyle Lemma 3.12�den bir izometrik 1l -kopyasõ üretilebilir. 
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Teorem 3.14: X�in Daugavet özelliğine sahip ve XY ⊂ �in bir ayrõlabilir sõfõrlayõcõlõ ⊥Y �li 

bir alt uzay olduğunu kabul edelim. O zaman, Y Daugavet özelliğine sahiptir. 

İspat: YSy ∈ sabiti ve 0>ε  alalõm. 

{ }ε−≥≤=∈= ∗∗⊥∗∗∗ 1)y(y,1y:Y/XYyS  dilimini düşünelim. 

Ayrõca 1 X / Y
[x ] S ∗ ⊥

∗ ∈  elemanõ alalõm. Teoremi ispatlamak için, Lemma 3.2(ii) ile bir 

2]xx[ 21 =+ ∗∗  eşitsizliğini sağlayan S]x[ 2 ∈∗  bulmak yeterlidir. Bunu başarmak için x=y ve 

{ }( )1V lin x Y∗ ⊥= U  ile Lemma 3.12�yi uygulayalõm. 

ε−≥∗ 1)y(x2  ve V,1x2 ∈ν∀ν+=ν+ ∗∗∗∗  

olacak şekilde bir ∗∈∗
X2 Sx  fonksiyonelini alalõm. 

Bu durumda, S]x[ 2 ∈∗  ve 

{ }⊥∗∗∗∗∗∗ ∈++=+ Yz:zxxinf]xx[ 2121  

                       { }⊥∗∗∗ ∈++= Yz:zx1inf 1  

Vzx1 ∈+∗ �den  

                      2]x[1 1 =+= ∗ �dir ve bu teoremin ispatõnõ tamamlar. 

Aşağõdaki özellik (Kadets, 1996)�da incelenmiştir. X�in her sonlu eş-boyutlu alt uzayõnõn 

sõradan Daugavet özelliği varsa X�in kalõtsal Daugavet özelliği vardõr. 

Önceki teorem kalõtsal Daugavet özelliğinin alõşõlmõşõ ile uyuştuğunu gösterir. Bu bölüm 

sonunda Daugavet özellikli çiftlerin toplamlarõna çalõşacağõz. 
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Lemma 3.15: )Y,X( 11  ve )Y,X( 22  Daugavet özelliğine sahipse, )YY,XX( 211211 ⊕⊕  ve 

)YY,XX( 2121 ∞∞ ⊕⊕ �de Daugavet özelliğine sahiptir. 

İspat: İlk önce )YY,XX( 2121 ∞∞ ⊕⊕  ile ilgilenelim. 

{ } 1y,ymax)y,y( 2121 ==  

1xx)x,x( 2121 =+= ∗∗∗∗  ile )2,1j(Yy,Xx jjjj =∈∈ ∗∗  ifadelerini göz önünde 

bulunduralõm. 

1y1 =  olsun. Lemma 3.2�den verilen 0>ε  için 

)1(x)x(x,1x 1111 ε−≥= ∗∗  

ε−≥+ 2yx 11  sağlayan bir 11 Xx ∈  vardõr. 

)1(x)x(x,1x 2222 ε−≥= ∗∗  olacak şekilde 22 Xx ∈  alalõm. 

O zaman, 

ε−≥= ∗∗ 1)x,x(),x,x(,1)x,x( 212121  ve ε−≥+≥+ 2yx)y,y()x,x( 112121 �dõr. Sonuç 

olarak, 

)YY,XX( 2121 ∞∞ ⊕⊕  Daugavet özelliğine sahiptir. 

Bir benzer hesap (Lemma 3.2(iii)�ye dayanan), gösterir ki, )YY,XX( 211211 ⊕⊕  Daugavet 

özelliğine sahiptir. 

Yukarõdaki lemmanõn zõttõnõn da geçerli olduğuna işaret ediyoruz. 

Önerme 3.16: Daugavet özellikli Banach uzay çiftleri ),...Y,X(),Y,X( 2211  olsun. O zaman 

))Y(c),X(c( j0j0  ve ))Y(),X(( j1j1 ll  Daugavet özelliğine sahiptir. 

 



 26

İspat: Lemma 3.15�den )Y...Y,X...X( n1n1 ∞∞∞∞ ⊕⊕⊕⊕  sõrasõyla 

1 1 1 n 1 1 1 n(X ... X , Y ... Y ) , n⊕ ⊕ ⊕ ⊕ ∀ ∈ Ν  için Daugavet özelliğine sahiptir. 

Bu uzaylarõn birleşimi, sõrasõyla )Y(c),X(c j0j0 , )Y(veya)X( j1j1 ll  yoğun olduğundan 

ispat sağlanõr. 

jj YX =  için sonuçlar ilk kez (Wojtaszczyk, 1992) tarafõndan ispat edilmiştir ve bir özel 

durumu da farklõ yaklaşõmlar kullanõlarak (Abramovich, 1991) tarafõndan yapõlmõştõr. 
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4. L1�in BÖLÜMLERİ 

Bu kõsõmda, ]1,0[LL 11 =  uzayõnõ düşünelim. Lebesgue ölçümünü µ  ile ve [0,1]�deki Borel 

∑−σ cebirini  ile gösterelim. 

1L �in bir alt uzayõ X�in sahip olduğu veya olmadõğõ aşağõdaki iki özellik için 1L /X�in 

Daugavet özelliği için ilgili olabilir veya olmayabilir. 

(I) Her ]1,0[A ⊂  Borel kümesi ve 0>ε  için bir f pozitif fonksiyonu vardõr ki, 1f =  ve 

Xh ∈∀  ve R∈λ  için 

hhf)h()1( +λ≤+λ≤+λε−         (4.1) 

dir. 

(II) Her 10 Lf ∈ , her ]1,0[A ⊂  Borel kümesi ve her 0>ε  için 1f =  olacak şekilde bir 

pozitif )A(Lf 1∈  fonksiyonu vardõr ve (4.1), her { } )fX(linh 0∪∈ , R∈λ  için sağlanõr. 

Lemma 4.1: 1L �in alt uzayõ X olsun. 

(a) (I), (II)�yi gerektirir. 

(b) Eğer X, (II)�yi sağlarsa, o zaman 1L /X Daugavet özelliğine sahiptir. 

İspat: 

(a) Xf0 ∉  olsun ve X boyunca { } )fX(lin 0∪ �dan { }0flin  üzerine P bir projeksiyonu göstersin. 

0>ε  verildiğinde bir 0>δ  vardõr ki, 

B 0(B) f
4 P

εµ < δ⇒ χ ≤  dir. 

(II)�deki gibi A için ölçümü δ< �den küçük bir Borel kümesi AB ⊂  olsun. A�nõn yerine B ile 

(I)�in uygulamasõ ve ε  yerine )P24/(1 +ε=ε  alõrsak, 
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Χ∈∈α∀+αε−≥+α g,R,)g()1(gf 1  

olacak şekilde 1f =  bir pozitif )B(Lf 1∈ �i sağlar. h 1=  ile { } )fX(lin 0∪ �daki bir 

fonksiyon 0 0h f g , Ph f= λ + = λ  ve P≤λ  olsun. 

(4.1)�i elde etmek için ε−≥+ 2hf  olduğunu göstermek yeterlidir. Lemma 3.8�in ispatõnõn 

son kõsmõna bakalõm. Gerçekten, 

hfhfhf2 +−+=+−  

     ( )0 0
B

f f g f f g d= + λ + − + λ + µ∫  

( [0,1]\B üzerinde f=0 olduğundan) 

     ( ) 0
B B

f g f g 2 f d≤ + − + + λ µ∫ ∫  

     ( )f g f g 2
4 P

ε≤ + − + + λ  

     ( )1 1 g
2
ε≤ ε + +  

     ( ) 11 I P h
2
ε≤ + − ε +  

     ε≤ . 

(b) Lemma 3.2�nin (ii).şartõnõn doğruluğunu kontrol edeceğiz. 
∞

⊥ ⊂∈∈ LXX/L0 SSF,S]f[
1

 ve 

0>ε  verilsin. 

ε−≥+ 22]ff[ 10  sağlayan ),F(S ε  diliminde ]f[ 1  denklik sõnõfõnõ bulacağõz. 

]1,0[A ⊂  Borel kümesi vardõr ki, 

1F1 A ≤≤ε−      h. h. h. y.                     (3.2) 
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veya 

ε+−≤≤− 1F1 A      h. h. h. y. dir. 

Önceki durumu farzedelim. Eğer f, (II)�deki şartõ sağlarsa o zaman, 

ε−≥= ∫ 1dt)t(f)t(Ff,F
A

, yani 

),F(S]f[ ε∈ �a sahibiz. Eğer ff1 =  koyarsak, 

{ }Χ∈++=+ g:gffinf]ff[ 0110  

     { }Xg:)gf1()1(inf 0 ∈++ε−≥  

     )]f[1()1( 0+ε−=  

     ε−= 22  

elde ederiz. 

(4.2)�de sözü edilen 2.şart için aynõ sonucu elde etmek için ff1 −=  yazarõz. 

Önerme 4.2: Eğer X, 1L �in bir yansõmalõ alt uzayõ ise o zaman 1L /X Daugavet özelliğine 

sahiptir. 

İspat: Önceki lemma ve onun gösterimlerini kullanalõm. 

Şimdi, XB  (Bcauzamy, 1985, sayfa.162]�den zayõf kompakt olduğundan düzgün 

integrallenebilir. O zaman 0>ε  verildiğinde bir 0>δ  vardõr ki, 

X
B

(B) h(t) dt / 2 , h Bµ ≤ δ⇒ ≤ ε ∀ ∈∫ . 

Bir A Borel kümesi ve ölçümü δ≤  olan bir AB ⊂  Borel kümesini alalõm ve Bf / (B)= χ µ  

olsun. O zaman her XBh ∈  ve 1h =+λ  için  
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B [0,1] B

f h f (t) h(t) dt h(t) dtλ + = λ + +∫ ∫  

 
1

B 0

2 h(t) dt h(t) dt≥ λ − +∫ ∫  

 ε−≥ 1  dir. 

Özellik (I) ispat edilmiştir. 

Bu bölümdeki ana düşüncemiz; 1L �in kopyasõnõ içermeyen Daugavet özellikli bir Banach 

uzayõ örneğini vermektir. Böylece Teorem 3.9�un geçerli olmadõğõ gösterilir. Örneğimiz, 1L  

için 3 uzay problemine bir zõt örnek olarak (Talagrand, 1990) tarafõndan bulunan bir Y uzaylõ 

1L /Y bölüm uzayõ olacaktõr. Y�nin birkaç önemli özelliğini sunmadan önce lemmayõ formüle 

edelim. 

Lemma 4.3: ∞<=
∞

1Lmm M:fsup  olacak şekilde [0,1]�de 1mmm Lhfg ∈+=  sõnõrlõ 

fonksiyonlarõn bir dizisini alalõm. Aynõ zamanda ∞<∆µ∑∞

=1m m )(  anlamõnda mh �nin m∆  

desteklerinin küçük olduğunu ve )g( m  dizisinin standart 1l -tabanõna denk olduğunu 

farzedelim. 

Bir ∞<2M  ve her 1m )( l∈λ  için 

m
1m

m2
1m

m
1m

mm gMg ∑∑∑
∞

=

∞

=

∞

=
λ≤λ≤λ . 

Bu durumda her 0>ε  için bir )2/,0( ε∈δ  vardõr ki, ε>µ∑∈ )A(,A  olduğu zaman 

δ=µ )B(  dõr. 

{ }B mf f , f X : lin g : m Nχ ≤ ε ∀ ∈ = ∈        (4.3) 

sağlayan B A⊂  vardõr. 

İspat: Ν∈ IN  seçelim ki 2/)(
Nm m ε<∆µ∑ >

 olsun. 
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∞
≤=

LkNk3 hmax:M  şeklinde alalõm ve 2 1 3(2 M (M M ))δ = ε + +  koyalõm. Bunun için her 

ε>µ∑∈ )A(,A  için δ=µ⊂ )B(,AB  alt kümesi vardõr ki 2δ ≤ ε  olduğundan 

( )mm N
B

>
∩ ∆ =U Ø�dõr. Herhangi bir ∑

∞

=
λ=∈

1m
mmX gf,Sf  alalõm. O zaman 2

1m
m M≤λ∑

∞

=
 

ve 

N

B m m m m 2 1 3B
m 1 m 1

f f h d (B) M (M M )
∞

= =
χ = λ + λ µ ≤ µ + < ε∑ ∑∫  

ifadesini elde ederiz. Böylece bu, (4.3)�ü ispatlar. 

Şimdi de Talagrand örneğindeki yapõyõ inceleyelim. (Talagrand, 1990)�da her sabit n için 

mn,m )g(  dizisi, Lemma 4.3�ün şartlarõnõ karşõlayan n,mn,mn,m hfg +=  çift dizisi ile üretilen bir 

uzayõ oluşturdu. Dahasõ eğer, { } 1n,mn LINm:glinX ⊂∈=  şeklinde ifade ediliyor ise her nX , 

sonsuza yaklaşõrken Banach-Mazur uzaklõklõ 1l �e izomorftur. Un nXlin  izomorfik sabiti 

20≤  ile nX �nin 1l -toplamõna izomorftur ve sadece her nX  değil, ama bu uzaylarõn her sonlu 

toplamõ Lemma 4.3 şartlarõnõ karşõlar. nX �ler sadece çok �zayõf� fonksiyonlarõ içine alacak 

şekilde inşa edildi. Her 0>ε  için )(nn ε=  var ki [Talagrand, 1990, Teorem 3.1] ile 

{ }( )
nXSff ∈∀ε≤ε≥µ           (3.4) 

dir. 

Sonuç olarak )X(),Y( nn �nin bir alt dizisi olduğu zaman Un n1 Ylin/L , 1L  [Talagrand, 1990, 

sayfa 26]�nõn bir kopyasõnõ içermeye yetmemektedir. 

Teorem 4.4: 1L �in öyle bir Y alt uzayõ vardõr ki, 1L /Y Daugavet özelliğine sahiptir. Ama 

1L �in bir kopyasõnõ kapsamakta kusurludur. 

İspat: Y uzayõ, Talagrand dizisi )X( n �nin belli bir )Y( n  alt dizisinin kapalõ, lineer, gerdiği 

alt uzayõ olacaktõr. Yukarõda anlatõldõğõ gibi 1L /Y�nin 1L �in bir kopyasõnõ içermemesi 

Talagrand�a göre derin bir sonuçtur. 
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Lemma 4.1 vasõtasõyla 1L /Y için Daugavet özelliğini elde etmek için nY �yi aşağõdaki gibi 

belirleriz. İlk olarak 11 XY =  alõrõz. Tümevarõm yoluyla Lemma 4.3 ve (4.4) şartõ kullanõlarak 

aşağõdaki iki şartõ yerine getiren )Y( n  alt dizisi seçeriz: 

(a) Her INn ∈  için bir )2,0( 1n
n

−−∈δ  vardõr ki, her ∑∈A  ve n2)A( −>µ  için bir 

n)B(,AB δ=µ⊂  vardõr öyle ki, 

n
B 1 nf 2 f , f Y ... Y−χ ≤ ∀ ∈ ⊕ ⊕ .        (4.5) 

Ayrõca 1nn −δ<δ  alõrõz. 

(b) Her 
1nYSg

+
∈  için 

{ }( ) n
n

n
n 1010g δ≤δ≥µ −−           (4.6) 

dõr. Şimdi Un nYlinY = �yi koyalõm ve Lemma 4.1�in I.şartõnõn geçerliliğini ispat edelim. 

)INn(Sf
nYn ∈∈ �nin her seçimi ve 1n )( l∈λ  için gerçekten 20M ≤  (Talagrand, 1990, 

Önerme 4.2) için 

∑∑
∞

=

∞

=
λ≥λ

1n
n

1n
nn fM            (4.7) 

eşitsizliğini sağlayan en küçük sabiti M ile ifade edelim. Sabit 0>ε  ve 

A kümesi , (A)∈ ∑ µ > ε �dõr ve INN ∈ olan N�leri alalõm ki, 

( ) ε≤++− 2M2 1N            (4.8) 

ve n=N için (4.5)�i sağlayan bir ∑∈B  olan B�ler için (a) şõkkõnõ uygulayalõm. 

0 Bg / (B)= χ µ �yi koyalõm ve her n�ler ve 1n )( l∈λ  için 
nn Yf S∈  iken 1h =  ile ∑

∞

=
λ=

1n
nn fh  

şeklinde bir fonksiyon düşünelim ve  

ε−≥+ 2hg0            (4.9) 
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olduğunu ispatlamaya ihtiyacõmõz var. 

{ }
N

N
0 n n 1 0 1

n 1
h f , h h h , D t B: h (t) 2−

=
= λ = − = ∈ ≤∑  ifade edelim. 

(4.7) ile 

M
1n

n ≤λ∑
∞

=
 

eşitsizliklerinden en az birinde her Dt ∈  şartõ ile doğru  

,...2N,1Nn,10)t(f n
n ++=≥ − olduğunu biliyoruz. (4.6) ile 

{ }( ) N
Nn

Nn
n 1010f)D( δ≤≥µ≤µ ∑

>

−−                   (4.10) 

dir. 

(4.9)�u ispat etmek için şunlara dikkat edelim: 

hghghg2 000 +−+=+−  

       ( )0 0B
g h g h d= + − + µ∫  

       ( ) ( )0 0 0 0B\ D D
g h g h d g h g h d= + − + µ + + − + µ∫ ∫  

       0B\ D D
2 h d 2 g d≤ µ + µ∫ ∫  

Yukarõda geçen son iki integral aşağõdaki gibi hesaplanabilir: 

0 1B\ D B B\ D
h d h d h dµ ≤ µ + µ∫ ∫ ∫  

     ∑
=

−− δ+λ≤
N

1n
N

N
n

N 22  

((4.5) ve D�nin tanõmõ ile) 
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)1M(2 N +≤ − . 

İleride, (4.10) ve 0g �õn tanõmõ vasõtasõyla, 

N
0D

(D)g d 10
(B)

−µµ = ≤
µ∫  dõr ki, 

(4.8) ve (4.9)�un ispatõyla  

ε≤+≤+− − 2.)2M(2hg2 N
0  

dõr ve Teorem 4.4�ün ispatõ tamamlanmõştõr. 

Önerme 4.2 ve Teorem 4.4�ün ortak özelliği şudur ki, Radon-Nikodym özellikli bir alt uzay 

tarafõndan çarparõz. (Wojtaszczyk, 1992) veya (Werner, 1997)�den hatõrlarsak, 11 H/L  

Daugavet özelliğine sahiptir, (Onun duali sağladõğõndan). Bir doğal soru ki, Radon- 

Nikodym özellikli bir alt uzay ile X/L1 �in Daugavet özellikli olup olmadõğõ veya en az 

birinin normlaştõrõlõp normlaştõrõlamadõğõdõr ve bir açõk soru olarak kalõr. 
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5. ANTİ-DAUGAVET ÖZELLİĞİ 

Bu bölümde bir X Banach Uzayõndan kendisine T operatörlerini düşünelim. T , T�nin 

spektrumuna ait olmak üzere T sõnõrlõ, lineer bir operatör ise 

I T 1 T+ = +            (5.1) 

eşitliği elde edilir. 

Tanõm: X bir Banach uzayõ ve operatörlerin bir sõnõfõ Μ  olsun. Eğer Μ∈T  için 

I T 1 T T (T)+ = + ⇔ ∈σ  

denkliği sağlanõrsa X�e anti(karşõt)-Daugavet özelliğine sahiptir, denir. 

Tekrar, normu 1 olan operatörleri düşünmek yeterlidir. 

Eğer M=L(X) ise basitçe anti-Daugavet özelliğinden bahsederiz. 

Kaynak (Bcauzamy, 1985)�de bulunabilen süper yansõmalõ, ultragüçleri sonlu temsil 

edilebilirlik üzerindeki bazõ neticeleri kullanacağõz. Geometrik durumlar örneğin; düzgün 

konvekslik ve düzgünlük de orada tartõşõlõr. Bunun için (Diestel, 1975) veya (Habala, Hajek 

ve Zizler, 1996)�yi kaynak olarak verebiliriz. 

(Abramovich, 1991)�de ispat edilir ki, düzgün konveks ve düzgün pürüzsüz uzaylar anti-

Daugavet özelliğini paylaşõr ve yerel düzgün konveks uzaylar kompakt operatörler için anti-

Daugavet özelliğine sahiptir. (Kadets, 1996)�da sonlu boyutlu uzaylarda anti-Daugavet 

özelliği için bir denk geometrik şart olarak sunulmuştur(Bakõnõz, Kadets, 1996, Tanõm 4.1(a)). 

Bu neticeleri genişletiyoruz ve birim kürenin bazõ geometrik özelliklerini sunacağõz. 

Tanõm 5.1: 

(a) Bir Banach uzayõ X�e her XSy,x ∈  ve ∗∈∗
XSx  için 

1)y(x2yx,1)x(x =⇒=+= ∗∗          (5.2) 

gerektirmesi sağlanõrsa bir alterne konveks veya pürüzsüz (acs)�dir, denir. 



 36

(b) Bir Banach uzayõ X�e her Xn Sy,x ∈  ve ∗∈∗
XSx  için 

1)y(x2yx,1)x(x nn =⇒→+→ ∗∗         (5.3) 

gerektirmesi sağlanõrsa yerel düzgün alterne konveks veya pürüzsüz (luacs)�dir, denir. 

(c) Bir Banach uzayõ X�e, her Xnn Sy,x ∈  ve ∗∈∗
Xn Sx  için 

n n n n n nx (x ) 1 , x y 2 x (y ) 1∗ ∗→ + → ⇒ →        (5.4) 

gerektirmesi sağlanõrsa düzgün alterne konveks veya pürüzsüz (uacs)�dir, denir. 

Geometrik olarak, (acs)-özelliği birim kürede bir doğru üzerindeki bazõ noktalarõn normunun 

pürüzsüz olduğu anlamõna gelir. Tam olarak diyebiliriz ki, X�in (acs) olmasõ için gerek ve 

yeter koşul { } XSy,xco ⊂  olduğu zaman x ve y�nin lin{x,y}�nin birim yuvarõnõn pürüzsüz 

noktalarõ olmasõdõr. 

Şuna dikkat ederiz; yerel düzgün konveks uzaylar ve yerel düzgün pürüzsüz uzaylar (uacs)�dir 

ve yerel düzgün konveks uzaylar (luacs)�dir. (Kadets, 1996)�da ispatlanmõştõr ki, sonlu 

boyutlu uzaylarda (kompaktlõğõn olduğu yerlerde (acs), (luacs) ve (uacs) denktir.) (acs) anti-

Daugavet özelliği için gerekli ve yeterlidir. (luacs) özelliğinin anlamõ yardõmõyla sonsuz 

boyutlu uzaylardaki kompakt operatörlerinin sõnõfõ için anti-Daugavet özelliğini karakterize 

etmeyi planlõyoruz. Son olarak bir lemmaya ihtiyacõmõz olacaktõr. 

Lemma 5.2: X (acs) ve XX:T → �nin 1T =  ve I T 2+ =  olmak üzere zayõf kompakt 

operatör olduğunu varsayalõm. İlave olarak bir XSx ∈  için 2Txx =+  olsun. O zaman 1, 

T�nin bir özdeğeridir. 

İspat: 1)x(x =∗  olacak şekilde ∗∈∗
XSx  fonksiyonelini düşünelim. X�in (acs)-özelliğinden 

dolayõ X, 1)Tx(x =∗  eşitliğine sahiptir. Dolayõsõyla 1x : T (x )∗ ∗ ∗=  x�de 1 değerine ulaşõr ve 

∗XS �e aittir. 

Tekrar (5.2)�yi kullanarak 1x (Tx) 1∗ =  eşitliğini elde ederiz. Tümevarõmla aynõ savõn 

uygulanmasõ her INn ∈  için 1)xT(x n =∗  olduğunu gösterir. Bu şunu ifade eder; 
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{ } { } XX
n SB1)(x:XINn:xTco:K ⊂=υ∈υ⊂∈= ∗ I  

Özellikle K0 ∉ �dõr. Aynõ zamanda T; K�dan K�ya bir dönüşüm ve göreceli zayõf kompakt 

olan { } { }( )0n:xTT1n:xT nn ≥=≥  olduğundan K, bir zayõf kompakt, konveks kümedir. 

Schauder (veya Markov-Kakutani) Sabit Nokta Teoremini kullanarak T�nin K� da bir 

özdeğeri için sõfõrdan farklõ bir özvektörü olan K�da sabit noktasõ vardõr. 

Teorem 5.3: Bir Banach uzayõ X için aşağõdaki durumlar denktir: 

(i) X kompakt operatörleri için anti-Daugavet özelliğine sahiptir. 

(ii) X, rank-1 operatörler için anti-Daugavet özelliğine sahiptir. 

(iii) X (luacs)�dir. 

İspat:  

(i)⇒ (ii) aşikardõr. (ii)⇒ (iii)�nin ispatõ için X�in (luacs) olmadõğõnõ kabul edelim. Öyleyse 

∗∈∗
XSx  bir fonksiyoneli vardõr ve 1)x(x,2yx nn →→+ ∗  olacak şekilde Xn Sy,x ∈  

vardõr, fakat 1)y(x <∗ �dir. Tv x (v) y∗=  ile tanõmlanmõş XX:T →  operatörünü düşünelim. 

O zaman, 

n nI T lim sup x Tx+ ≥ +  

 y)x(xxsuplim nn
∗+=  

 2yxsuplim n =+=  

olduğundan 1T =  ve I T 2+ = �dir. Böylece T, (5.1)�i sağlar. Fakat 1)y(x <∗ �den dolayõ 

)T(1 σ∉ �dir. Öyleyse X, rank1 operatörleri için anti-Daugavet özelliğini sağlamaz. 

(iii)⇒ (i): 1T =  ve 2TId =+  olan T bir kompakt operatör olsun. O zaman Xn S)x( ⊂  bir 

dizisi vardõr ki, 2xTx nn →+ �dir. 

T�nin kompaktlõğõndan dolayõ Xn SyTx ∈→  olduğunu varsayabiliriz. 



 38

1)y(x =∗  olacak şekilde ∗∈∗
XSx  düşünelim. O zaman 1)Tx(x n →∗ , y T x∗ ∗ ∗=  koyalõm. O 

zaman y 1∗ ≤  dir. Gerçekten n ny (x ) x (Tx ) 1∗ ∗= → �den 1y =∗  olduğu sonucunu elde 

ederiz. 2yxn →+  ve 1)x(y n →∗  ifadelerine sahibiz ve (5.3)�den dolayõ 1)y(y =∗ �i alõrõz. 

Fakat şimdi, 

2)y(y)y(x)Tyy(xTyy =+=+≥+ ∗∗∗ , 

Lemma 5.2, )T(1 σ∈  olduğunu ifade eder, bundan dolayõ (i)�yi elde ederiz. Şimdi (uacs)-

özelliği ve anti-Daugavet özelliği arasõndaki ilişkiye dönelim. 

Lemma 5.4: Eğer X (uacs) ise X süper yansõyandõr. 

İspat: (uacs)-özelliği, X�in 2-boyutlu alt uzaylarõnõn yapõsõnda bir düzgün kõsõtlama sağlar. 

Her 0>ε  için bir 0>δ  vardõr. O zaman δ−>∈δ−>+ ∗ 1)x(xSy,x,2yx X  ile 

∗∈∗
})y,x{lin(

Sx  ise ε−>∗ 1)y(x �dir. Bundan dolayõ her 2-boyutlu Banach Uzayõ X�de sonlu 

olarak temsil edilemezdir ve (Kadets, 1982)�den dolayõ X süper yansõyan olmalõdõr 

(Gerçekten, X düzgün kare değildir ki, O James�e ait bir teoremle süper yansõyanlõlõğõ 

gerektirir: Bakõnõz [Bcauzamy, 1985, sayfa:261]). 

Teorem 5.5: Eğer X (uacs) ise, X anti-Daugavet özelliğine sahiptir. 

İspat: I T 2+ =  olacak şekilde XX:T →  operatörünün normu 1 olsun. X�in ultra gücü 

UX �yu düşünelim. 

UX , U
0l (X) c (X)∞  bölüm uzayõdõr ki onun normu ( )n U nx lim x=    U

0c (X) , U ultra-filtre 

boyunca sõfõra yakõnsayan X�deki dizilerden oluşur. 

( ) ( )U
n nT x Tx=        ile U U UT : X X→  tanõmlansõn. 

UT �yu düşünmenin başlõca avantajõ U UI T+  toplamõnõn normuna yaklaşmasõdõr. Gerçekten 

eğer 0
n Xx S∈ , 0 0

n nx Tx 2+ →  olacak şekilde seçilirse ( ) U
0 0

n X
x : x S = ∈   ve 

( )U 0
0x T x 2+ =  dir. Lemma 5.4�e göre UX  yansõyandõr ve bu nedenle UT  zayõf kompaktõr. 
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Tanõmdan dolayõ aşikardõr ki, eğer X (uacs) ve Y, X�de sonlu temsil ise o zaman Y (uacs)�dir, 

yani (uacs) süper özelliktir. Böylece UX �nun (acs) olduğu sonucuna varõrõz ve Lemma 5.2�yi 

uygulayabiliriz. Böylece U 1 1T x x=  olan bir ( ) U
1 1

n X
x x S = ∈   öz vektörü vardõr. Bunun 

anlamõ 1
n

1
n xTx −  U boyunca sõfõra yaklaştõğõ ve 1�in T�nin bir yaklaşõk özdeğeri olduğudur. 

Özellikle )T(1 σ∈ �dir. 

Daha önce de söylediğimiz gibi (uacs)�nin süper özellik olduğu aşikardõr. Aynõ zamanda 

süper anti-Daugavet özelliği de (uacs) ile uyumludur, fakat anti-Daugavet özelliğinin 

kendisinin bir süper özellik olup olmadõğõ şüphe konusudur. 
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5. SONUÇLAR 

Bu çalõşmada, Daugavet özellikli çiftlerin ve uzaylarõn üstünde çalõştõk. 

Daugavet özelliğinin ayrõlabilir �0�lõ alt uzaylarla ve M-idealleriyle kalõtsal olduğu ve 

Daugavet özellikli ayrõlabilir bir Banach Uzayõnõn yansõyan uzaylarõn şartsõz toplamõ içine 

gömülemeyeceği sonuçlarõnõ elde ettik. 

Ayrõca, X�in Daugavet özelliğine sahip olduğu takdirde X∗ �õn 1l �in bir izometrik kopyasõnõ 

kapsadõğõnõ gördük. 
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