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OZET

“Gozlenebilirlik i¢in Cebirsel bir Karakterizasyon” adli bu tez ¢aligmasi iic boliimden
olusmaktadir.

Ik boliimde, manifold yapisi, manifold yapisina sahip olan Lie grubu ve bir vektor uzay: olan
Lie cebiri verilmektedir. Daha sonra, Lie gruplar1 ve Lie cebirlerinin iistel tasvir ve adjoint
gosterilim ile olan iligkileri ve Lie tiirevi incelenmektedir.

Ikinci boliimde, genel kontrol sistemi ve gozlenebilirlik tamimlan ile birlikte R" {izerindeki
lineer kontrol sistemleri i¢in gozlenebilirlik karakterizasyonu olan rank kosulu verilmektedir.

Son béliimde ise, tezin asil inceleme konusu olan baglantili bir G Lie grubu lizerindeki lineer
kontrol sistemlerinin gozlenebilirligi incelenmektedir. Sapan vektdr alam1 sonsuz kiigiik
otomorfizma olan ve ¢ikis fonksiyonu bir gesit izdiisim tasviri olan bu tip sistemler i¢in yerel
ve genel go6zlenebilirlik karakterizasyonlarn verilmektedir. Sonuglar &rnekler {izerinde
gosterilmektedir.

Anahtar kelimeler : gbzlenebilirlik, yerel gozlenebilirlik, ayirt edilemezlik bagintisi, sonsuz
kiigiik otomorfizma, Lie cebiri, ad(X)-invaryantlig.



ABSTRACT

This thesis with the title “An Algebraic Characterization for Observability” consists of three
chapters.

In the first chapter, manifold structure, Lie group which has a manifold structure and Lie
algebra which has a vector space structure are given. Then, relations between Lie groups and
Lie algebras via exponential mapping and adjoint representation and the Lie derivative are
studied.

In the second chapter, definitions of a general control system and observability and the rank

condition which is the observability characterization for linear control systems on R are
given.

In the last chapter, observability of linear control systems on a connected Lie group G which
is the main research topic is studied. Local and global observability characterizations for this
kind of systems with a drift vector field which is an infinitesimal automorphism and an output
function which is a kind of projection are given. Results are illustrated by examples.

Key words : observability, local observability, indistinguishability relation, infinitesimal
automorphism, Lie algebra, ad(X)-invariance.



1. GIRIS
Kontrol Teorideki klasik temel iki problemden biri olan gézlenebilirlik problemi, Lie gruplan

tizerindeki lineer kontrol sistemleri i¢in diferansiyel geometrik bakis agisiyla incelenmistir.

Ug boliimden olusan bu tez galismasimn birinci boliimiinde, Lie gruplar ve Lie cebirinin
olusmasindaki temel yap1 olan manifold kavrami ve ona bagh olarak tanjant vektorii, tanjant
uzayi ve vektor alani tanimlarina yer verilmistir. Ayrica Lie grubu ve Lie cebirinin iistel tasvir

ve adjoint gosterilim ile olan bagintilar1 6rneklerle incelenmistir.

Ikinci boliimde ise, genel kontrol sistemleri, yoriinge, pozitif yoriinge ve gozlenebilirlik

problemi tanitilmigtir.

Ugtincii boliimde, baglantili bir Lie grubu tizerindeki lineer kontrol sisteminin gézlenebilirligi
incelenmigtir. Bu tipteki kontrol sistemleri i¢in gozlenebilirlik problemi g6z Oniine
alindifinda, gozlenebilirlik ile ilgili ilk karakterizasyon X =(R",D,h,R’) lineer kontrol
sistemi i¢in asagidaki sekilde verilmistir;

CA
c4?
Z gozlenebilir < X yerel gozlenebilir <> rank| . |=n

c4™)

R" tzerindeki lineer kontrol sisteminde yerel ve genel goézlenebilirlik aym anlama
gelmektedir. Ancak, Lie grubu iizerindeki sistemlerde yerel gozlenebilirlik genel
gozlenebilirlik icin gerekli olmasina karsin yeterli degildir. Lie grubu iizerindeki lineer
olmasi durumunda gozlenebilirlik karakterizasyonu, (Ayala, V., et. al, 1997), ve ayrica, sapan
(drift) vektor alammmin cebirin normalizériiniin eleman1 olmasi durumu iginde, ¢ikis
fonksiyonunun bir ¢esit izdiisim fonksiyonu olarak alindign sistem i¢in gozlenebilirlik
karakterizasyonu , (Ayala, V., et. al, 2000), mevcuttur.



Bu béliimde, baglantili bir Lie grubu iizerindeki lineer kontrol sistemlerinin sapan vektorii
sonsuz kiigiik otomorfizma ve ¢ikis fonksiyonu da bir gesit izdiisiim fonksiyonu olmak iizere
yerel ve genel gézlenebilirligi incelenmistir. Oncelikle, ayirt edilemeyen noktalarin kiimesi
incelenerek, kapali normal ad(X)-invaryant bir Lie grubu yapisina sahip oldugu
gosterilmistir. Bu Lie grubunun Lie cebiri yapisi ve oOzellikleri incelenmis ve bu cebir
yapisiyla yerel gozlenebilirlik elde edilmigtir. Sabit noktalarin kiimesi de g6z oniine alinarak
genel gﬁzlenebi'lirlik saglanmistir. Elde edilen sonuglar, iki 6rnek {izerinde gosterilmistir.



2. ONBILGILER

Bu béliimde, tez ¢alismasimin temel kavramlari olan manifold, Lie grubu ve Lie cebiri gibi
bazi temel kavramlar yer almaktadur.

2.1 Manifold

Tanmm

n boyutlu M yerel Oklid uzay1 her bir noktasimn komsulugu R” Oklid uzaymin ag:1k alt
kiimesine homeomorfik olan Hausdorff topolojik uzayidir.

Eger ¢ , baglantili agik U < M alt kiimesinden R” nin agik bir alt kiimesi iizerine bir
homeomorfizma ise ¢ ye koordinat tasviri , x,=r¢¢  fonksiyonlarina koordinat
fonksiyonlann ve (U,@) ciftine koordinat sistemi denir. Burada, 7, : R” — R fonksiyonu,

(a=(a,,...,a,) € R") olmak iizere r,(a) = a, seklinde tanimlidir.

Tanim
M yerel Oklid uzay: iizerindeki C* sinifindan bir F diferansiyellenebilir yapis1 asagidaki
li¢ sart1 saglayan (U,.9, ).« € I, koordinat sistemlerinin bir toplulugudur ;

i) vuU,=M

ael
ii) p, o0, €C” ,Va,fel
iii) F toplulugu maksimal , yani (U,p) koordinat sistemi Va e/ igin g@og@.  ve
@, @ €C” ‘yisaghyorsa, (U,p)e F dir.

C” smifindan n boyutlu bir diferansiyellenebilir manifold , C* smfindan bir
F diferansiyallenebilir yapis: ile birlikte M yerel Oklid uzayim igeren (M, F) ¢iftidir.

Ornek

R" Oklid uzayr diferansiyellenebilir manifold yapisina sahiptir. R" {izerindeki standart
diferansiyellenebilir F yapisa (R",i) koordinat sistemini igeren maksimum topluluktur.



Burada, i: R" — R" ye birim tasvirdir.

Ornek

(M,F,,) bir diferansiyellenebilir ~manifold olsun. UcM  agk  kiimesi

Fy ={U,NU,0,1y,~)): U,»9,) € Fyy}

diferansiyellenebilir yapis1 ile birlikte, yani (U,F,) yapisi, bir diferansiyellenebilir

manifolddur.

Ornek

S' ={(x,y) € R? :x* + y* =1} kiimesini gbz 6niine alalm. S’ kiimesi R? de merkezi orjinde

yangapi 1 birim olan gemberdir. S’ , 1- boyutlu yerel Oklid uzayidir.
U, ={(x,y)eS' :y>0}
U, ={(x,y)eS':y<0}
U, ={(x,y)eS":x>0}
U, ={(x,y)eS":x<0}
kiimelerini g6z dniine alalim. Bu kiimeler S’ in acik alt kiimeleridir.
S'=U,uU, VU, VU, tir.
I =(-1]) € R agik araliimi g6z Oniine alalim.
o :U -1
(x,y) > x fonksiyonunu gbz Oniine alalim.
@,(x,y) =x fonksiyonu siirekli , bire-bir (1-1) ve drten bir fonksiyondur.
@ 1 U,

2
x (x,V1=x%)

@ (x)=(x,V1=x") fonksiyonu da sirekli , bire-bir ve drtendir.

Dolayisiyla, ¢,



fonksiyonu bir homeomorfizmadir. Benzer sekilde,
o,:U -1
(xy)Px
@ :U,>I
(x.y) = x
@, : U, >1 ve
(x.y)-y
@,:U, o1
(X))
izdiigiim fonksiyonlar1 da birer homeomorfizmadir.

F = {(Ul ] ¢l )a (Uz ° ¢2 )’ (U3 > ¢3 )9 (U4 ] ¢4 )} topluluéu lqm

4
1) §'=UU, dir

et
2) Vi,j=12 igin @ c@; €eC” olmas: gerekir.
@, o@;' ‘in C* olup olmadigini inceleyelim.
o :U >1
(X)) x
ve
@, :U;, >1
(X))
igin,

@, 1> U,



ye (Y1-32,y)

olup
@, o@; bileskesi
IS, il e

¥y 1-32, ) 1=y (y>0)

seklinde olur. Dolayisiyla,

@, 0@, :y>41-y* € C*, yani siirekli tiiretilebilirdir.

Benzer sekilde, Vi,j=1234 i¢in ¢, cp;' eC” dur.

3) F toplulugu maksimumdur. Gergekten, (2) kosulunu saglayacak (U,,¢,) koordinat
sistemi yoktur.

Sonug olarak, (S',F) yapisi 1-boyutlu diferansiyellenebilir bir manifolddur.

Ornek
SUR2,C)={AeGL(2,C):A' =47 ,detA=1}

bir diferansiyellenebilen manifolddur. 2x2 ‘lik tersi transpozesinin kompleks eslenigine esit
ve determinant1 1 olan kompleks elemanli matrislerin kiimesi olan bu kiimeye 6zel iiniter grup

denir. SU(2,C) ‘nin manifold yapisim inceleyelim.

z,we C olmak iizere |zl2 +|wi2 =1 olsun. Bu durumda

AeSUQRC)= 4 =[ e

o, .

?J seklinde yazilabilir.
3

Ayrica, herhangi bir 4 € SU(2,C) igin, x* + y* +u* +v?* =1 olacak sekilde z=x+iy ve
w=u+iv kompleks sayilari bulunabilir. SU(2,C) ‘nin agik alt kiimelerini ve koordinat

tasvirlerini inceleyelim.

U ={4eSU2,C): x>0}



U,={4eSUQ.C):x<0}
U, ={4deSU2,C):y >0}
U, ={4eSUQ2,C):y <0}
U, ={deSUQ2,C):u> 0}
U, ={4eSUQ2,C):u<0}
U, ={4eSUQ2,C):v>0}

Uy ={4eSUQ2,C):v< 0}
8

kiimeleri SU(2,C) ‘nin agik alt kiimeleri olup SU(2,C)=ZUU,. dir.
i=1

Acik kiimeleri tasiyan koordinat tasvirleri ise asagidaki sekilde verilebilirler ;
(A =.uv) , ¢, (4)=uv)
@;(4) = (x,u,v) , @, (4)=(xu,v)
@5 (A) =(x,,v) . @x(4)=(x,y,)
@, (A)=(x,yu) , @(4)=(xy,u)

Sonug olarak, SU(2,C) , F={U,.p,):i=1...8} diferansiyellenebilir yapisi ile birlikte

3-boyutlu bir diferansiyellenebilir manifold olur.

Diferansiyellenebilen manifold yerine bundan sonra ayn: anlamda kisaca manifold kelimesini

kullanacagiz.

Tanim

X:C*(M)—> R tasviri asagidaki sartlant saglarsa pe M noktasinda bir tanjant

vektoriidiir;
i) X(f+8)=X(/)+X(g)

i) X(/2)(p) = X(N)g(p)+ f(p)X(g)



p € M noktasindaki teget vektorlerinin kiimesi 7,M ile gosterilir ve 7,M ye peM

noktasindaki teget uzayi denir.

Aynca dim(7,M) = dim(M) dir.

Tanm

TM ile gosterilen teget demeti TM = Y T,M seklinde tammlidur.
P

Teget demeti bir manifold olup dim(7M) = 2.dim(M) dir.

Tanim

M  bir manifold olmak iizere domain(X)c M agik alt kiimesinden 7M teget demetine
tanimh olan X : domain(X) c M — TM siirekli fonksiyonuna vektor alami denir.

Vp € domain(X) i¢in X(p)eT,M dir.

Not

X(p)=X, seklinde de gosterilebilir. Eger f,domain(X) tzerinde diferansiyellenebilir bir
fonksiyon ise X (f),domain(X) iizerinde bir fonksiyon olup p € domain(X) deki degeri
X(f)p)=X,(f) dir

Tanim

M bir manifold ve X,dom(X)c M iizerinde tamml bir vektor alam olsun. Her pe M
noktasi i¢in, diferansiyel denklemlerin varlik ve teklik teoreminden dolay1, miimkiin olan her
t igin

Xr(X,p,l) =y(X, p.1)

r(X.p.0)=p

olacak sekilde X ‘in y(X, p,t) integral egrisi vardir.



Tanim

X ve Y , M izerinde diferansiyellenebilir vektor alanlani olsun. [X,¥] de bir

diferansiyellenebilir vektor alan1 olup buna X ve Y nin Lie parantezi denir ve
[X.7],(N) =X, N -1, (X)

seklinde tammlanir. Burada, f e C*,me M dir.

Lie Parentezinin Ozellikleri

1) [x,x]=0
2) [X.Y]=-]¥, X] parentez anti-simetriktir.

3) [x.[r.z]]+[z.[x.Y]]+[r.[z. X]|=0 (Jakobi bzelligi)

Tanim

1) M,N birer manifold olmak iizere, eger @(p) de diferansiyellenebilen
UcM —L5 N |

o 2%
o)LLy (V)

ve yukardaki sekilde olan, p i¢in (U,p) ve f(p) i¢in (V,y) koordinat sistemleri varsa
f:M — N fonksiyonunun p e M de diferansiyellenebilir oldugu sdylenir.

2) M,N iki manifold ve f : M — N diferansiyellenebilir bir fonksiyon olsun. f nin tiirevi
df :TM — TN tasviri
df(X)g)=X(gef) , VX €TM veherbir ge C*(N)

seklinde tanimhidur.

2.2 Lie Gruplan

Lie grubu hem manifold hem de grup yapisina sahip bir kiimedir.
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Tanim

G diferansiyellenebilir bir manifold ve grup yapisim saglayan bir kiime olmak iizere

GxG—> G, (0,7)— or”' tasviri diferansiyellenebilir ise G ye Lie grubu denir.

Onerme

Bir G Lie grubu igin,

9o:GxG->G

p(o,7)=or™

tasvirinin diferansiyellenebilir olmasi i¢in gerek ve yeter kosul
9, :GxG—>G

o, (o,7)=01

ve
9,:G>G
@,(7) = R

tasvirlerinin diferansiyellenebilir olmas: gerekir.

Ispat:
@ diferansiyellenebilir bir tasvir olsun.
G2 ey G256

(e, 7)1

seklinde @, =@o(exId) alimrsa  diferansiyellenebilir  tasvirlerin  bilesiminin
diferansiyellenebilir olmasindan
9,:G>G

1

o, (1)=17"



11
tasviri diferansiyellenebilirdir.
Benzer sekilde,
GxG—223,GxG—>G
(o, 1) (0,7 ) o1

seklinde ¢, =@o(ldxg@,) alimrsa  diferansiyellenebilir  tasvirlerin  bilesiminin

diferansiyellenebilir olmasindan

9 :GxG->G

¢ (o.7) =07

tasviri diferansiyellenebilirdir.

Bukez ¢, ve ¢, tasvirleri diferansiyellenebilir olsun.
GxG—2# 3GxG—25G

(o, 7)) (o, 7)ot

seklinde @=¢ c(ldxgp,) alimrsa  diferansiyellenebilir  tasvirlerin  bilegkesinin

diferansiyellenebilir olmasindan

9:GxG > G
p(o,7) =01

tasviri diferansiyellenebilir tasvirdir.

Ornek
R" Oklid uzaymnin diferansiyellenebilir bir manifold yapisina sahip oldugunu daha &nce
incelemistik. R” Oklid uzay1 toplama islemi ile birlikte bir Lie grubudur.

Ornek
S'={(x,y)€ R* :x* +y* =1} birim gemberinin bir diferansiyellenebilir manifold yapisina

sahip oldugunu incelemistik. S' kompleks sayilardaki carpma iglemi altinda bir Lie
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grubudur.

Ornek

SUQ2,C)={4eGL(2,C):A'= 47" ,det 4 =1} kiimesinin diferansiyellenebilir bir manifold
oldugunu biliyoruz.

SU(2,C) matris ¢arpimu altinda bir gruptur.
@:SUR,C) > R*
o(4) = (x,y,u,v)

tasvirini alalim. Burada, z =x+iy ve w=u+iv olmak lizere
2w g

A=( £ _]eSU(2,C) dir.
-w z

Zy=x+iy, , Wy, =u, +iv, ve z, =X, +iy, , W, =u, +iv, igin

4 =( %3 ‘_”1) & =[ ” ‘fZJeSU(z,C) matrislerini alalim.
=Wy &5

45 =(iz —wz) olup A4 4;' ¢arpimina bakalim.
¥y ¥y

ds W,

AIAZ_] ="43 =[ J s 23 = X3 +ly3 s W3 = U, +iv3 OlSlm.

-5, B,
Bu iki matrisin ¢arpimi sonucunda
X3 = XXy + YV, U, vy,

V3 ==XV, T N1 Xy —UV, VU,

Uy = —XUy + YV, +UX, =V, Y,

Vs ==XV, = Yyl 1Y, +ViX,

elde edilir. Buradan, ¢(4,4;")=@(4;)=(x3,¥;,u;,v;) olup matris ¢arpim
diferansiyellenebilirdir. Sonug olarak, SU(2,C) bir Lie grubudur.
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Tanim

o € G olmak iizere,

l,:G>G
l,(r) =07 tasvirine o mn sol telemesi denir. /_ 'nin tiirevi

dl,:TG - TG seklindedir ve dl,(T.G)cT,.G dir.

Tanim

X bir vektor alam olmak iizere Vo € G igin X ol =dl_ oX oluyorsa X’e G iizerinde

sol invaryanttir denir.

Teorem

G bir Lie grubu ve g , G ’nin sol invaryant vektér alanlarinin bir kiimesi olsun. O taktirde,

g reel vektor uzayidir ve
a:g->TG
a(X) =X, seklinde tamml tasvir bir izomorfizmadir.

Sonug olarak, dimg =dim7,G =dimG dir.

ispat:

g *nin reel vektdr uzay: oldugu agiktur.
X.Yeg ve abeR icin

a(aX +bY) = (aX +bY)(e) = aX(e) + bY(e) = aa(X) + ba(¥)

olup a lineerdir.

VoeG igin a(X)=a(¥) olsun. O taktirde,

X(0)=(X o1, )) = (dl, o X)e) = dl, (X(e)) = dl, (¥(e) = (dl, « Y)(e) = (¥ o1, )(€) = ¥ (o)

olup X =Y dir. Buradan, @ , 1-1 dir.
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Bununla beraber, eger X € 7,G i¢in X(0)=dl (X),Vo € G saglamyorsa @ 6rtendir. O

zaman a(X) =X dirve X sol invaryanttir. Vo,7 € G igin
X(or)=dl (X)=dl dl.(X)=dl_ (X(7))

dir. Béylece g =7,G olur. Sonug olarak dim g =dim7,G =dimG dir.

2.3 Lie Cebiri

~ Tamm

g , K cismi lizerinde (K = R,C) bir vektdr uzayi olsun.

gxg—g

(X,Y) > [X,Y] tasviri asagidaki sartlan sagliyorsa, g ’ye Lie cebiri denir;

i) K cismi iizerinde bilineer, yani Va,,a, € K ve VX,X,,XZ,Y,Y,,YZé g icin
[@.X, +2,X,.Y]=a,[X,,Y]+a,[X,.Y] ve

[X,e.Y, +a,Y,]|= a,[X.Y, ]+ a,|X.Y,] dir.

ii) Ters simetriktir, yani, [X,¥]=-[r, X] dir.

iii) Jakobi 6zelligini, yani,

[x.[r.2]]+[2[x.¥]]+[¥.[2.X]] =0

0zdesligini saglar.

. Lie cebirinin igeriginin énemi , sonlu boyutlu Lie cebiri Lie grubu ile ilisik olmas1 ve Lie
grubunun &zelliklerinin Lie cebirinde yansiyor olmasidir.

G Lie grubunun g Lie cebiri , G lizerindeki tiim sol-invaryant vektor alanlarimin kiimesi
olarak digliniilebilir. Bunun diginda, G ’'nin g Lie cebirini birimdeki tanjant uzay1 7,G
olarak da alabiliriz.
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Ornek

Herhangi bir vektor uzay: lizerindeki biitlin Lie parentezleri sifir olarak alimirsa vektdr uzayi

Lie cebiri olur ve bu sekildeki Lie cebirine degismeli Lie cebiri denir.
Ornek

nxn tipindeki reel degerli biitlin matrislerin kiimesi g/(n,R) olsun. g/(n,R) nin bir vektor

uzayi oldugu agiktir. g/(n,R) iizerindeki Lie parantezi A4,B € gl(n,R) igin

[4,B]= AB-BA seklinde alimrsa gl(n,R) lie cebiri olur.

Ornek

3-boyutlu Heisenberg grubu,

1- % 2
G=4]0 1 yl:x,y,zeR seklindedir.
001
8 8
VieR i¢in (1)=|0 1 0|eG olup y(t) , G lizerinde y(0)=I=e olacak sekilde bir
R |
egridir.
010 0 1-0
y@=(0 0 0|=>y(0)=[{0 0 0|=XeT,G olur
0 00 0 0 0
198
VieR igin a(t)=|0 1 t|eG olup a(r) ., G iizerinde a(0)=I=e olacak sekilde
2.0 1 '
bir egridir.
0 0 0 0 00
a(®)=|0 0 1[{=a0)=|0 0 1{=YeT,G olur.
0 0 0 0 00
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t
0|eG olup B(t) , G lzerinde P(0)=I1=e olacak sekilde

1
VieR i¢in B(t)=|0
0 1

it Y

bir egridir.

001 001
B)={0 0 0|=p0)=0 0 0(=ZeT,G olur.
000 000

T,G ={X,¥,Z} olur. Burada, bunlarin Lie parentezlerine bakacak olursak
[x.¥]=Z , [Xx.Z]=0 ve [r,Z]=0 du.
Buradan, G Heisenberg grubunun g Lie cebiri g =7,G oldugundan,

g =span {X,Y,Z} olur.

2.4 Ustel Tasvir

Bu kisimda, G nin g Lie cebirinin G iizerindeki sol-invaryant vektor alanlarinin kiimesi
ve birimdeki teget uzay (7,G) seklinde olmasimin. yani sira, bir parametreli alt gruplarin

kiimesi vasitasiyla da yapisini inceleyecegiz.

Tanim

@:R —> G seklindeki homomorfizmaya G ’nin 1-parametreli alt grubu denir.

G bir Lie grup ve g de onun Lie cebiri olsun. X € g olmak iizere /1% = AX tasviri R
nin Lie cebirinin g igine bir homomorfizmasidir.

Reel eksen basit baglantili oldugundan (yani temel grubu asikar olan baglantili topolojik
uzay) dexpy (}L %) =AX olacak sekilde exp, : R — G bir tek 1-parametreli alt grup

vardir. Diger bir deyisle, 7+> exp,(r) tasviri , sifir noktasindaki tanjant (teget) vektdrii

X(e) olan G nin bir tek 1-parametreli alt grubudur.

exp: g — G istel tasviri exp(X) =exp, () seklinde tammlanir.
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Teorem

G bir Lie grubu ve g de onun Lie cebiri olsun. X € g igin
i) exp(tX)=exp,(t) , VteR
ii) exp(t, +1,)X = (exp(t,X))(exp(t,X)) , Vt.t, €R

iii) exp(—1X) = (exp(tX))™ dir.

ispat:

i) o ve w, R’den G igine
w(t)=exp, () ve @(t)=exp,(st) seklinde tamimlanan tasvirler olsunlar. Burada se€ R
dir. sX ’in tek integral egrisi y dir ve w(0)=e dir.
d d = e S e
dq)(d— |,)=dexp, (sd— ls) = 85X | expy (s1) olup boylece ¢ , sX ’in integral egrisidir ve
r r

p(0)=e dir. Integral egrileri tek oldugundan o=y dir. Boylece
exp,, (1) = exp, (st),(s,t € R; X € g) olur. Bu esitlikte 7 =1 yazalim ve daha sonra s yerine
t yazalim. Buradan exp, (1) =exp, (#) elde edilir.

Tanimdan exp, (1) =exp(tX) olup exp(tX)=exp, (r) elde edilir.
ii) exp,’in R’den G igine bir homomorfizma olmasindan ve (i) den
exp(t, +1,)X =exp, (1, +1,) =exp, t,.exp 1, = exp(f, X).exp(t,X) elde edilir.

i) exp(—X) = exp, (1) = (exp, (1)) = (exp(eX))” olur.

Teorem

@:H — G tasviri bir homomorfizma olsun. O takdirde asagidaki diyagram degismelidir;
H—5G
exp T Texp

h——g 2.1)

do
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Ispat:

X €h olsun. O zaman ¢@(expX)e G olur. 7+ @(exp(tX)), sifirdaki tanjanti de(X (e))
olan G ’de diferansiyellenebilen bir egridir. ¢ homomorfizma oldugundan bu aym zamanda
G ’nin 1-parametreli alt grubu olur. Fakat 7> exp(t(dp(X)))tasviri sifirdaki tanjanti
(dp(X))(e) olan G ’nin bir tek 1-parametreli alt grubudur.

Buradan,
@(exp(tX)) = exp(t(dp(X))) olur.

t =lalirsak @(exp(X)) = exp(dp(X)) = @oexp=expedp elde edilir.

Ornek

A , nxn lik bir matris ve ¢ : R - GL(n,R) tasviri

2 42 3 43 @ 4N 4N
¢(t)=I+tA+t - +t .. +...=Zt - = exp(t4)
2! 3 o

seklinde taniml1 olsun.

exp(tA) =exp,(f) ve exp, , R nin bir homomorfizmas: olup ¢ , GL(n,R) nin

1-parametreli alt grubudur. Bdylece matris grubu igin iistel tasvir

2 3

- 8
exp(A)=I+A+E—+§+...

seklinde olur ve Lie cebiri tiim matrislerin vektor uzayinin bir alt uzayidir.

Ornek
Daha once 3-boyutlu Heisenberg grubunun Lie cebirini incelemistik. G Heisenberg grubunun

Lie cebiri g olsun.

exp: g — G istel tasviri i¢in , exp(X) 'e bakalim.

Xeg igin X' = seklinde idi.

o O O
— B — -

1
0
0
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X2 X3

exp(X)=I+X+—2!—+T!+...
seklindeolup X’=0=X°=.. dan
1 09V 0 il 1 4
exp(X)=I+X={0 1 0|+/0 0 0|=|0 1 0|eG olur
.81 0 00 0 01

Benzer sekilde, Y,Z € g i¢in exp(Y),exp(Z) iistel tasvirleride bulunabilir.

2.5 Adjoint Gosterilim

Tanim

M bir diferansiyellenebilir manifold ve G bir Lie grubu olsun.

Hu:GxM > M

ulor,m) = u(o, u(r,m)) , wlem)=m (Vo,7eG,VmeM)
seklindeki diferansiyellenebilir tasvire G nin M lizerindeki sol etkisi denir.

Eger u:GxM — M tasviri G nin M iizerindeki sol etkisi ise sabit bir o € G noktasi

icin m+> u(o,m) tasviri M ’nin bir difeomorfizmidir ve bu x_ seklinde gosterilir.
Benzer sekilde,

U MxG->M

u(m,or) = p(u(m,0),7) , u(me)=m (Vo,7€G,VmeM)

seklindeki diferansiyellenebilir tasvire G nin M iizerindeki sag etkisi denir.

Tanim

Bir G Lie grubunun kendi iizerindeki sol etkisi ile olusan i¢ otomorfizmasi
i:GxG—->G

i(o,7) =010 =i_(r) seklindedir.
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Birim bu etkinin sabit bir noktasidir. Yani VoeG igin i_(e)=e dir. O zaman

o di |, T,G=g tasviri G nin Aut(g) i¢ine bir gosterilimidir.

Bu gosterilim, Adjoint gosterilim olarak adlandirihir ve  Ad :G — Aut(g) seklinde
gosterilir. Adjoint gosterilimin diferansiyeli d(Ad) = ad seklinde gosterilir ve

Ad(oc)=Ad, , ad(X)=ad, seklinde gosterilir.

(2.1)’ deki degismeli diyagramdan asagidaki degismeli diyagramlar elde edilir;

G—2 Aut(g)
exp T T exp
g —*—End(g)
G——G
exp T T exp

By

2.6 Lie Tiirevi

Tanimm

VieR igin tamm kimesi D, = {me M :1 & (a(m),b(m))} olan X,(m)=y,(r) olan X,
olan doniigiimii tanimlayalim.

Burada y,, :(a(m),b(m)) > M , 0e (a(m),b(m)) ve y,(0)=m seklinde olan X vektor
alaninin integral egrisidir.

Her t+ igin D,=M ise (yani VmeM i¢in y, nin tamin kiimesi (—eo,)) X

diferansiyellenebilir vektor alam M iizerinde tamdir.

Bu durumda X, doniisiimleri reel sayilarla parametrelenen ve X in 1-parametreli grubu

olarak adlandirilan M nin doniisiimlerinin bir grubu seklinde olur.
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Eger X tam degilse tanmim kiimeleri 7 'ye bagl oldugundan X, doniisiimleri bir grup yapisi
almazlar. Bu durumda X ’in yerel 1-parametreli grubu olarak X, doniisiimlerinin

koleksiyonunu alabiliriz.

Bir M manifoldu {iizerinde sabit diferansiyellenebilir bir X vektor alam alahm. X, , X
ile iligkilendirilmis doniistimlerin 1-parametreli yerel grubunu gostersin. M iizerindeki
diger bir diferansiyellenebilir vektor alam1 ¥ olsun. m € M noktasinda Y ’nin X ’e gore
tiirevini tanmimlayacagiz.

Ik olarak X ’in integral egrisinde m noktasindan yani X,(m) noktasmndan X,(m)
noktasina gelelim ve Y’yi burada yani JX,(m) notasinda degerlendirelim. Daha sonra
Yy m ¥l X_, difeomorfizmasinin dX_, diferansiyeli ile m noktasindaki teget uzaya yani
T,M ’ye geri tasiyalm. 7, M de dX_(Yy,) ve Y, vektdrlerinin farkim alalim ve bu

fark1 ¢ ye bolip 7 — 0 igin limit alalim.

Diger bir deyisle 7,M  degerli diferansiyellenebilir 7+>dX_ (Yy ,,) fonksiyonu goz

Ontine almip 7 =0 daki tlirevi alinur.

Sonug, 7, M de bir vektdr olup bu vektére Y ’nin X ’e gore me M noktasindaki lie

tirevi denir ve (L,Y), seklinde gosterilir.

Dolayisiyla,

; dX—t(Y m )_Ym d
(Ly¥), =lim——=2 == | [ (Fy )] olur.

t—0

Onerme

X , M lizerinde diferansiyellenebilir bir vektdr alam olsun. O zaman M iizerindeki hef

bir diferansiyellenebilir ¥ vektor alam igin L,¥ =[X,¥] dir.

Onerme
G bir Lie grubu ve g de onun Lie cebiri olmak iizere, her X,Yeg i¢in
ad(X)(Y) = [x.¥] dir.
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3. GENEL KONTROL SISTEMLERI

M bir diferansiyellenebilir manifold ve X (M) ile M ’nin agik alt kiimeleri iizerinde
taniml1 olan tiim diferansiyellenebilir vektdr alanlarinin bir kiimesi gosterilsin. Her bir
X e X(M) , M izerinde yerel difeomorfizmlerin 1-parametreli bir grubunu tanimlar. Yani

miimkiin olan tim X vekt6r alanlar her bir 7 € R i¢in manifold {izerindeki vektor alanlar
tarafindan iiretilmis adi diferansiyel denklemlerin varlik ve teklik teoreminden dolay

X,:dom(X,)c M - M nin yerel bir difeomorfizm oldugu elde edilirki burada eger

7*(.,x) , x noktasindan gecen vektdr alanimn integral egrisi ise bu takdirde
X,(x)=y*(t,x) ile tammlanir.
X, ’nin tersi ,

Kox vy (dom(X ) © M —dom(X,)c M seklindedir ve X, i¢in asafidakiler mevcuttur;

i) X,oX, =X,
i) (X)) =X,
iii) X, = 1d
Tanim

Y =(M,D) sirah ikilisine bir kontrol sistemi denir. Burada M bir diferansiyellenebilir
manifold ve Dc X(M) dir.

Burada M ’ye X’mn durum uzayi, D’ye dinamik ve D ’nin elamanlarina X kontrol
sisteminin stratejileri denir.

T kontrol sistemi Gy ={Xz.] oX,z2 FEE : X’ eD,t, e R,re N} pseudo grubunu
tamimlar ve x€ M nin X ile verilen yoriingesi G, min x iizerindeki etkisi (action) ile
verilir.

Gy (x) = {p(x): ¢ € Gy}
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Tanim
Eger G;(x)=M olacak sekilde x e M varsa T Kkontrol sistemine gegislidir denir.

x~y <> yeGy(x) olacak sekilde G, ile M iizerinde bir baginti tanimlayalim. “~” bir
denklik bagintisidir. £ kontrol sistemi gegisliise Gy(x)=M , Vxe M dir.

Aynica I ile birlesmis Sy ={X,'oX, ’c..cX,”: X’ eD,t, 20,r e N} pseudo-semi
grubu elde edilir ve x € M 'nin I ile verilen pozitif yoriingesi

Sy (x) ={p(x): @ € S;}

seklindedir. Bu pozitif yoriingeye x’den Z’nin ulasllab‘ilirlik kiimesi denir.

VxeM igin S;(x)c Gy(x) dir.

S, tarafindan tammlanan M iizerindeki “~” bagntisi simetﬁk degildir. Eger 7>0 ise

X_’nin S; ya ait olmas:1 gerekmez. Diger bir deyisle X € D iken —XeD olmasi

gerekmez.

Kontrol teorideki temel problem S;(x)=M olacak sekilde M,D ve xe M altindaki

kosullar1 bulmaktir. Problemin ¢6ziimii i¢in bir x baslangi¢ noktasindan baglayarak X ’nin
D dinamiginin negatif olmayan stratejileri ile A ’nin her noktasina ulagmaktir. Yani ne

zaman S;(x)=M dir.

S;(x) € Gy(x) € M oldugunu biliyoruz. T ’mn gegisliligi bu problemi ¢dzmek i¢in gerekli
bir sarttir fakat yeterli degildir.

Ornegin, = (R, {%}J alinirsa o zaman Sy (0) =[0, °°)§Gz (0)=R olur. Bu basit 6rnek

kontrol edilebilirlik probleminin gok zor bir soru oldugunu gosterir.
Teorem (Orbit Teorem)

T = (M, D) bir kontrol sistemi ve x € M olsun. x’in Gy (x) yoriingesi diferansiyellenebilir

manifold yapisina sahiptir.

N A B S I 7 T i A i 5

AN
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3.1 Gozlenebilirlik

Tanim

Gozlenebilir T kontrol sistemi T = (M, D,h, N) seklindedir.

Burada M ve N diferansiyellenebilir manifold, D < X(M) dinamik ve #: M — N ye
diferansiyellenebilir bir fonksiyondur.

Aynica M ye durum uzay1 , N ye gozlemlenebilir(cikis) uzay1 ve h ye T nn
gozlenebilir (¢cikis) fonksiyonu da denir.

Tanim
Z bir kontrol sistemi olsun. x,ye M igin hop(x)=hop(y) , VpeS; ise x,yeM

noktalarina X i¢in ayirt edilemezdir denir.

Ayirt edilemezlik bagintis1 genel olarak bir denklik bagintis1 degildir. D ye baghdir. Eger
D sadece analitik (diferansiyellenebilir) vektor alanlarim igeriyorsa veya D ileri tam ise
yani her bir X € D i¢in X, , her bir 7 20 i¢in iyi tammbl ise ayirt edilemez bagintis1 bir

denklik bagintisidir.

x ’in denklik siniflar1 X ile gosterilir. Yani, X ={y e M :hop(x)=hop(y),Vpe S;} dir.

Tanim

Z bir kontrol sistemi ve x € M olsun.

i) xe M de Z’nn yerel gozlenebilir olmas: igin X "U = {x} olacak sekilde x’in bir U
komsulugunun var olmasidir.

Eger Vx e M igin (i) sart1 saglamrsa X yerel gozlenebilirdir.

ii) xeM de I’min gozlenebilir olmasi igin X "M ={x} olmasi gerekir. Yani X’nmn
x € M de gozlenebilir olmas: i¢in Ao S; ailesinin M nin herhangi bir noktasin1 x ’den

ayirmasi gerekir.

Eger Vxe M igin (ii) sarti saglamyorsa X gozlenebilirdir.
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3.2 R" Uzerindeki Lineer Kontrol Sistemlerinin Gozlenebilirlik Karakterizasyonu

R" zerindeki lineer kontrol sistemini gz 6niine alalim.

x=Ax+ Bu

h(x)=Cx , CeM_,(R)

O :
0= Ker(C.A'") dir.
i=]
Buradan, £=(R",D,h,R") lineer kontrol sisteminin gozlenebilirligi i¢in asagidaki rank
kosulu elde edilir : |

(€
CA
c4’
2 gozlenebilir < X yerel gozlenebilir < rank| . |=n

CAn—l

Ornek
i ;c 0. 1Y¥=x 0
T =(R?,D,h,R) sistemini gbz dniine alalim. Burada, D = ( )=(0 OJ( J+[1)u:ueR
5 - §
dir.
i) A(x,y) = x fonksiyonu i¢in,
x : 811 .

h(x,y)=(1,0)) |=x olup buradan C=(1,0) dir. 4= 5o idi.

» 6

21
CA=(10 =(0,1) olur.

( )[0 OJ ((AY)

1

&
5 ili k = rank
X gozlenebilir & ran (CA] (0

0
1) =2 olup £ gozlenebilirdir.

ii) A(x,y) =y fonksiyonu i¢in
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h(x,y)=(o,1)(;]=y olup C=(0,]) dir.
CA=(O,1)(3 (1))=(0,0) olur.

0 1

: E
Z  gozlenebilir <« rank(CAJ = rank(0 0] =] olup I gozlenebilir degildir.
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4. LIE GRUBU UZERINDEKI LINEER KONTROL SiSTEMLERININ
GOZLENEBILIRLIGI

G baglantili bir Lie grubu ve g’de onun Lie cebiri olsun. G tizerindeki tiim

diferansiyellenebilir vektor alanlarinin Lie cebirini X (G) ile gosterelim.
G iizerindeki ¥ lineer kontrol sistemi £ = (G,D, 7, ,%) seklindedir.

Burada, D dinamigi asagidaki diferansiyel denklemler ailesi tarafindan iiretilen vekt6r
alanlarinin kiimesidir;

- k
g(t) = X(g)+ Y u, (Y’ (g())
J=1
y=7zK(g)eC%< , uelU.

D={X+ZuJYJ:ueR"'} olup Dc X(G) dir.

J=1

X vektor alamm G nin sonsuz kii¢iik otomorfizmi , sag invaryant vektdr alami olarak goz

oniine alman Y',..,Y™ € g ve kisitlanmig pargali sabit kontrollerinin simufi U igin u e U

dur.

K , G ninkapal lie alt grubuve 7, :G —> % kanonik izdiisiimdiir.

=GP nK,%) lineer kontrol sistemi olsun. Y. kontrol sistemi , G iizerindeki genel
difeomorfizmlerin

Gy ={Z,’l oZ,f o...oZ,': :Z' e D,t, € R}

pseudo grubunu ve

Sy ={Z} 0Z}o..0Z; :Z' e D,1, 20}

pseudo-semi grubunu tammlar.

Y icin ayirt edilemezlik g,,g, € G i¢in

7 op(g)=mgop(g,), (Vpe Sy ) oluyorsa g, ve g, noktalan ayirt edilemezdir.
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Ayirt edilemez denklik bagintisim ‘~  ile gosteriyoruz. g € G - nin denklik siufim g ve

I=¢ ile gésteriyoruz.

Eger G nin ayirt edilemez iki noktasi yoksa 2. kontrol sistemi gozlenebilirdir. g € G de
2. nin yerel gdzlenebilir olmasi i¢in g nin bir U komsulugundaki her elemanin g ’den ayirt
edilebilir olmas: gerekir.

¢=Z,0Z} c..0Z; €Gy olsun. Buradan her bir i=12,...k igin B :R—>G seklinde

diferansiyellenebilir bir egri vardir ki her bir g € G igin
Z!(g)=X,(B.().g) seklindedir.
7, kanonik izdiistim bir homomorfizma olup
8i~8 O My op(g) =7y o0(8,) , VI 20
oy 02i(g) =7 © Zi(g))
o 1o (X,(B,(1).8) = 7, (X, (B,()£,)) » V120
& 1o (X,(B.0)X,(2) = 74 (X, (B,(1)X,(8,)
& 7 o X, (B W) 0 X,(8) =7 0 X,(BO)7¢ 0 X, (g,) » V120
& g o X, (B, g o X, (B, () © X,(8)) = 7y o X, (B, ) o X, (B, © X, (25)
& 1o (X,(B@) B0 © X,(8) = 7, (X, (B, B )7 2 X, (22)

< 7y (eg)my o X, (&) =y (e )y °X,(g,)

Sy o X, (8) =7 °X,(8)

o 1y o (X, (8) =7¢ o1 (X,(82))
< X, (8)=X,(8,)

 X,(8)X,(g;") = X,(8)X,(8)

© X,(2,8")=X,(2:8)=¢

< me (X, (glg;])) =y (eg)
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<1 (X (@8 ) =eg,

olup X,(g,g;)e Ker(r,) olur.

Buradan,

I

e={geG:X,(g)e Ker(n,),Vt 20} olmahdur.

Onerme
I={geG:X,(g) e Ker(n,),Vt20} kimesi Ker(r,) tarafindan kapsanan G ’nin

normal kapal1 Lie alt grubudur.

Ispat:
8.8, €l igin g, ~e~g, olup

7o (X, (g) =7, (X, (g,)= X,(g,8,') € Ker(n,) olup g,g, €l olur. Dolayisiyla I,
G ’nin alt grubudur.

(g,) - I da g’ye yakinsayan bir dizi olsun. Her bir sabit ¢ igin X, nin siirekliliginden
X,(g,)>X,(g) olur. Ker(ry)=K kapal oldugundan X, (g)e Ker(z,) olur.
Dolayisiyla ge I olup I kapalidir. G lie grubu olup 7, G ’nin kapal lie alt grubudur.

I mn normal alt grup oldugunu gosterelim. VgeG,/el ve 120 igin glg” el
oldugunu géstermek gerekir.

lel=>l~e=glg'~geg” = glg”'~e= glg™ el olup normal alt gruptur.

f)neme

I , Gy invaryanttir.

Ispat:

I’'nin Gy olmasiigin gel ve Voe Gy igin ¢(g) el oldugunu gostermek gerekir.

X,:1—>1,Vt>0 bir otomorfizmaolup X_ : I — I seklindedir. Vg e/ icin X,(g)e/
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olup I , T =(X,), invaryanttr.

Onerme
Eger X sonsuz kiigiik otomorfizm ise G ’nin Lie cebiri g her bir i 20 i¢in ad'(X)

invaryanttir.

ispat:

Onermenin i =1 igin ispatlanmas yeterlidir. ¥ € g i¢in

d d
[X’Yke)zXeY-YeX=E|;=0Yx,(e) —Zg_ls=0Xexp(sY)

d d d
=E Lade _al.s':OXexp(sY) =—£|s=0Xexp(s}')

olur. Diger taraftan

d d d
[X’Y:kg) =Z |1=0(X—r)t(YX,(g)) =EIS=OE|I=OX—I oexpsYoX,(g)

d d
= o limo X (ExPSY(X, (&)

d

d
=2l l:fo X_ (expsY)X (X, (g)

d

d
—— | | =0 R (X_, (expsY))

= —% I o, (Rg).(XexpsY)

SUBNEIINE )
= (R,).[X.Yke)

olup buradan [X,Y], X(G)’de sag-invaryant vektdr alami olup [x.y ]e g, (VY eg) olur.

Dolayisiyla her bir i >0 igin g, ad'(X) invaryanttr.
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Onerme
2=(G,D,x K,%) lineer kontrol sistemi olsun. 7, Lie grubunun .# Lie cebiri g ’nin alt

cebiri olarak X invaryanttir yani ad'(X)(#Hc g, Vi20.

ispat:

Tamm geregi ad’(X) , g tizerinde birim tasvirdir.

ad'(X)Y)=[X,Y] ve i>1 igin ad' (X)¥)=ad " (X)[X.Y]) dir. Ispatin i=1 igin
yapilmas: yeterlidir. Bir 6nceki 6nermede g Lie cebirinin X(G)’de ad(X) invaryant
oldugunu gostermistik. Yani Y e g=[X,Y]e g idi. Diger taraftan /°'min 7 invaryant
oldugunuyani X,:/—17 , Ve R oldugunu ispatlamigtik.

VYed ve seR icin exp(sY)el dir.

X sty = % |0 X, (€Xp(sY)) € (R yiry)e (P . VseR olup bu formiilden ve Lie

parantezinin tammindan [X,Y](e) € 4 olur. Bu uygulamamn devamindan ad'(X)(Y)e < ,

Vie Z,i20 olup ispat tamamlanmis olur.

Onerme

2 =(G.D.xy ,%) lineer kontrol sistem ve 7 , G ’nin boyutu olsun. &# , K 'nin Lie cebiri

n-1 ;
olmak ilizere = ﬂoad" (X) (9 dur.

ispat:

Eger =z, bire birise I= Ker(my)=K dir. Bﬁ yizden o4# 0 alabiliriz. Buradan %
iizerinde ad'(X) etkisiile {iretilen g’nin yeni elemanlari muhtemelen sadece i=(n-1)
adima kadardir.

n-1

JcH oldugundan onceki onermeden F= Q) ad” (X)(HAc S oldugunu ispatlamak

yeterlidir.
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Her bir # € R igin asagidaki diyagram degismelidir;
g CANIR g

exp | - exp
G —250G

Buradan, Y e, VseR i¢cin exp(X,).(sY)=X,(exp(sY)) dir

Standart Lie seri agilimindan
© tk g
(X,).(s¥) = Zgﬂd* (X)(sY) dir.
k=0 "V
Y € & hipotezine gére Vi=0 igin ad'(X)Y) e dir.

Ozel olarak %|,=OX, (exp(sY))=(X,).(sY)exx olup o zaman her bir  ve s reel say1

cifti igin X, (exp(sY)) = Ker(w ) = K elde edilir. Fakat Y € < exp(sY) e/ olup buda

ispat1 tamamlar.

Not
g’nin her a alt cebiri tanjant demeti 7G lizerinde A, yayilmasma neden olur ki

A,()=(R).(a) , 1€G seklinde tammbdir.

I’nin her durumu i¢in R, , G ’nin bir difeomorfizmi oldugundan A, yayilmas: diizenlidir,
yani A,(/) nin boyutu /e G’den bagimsizdir. Bundan bagka olarak a alt cebir
oldugundan X.,Y e A, =[X,Y]e A, olup A, involiittiir.

Frobenious teorem bu yayilmanin integrallenebilirliini saglar ve bu agidan /e€G
noktasindan gegen In, (I)=Ag seklinde verilen A, 'mn In, (/) integral manifoldu
vardir. Burada 4, G ’nin baglantih Lie alt grubudur ve a, 4 ’nin Lie cebiridir.

 ile iretilen A=A, yayilmasive G Lie grubu iizerindeki X lineer kontrol sistemi igin
sonuglar verilen yerel gozlenebilirlik sartlarim g0z Oniine alacadiz.
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Teorem

2 =(G, D,n‘,(,%) lineer kontrol sistemi olsun. 2 'nin yerel gdzlenebilir olmasi i¢in gerek

ve yeter kosul =0 olmasidir.

Ispat:

Eger A sifir yayillma degilse etkisiz elemandan gecen integral manifoldu , 7 =¢ , G ’nin
asikar alt grubu degildir. Bundan baska Vge G ve g’nin her bir U komsulugu i¢in
gNnU=IgNnU yapis1 g’yiigeren G ’nin agikar alt manifoldu degildir. Bu 2 ’mn yerel
gozlenebilir olmamasim sonuglandirabilir. Bu bize =0 oldugunu ispatlamay: hatirlatir.
Eger 4=0 ise /, G’nin ayrk Lie alt grubudur. Sonug olarak her bir ge G i¢in g ’nin
gNU ={g} olacak sekilde bir U komsulugu vardir. Buradan . yerel gdzlenebilirdir.

Not

Elbette ki yerel gozlenebilirlik , gozlenebilirlik ig¢in gerekli bir sarttir. Fakat R" nin
durumuna karsihk #={0} sarti /’min asikar alt grup olmasim gerektirmez. Gergekten

R" nin ayrik reel vektor alt uzay1 yoktur. Keyfi Lie gruplan ayrik alt gruplar igerebilir. 2. *mn
gozlenebilirligi igin baz1 genel sonuglar ele alalm. G 'nin belirli bir alt grubunu incelemek

zorundayiz. Bu sabit nokta G iizerindeki 7 =(X,),, etkisidir. Daha agik olarak iyi
tanimlanmig

Y:RxG->G

(t.g) > ¥(t.g)=X,(8)

etkisi vardir. 7, T invaryant oldugundan W(Rx/)c I elde edilir.
Fix(T)={g:X,(g) =gVt € R}

X, G ’nin sonsuz kiigiik otomorfizmi oldugundan Fix(7), G ’nin kapal Lie alt grubudur.

Teorem

= {0 D,zr,(,%) lineer kontrol sistemi olsun. O zaman 2 ’nin gdzlenebilir olmas: igin

gerek ve yeter kosul
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1) #=0
2) Fix(T) " Ker(n,) = {e}

dur.

ispat:
(=) I={e} oldugunu kabul edelim. O zaman ¢ sifir olmahdir. Eger ge Ker(z,) T
etkisi ile sabit nokta ise X,(g) e Ker(m,), Vte R olup sonugta g =e dir.

(<) #=0 1ise I, Ker(m,) ninayrik Lie alt grubudur. g € / alalim ve

‘W, =¥ nin Rx{g} ye kisitlanmasi’ siirekli tasvirini goz Oniine alalim. ‘¥, nin tamm
kiimesi baglantili oldufundan Im(¥,)={X,(g):7€ R} baglantihdir. Fakat X,, G ’nin
birim tasviridir ve 7, 7 invaryant olup geIm(¥,)c/ dir. I ayrik oldufundan sonugta
{g} =Im(¥,) dir. Buradan g € Fix(T) dir. Fakat / c Ker(z,) olup sonug olarak g=e

ve 2. gozlenebilirdir.

Ornek

3-boyutlu Heisenberg grubu

(X V€ R

Q

Il
(= R =
o = X
- & N

iizerindeki X =(G,D,7, ,%) kontrol sistemini g6z oniine alalim.

1) I=¢={geG:X,(g)e Ker(r,),Vt >0} icin K=/ almrsa ﬂ,:G—)%

gozlenebilirlik fonksiyonudur.

Ker(n,)={ge G:ﬂ,(g)=e%} dur.

%:{g]:geG} oldugundan e/ =7 dir.

g € Ker(n,) ig¢in 7,(g)= eG/ = gl=1=gel olup Ker(m,)c I olur. Diger taraftan
1
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gel igin =,(g)= €, = gl =1 olup tamm geregi g e Ker(r,) olup dolayisiyla
1 -

Ker(n,)=1={e} olur. &0 oldugundan > yerel gbzlenebilirdir. Bundan baska, I = {e}

olmasi genel gozlenebilirligi saglar.

010
2 : g .G»G
2) X=|0 0 0| olmakiizere K =exp(RX) olsun. Budurumda =, :G - exp(RX)
0 00
E'x 2 e e
101 »=0-1 8
8- 0} 0 01

seklindeki go6zlenebilirlik fonksiyonu igin, Ker(r,)={geG:7,(g)=exp(RX)} den

Ker(zy)=

S O
o R e

0
t|:teR bulunur. Bu 6rmekte =0 dir.
1

Diger taraftan sabit noktalarn yani Fix(7) kiimesini bulam. geG i¢in

exp(tX)g = gexp(tX) < y =0 olmasindan Fix(T)= :a,ce Ry olur. Sonug

O
S =~ N
il S

olarak Fix(T) Ker(x,)={e} olup 2 genel gozlenebilirdir.
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5. SONUCLAR

Baglantil1 bir Lie grubu iizerindeki lineer kontrol sistemleri igin sapan vektérii sonsuz kiigiik
otomorfizma ve ¢ikis fonksiyonu da bir gesit izdiisiim fonksiyonu olmak iizere yerel ve genel
gozlenebilirligi incelenmigstir. Ayirt edilemeyen noktalarin kiimesi I min kapali normal ad(X)-
invaryant bir Lie grubu yapisina sahip oldugu gosterilmistir. I Lie grubunun Lie cebiri yapisi
ve ozellikleri incelenmis, bu cebir yapisiyla yerel gozlenebilirlik ve sabit noktalarin kiimesi ile
cekirdegin arakesiti de g6z Oniine alinarak genel gozlenebilirlik saglanmistir. Gozlenebilirlik
karakterizasyonu i¢in iki 6rnek verilmistir.
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