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SIMGE LiSTESI

C Kompleks Sayilar Kiimesi
0, X koordinat fonksiyonuna gore kismi tiirev
X+

X koordinat fonksiyonunun hermityan eslenigi

X X koordinat fonksiyonunun kompleks eslenigi

X X koordinat fonksiyonunun hermityan operatorii
P, X koordinat fonksiyonuna gore momentum

® tensOr ¢arpimi

d dis diferansiyel operatorii
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ONSOZ

Matematiksel fizikte O6nemli bir rol oynayan degismeli olmayan geometri, son yillarda
matematik¢i ve fizikgiler arasinda son derece ilgi ¢ekici bir konu haline gelmistir. Bu
calismada (2+1)-boyutlu kuantum siiper uzay lizerine, yeni bir deformasyon parametresine
bagl bir diferansiyel hesap verilmistir.

Bu ¢alismanin hazirlanmasinda beni her konuda yonlendiren, yardimlarini esirgemeyen ¢ok
degerli hocam Yrd. Dog. Dr. Salih CELIK’ e ve maddi-manevi yanimda olan aileme tesekkiir
ve saygilarimi ve ayrica yiiksek lisans 6grenimim boyunca benden destegini esirgemeyen
T.UB.IT.A K.’ a da sonsuz tesekkiirlerimi sunarim.
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OZET

Klasik gruplarin yeni bir genellemesi olan kuantum gruplar, ¢ok zengin matematiksel yapilara
sahiptir ve klasik gruplarin yeterli olmadigir durumlarda pek ¢ok rolleri vardir. Bu ¢alismada,

(2+1)-boyutlu R(2|1) sliper uzayimin, Manin tarafindan verilen q deformasyonu kullanilarak,

bir singuler 3x3-tipindeki g matrisi ile yeni bir deformasyonu elde edilmistir. Bu
deformasyona h deformasyon diyoruz. Elde edilen bu yeni kuantum R, (2|1) siiper uzayi

lizerine, degismeli olmayan bir diferansiyel yap1 kurulmustur.

Rh(2|1) uzaymin cebirsel yapisim1 veren kuadratik bagintilar1 ve digerlerini, daha kapali

formda yazabilmemize imkan veren ve cebirin asosyatifligini garanti eden 9x9-tipinde bir R
matrisi bulunmustur. Bu R matrisi, siiphesiz Yang-Baxter denkleminin bir ¢éziimiidiir.

Ayrica (2+1)-boyutlu siiper-Clifford Cebirinin yeni bir deformasyonu elde edilmistir.

Anahtar kelimeler: Kuantum h-siiper uzay, (-deformasyon, h-deformasyon, degismeli
olmayan cebir, diferansiyel hesap, Clifford cebiri.



ABSTRACT

Quantum Groups, which are a new generalization of classical groups, have very rich
mathematical structures and numerous roles in situations where classical groups are not
adequate. In this work, using the ¢ deformation which was given by Manin, a new

deformation of (2+1)-dimensional superspace R(2|1) with a 3x3 singular matrix g, R, (2|l) ,

is obtained. We call this, h deformation. A noncommutative differential structure is formed
on the obtained new quantum superspace R, (2|1) .

A 9x9-dimensional R matrix which enables to write closer form of quadratic relations, which
give the algebraic structure of R, (2|1) and others, is found. It is guarantied that the algebra is

associative.

Also, a new deformation of (2+1)-dimensional super- Clifford Algebra is obtained.

Keywords: Quantum h -superspace, -deformation, h deformation, non-commutative

algebra, differential calculus, Clifford algebra.
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1. GIRIS

Matematiksel modellemede ve teorik fizikte 6dnemli rol oynayan Kuantum Gruplari, grup
kavraminin bir genellestirilmesidir. Daha genis olarak, integre edilebilir sistemlerin ele
alimmasiyla degigsmeli olmayan Hopf cebirleri’nin bir sinifi elde edilmistir. Bu Hopf Cebirleri,
bilinen klasik gruplarin q-deforme fonksiyonlar cebiridir. iste klasik gruplarin bu ¢ -deforme

yapisina Kuantum Grubu denir. Diger bir ifadeyle, bir Kuantum Grubu, deformasyon

parametresinin 6zel degerleri i¢in grup ile 6zdeslesir.

Kuantum Gruplari, Drinfeld (1986) tarafindan sekillendirilmistir. Drinfeld’in yaklasimina
gore kuantum gruplari, bir q parametresine bagli Hopf Cebirleri olarak ortaya ¢ikmustir (Abe,
1977). Kuantum Gruplarinin degismeli olmayan diferansiyel geometrisi ise Woronowicz
(1989) tarafindan ortaya atilmistir. Wess ve Zumino (1990) ise kuantum Yang Baxter
denklemlerinin herhangi bir ¢06zlimii olabilen R matrisinin, diferansiyel hesaba

uygulanabilecegini gostermistir.

Klasik gruplarin diger bir deformasyonu da h -deformasyondur. Bu deformasyon, Jordanian
deformasyon olarak bilinir. Aghamohammadi ve arkadaslari (1995), diizlemin Q-
deformasyonundan hareketle, bir singliler g matrisi kullanarak, h-deformasyona gegis

yapmiglardir.

Bu calismanin amaci, 3d uzay iizerindeki koordinat fonksiyonlarinin ¢ -deformasyonunu
kullanarak, bir singuler transformasyon ile yeni bir deformasyon parametresi (ki bunu h ile
gosterecegiz) ortaya atarak h-siiper uzayr olusturarak onun iizerine degismeli olmayan bir
diferansiyel hesap kurmaktir. Bunun igin, ilk olarak, 3x3-tipindeki genel bir singiiler g

matrisi (ki onun elemanlari keyfi secilmistir) tanimlanmistir. Daha sonra, R, (2|1) kuantum

stiper uzayinin bilesenleri arasinda saglanan bagintilar kullanilarak (Manin, 1989), en uygun
olan g matrisi tayin edilmistir. Siiphesiz, ortaya ¢ikan diger g matrisleri (en az ii¢ tane daha
vardir) ile yeni yapilar bulunabilir. Sonraki adimlar, Wess ve Zumino yaklasimiyla

diferansiyel hesaba gitmektedir.



2. ON BILGILER

2.1 Tanim

V veW , birer K -vektor uzayi olmak tizere,
T:VoW

tasviri, her v,,v, eV ve a,beK i¢in
T(av,+bv,)=aT(v,))+bT(v,),

sartin1 saglarsa, bir lineer tasvir adini alir.

2.2 Tanim

U,V ve W, birer K-vektor uzayr olmak tizere f:UxV —W tasviri asagidaki iki sarti

sagliyorsa f ye bir bi-lineer tasvir denir.
u,u,elU; v,v,eV ve a, K icin,

i) f(Au +uu,,v)=4fu,v)+uf,,V),
ii) f(u,Av,+uv,)=11f,v)+uf,v,).

Kabul edelim ki U, m-boyutlu ve V, n-boyutlu birer vektdr uzayr olmak {izere,

{G,}",, U nunve {\7j } ., V nin taban eleman1 olsun.

i=1>° j:l B

Bu takdirde 1<i<m ve 1< j<n olmak {izere mn tane (i, j) indisi mevcut oldugundan bu

indis ¢iftleri W deki bir {VTII j} i j tabamini indislemek igin kullanilabilir. Byle yapinca,

g:UxV ->W tasvirini,

a:liﬁi ve V:yi\?j
olmak tizere
gu,v)=A" ' wi

seklinde tanimlariz. Asikdr olarak ¢ bir bi-lineer tasvirdir ve g(U xV)cW kiimesi



{Vvi i } tabanini ihtiva eder. Dolayisiyla W uzayin gerer.

Simdi, U ve V iki vektor uzayr olmak iizere bir W, vektor uzay: i¢in asagidaki iki sart
saglantyorsa W, uzayma, U veV uzaylarinin tensér c¢arpimi denir ve sembolik olarak

U ®V ile gosterilir:

1) gUxV), W, 1igerer.

ii) F:UxV —W, herhangi bir bi lineer tasvir ise F = f og olacak sekilde bir f:W, >W,

lineer tasvir mevcut.
2.3 Tanim

T,:U,—->V,, T,:U,—>V, birer lineer tasvir olsunlar. Bu takdirde,
f:U ®U,->V,eV,, f(ud®u,)=T(U,)®T,Uu,), uelU,u U,

seklinde tanimlanan bir lineer tasvir mevcuttur. Buradaki f ’ye T, ve T,’ nin tensér carpimi

denir ve f =T, ®T, ile gosterilir.

2.4 Tamm

G, bir grup ve K bir cisim olmak iizere

A=Map(G,K)= {f | f:CG > K}

olsun. Eger agagidaki ii¢c aksiyom saglanirsa, A ’ya bir K -cebiri denir:
@ (¢ )Y X)=a(f x), aeK

@) (F+9)x) =109 +9(x),

Q) (fFx=FfX)agx), f,geA aeK, xeGC.

Bir K —cebirini (basitlik i¢in sadece cebir diyecegiz), genel olarak asagidaki sekilde
tanimlayacagiz. Bir cebir, iki adet lineer tasvir ile birlikte bir K -vektor uzayi olarak

diistindlir:
U A®A> A u@a®b)=ab,

n:K—-A nk)=k.l.



Burada | , A’nin birim elamanidir. Bu tasvirler i¢in
pe(id® p) = pro(u®id) (Ass)
pe(id®n)y=ue(n®id)  (Uni)

ozellikleri gecerlidir. (Ass) aksiyomu, g c¢arpma tasvirinin asosyatifligini ifade ederken,
(Uni) aksiyomu, 7(l)’in  A’nin hem sag hem de sol birim elamani oldugunu ifade

etmektedir.

Boylece ortaya ¢ikan (A, i,77) ticliisline bir cebir diyecegiz.



3. h-SUPER UZAYI UZERINE DIiFERANSIYEL HESAP

Bu bolimde ilk olarak, q-deformasyondan h-deformasyona gegis yapilarak, h-deforme

cebir elde edilecektir. Sonraki kisimlar, diferansiyel hesap ile ilgilidir.

3.1 Klasik Siiper Uzay

Klasik 3d Siiper uzayda bir eleman (simdilik bir vektor) iki ¢ift ve bir tek veya bir ¢ift ve iki
tek bilesen ile

X X
y|veya| @
0 ¢

seklinde bir siiper vektor ile temsil edilmektedir. Burada tek ve ¢ift bilesenden kasit sudur:
Eger X, bir ¢Gift bilesen ise, tiim bilesenlerle degismelidir.

Eger 6, ve 6, birer tek bilesen ise,

1. Karesi sifirdir, yani,

6’ =0

dir, ve

2.6,0,=-6,6 ve x6 =6, x

dir. (Yani tek bilesenler, kendi aralarinda anti komutatiftir ve ¢ift bilesenlerle komutatiftir.)

Bu calismada, birinci vektorden hareket edilecektir. Yalniz su aciklama ile baslamakta fayda
vardir: Kuantum teoride, elemanlar bir cebire aittir. Cebirin adi, elemanlarin yapisina gore
sekillenir. Burada 3d siiper uzaydaki vektorlerin bilesenlerinin birer koordinat fonksiyonu

oldugunu kabul edecegiz. Dolayisiyla buradaki cebir bir fonksiyon cebiridir.

h-deforme 3d siiper uzayir olusturmadan oOnce ihtiyacimiz olan bazi yapilar1 tanitmakla

baslayalim.



3.2 R,(2|)) Siiper Uzayr

Elemanlar1 X', y' ve &' koordinat fonksiyonlari olan (¢ # 0ve bir kompleks say1 olmak

lizere)

X'y’ =qy'x,

X'0"=q6'x’,

y'0'=q0'y’,

0" =0 3.1)

seklindeki bagmtilart saglayan cebiri A, = Fun(R, (2|1)) ile gosterelim. (3.1) bagintilar

Manin (1989) den alinmustir.

Not: h-deforme cebirin elemanlar1 X, y ve € olacagindan tez boyunca q-deforme yapi (lar)

X", y" vb. gibi UslU harflerle gosterilmistir.

Asikar olarak, q —1 limitinde (sliphesiz q=1 de yazilabilir ama konular ilerlerken

goriilecektir ki bu her zaman yapilamaz) (3.1) bagintilar1 klasige doner. Yani 3d siiper uzay

izerindeki koordinat fonksiyonlarinin cebirine doniiliir.

3.3 h-Deforme Siiper Cebir

R, (2|1) tizerindeki koordinat fonksiyonlarinin cebirini elde etmek istiyoruz. Bunun i¢in, 6nce

bir g matrisini,

(3.2)

«
Il

O m >

O~ o

—_ o o

seklinde yazalim. Buradaki A, B, C, D, h ve q parametrelerini iceren ve g — 1 limitinde

tanimli olmayan (lizerine yiiklenecek sartlar asagida ¢ikarilmistir) kompleks sayilardir.
Simdi bu g matrisi ile, (3.1) bagintilarin1 kullanarak bir
X'=gX (3.3)

transformasyonunu tanimlayalim. X' niin bilesenleri (-deforme bagintilar1 saglamaktadir.



X in bilesenleri ise h -deforme bagintilari saglayacaktir.

(3.3) deki transformasyon agikca yazilirsa

X' A 0 0)(x

y'[=|B 1 0]|y

o' C D 1){6

den;

X'= AX

y' =Bx+y

0'=Cx+Dy+0 (3.4)

elde edilir. Bunlar (3.1) de kullanilarak A, B, C, D sayilarina yon verilecektir. Yapilan

islemler sonucu en uygun g matrisi

1 0 0
g=| 0 1 0 (3.5)

hy

q-1

seklinde bulunmustur.
Burada (-1) f , asagidaki gibi tanimlanmustir:

¢ [-1, f tek eleman
-1 = (3.6)

1, f cift eleman

Stiphesiz iizerinde g¢alisilabilecek bir¢ok g matrisi mevcuttur. Yapilacak baska bir calismada

bunlar ele alinacaktir. Sonug olarak (3.4) deki esitlikleri

X' =X,
y'=Yy,

, h
0 =0+—x (3.7)

g-1

seklinde bulmus oluyoruz. Goriildiigii gibi en azindan 8, g —1 limitinde singiilerdir. Bu

durum h -deforme cebirine yansimayacaktir.



Simdi (3.7) daki esitlikleri (3.1) de kullanirsak

Xy=qyXx,
X0 =0q0x+hx*,
yé@=q0y+(1+qg)hyx (3.8)

seklindeki h ve g parametrelerine bagli bagntilari buluruz. Burada bir baginti eksiktir ve

dogrudan bulunamamistir. Onu bulmak igin (3.1) deki son bagintiy1 yani > =0 oldugunu

kullanacagiz:

(3.7) daki son esitlikten

O=0I2

=(9+Lx)(9+ix)
q-1 q-1

2
=6>+6 h X + h X6 + h ~ X
q-1 q-1 q-1

yazariz. Dikkat edilirse X, bir ¢ift eleman oldugundan ( bunu x in (3.7) daki formundan

2

biliyoruz ) yukarida ortaya ¢ikan

. . h
e x> ifadesi tereddiitsiiz yazilmistir fakat @ —— X

ifadesini bu formatta yazamadik. Ciinkii €, bir tek elemandir ve h ile degismeli olup
olmadigi, h nin pozisyonuna baghdir. Yani h, ¢ift bir parametre ise problem yoktur. Aksi
halde h {izerine bir sart konmalidir. Oyleyse, yukarida yapilani,

2
0=60%*+40 h X + h h 2

X0+ =X
q-1 qg-1 q-1

N 2
0=6"+(-1)" h X+ h X6+ h -~ X’
q-1 q-1 (-1

. 2 2
0=0+((-D"+q) h Ox+ " e, (3.9)
q

X + - X
=1 q-1  (@-D
seklinde yeniden diizenleyebiliriz.

(3.9) deki islemleri basitlestirmek i¢in,



K, =(-D"+aq,

K, =h*/(q-1),

K, =h*/(q-1y,

0> =—hox (3.10)

alalim. Bu durumda,
2 h 2
0=0 +K1—10x+K2 X"+ K, X
q —

yazariz. Simdi agik¢a goriilmektedir ki, yapilacak en iyi yorum, h nin tek olmasidir. Bu

durumda,

h* =0 (3.11)
olacaktir ve

K, =(-1)" +q=-1+q

yazilabilecektir. Sonug itibariyla (3.8) bagintilarina 6° yi de ekleyerek,

Xy=qyX,

X0 =00x+hx,

yo=q0y+(1+qhyx,

6*> = —héx (3.12)

yazariz.

Elde edilen bu cebirsel yapi, goriildiigii gibi q — 1 limitinde singiiler olmayip, bu limit

halinde bu tezin de temelini teskil eden
Xy =YX,
X0 =0x+hx,

yo=0y+2hyx,
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6% = —hox (3.13)
bagintilarina dondisiir.

Jeneratorleri X, y ve & olan ve (3.13) bagmtilarin1 saglayan siiper cebiri A, ile
gosterecegiz. Bu cebir, yukarida da not edildigi gibi R, (2|1) tizerindeki koordinat

fonksiyonlarmin cebiridir ve h — 0 limitinde, her sey klasik olur. Yani, R, (2|1) ile R, (2|1)

uzaylar1 6zdeslesir.

34 R, (2|1) Uzerine Diferansiyel Hesap

Bu kisimda amacimiz, kuantum h -siiper uzay1 tizerine degismeli olmayan bir geometrik yapi
kurmaktir. Bu diferansiyel geometrik yapinin i¢inde, siiphesiz koordinat fonksiyonlari, onlarin
diferansiyelleri ve kismi tiirevleri ile onlar arasinda saglanacak bagintilar yer alacaktir.

Dolayisiyla 6nce d dis diferansiyel operatoriinden kisaca bahsetmekte fayda vardir.

d dis diferansiyel operatorii, A, cebirinin elemanlarina, yani R, (2|1) tizerindeki koordinat

fonksiyonlarina etki eden bir lineer tasvirdir ve asagidaki gibi tanimlanabilir.

d diferansiyel operatorii, A, nin jeneratorlerini, diferansiyellerine tasvir eden bir lineer

operatordiir:

d:urdu, ue{xy.,6}

Ayrica d , asagidaki iki 6zellige sahiptir:

1. d operatorii nilpotenttir. Yani

d>=0 (3.14)
dir.

2. d operatorii Leibniz Kuralint saglar. Yani
d(fg)=(df)g+(-D'f(dg) (3.15)
dir. Burada (—l)f , (3.9) da tanimlandig1 gibidir.

O halde anlasiliyor ki d dis diferansiyel operatorii O-formlari, 1-formlara tasimaktadir.
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3.5 Koordinatlar ile Diferansiyelleri Arasindaki Bagintilar

Simdi koordinat fonksiyonlari ile onlarin diferansiyelleri arasindaki bagintilar

x"dx" = Adx" x’,

X"dy'=A,dy' x'+ A, dx"y’,

y'dx'=A,dx"y'+ A, dy’ x,

y'dy’=Bdy"y’,

x'dg'=B,, d@'x'+B,, dx' &',

6'dx'=B,, dx'8'+B,, d&' X/,

y'de'=C,,do'y'+C,dy' 9,

f'dy'=C,, dy'9’'+C,, do"y’,

0'de'=Cdo' o' (3.16)

seklinde yazalim. Bu, gercekten miimkiin olan en genel yapidir. Ornegin birinci (veya
dordiincii veya dokuzuncu) bagintiya ekleme yapilsa bile katsayilar sifir ¢ikacaktir. Bu

nedenle baslangi¢ta onlar yazilmamistir.

(3.16) bagmntilarindaki A, B, C ve A;, B;;, C;; (1<i,j<2) sayilari, g ve h ye bagh

ij°
olarak ortaya ¢ikacak olan heniiz belirlenmemis sabitlerdir. Bu sabitleri bulmak i¢in dig

diferansiyel operatdriinii kullanacagiz. Ilk olarak not edelim ki, (3.6) daki esitliklerin

diferansiyelleri
dx' = dx,
dy'=dy,
, h
dd'=df——— dx (3.17)
q-1

seklindedir. (Son esitlikte; d nin bir tek eleman olmasi dolayisiyla h nin iizerinden atlarken

Oniine bir — isareti gelmistir.)

Bunlari1 (3.16) da kullanirsak
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Xxdx =Adx X,
xdy=A, dyx+A, dxy,
ydx=A, dxy+A, dyXx,
ydy=Bdyy,

fdx=B, dxé+B, d@x—%(AJr B,, +B,,) dx X,
xd@ =B, dox+B, dx0+%(A—BH —-B,)dxx,
ydé=C,doy+C, dy9+%[(A21 -C,)dxy+(A,-C,)dyx],
fdy=C, dyo+C,, do y—%[(AI1 +C,)dy x+(A,+C,,)dxy],

6do=C olee—%[(a21 +B, +C)dx0—(C—B,, —B,,)dox] (3.18)

bagintilarin1 elde ederiz. Burada ortaya ¢ikan katsayilar1 tespit etmek i¢in (3.8) deki
bagintilardan faydalaniriz. Bunu yapmak igin (3.8) deki bagmtilara d diferansiyel

operatoriinii uygulariz:

Omegin (3.8) deki ilk bagintiya d operatdriinii uygularsak, (3.16) bagintilarmin da
yardimryla

Xy-qyx=0 = d(xy-qyx)=0
= dxy+xdy—qdyx—qydx=0
= dxy+(A,dyx+A,dxy)—qdyx—q(A,dxy+A,dy x)=0
= (1+A, -qA,)dxy+ (A, -q—0A,)dyx=0

yazariz. Dolayisiyla



13

1+A,-0A, =0,

A;-0-0A, =0 (3.19)
olmalidir. Benzer sekilde (3.13) deki bagintilara da d operatoriinii uygulayarak,
B, =-(1+0B,),
B, =0(0-By),
C,=aq0-C,),
C,=-(01+0C,),
A, =9 A, ~1,
A =0q(A, +1),
B, =qB, -1,
B, =0q(B, -1 (3.20)

sistemini elde ederiz. Bu sistem bir¢cok ¢oziime sahiptir. Onlardan biri (ve uygun olani)

asagida verilmistir:
B11:qa B12:q2_la lez—q’ 822:03
C11:q> Clzzqz_l, Czlz_q: C22:O:

A1=q7 A‘u:qz_l’ A21:q5 A22:05

c=1. (3.21)

Fakat A ve B katsayilarm verecek bir argiimana sahip olamadik. Ilerde yapilacak hesaplarda

karsilagsacagimiz problemleri de géz oniine alarak, A ve B i¢in en uygun se¢imin

A=B=g> (3.22)

olacagini tespit ettik. (Elbette A ve B yi segmeden de kullanabilirdik, fakat Bolim 4 de
muhakkak boyle olmasi gerektigini gorecektik.) Netice olarak, (3.18) bagintilar1 asagidaki

sekle gelir:
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xdx =q* dx x,

xdy =qdyx+(q° -1)dxy,

xdf=qd@x+(q° -1)dx&-hdxx,

ydx=qdxy,

ydy=q>dyy,

ydo=qdoy+(q’-1)dyd—(q+1)hdyx,

fdx=—-qdx&—-qghdxx,

fdy=-qdyd—-(g+1)hdxy,

0do=dfOf—-qghdxé-hdax. (3.23)

Bu bagmtilar q —1 limitinde bize lazim olacak (daha dogrusu bulmak istedigimiz)

bagintilardir ve asagidaki gibidir:

xdx =dx x,

xdy = dy x,

xd@=dOx-hdxx,

ydx=dxy,

ydy=dyy,

ydé=dfy-2hdyx,

@dx=-dx@—-hdxx,

@dy=—-dy&—-2hdxy,

6do=d0O—-hdx0-hdox. (3.24)

Bu bagntilarla olusturulmus cebiri I, ile gosterelim.
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Simdi koordinat fonksiyonlarinin diferansiyelleri arasindaki bagintilar1 bulabiliriz. Bunun i¢in

(3.24) bagintilarina d operatoriinii uygulamak yeterlidir. Boyle yapinca,

dxAdx=0,

dxady=—q'dyadx,

dyady=0,

dxAadf=q'déAdx,

dyAadéd=q'doAdy+q'(g+1)hdxady (3.25)

elde ederiz. Yalniz sunu not etmekte fayda vardir ki, d dis diferansiyel operatorii tek

oldugundan (3.1) ve (3.14) ii birlikte kullanmak gerekmektedir. Ornegin;

d(xd@—-dOx+hdxx) =0 =
dxAdf@—-dOAndx+hdxAadx=0=

dx Adf =dé A dx

dir. Dolayisiyla, g — 1 limitinde diferansiyeller arasindaki bagintilar asagidaki gibidir:
dxAdx=0,

dxady=-dyadx,

dyady=0,

dxad@=doAndx,

dyard@d=déArdy+2hdxady. (3.26)
(3.26) daki cebiri I, ile gdsterecegiz.

Muhtemelen, A, cebiri ve dolayisiyla,

r=r,ur,url,, A=T,

Diferansiyel cebiri, iizerlerinde tanimlanacak yeni tasvirlerle, birer Hopf cebiri yapilabilir. Bu

sOylenenler, su an lizerinde ¢alisilan acik problemlerdir.
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3.6 Koordinatlar ile Kismi Tiirevler Arasindaki Bagintilar

Bu kisimda x, Yy, € koordinat fonksiyonlarinin kismi tiirev operatorlerini tanimlayacagiz

ve bu operatdrler ile koordinat fonksiyonlar1 ve diferansiyellerinin komutasyon bagintilarini

elde edecegiz.

Hatirlanacagi iizere klasik sliper analizde, tiirevlenebilir bir f fonksiyonunun diferansiyeli

df:Qidx+§idy+§id0 (3.26)
oX oy 00

idi. Bunu, deformasyon teoride

df =(dx'0, +dy' 0, +d8'0,)f (3.27)
seklinde yaziyoruz. Sebebi, goz oniline aldigimiz biitiin cebirlerin degismeli olmamasidir.
Simdi (3.5) deki g matrisini kullanarak q deformasyondaki 0,.,0,.,0, kismi tiirevlerinden
0,,0,,0, kismi tiirevlerine gegis yapacagiz.

Zincir kuralina gore bunlari

of _ of ox' ot oy’ of o6
ox oxX' ox oy ox 00 ox’

o _of ox ot oy ot o0
&y Hoy ooy o0 oy

2

A _ Ao ey o oo
00 ox' 00 oy 00 00 90’

seklinde yazabiliriz. Dolayisiyla (3.6) nin yardimiyla

0, =0, (3.28)
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Buna gore d operatdrii h deformasyonu i¢in de aynidir:
df =(dx0o, +dyo, +d0o,)f (3.29)

Koordinat fonksiyonlar1 ile onlarin kismi tiirevleri arasindaki bagintilar1 bulmak i¢in Leibniz

Kurali’ndan faydalaniriz. Eger f tiirevlenebilir bir fonksiyon ise,
d(xf)=(dx)f +x(df)
dir. Tkinci taraftaki ikinci terim diizenlenerek (3.23) bagintilar1 kullanilirsa,
d(xf)=(dx)f +x(dxo, +dyo, +dod,)f
=(dx)f +(g” dx x)0, f +(qdy x+(q* 1) dx y)d, f +(qdOx+(q* 1) dx §—h dx x)9, f
=[dx (1+9°xd, +(q* —=1)yd, +(q* —1)00, + hxd,) + dy(qxd, ) + dO(qxd, )] f
elde edilir. Diger taraftan
d(xf)=(dxo,+dyo, +d@9,)(xf)
Oldugundan, her iki tarafin 6zdeslestirilmesi,
O, x=1+0*x0,+(q* -1 yo, +(q’ -1 09, +hxd,,
8y X=q xay ,
0, X=0QX0,

bagmtilarini verir. Benzer sekilde (xf) yerine (yf) ve (6f) yazilarak diger bagintilar da

bulunabilir. Sonug olarak (h,q) deforme bagntilar;

O, x=1+0>x0,+(q* -1)yo,+(q’ -1)09, +hxo,,

0, X=QX0,,
0,X=0QX0,,
0,y=0Y0,,

0,y=1+0>yd, +(q*~1)00, +(q+1)hx3,,
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0p Y =0Y0y,
0,0=q00,-qhx0, -(q+1)hyd, —qh&oo,,
0,0=q00,,
0,0=1-600,+hx0, (3.30)
seklinde bulunur. Bu bagintilar g — 1 limitinde iyi tanimlidir ve bu limitte
0, x=1+x0, +hx0o,,
ayx:xﬁy,
0, X=X0,,
0,y =Y0,,
0,y=1+yd, +2hxo,,
99 Y =Y 0y,
0,0=00,—hx0,-2hyo, -h6o,,
0,0=00,,
0,0=1-600,+hxo0, (3.31)

seklini alir.

Bu bagmtilar koordinat fonksiyonlar1 ile kismi tiirev operatorleri arasindaki h -deforme

bagmtilardir.

Kismi tirevler arasindaki h-deforme bagintilart bulmak i¢in d  operatdriiniin

nilpotentliginden faydalaniriz:
0=d’=d(dxo, +dy o, +d09,)
=-dxA(dx 0, +dyo,+d@ 9,)0,

—dy A(dxo, +dy o, +d# o,)0,
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+dOA(dx 0, +dyo, +d6 o,)0,
=—dxdy (9, 0,-q0,0,+(1+q)ho,o,)
—dxdé# (0,0, -q0,0,)
—dydé& (9,0, -q0, 0,).
Dolayistyla asagidaki bagintilara sahibiz:
0,0,=q"'9,0,,
0,0,=0q"0,0,+q" (q+1)ho, o,,
0,0, = q'o, Oy s
0," =0. (3.32)

(3.32) deki bagintilar g — 1 limitinde

0,) =0 (3.33)
seklindedir.

Jeneratérleri 0,, 0,, 0, olan ve (3.30) ve (3.32) bagmtilarini saglayan cebiri D ile

gosterecegiz.

3.7 Diferansiyeller ile Kismi Tiirevler Arasindaki Bagintilar

Bu kisimda amacimiz D cebiri ile
r=ryur,ul,, A=z=r,

cebirlerini baglamaktir. Yani, kismi tiirev operatorleri ile diferansiyeller arasindaki bagimntilar

ortaya koyacagiz. Bunun i¢in,
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0, dx'=A dx' 0, +A dy'd, +A do'o,,
O, dy'=Ady'o, +Adx'0,,
0,d0'=Ado'0, +A dx'0,,
o,dx'=B dx'0,+B,dy'o,,
0,dy’=B,dy'0,+B,dx'0,+B;do'0,,
0,d0'=B,d#'0, +B, dy'0,,
9, dx'=C, dx'd, +C, do' o,
o, dy'=C, dy'9, +C,do'0,,
0,d0'=C,d0'9, +C dx'0, +C, dy' 9, (3.34)

olduklarimi kabul edelim. Burada (3.18), (3.28) ve (3.34) ifadelerinden ve (3.24) deki

bagintilar kullanilarak, bir¢ok islemden sonra,

0, dx=q?dxo, —q>hdxo,,

o,dy=q"dyo,,

0,d0=q"d0o, +q"' hdxo, +q' (q+Dhdyd, +q" hdoo,,
0, dx=q" dxo,,

0,d0= q' doo,,

0,dy=q"dyo, +(q” -1 dxd, —q~ (q+1)hdxd,,

0, dx=-q" dxo,,
0,dy=-q"dyd,,
9,d0=d0 o, +(1-q?)dxd, +(1-q7)dyd, +q~ hdxd, (3.35)

bagintilarin1 elde ederiz. Bu bagintilar da g — 1 limitinde iyi tanimlidir ve
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0, dx=dxo, —hdxo,,

0,dy=dyo,,
0,d0=d0o, +hdxo, +2hdyo, +hddd,,
0, dx=dxo,,

0,dy=dyo, -2hdxo,,

0,d0=doo,,

0, dx=-dxo,,

0,dy=-dyo,,

0,d0=d6 o, +hdxo, (3.36)

seklindedir.

Elde edilen bagmtilarin tutarli oldugunu gostermek zor degildir. Bunun i¢in
d*=0
oldugunu gostermek yeterlidir. Bu, asagidaki bagintilardan ¢ikar.
d(o,f)=(dxo,+dyo,+d0d,)o,f

=(dx0,0,+dyo, 0,+d0o,0,)f (3.37)
(3.37) deki esitlikte (3.33) deki bagintilar1 kullanirsak,
d(o,f)=dxo,0,+dy(0,0,-2ho,0,)+d#0,0,, (3.38)
esitligi elde edilir. (3.38) deki esitlikte de (3.36) daki bagintilar1 kullanirsak,
do,=0,d

do,=0,d

do, =-0,d (3.39)



elde edilir. Simdi d* =0 oldugunu gorelim:
d* =d(dxo, +dyod, +d@d,)
=-dxdo, —dydo, +dad o,
=—dx(0,d)-dy(9,d)+d&(-0,d)

— —dxo,d —dyd,d —d6a,d

=—(dxo, +dyo, +d&o,)d
= g2

(3.40) dan,

d*> =0

dir.

22

(3.40)

(3.41)
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4. R MATRIS YAKLASIMI

Bu boliimde R, (2|1) sliper uzayinin elemanlarmin sagladigi h komutasyon bagintilari bir R

matrisi ile, uygun tanimlanacak bir tensoér ¢carpim kullanilarak elde edilecektir. R matrisinin

Yang-Baxter denklemlerini saglamasi1 gerekir. Yang-Baxter denklemleri agagidaki gibidir:

R12 R13 st = R23 R13 R12 4.1)

A

Iilz IQB IQIZ = IQB IQIZ R,;  (Orgii grup bagintisi) (4.2)

Bu durumda cebir, asosyatiftir. R matrisini, bir K € End(C ®C) matrisi yardimiyla elde

edecegiz (Celik, 1998). Bunun i¢in, degiskenler ile diferansiyellerinin komutasyon

bagintilarin1 agagidaki sekilde tanimlayalim:

X dX 1 =q (-1 K dx* X! (4.3)
Burada i=1,2,3 i¢in;

X'=x, xX*=y, x =60,

dx' =dx, dx*=dy, dx’=d@ (4.4)

seklindedir.

(3.24) deki tiim bagintilar (4.3) de kullanilirsa, 6rnegin i =1, j =1 igin
X'dX'=q(K/ dx' x"+ K} dx' x* + K], dx" x* +
Ko dx? x'+ Kj, dx? x> + KL dx® x* +
Ky dx® x'+ K3 dx® x* + K dx’ x%) (4.5)
olup, (4.4) ve (4.5) den
Kiy = Kiy = Ky = Ky = Ky = Ky = Ky, = K= 0
Kii =g (4.6)

bulunur. Benzer sekilde tim i ve j ler igcin K matrisinin tiim elemanlar1 bulunur. (4.6) da

elde ettifimiz matris elemanlarimi K matrisinin  birinci satirina yazmak sartiyla
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tanimlayacagimiz K matrisi asagidaki sekildedir:

11 11 11 11 11 11 11 11 11
I<11 K12 K13 K21 K22 K23 K31 K32 K33

12 12 12 12 12 12 12 12 12
I<11 K12 K13 K21 K22 K23 K31 K32 K33

13 13 13 13 13 13 13 13 13
Kll K12 K13 K21 K22 K23 K31 K32 K33

21 21 21 21 21 21 21 21 21
I<11 I<12 K13 K21 K22 K23 K31 K32 K33

22 22 22 22 22 22 22 22 22

I<ll KlZ K 13 KZl K22 K23 K31 K32 K33 (47)
23 23 23 23 23 23 23 23 23

Kll K12 K13 I<21 K22 K23 K31 K32 K33

31 31 31 31 31 31 31 31 31
I<11 K12 I<13 K21 K22 K23 K31 K32 K33

32 32 32 32 32 32 32 32 32
I<ll Kl2 K13 K2l K22 K23 K31 K32 K33

33 33 33 33 33 33 33 33 33
Kll K12 K13 K K K K31 K32 K33

(4.5) den elde edilen katsayilar (4.7) de yerine yazilirsa;

q 0 0 0 0 0 0 0 0
0 1 0 0 0 0 0 0 0
h 0 1 0 0 0 0 0 0
0 q-q") 0 1 0 0 0 0 0
Kig = 0 0 0 0 q 0 0 0 0
0 (h+q'h) 0 0 0 1 0 0 0
(-q™'h) 0 -9 0 0 0 1 0 0
0 0 0 (-<h-hg™") 0 -9 0 1 0
0 0 (~h) 0 0 0 -q'h) 0 q’
={Kid} 4.8)
seklindedir.
h deformasyon i¢in bir K, matrisi ve ondan iiretilen bir matris,
K, = lqlgll Kiq
K, = lim (K, ,P) (4.9)
4 ’
tanimlar1 yapilarak kolayca elde edilir. Burada P siiper permiitasyon matrisidir ve
Rl =(-D"5/5} (4.10)

seklindedir. Yani,
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4.11)

S O © O o © o o

o
Il
c oo oo o o o =
o o0 o o0~ o o <
o o - o o < oo <
S o CPC oo o o o~
©C 0@ o~ 0o o S O
o - O 0 O 0 o O O
c O O 0 O o~ O O
c OO - O o o o o

1
[y

dir.

Burada K, matrisini R, matrisi olarak alinz. K, matrisi (4.2) bagmtisini saglar. Bu asagidaki

esitlikler uygulanarak goriilebilir.

(Ku)f}?? = Ké’f 5%

(Kipies = (D0 K 67

(Ka)iey = (Do 0 Koy 5 (4.16)
R matrisi ise,

R, =PK, (4.17)

den elde edilir ve Yang-Baxter denklemini saglar. R matrisi agik olarak,

1000000000
01000000 O
h010000O0O0
00010000 O
R=0000T10000 (4.18)
02h0 00100 0
h 0000O0T10 0
0002000010
00 hoOOOHh 0Tl

seklindedir
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5. SUPER CLIFFORD CEBIRININ YENIi BIR DEFORMASYONU

Bu boélimde, (2+1)-boyutlu siiper-Clifford cebirinin bir h-deformasyonunu takdim

edecegiz. Bunu yapmak i¢in dokuz adet operatdre ihtiyacimiz var. Bu operatdrler, koordinat
fonksiyonlart ve onlarin kismi tiirev operatdrleri cinsinden tanimlanmaktadir ve belli

Ozelliklere sahiptirler.

Ik olarak, iki bosonik (yani Gift) ve bir fermiyonik (yani teK) momentum operatdrlerini

tanimlayalim. Basit olarak 0,,0,,0, kismi tiirev operatorleri, ip,, ip,, ve p, ile

0zdeslestirilir fakat koordinatlar ve momentumlarinin hermityenligi ile uyusmaz. Dolayisiyla

kismi tiirev operatdrlerini, ip,, ip,, ve p, momentumlari ile 6zdeslestirmek i¢in, koordinatlar

ve momentumlar1 hermityen yapmaliyiz. Bu sonuncusu i¢in 6nce X, Y ve € nin hermityen

eslenigini tanimlayalim. Basit olarak,

=y (5.1
aliniz. Simdi,

6" =ab +bx (5.2)
olsun. Bu taktirde,

(@) =60"a" +b'x" (5.3)
esitligi yazilir.

(5.2) denklemini (5.3) de yerine yazarsak;

(@) =(@f+bx)a” +b" x*

=aa’ (-1)* O+ba’ x+b* x

0 (5.4)

olur ki, bu

(-)* aa* =1 ve ba"+b" =0



demektir. Buradan,

a=1 ve b=-b"

sonucuna ulasiriz. Eger h iizerine h=—h sartim yiiklersek, b =2 h alabiliriz. Buna gére,

0" =60+2hx

elde edilir. Simdi kismi tiirevleri inceleyelim:

(3.28) deki ilk esitligi g6z 6ntinde bulundurarak 0," operatoriinii,

0 =ad +p0,

seklinde tanimlayalim. Bu taktirde,

@) =a' 0, +3, f

olup, (5.4) deki gibi islemlerden sonra gerekli diizenlemeleri yaparak

a=-1 ve p=2h
elde ederiz. Buna gore,

0, =-0,+2ho,

olmalidir. Benzer islemlerle .

elde edilir. Simdi

. X+ X

L= ,
2

L y+y

y ,

é:9+(9+

(5.5)

(5.6)

(5.7)

(5.8)

(5.9)

(5.10)



tanimlari
X=X,
y=v,
0=0+hx

esitliklerini verir.
Simdi momentum operatorlerini

p, =1(0,—-ho,),
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(5.11)

(5.12)

olarak alabiliriz. (5.11) ve (5.12) deki operatorler asagidaki komutasyon bagintilarini saglar:

Ry=9%,
X0=0%+h%*,

<<
>
Il
>

<<
+
[\
=

<
<>

A

9> =-héx.

Ayrica, diger komutasyon bagintilar1 da,

A

p, X=Xp, +i(l+hXp,),

(5.13)
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p,> =0 (5.14)

seklindedir. Sonug olarak h -deforme siiper-Clifford cebir elde edilir.
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6. SONUCLAR

Bu c¢alismada 3d siiper uzay tizerinde galisildi. q-deformasyondan h-deformasyona gegis

yapilarak, h-deforme Fun(R, (2|1)) cebirini elde etmek igin Once, uygun bir g matrisi
bulundu. Ardindan, bir diferansiyel hesap kuruldu. Fun(R, (2|l)) cebirinin elemanlari, yani

R, (2|1) tizerindeki koordinat fonksiyonlari, onlarin diferansiyelleri ve kismi tlirev

operatorleri arasindaki komutasyon bagintilar elde edildi.
h -deforme bagintilar1 veren bir R matrisi bulundu.

Son olarak, (2+1)-boyutlu siiper-Clifford cebirinin h -deformasyonu elde edildi.
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