SRt NG

e

-l

>
o

t:4

£ .
38
¥

-~

—
W e S . —

-~




_YILDIZ TEKNIK UNIVERSITESI
KUTUPHANE VE DOKUMANTASYON
DAIRE BASKANLIGI

K 207300

WA IR IR ) it cso s v ioiailuns insaihanssnn wisis
Kayit No .26.?? .......................
Geldigi Yer FMKJ](L\'V.\M

RS MR ......ine s
Tarih .04 Lo P ......
Fiyat s L SR e
Fatura No CTTTTTTPTDTLTR S PPPOPPORRPPS
BRI TN % kv iaiiriesseimind it AR

Ek SR AL e P e



YILDIZ TEKNIiK UNIVERSITESI &% V2552554 723 axe
FEN BILIMLERI ENSTITUSU

i

KUANTUM SUPER UZAY UZERINE BIR
GENISLETILMIS DIFERANSIYEL HESAP

Matematik¢i Muttalip INEKCI

FBE Matematik Anabilim Dalinda
Hazirlanan

YUKSEK LiSANS TEZi

£
/ ,\f;\, Y
Tez Damsmam: Yrd. Dog. Dr. Salih CELIK(YTU) O/CAD'\
Jiiri Uyesi  : Prof. Dr. Metin ARIK (BOGAZICI UNI) U\Aet :
- \ L=

Jiiri Uyesi  : Prof. Dr. A. Géksel AGARGUN (YTU) (\9

ISTANBUL, 2007



ICINDEKILER

Sayfa
e e g RO - Ut A M (gt 10 S PARODRIS e BN M s i P e R iii
L T s e N e R R bl o ot v
e S DN AN Sl ST 7 3 e PSR  LIUT o (R PR R \%
F L E G RO o SRR e il e K L D I L s Sl vi
1 ORI S S s L i i S 5 S AR e AN D e RS 1
4 B BRGHIER.. .l i i Bl R s s i 7
21 RIRIRE .. ..o o R N e i e i i i 2
: 3 KUANIUIM 3D SUPBRURRN . o niiimiooiibimiis st vomesbissiaisabes insanis 8
3.1 Kuantum 3d siiper uzay tizerindeki polinomlarin cebiri .........cccevvevvivirieiniiciiennenne. 8
32 A cobiri Uzerine Shper Hopl CoDIE YRIIBE .......oovoonviafmamsiaisusssossssssrmisibasissivisassiss 8
4. KUANTUM 3D SUPER UZAY UZERINE DIFERANSIYEL HESAP.............. 10
4.1 1T o R S M s 1 SO A R 10
4.2 T e R O R S S DO S AT 11
4.3 A0 ORI 15 JOTTRIARY ... ... cooocveiinsisnriosiiantoisssvsssnssissninsovesvbsenasss 15
4.4 R T R s o o i oA AR R b i vl S i o 17
5. RUANTUMBEREE LIE CEBIR ....... it ihitmisanssosssoiamerssmsssnsion 20
6. SUPER BRI CERIRININ DUALL. i s iisrinnncssonssiisesssimosossnsesimsonmmsssiaeiobis 23
f & KUANTUM 3D SUPER UZAY UZERINE GENISLETILMIS HESAP............ 28
7.1 B il i snsisesi e s s 28
12 T SR T B T e S P S S e 31
8 B einane s ins s sth s nsssnessonissonshs e R R P s s 35
B I I s o ihra i A v vis 000 o s as e i b AT T BN S 36
BT I i oraososn vt ssssaoninnsseseiisioni o R L e oo 37

il



SIMGE LISTESI

®

t

Tensor Carpim

Kiime Isareti
Diferansiyel Operator
Kismi Tiirev Operatorii
Es-carpim

Es-birim

Es-ters

iii



ONSOZ

Degismeli olmayan geometri, fizikte en ilgi ¢ekici matematiksel kavramlardan biridir ve son
yillarda matematiksel fizigin farkli alanlarinda 6nemli bir rol oynamaya baglamistir. Bu
¢alismada, (2+1)-boyutlu siiper uzayin bir deformasyonu yapilarak, onun iizerine bir
genigletilmis diferansiyel kurulmustur.

Bu ¢alismanin hazirlanmasinda her tiirlii maddi-manevi yardimini benden esirgemeyen ¢ok
degerli hocam Yrd. Dog. Dr. Salih CELIK’ e sonsuz tesekkiirlerimi sunarim.

Ayrica, konu hakkindaki yardimlarindan dolayr Sayin Ars. Grv. Ergin YASAR’a
stikranlarimi sunarim.
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OZET

Bu ¢aligmada, Genisletilmis kuantum ti¢ boyutlu siiper uzay iizerinde degismeli olmayan bir
diferansiyel hesap verilmektedir. Vektor alanlarinin Lie cebiri ve Hopf cebiri yapisi ve dual
Hopf cebiri yapisi elde edilmektedir. Genigletilmis kuantum 3d siiper uzay {iizerindeki
diferansiyel hesap, i¢ tiirevler ve Lie tiirevler vasitasiyla genisletilmektedir.

Anahtar Kelimeler: Kuantum siiper uzay, diferansiyel hesap, stiper Hopf cebiri, Lie siiper
cebiri, dual siiper cebir, i¢ tiirev, Lie tiirevi.



ABSTRACT

In this study, A noncommutative differential calculus on the extended quantum 3d superspace
is given. The Lie algebra of vector field, its Hopf algebra structure and dual Hopf algebra are
obtained. The differential calculus on the extended quantum 3d superspace is extended via
inner derivations and Lie derivatives.

Keywords: Quantum superspace, differential calculus, super Hopf algebra, Lie super algebra
dual super algebra, inner derivations and Lie derivatives.
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1. GIRIS

Kuantum gruplarin degismeli olmayan diferansiyel geometrisi fikri ilk defa Woronowicz
(1987, 1989) tarafindan ortaya atilmistir. Bu yaklasimda grup iizerindeki diferansiyel hesap,
grubun 6zelliginden ¢ikartilir. Bu, grup tizerindeki fonksiyonlar, diferansiyeller, diferansiyel
formlar ve kismi tiirevlerle ilgilidir. Wess ve Zumino (1990) tarafindan ortaya atilan yaklagim
Manin’in (1988,1989) kuantum uzaylar hakkindaki vurgusunun devami niteligindedir.
Diferansiyel formlar, degismeli olmayan koordinatlarla tanimlanmistir. Kuantum gruplar, bu
uzaylar lizerine etki eder. Kuantum gruplarin diferansiyel ve cebirsel 6zellikleri, bu uzayin
Ozelliklerinden elde edilmistir. Kuantum gruplar iizerindeki diferansiyel hesaba, bir pedagojik

yaklagim Aschieri ve Castellani (1993) tarafindan verilmistir.

Bu ¢alismada, ti¢ boyutlu kuantum siiper uzay, Manin (1989) yaklagimiyla ele alinmaktadir.
Kuantum 3d siiper uzay tizerine diferansiyel hesap kurulurken, Celik (2006) tarafindan
verilen yaklasim kullamlacaktir. Once koordinat fonksiyonlar: ile onlarin diferansiyelleri
arasindaki bagintilar elde edilecek, sonra diferansiyeller arasindaki bagintilar bulunacaktir.
Boylece elde edilecek diferansiyel cebirin, bir Hopf cebiri oldugu ispat edilecektir. Daha
sonra, vektor alanlarinin Lie siiper cebiri ve stiper Hopf cebiri elde edilecektir. Sonraki
kisimda ise, dual siiper Hopf cebiri elde edilip vektdr alanlarinin cebiri ile izomorf oldugu

gosterilecektir.

Son kisimda ise, yukarida elde edilen diferansiyel hesap, i¢ tiirevler ve Lie tiirevleri

vasitasiyla daha biiyiik bir diferansiyel hesaba genisletilecektir.



2. TEMEL BILGILER

2.1 Onbilgiler

Bu boliimde, tezde kullamlacak bazi kavramlar, bitiinliigli bozmamasi i¢in burada

tanitilacaktir.

2.1.1. Tamim: Uzerinde toplama ve ¢arpma tanimlanmis bir R kiimesine, asagidaki 6zellikler

saglanirsa bir birimli halka denir.

1. (R,+) bir degismeli grup.

2.Her a,b,ce R i¢in a.b+c)=ab+ac ve (a+b)c=ac+bc.
3.Her a €R i¢in a.l1=1.a olacak sekilde 1€ R elamani mevcut.
4. Her a,b,c Rigin a(b.c)=(ab)c.

Eger her a,b € R i¢in a.b =b.a oluyorsa R’ ye degismeli halka denir.
2.1.2. Tamm: (M,+) bir degismeli grup ve R bir halka olsun. Eger
@:RxM - M, (a,x) ax, (¢:MxR - M, (x,a) x.a)

seklinde tamimlanan tasvir asagidaki sartlar1 saglarsa, M ’ye bir sol (sag) R -modiil, kisaca

sol (sag) modiil, ¢ tasvirine de sol (sag) R - modiil M ’nin yapa tasviri ad1 verilir:
Ya,be R ve Vx,y € M igin,

i) a(x+y)=ax+ay, ((x+y)a=xa+ya)

i (a+b)x=ax+bx, (x(a+b)=xa+xb)

iii) (ab)x=a(bx), (x(ab)=(xa)b)

iv) Lx=x, (x1 =x)

Eger M hem sag hem sol R -modiil ise M ’ye kisaca modiil denir. Ek olarak R halkas: bir

cisim ise, M modiiliine vektdr uzayi veya bir lineer uzay denir.



2.1.3.Tamm: V ve W , K iizerinde birer vektor uzayi olmak iizere,
T Ve w

tasviri, her v,,v, eV ve a,be K igin
T(av, +bv,)=aT(v,)+bT(v,)

sartin1 saglarsa, bir lineer tasvir adini alir.

2.14. Tanmm: U,V ve W, K lizerinde birer vektdr uzayi olmak tizere ¢ :U xV — W tasviri

asagidaki iki sart1 sagliyorsa ¢ ye bir bi-lineer tasvir denir.
uu'elU;v,v eV ve A, ue K igin,

i) @(Au+ pu',v) = Ap(u,v) + upu',v),

i) @(u, Av+ puv') = Ap(u,v) + pp(u,v').

Kabul edelim ki U, m —boyutlu ve V', n—boyutlu birer vektdr uzay1 olmak tizere

{#}" , U nun ve {\7]}" .+ nin taban elemanlarimin kiimesidir. Bu takdirde 1<i<m ve
J=

i=12
1< j<n olmak iizere mn tane (i, j) indisi mevcut oldugundan bu indis giftleri W daki bir

{w,j}m'ln : tabanini indislemek i¢in kullanilabilir. B6éyle yapinca, ¢@:UxV — W tasvirini
i=l,j=

RS

x=x'u, ve y=y’v, olmak lizere

(P(;C, ;) =x'y’ ;u
seklinde tamimlarniz. Agikar olarak ¢, bir bi-lineer tasvirdir ve @(UxV)c W (goriintii)

kiimesi, { ;v.,,-} tabanim ihtiva eder. Dolayisiyla ¢, W uzayin gerer.

Sonug olarak, U ve V' iki vektdr uzay: olmak iizere bir W vektor uzayi i¢in agagidaki iki sart

saglaniyorsa W uzaymna, U ve V' uzaylarinin tensér carpimi denir ve sembolik olarak

U ®V ile gosterilir.
i) U xV),W y1 gerer.

i) Y:UxV > W' herhangi bir bi-lineer tasvir ise W = ® o ¢ olacak sekilde bir @ : W > W'

lineer tasvir mevcut.



2.15.Tanm: 7,:U =V, T,:U,—V,, birer lineer tasvir olsun. Bu takdirde, u, €U, ve

u, € U, igin

O:U,QU,»V,®V,, Ou,®u,)=T,(u,)®T,(u,)

seklinde tanimlanan bir lineer tasvir mevcuttur. Buradaki @ ’ye 7, ve 7, ’nin tensor ¢arpimi
denir ve ® =7, ®T, ile gosterilir.

2.1.6. Tammm: L vektor uzayi olmak tizere, eger,

[,]:LxL L

bi-lineer tasviri asagidaki iki sart1 saglarsa L ’ye bir Lie cebiri denir:

D) [x,y]=-1y,x]
i) [x,[y,z]]1+[z.[x,y]1+[y.[z,x]]1=0, Vx,y,z€ L.

2.1.7. Tanmm: G bir grup ve K bir cisim olsun. 4 ile G’den K ’ya olan fonksiyonlarin

kiimesini gosterelim. Yani

A=Map(G,K)={f|f:GH K}

olsun. Eger asagidaki ti¢ aksiyom saglanirsa, 4 ’ya bir K -cebiri denir:

(D) (a f)(x)=a f(x),

@) (f +8)x)=f(x)+g(x),

) (fg)(x) = f(x)g(x), f.g€4, aeK, xeGC.

Eger bir lineer 7': 4— A tasviri

r(f.g&)=T())I(g)

esitligini de saglarsa, 7" ’ye bir lineer homomorfizm veya cebir homomorfizmi denir.

Bir K —cebirini (basitlik ig¢in sadece cebir diyecegiz), genel olarak asagidaki sekilde

tamimlayacagiz. Bir cebir, iki adet lineer tasvir ile birlikte bir K -vektdr uzayi olarak

distiniiliir:

H:A®A—> A, u(a®b)=ab,
n:K— A, ntk)=k.I



Burada 7/, 4 'nin birim elamanidir. Bu tasvirler igin

pe(id® p) = po(u®id) (Ass)

2.1
po(d®n)y=uo(n®id)  (Uni) G

ozellikleri gegerlidir. (Ass) aksiyomu, u ¢arpma tasvirinin asosyatifligini ifade ederken,
(Uni) aksiyomu, 7(1)’in  A’nin hem sag hem de sol birim elamani oldugunu ifade

etmektedir.
Boylece ortaya ¢ikan (A, u,n) lgliisiine bir cebir diyecegiz.

Eger A® A=Map(GxG,K) ve A= Map(G,K) oldugunu kabul edersek, G deki islemi

kullanarak agsagidaki lineer homomorfizmleri tanimlayabiliriz. Her x, y € G i¢in

A:A—> AB A, Af(x®y)= f(x.y),

e:A-> K, e(f)=f(e).

Burada e, G nin birim elamanidir. A ’ya cebirin bir es-¢arpmasi ve & tasvirine de cebirin es-
birimi denmektedir. A ve & cebir homomorfizmleri, sirasiyla x ve 7 tasvirleri i¢in verilen

(Ass) ve (Uni) ozelliklerine (denklem (2.1)) dual olan &zelliklere sahiptir. Yani

(1d®A)eA=(A®id) oA (coass)

: : : : 2.2)
po(e®id)eA=id=puo(id®¢) oA (counit)

dir. Genel olarak, K iizerindeki bir lineer 4 uzayina, yukarida tanimlanan g,7,A K-lineer
tasvirleriyle birlikte bir K-kocebir (kisaca kocebir) ve A lineer uzaymna u,n7,A,& K-lineer
tasvirleriyle birlikte bir K-bicebir (kisaca bicebir) denir. Ek olarak, f € 4,x€ G igin

S:A— A, Sf(x)=f(x™)

seklinde tanimlanan ve

po(id®S)A=noe=puo(S®id)A (2.3)

ozelligini saglayan bir S cebir antihomomorfizm (es-ters) ile (4, 4,n,A,¢,S) altihsina bir

Hopf cebiri denir (Abe, 1977). Bundan sonra, kisaligi bakimindan bir Hopf cebiri igin,



(A, u,n, A, €,S) altilisim degil sadece A4 y1 kullanacagiz.

Eger A bir Hopf cebiri ise, 4® A4 daki ¢arpma
(X®YNZOW)=(=1)le"eeD( x7 @ YW) (2.4)
seklinde tanimlanir. Burada

0, f cift dereceden

# &
1, f tek dereceden e

deg(f)= {

seklindedir.
2.1.8. Tanim: C, bir kocebir olsun. Eger bir lineer M uzay1 ve bir lineer

YM->MQC
tasviri igin asagidaki diyagramlar komutatif ise (M ,‘P) ikilisine bir sag C —komodiil denir.
Bir sol C —komodiil de benzer sekilde tanimlanabilir.

1d®¢

- M®C
M®K - M®C®(<

y®id M®C
A

I

7 d®A 4

M MRC= M

Bir bimodiiliin tanim1 i¢in asagidaki agiklamalara ihtiyag¢ vardir:

B, bir bicebir ve M de

o, M®B—->M, ¢,(m®x)=mx

seklinde tamimlanan yapi1 doniisiimiiyle birlikte bir sag B —modiil olsun. Bu durumda,



Pyop (M ®B)®B > M® B,
Puos (MBOX®Y) =D my, ®xy,, mOxe M ®B

)

seklinde tanimlanan yap1 doniigtimiiyle birlikte, M ® B de bir sag B -modiil olur. Buna ek

olarak,
¥, M >M®B
K - lineer yap1 doniigiimii ile birlikte A/ bir B -komodiil ise,

¥, 05 M®B—> (M®B)® B,

¥, es(m®x)= Z My, Xy @myx,, mOxe M B
(m)(x)

seklinde tanimlanan K -lineer yap1 doniisiimiiyle birlikte A ® B bir B -komodiil olur.
Bu durumda bir bimodiiliin tanimin su sekilde verebiliriz:

2.1.9. Tanmm: Eger M, hem sag B-modiil ve hem de B -komodiil olmak iizere asagidaki

kosul saglanirsa A ’ye bir B -bimodiil denir:

e ¢, ’nin bir sag B-komodiil homomorfizmi olmasi i¢in gerek ve yeter sart ‘¥',, ‘nin

bir sag B -modiil homomorfizmi olmasidir.

Simdi, bu tezde yapilacak orijinal seylere gegebiliriz.



3. KUANTUM 3D SUPER UZAY

Bu bélimde kuantum 3d siiper uzay iizerindeki koordinat fonksiyonlarinin olusturdugu

cebirin bir siiper Hopf cebiri oldugu ispat edilecektir.

3.1 Kuantum 3d siiper uzay iizerindeki polinomlarn cebiri

Kuantum 3d siiper uzay, ilk defa Manin (1989) tarafindan ortaya atilmistir ve
Xy = qyx, X0 = q0x, y0 = g0y, 6> =0 (3.1)

kuadratik o6zellige sahip, birbiriyle ¢-komutatif olan sifirinci dereceden x,y ve birinci

dereceden @ koordinatlariyla olusturulmus bir birlesmeli cebir olarak tanimlanmigtir. Burada

g sifirdan farkli bir kompleks sayidir. Kompleks sayilar tizerindeki bu cebir, 3d kuantum

Myile gosterecegiz. g — 1

stiper uzay lizerindeki polinomlarin cebiridir. Bu cebiri Fun(R,
limitinde bu cebir, degismeli olur ve ii¢ boyutlu siiper uzay tizerindeki C[x,y,€] polinomlar
cebiri olarak diisiiniiliir. Burada x,y,6 koordinat fonksiyonlaridir. Fun(R,*") cebirine birim

elamanin eklenmesiyle elde edilen cebiri A4 ile gosterelim. Simdi bu cebir tizerine bir Hopf

cebir yapisi insa edecegiz.

3.2 A cebiri iizerine Siiper Hopf cebir yapisi

Kabul edelim ki x in tersi mevcut olsun, yani

sarti saglansin. Bu durumda, A cebiri {izerindeki bir cebir homomorfizmi olan eg-garpimin

koordinat fonksiyonlari iizerine etkisini asagidaki gibi verebiliriz:

A,(x)=x®x,
A,(Y)=x®y+y®x, (3.2)
A0)=60B1+1®0,

Bu tasvir,
(id®AA)oAA=(AA®id) oA, {(3.3)

seklindeki koasosyatiflik 6zelligine sahiptir ve (3.1) kuadratik bagintilarini korur.



Gergekten, A, ’min homomorfizmi 6zelligini kullanarak, 6rnegin

A (xy—qyx)=A,(x)A,(¥) - 98 ,(»)A,(x)
=(x®x)(x®y+y®x)-q(x®®y+y®x)(x®x)
= (¢’ ®xy)-q(x’ ® yx) + (xy ®x*) - q()x ® x%)

=(x* @ qyx)—q(x* ® yx) +(@x ®x*) - q()x ® x*)
=0

oldugunu kolayca goriiriiz. Digerleri de benzer sekilde gosterilebilir.

Simdi A, tasvirinin koordinat fonksiyonlarina etkisini kullanarak,

po(e, ®id)oA, =id=uo(id®e,) oA, ,

. . (3.4
uo(S,®id)cA, =¢, = u(id®S,) oA,

ozellikleri saglayacak sekilde, &, es-birim ve S, es-ters lineer tasvirlerinin, koordinat

fonksiyonlarina etkisini bulabiliriz:

uo(e, ®id)o A, (0)=id(x),  u(id®e,) oA, (x)=id(x)

uo(e, ®id)(x ® x)=x, u(id®e,) (x®x)=x
e (€,(x) ®1d(x))=x, p(id(x)®¢,(x)) =x
£,(x)x =x, x.&,(x)=x

yani ¢,(x)=1 bulunmustur. Benzer sekilde,&, es-birimin y ve @ koordinat fonksiyonlarina

etkisi bulunur. Sonug olarak

£,(0)=1 £,(2)=0, £,(0)=0 (3.5)
dir.

S es-ters tasvirinin koordinat fonksiyonlarina etkisini de,

uo(S,®id)oA,=g,=puo(id®S,) A,

ozelligini kullanarak

S,()=x", S,(n=-x"m", 5,(0)=-6 (3.6)

seklinde buluruz.
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4. KUANTUM 3D SUPER UZAY UZERINE DIFERANSIYEL HESAP

Bu kisimda amag , 4 Hopf cebirinin bir diferansiyel cebirini elde etmektir. Bunu koordinat
fonksiyonlarinin diferansiyellerini alip {izerlerine yeni yapilar koyarak yapacagiz. Dolayisiyla,
once dig diferansiyel d nin 6zelliklerini verelim. Dig diferansiyel d, 4 ’nin jeneratrlerini

diferansiyellerine doniistiiren bir operatordiir:
d:a—>da, ae{x,y,0}.

Bu d dis diferansiyel operatorii,

d’ =0 (nilpotentlik) 4.1)
ve
d(fg) =d(f)g+(=D)**" fd(g) (4.2)

Leibniz 6zelliklerine sahiptir.

4.1 Diferansiyel cebir

Bilindigi tizere klasik diferansiyel hesapta fonksiyonlar, diferansiyellerle degisme 6zelligine
sahiptir. Cebirsel agidan, 1-formlarin uzayr 1.mertebeden diferansiyellerle olusturulmus
diizgiin fonksiyonlarin cebiri tizerinde bir serbest bi-modiildiir ve komutatiflik, sag ve sol

yapilarin birbirine nasil baglandigini gosterir.

Kuantum siiper uzay iizerindeki bir diferansiyel hesab1 olusturmak amaciyla, koordinatlarla

onlarin diferansiyelleri arasindaki komutasyon bagintilarinin

xdx = 4,dxx

xdy = F,dyx + F,dxy

ydx = F, dxy + F,,dyx

ydy = 4,dyy

xd@ = G,,d0x +G,,dx0 (4.3)
Odx = G,,dx0 + G,,dOx

yd@=H,d60y+ H,,dyo

0dy = H, dy0 + H,,d0y

0do = 4,d00
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seklinde oldugunu kabul edelim. Burada 4, F,,G,, H, Kkatsayilan,q deformasyon

paremetresine baglidir vé onlar1 belirleme isi komutatif olmayan diferansiyel hesabin

kovaryantlik metodu kullanilarak yapilabilir (Celik, 2002).

4.2 Kovaryanthk

Sol ve sag- kovaryant bimodiil tanimlariyla baslayalim.

Q, A Hopf cebiri iizerinde bir bimodiil olsun. Bir A* tasvirini
A*:Q>Q®4, A"(da)=(d®id)A,(a), Yae 4 (4.4)
seklinde tanimlayalim. Bu takdirde, her a,,a, € 4 ve p,,p, € Q igin

A(a,p,+ pyay) = A, (a) A" () + A" (py)A, (a,), 4.5)
olmak iizere A* nin bir lineer homomorfizm oldugu kolayca goriilebilir. Eger,

(A" ®id)oA* =(id®A,) A",

(4.6)
(d®¢,)o A =id

ozellikleri mevcut ise (Q,A”) ikilisine bir sag kovaryant bimodiil denir. Simdi A* nin birinci

dereceden diferansiyellere etkisini bulabiliriz:

A*(dx) =(d®id)A,(x)=(d®id)(x®x)

=dx®x

A*(dy) =(d®id)A,(y)=(d®id)(x®y+y®x) @7
=dx®y+dy®x

A*(dO) = (d®id)A ,(0) = (d®id)(O®1+1®0)
=do®]1.

A (1sk<3) ve F,G,, H,(1=i,j< 2) katsayilarim bulmak igin A® lineer tasvirini (4.3)

!j,

bagintilarina uygulariz. Ik iki bagintidan,

A (xdx) = A, (x) A" (dx) = 44" (dxx),
A*(xdy) = A, (x) A" (dy) = F, A" (d)A ,(x) + F,A" (d0)A,, ()

yazariz. Esitligin sol ve sag tarafini agik bir sekilde yazarsak,
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A*(xdy) = A, (x)A" (dy)
=(x®@x)(dy®x+dx® y)
= (xdy ® x*) + (xdx ® xy)
= F,(dyx®x*) + F,(dxy ® x*) + 4,(dxx ® xy)

F A (dy)A  (x)+ F,A"(dx)A () = B (dy @ x +dx ® p)(x ® x) + F,(dx @ x)(y ® x +x® y)
= F,(dyx®x*) +(F, +qF,,)(dxx® yx) + F, (dxy ® x*)

elde ederiz. Karsilikl esitleme,
F,+4qF, =q4, (4.8)

bagintisini verir. Benzer sekilde, (4.3) deki {iglincii ve dérdiincii bagintilardan, gerekli islemler

yapilarak,

A =qF+ 5y, A =4, qFy+F,=q4,, K,+qF, =4, (4.9)
elde edilir. Sonug olarak, (4. 8) ve (4. 9) sisteminin bir ¢6ziimii,

Fy=Fy, ., K,=q'F, (4.10)
dir. Benzer sekilde islemlere devam ederek,

4,=1, H,=G,, G,=H;=0, Hy =G, =—q",H,,=G,, (4.11)
sistemi elde ederiz.

Q , A Hopf cebiri iizerinde bir bimodiil olsun. Bir A” tasvirini
A" Q> A®Q, A'(da)=(r®d)A,(a), Vaec 4 4.12)

7(a) = (-1)*“q,
seklinde tanimlayalim. Bu takdirde, her a,,a, € 4 ve p,, p, € Q i¢in
A (a,p, + pya) = A, (@)A" (p)+ A" (p)A ,(ay), (4.13)

olmak iizere, A" nin bir lineer homomorfizm oldugu kolayca goriilebilir. Eger
(A, ®id)o AL = (([d®A ) A",

(4.14)
(e, ®id)o AL =id

ozellikleri mevcut ise (Q,AL) ikilisine bir sol kovaryant bimodiil denir. Simdi A”nin birinci



13
dereceden diferansiyellere etkisini bulabiliriz:

A (dx) =(r®d)A ,(x) =(d®id)(x® x)

=xRdx

A'(dy) =(r®dA, (1) =(r®d)(xB y+y®x) @.15)
=x®dy+y®dx

A"(dO)=(r®d)A,(0)=(r®d)(OR1+1®0)
=1®dé.

A" nin (4.3) bagintilarina uygulanmas1 A® ile elde edilen bagintilardan farkli bagintilar
vermiyecektir. Bu durumda bilinmeyen diger katsayilar1 bulmak ig¢in, (4.3) deki ikinci ve

liglincli bagintilara d diferansiyel operatoriinti uygulariz. Boyle yapinca,

F\Ey =0+ F,)(1+F,;,) (4.16)
elde ederiz. Bu denklemde, (4.10) daki bagintilar uygun sekilde kullanilirsa,
Fy=Fq"'(1+F,) (4.17)
bulunur. Dolayisiyla 6zel bir ¢6ziim,

F,=0 (4.18)
dir. Buna gore F,, igin tutarli bir ¢6ziim

E,=q" (4.19)

dir. Benzer sekilde d diferansiyel operatoriinii (4.3) deki besinci ve altinci bagintilara

uygularsak,

GG, = (G, +1)(G,, - 1) (4.20)
elde ederiz. Bu son esitlik, ( 4.11) deki bagintilarla birlikte diisiiniiliirse,

G, =—49(Gy, -1 4.21)
bulunur. Béylece 6zel bir ¢dziim,

G, =0 (4.22)
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Sonug olarak sistemin bir ¢oziimii,

4=4=4=] F;I=G”=H”=q,
F2,=q_', G21=_q'l’ H21="q_l’ (4.23)
Fzzszz=H22=O’ F;2=G12=H12:0’

seklindedir. O halde, koordinat fonksiyonlarinin diferansiyellerle bagintilari,

xdx =dxx, xdy=gqdyx, xdf =gdbx
ydx=g'dxy, ydy=dyy, yd@=qdOy (4.24)
Odx =—¢'dx6, Ody =—q 'dy0, 046 =dee.

olarak ¢ikar. Eger bu bagintilarin her iki tarafimin diferansiyeli alinirsa

dxAdy=—gdyadx, dxAd@=¢gdOAdx, dyAdO=qgdO Andx

4.25
dxAdx=0, dyady=0. —_—

elde edilir. Gergekten,

xdy = gdyx = dxdy + x(d*y) = ¢ (d*y)x + g(-1)*** dydx,

olup d diferansiyel operatdriiniin nilpotentlik ve Leibniz kurallar1 g6z 6niinde bulundurulursa
dxdy = —gdydx

elde edilir. Burada d operatorii 0 dereceli x ve y koordinat fonksiyonlarini dx ve dy seklinde
derecesi 1 olan diferansiyellere, derecesi 1 olan € koordinat fonksiyonunu da dé seklinde

derecesi 2 olan diferansiyele doniistiiriir.

(4.24) bagintilarina sahip cebiri Q, ile (4.25) bagintilarina sahip cebiri de Q, ile gosterelim.
Birlesmeli bir cebir iizerindeki bir diferansiyel cebir, bir d operatériiyle donatilmig, dereceli
birlesmeli Q cebiridir. Ustelik Q cebiri, Q,, 4 ’ya izomorf olmak iizere, Q, UQ, UQ, ile

olusturulmustur.

Bu Q diferansiyel cebiri agagida tamimlanan es-yap1 doniisiimleriyle birlikte bir dereceli Hopf

cebiri yapisina sahip olur:

Ay :Q->QR®Q, A,=A%+A"

Ag(dx) = dx® x +x ®dx, a0
Ag(dy)=dx® y+dy®@x+x®@dy + y ®dx,

A, (d0)=dO®1+1®d0,
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§5:Q2->C,

4.27)
£,(dx) =0, £,(dy)=0, £,(d6)=0,

S, Q50
S, (dx) = —x"dxx"",

So(dy) =2x""yx'dxx™ —x"'dyx”",
S.(d6) = -d8

(4.28)

4.3 A iizerine Cartan-Maurer 1- formlar:

Bu kisimda, Cartan-Maurer 1-formlarin1 tanimlayacagiz ve gerekli komutasyon bagintilarini

elde edecegiz.

Cartan-Maurer 1-formlari; A, es-carpmasinin A4 ’nin jeneratdrlerine etkisi kullanilarak

Woronowicz (1989) tarafindan asagidaki sekilde tanimlanmigtir:
w, =pc(d®S)oA(x,), 1Sk<3, x, €{x,y,6}. (4.29)
Bu formiilden, bize gerekli olan 1-formlari

w, = po(d®S)oA(x)= o (d®S)(x®x)
= u(dx® S(x)) = p(dx®x™)

=dxx™

w,=uo(d®S)oA(y)=p-(d®S)y®x+x®y)
= u(dy® S(x)) + u(dx ® S(»)) (4.30)
=dyx™ —dxx”'yx™

1o (d®S)oAB) = 1o (d®S)O®1+180)
#(dO®S(1))+ u(d(1)®S(0))
=do

R
Il

seklinde buluruz.

Simdi (4.24) bagintilar1 kullanilarak, Cartan-Maurer 1-formlarinin, cebirin jeneratorleri ile

olan bagintilar1 asagidaki gibi belirlenir.

XW, =W, X, XW, =W, X, XWy = WX,
YW, =W, Y, YW, =qW, Y, YWs =qW,), (4.31)

Ow, =-w_ 0, Bwy = —wyB, Ow, =w,0.

Gergekten, 6rnegin
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xw, =x(dyx™" —=dxx"yx™) = g(dyx)x™ - (dxx)x " yx”"
=g(dyx™")x —g(dxx"yx")x

=qw,X.

dir. Burada dikkat edilirse, cebirin birlesme 6zelligi kullanilmaktadir.

Cartan-Maurer 1- formlarinin kendi aralarindaki bagintilar, (4.24 ) ve (4.25) deki bagintilar

kullanilarak,

W, AW, =0, W AW =—W AW, W AW, =Wy AW,,
0 (4.32)
w,Aw, =0, W AW, =W, AW,

olarak bulunur.

w,,w,,w, elamanlaryla olusturulan cebiri W ile gosterelim. 4 ve Q tizerindeki Hopf cebiri

yapilari, W *ya bir Hopf cebir yapisi kazandirir. Bu asagidaki sekilde belirlenmistir:

1) A, :W > W ®W ,nin W 'nin elamanlarina etkisi

Ay (w,) = Ay (dxx™) = Ay, (dx)A,, (x7)
— (dx®x+x®dx)(x" ®x™)
=dex"' @xx +xx” @dxx
=w Ql+1®w,
Ay (w,)= A, (dyx™ —dxx"yx™") = Ay (dY)A, (x7) =4, (AD)A, (x7)A, (DA, (x7)  (4.33)
=(dyx" —dxx"'yx ") ®1+1®(dyx™ —dxx"'yx")
=w,®l+w, ®l
A, (w,) = A, (d0) = (d0®1+1®d0)
=w,®@1+18®w,

dir. Burada A,,, A mn x, jeneratdrlerine

A, (x)=A4,(x) k=123,

seklinde etki etmektedir. Diferansiyellere etkisi ise,
A, (dx,) = (A" +A%)(dx,), k=123

seklinde tanimlanmigtir.

2) &, :W — K eg-biriminin, /' 'nin elamanlarina etkisi,
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&, (w,)=0, &,(w,)=0,¢,(w,)=0, (4.34)
dir.
3) S, :W > W es-tersin, W ’nin elamanlarina etkisi,
Sy(w,)=-w,, Sp(w,)=-w,, S, (W) =-w,, (4.35)
seklindedir.

Bunlar, (3.3) ve (3.4) 6zdesliklerini korur. A, ,¢,,,S,, tasvirleri, (4.31) ve (4.32) bagintilariyla

uyumludur.

4.4 Kismi tiirevlerin cebiri

Bu béliimde, kismi tiirevlerle siiper uzayin koordinat fonksiyonlari, diferansiyelleri ve kendi

aralarindaki bagintilar1 verecegiz.

f, A cebiri iizerinde tanimlanmig keyfi bir fonksiyon olsun. d dis tiirev operat&riinii
df =(dxo, +dyd, +d@o,)f (4.36)

seklinde tanimlariz. Kismi tiirevlerin koordinat fonksiyonlariyla bagintilarin1 bulabilmek igin

(4.36) de f yerine sirasiyla x f,y f,0f yazarak Leibniz kuralim uygulariz. Biri agik olarak

asagida verilmistir:

d(xf) = (dx) f +x(d f)
= (dx) f +x(dxd, +dyd, +d6 8,) f

= (dx) f + (dxx0, + qdyxay +qd@x0,) f
=(dx(1+x0,)+qdyx0, +qd0xd,) f
=(dxd, +dyd, +d60,)(x f)

den diferansiyellerin katsayilarim esitleyerek,
0. x=1+x0,, 0,x=qx0,, 9,x=qx0,

buluruz.

Sonug olarak, kismi tiirevlerle cebirin elamanlar arasindaki komutasyon bagintilari,
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0. x=1+x0,, ayx=qx0y, 0,x =¢gx0,
0.y=q"'yd,, 0,y=1+yd, 8,y=qxd, (4.37)
0.0=9"'00,, 8,6=4"'yd,, 9,0=1-69,.

seklinde ¢ikar.

9, ,0, ve 0, elamanlariyla olusturulan ve yukaridaki bagintilara sahip olan 4 -modiilii D,

ile gosterelim. Bu modiil, birinci dereceden kismi diferansiyel operatorlerin bimodiiliidiir.
Bu kismi diferansiyel operatorlerin diferansiyellerle bagintilari, muhtemelen!

0,dx = Bdxd, + B,dyd  + B,d69,,

0,dy = B,dyd, + B,dx0,,

0.d6 =B,d00o, + B,dx0o,,

0,dx = Bydxd, + Bydyo,,

0,dy = B,dyd, + B,,dx0, + B,,d00,, (4.38)
0,d6 = B,,dyd, + B,,d60,,,

0,dx = B,;dx0, + B,,d60,,

0,dy = B,,dyd, + B,d00,,

0,d0 = B,,dyd , + B,,dx0, + B,,d60,,

seklindedir. B,, (1<i<21) katsayilarin tespit etmek i¢in 0, ,0,,0, kismi tiirev operatdrlerini

(4.24) bagintilarina uygulariz. Ornegin,

xdx=dxx = 0 (xdx—dxx)=0
dx—(6,dx)x=0
dx—(B,dx0, + B,dyd , + B,d00,)x =0
dx-Bdx=0
= B =1,

xdy = gdxx = 0, (xdy—gdyx)=0
dy-q(0,dy)x=0
dy —(B,dyd, + Bydxd )x
dy-¢B,dy=0
=8 =¢"

dir. Benzer sekilde diger katsayilar tespit ederek, kismi tiirevlerin diferansiyellerle olan

bagintilarini
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9.dx=dxd,, 9,dy=g dyo,, 0.d0=q"da,,
0,dx=qdyo,, 0,dy=dyd,, 9,d0=q"d6d,, (4.39)
0,dx = —gdx0,, 0,dy=-gdyd,, 6,d0=d60,,

seklinde buluruz.

Kismi tiirevlerin kendi aralarindaki bagntilari, d diferansiyel operatoriiniin nilpotentlik

sartindan,

axayzqﬁ 6 axae =qagax’ay60=qagay9agagzo (4.40)

p ot
olarak ¢ikar.

Kismi tiirevler ile dig tiirev operatérii d arasindaki bagintilar ise,
0,d=do,,0,d=dd,, 0,d=-d0g, (4.41)

seklinde elde edilir. Gergekten, 6rnegin

df =(dxd, +dyd, +d6d,) f
= 0,df = [0, (dxd, +dyd, +d60,)]f = (dxd,0, +¢ 'dyd,0, +¢"'d60,3,) f
= (dxd,0, +dyd,d, +d09,d,)f
=do.f

dir. Bu bagintilar nilpotentlik sartiyla uyumludur.
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5. KUANTUM SUPER LIiE CEBIRi

Cartan Maurer 1-formlarinin komutasyon bagintilarindan faydalanarak, kuantum Lie siiper

cebirinin jeneratdrlerinin cebirini inga edelim. Bunun i¢in 6nce Cartan Maurer 1-formlarini

dx=wx, dy=wy+wx, df=w,, (5.1)

seklinde yazalim. Ustelik biz biliyoruz ki d dig diferansiyel operatorii
df =T +wT, +w,T,) f (52)

seklinde de ifade edilebilir. Burada, 7,,7,,7, kuantum Lie siiper cebiri jeneratorleridir

(vektor alanlari). d dis diferansiyel operatoriiniin yukaridaki yazilis sekli ve
df =(dx0, +dyo, +déo,) f
seklindeki gosteriminin esitliginden,

T,=x0,+y0,, T,=x0,, T,=0, (5.3)

y b ]
bulunur.

Simdi, kuantum Lie siiper cebir jeneratdrlerinin, 4 cebirinin x,y,6 jeneratorleriyle olan

komutasyon bagntilari, (4.37) bagintilar1 kullanilarak

Tx=x+xT, Ty = y+)I,, .0 = 0T,
Tx=qxT,, T,y =x+qyT,, 1,0 =0T, (5.4)
Tyx = qxT,, T,y = qyT,, T,0 =1-01,,
seklinde bulunur. 7,,7,,7, ile diferansiyeller arasindaki bagintilar, (4.39) ve (4.24) bagintilar

kullanilarak

Tdx = dxT,, T,dy = &T,, 7.0 = dOT,

T,dx = qdxT,, T,dy = qdT,, T,d0 = d0T,, (5.5)
T,dx = —qdxT,, T,dy = —qdyT,, T,d0 =dOT,,

olarak elde edilir. 7,,7,.7, ile kismi tiirev operatdrleri arasindaki bagintilar, (4.37) ve (4.40)

bagntilar1 kullanilarak,



21

0,1, =0,+T,0,, 0,1, =0,+T,3,, 3,T, =T,3,,
6xTy =ax +qu6x, ayrv = quay, 69]; = Tyae’ (56)
a"];’ - qT98X’ ayTG Z q%ay’ 60]:9 = T;;aga

ve T,.7T,,T, ile Cartan-Maurer 1-formlar arasindaki bagntilar, (5.4) ve(5.5) bagmntilar
kullanilarak,
Lw, =w.I -w, Lw,=wT -w,, Tw,=w,I,

Tw,=wT -w, Tw,=w,T 5.7)

Lw, =-wlTy, Tyw, =-w,T,, Tyw, = w,l,

Tw, =w.T,,

seklinde elde edilir. d operatoriiniin nilpotentlik sart1 ve (5.7) bagintilarindan faydalanarak

T.,T,,T, jeneratdrlerin kendi aralarindaki bagintilari ise

IT, =TT, T, =TT, T, =TT, I’ =0 (5.8)
olarak belirleriz. Simdi kuantum Lie siiper cebiri i¢in stiper Hopf cebir yapisini belirleyelim:
A cebirinin jeneratorleri ile m,n=1,2,..., olmak lizere

f=x"y"6

yazalim. Bu taktirde (3.1) ve (4.31) bagintilarindan faydalanarak

Wwo==w.f, fw,==q""w,f, o =q""W, [, (5.9)

elde ederiz. Diger taraftan, eger g.,A4 ilzerinde herhangi bir fonksiyon ise,

d(f.g)=(df)g - f(dg)

den

T, +w,T, +w,T,)(f.8) =lw.T, +w, T, +w,1,) f1g = fFI(w.I +w,T, +w,T,)g]
elde ederiz. Bu son esitlikte (5.9) kullanilirsa,

T.(fg)=(T.f)g+ f(T.8):
T,(fg)=(T.f)g+q""f(T,8) (5.10)

T,(fe)=(T.f)g-q9"" fT,8);

buluruz .
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Sonug olarak es-¢arpimin jeneratérlere etkisi

AT)=T.91+1®T,
AT)=T,®1+¢" ®T,, (5.11)
A(T,)=T,®1+¢" ®T,,

dir. Burada,
N(f)=(m+n)f (5.12)

seklinde bir say1 operatorii tanimlanmistir ve bu operator, 7.’ e izomorfdur. Gergekten, 7.

vektor alaninin /= x"y"6 monomialine etkisi,

L(f)=(x0,+yd )x"y"0)

_ | 9G"y"0) - o(x"y"0)
0, 0,

=mx"y"0+q" " nyx"y""'0

=mx"y"0+nx"y"0

=(m+n)f
seklindedir.

(2.2) ve (2.3) ile verilen Hopf cebir aksiyomlarindan faydalanarak es-birim ve es-tersin

jeneratorlere etkisinin

8(T,) =0, &(T,) =0, &(T,) =0,

= g (5.13)
S({T,)=-T, S(T,))=-q "T,, S(T))=-q T,

oldugu kolayca goriilebilir.
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6. SUPER HOPF CEBIRININ DUALI

Bu boliimde, ikinci boliimde tanimlanan 4 Hopf cebiri igin bir dual uzay ve bu dual uzay i¢in
bir Hopf cebiri tanimlamaya calisacagiz. Bunu yaparken, Sudbery (1990) ve Dobrev (1992)

deki ¢aligmalardan faydalanacagiz. Bunun igin 6nce dual uzayin tanimini verelim.
U ve A gibi iki vektor uzay: arasindaki ikililere etki eden bir iki lineer tasviri,
<,>UxA->C, u,a)b><u,a>

seklinde gosterelim. Eger

<u,a>=0,(Vae A= u=0,
<u,a>=0,(VuelU)=a=0,

sartlar1 saglanirsa, bu tekabiil dejenere degildir. Bu sekildeki bir tekabiil,

<u®v ., a®b >=<u,a><v,b>

seklinde bir tammlama ile U®U ve A® 4 mnmn elemanlart arasinda bir tekabiile

genisletilebilir.

U ve A bicebirleri ve bu bicebirler arasinda dejenere olmayan bir

<,>»UxA->C, (u,a)»><u,a> VYuelU,Vae A,

tekabiilii verilsin. Eger agagidaki 6zellikler var ise, U ve 4 bicebirleri dualitededir denir:

<uv,a>=<u®v,A,(a)>,
<u,ab>=<A,(u),a®b >,

(6.1)

<l,,a> = ¢/a),
<u,l,>=¢g,(u), VueU,Vae A

Ek olarak ,U ve A bicebirleri S es-ters tasviri ile birlikte bir Hopf cebiri yapisina sahip

olsunlar. Bu takdirde
<S8, (u),a>=<u,S,(a)>YuelU,Vac 4 (6.2)
sart1 saglaniyorsa U ve A Hopf cebirleri birbirine dualdir denir.

Simdi 4 Hopf cebirinin cebirsel 6zelliklerinden faydalanarak, bu cebirin duali olan U Hopf

cebirinin cebirsel yapisini belirlemeye galisalim. Bunu da yukaridaki tamimlamalara gore,
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U ve A nin jeneratorleri arasindaki tekabiilleri kullanarak yapacagiz. Ciinkii U ve A nin
diger elemanlar1 arasindaki tekabiilleri tensér ¢arpimin iki lineerlik 6zelligi ve (6.1) bagintisi
yardimiyla belirleyebiliriz. Ornegin, U cebirinin herhangi bir # elamam iizerine, A’ mn

etkisi

A, (u)= Zu'k Qu,,

seklinde ise,

<u,ab>=<A,(),a®b>=y <u,,a><u,b>

olur.

Bir Hopf cebiri olarak 4 , x, y,6 elamanlariyla olusturulmustur ve A4 ig¢in bir taban
f=xy'0"kileZ veme{0,1}

seklindeki biitiin monomiallerle verilir. Diger taraftan, dual cebiri U, ve onun jeneratdrlerini

de X.,Y,O ile gosterelim. Dual cebirin X,Y,® jeneratdrlerinin  / monomiallerine etkisi,

<X,f>=e(%], <Y,f>=a(%§—), <®,f>=e(—2%) (6.3)

seklinde tammlanmigtir (Sudbery, 1990). Eg-birimin x,y,0 elamanlarina etkisinden

faydalanarak

<X,f>=kb,,0,,
sy r>ed s (6.4)
<O, f>= 5,'05,,,',,

buluruz. Gergekten, 6rnedin
af k-llm_k ! am =k3 5
<X,f>=¢ = = e(kx' " y'0") =ke(y )e(0") =k, 15,
dir.
Dual cebirin birim elamaniyla f monomiali arasindaki tekabiil,

<1y, f>=&(f)=6,0u0 (6.5)
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seklinde tanimlanmigtir. (6.4) bagintilarini kullanarak

b

<XY,.f>=<X®Y,A,(f)>=(k+1)5,,5,,
<YX,f>=<Y®X,A,(f)>=(k+1)§,4,,

elde ederiz. Gergekten,

<XY,f>=<X®Y,A,(f)>
=<X®Y,(x ®x")[5,‘o+5,vl(x®y+y®x)][5m'o+5m,1(0®1+1®9)]>
=<X®Y,5,6,,(x®x")x®y)>
=<X®Y,5,6,,(x" ®x'y) >
=8, 0, <X, x el 255
= (k+1)6,,5,,,
<YX,f>=<Y®X,A,(f)>
=<Y®X,(x" ®x")[5,,+6,(x®y+y®x)][S,,+6,,(0®1+1®8)]>
=<Y®X,5,0,,(x®x")(y®x)>
=<Y®X,5,0,,(x'y®x"")>
=06,,0, o ¥y B X Mt
=(k+1)6,,0,,

elde edilir. Burada tiirevi sag taraftan almak, bu taban i¢in en uygun olamidir. Diger bagintilar

da benzer sekilde elde edilebilir. Boylece stiper U, dual cebirinin jeneratorleri arasindaki

komutasyon bagintilar
XY =YX, XO0=0X ,YO=0Y, ®’ =0 (6.6)

seklinde bulunur.

Bu siiper dual cebirin Hopf cebir yapisi, dual olma 6zelliklerinden faydalanilarak bulunabilir:

Bunun igin A, 'nun X,Y,© jeneratorlerine etkisinin

A,(X)=X®B+C®X,
A,(Y)=Y®D+E®Y, (6.7)
A, (©)=@®F+G®®, B,C.D,E,GeU,

seklinde oldugunu kabul edelim. Burada B,C,D,E,G tespit edilecek elamanlardir. Eger

f, =x" denirse,
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¥ 1=x* =14,
= <X, x*>=k=<X,"1>=<A{X) 5" B>
=<X®B+C®X,x*®1>
=< X,x* ><B,1>
=k <Bl>

=>B=],

<X, %' >=k=<X,1x" >=< A, (X),10% >
=<X®B+CQ®X,1®x" >
=<C,1><X,x*>
=k <C. 1>
=>C=l,

elde edilir. Eger f, =x"y denirse

xkyzqkyxk’

=<¥, xy> =<¥, ¢"»x* >=1

=<Y, x*y>=<A,(¥), x*®y>=<Y¥®C+D®Y, x*®y>
=< D,x* ><¥,y>=1

=>D=],

<Y, ¢*yxt >=<A,(Y), ¢"y®x* >=<Y®C+D®Y,¢"'y®x" >
=q* <C,x* >=1

= <C. % smg™

=C=q"*.

Benzer sekilde £, = x6 almarak
F=¢g*,G=1,

elde edilir. Sonug itibariyle,

A,(X)=X®1,+],8 X,
AU(Y)=Y®q"X +1, ®Y,
A, (©)=0®q " +1,®0,

(6.8)

buluruz. Hopf cebiri olma aksiyomlarindan, kolay bir sekilde es-birim ve es-ters tasvirlerinin

dual jeneratorlere etkisini belirleyebiliriz.

Es-birim tasvirinin etkisi,
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&,(X)=0, £,(¥)=0, £,(0)=0, (6.9)

ve es-ters tasvirinin etkisi,

S,(X)=-X, S, (Y)=-Yq*, S,(©)=-0g" (6.10)
dir.

Simdi

LeX, T ¢ ", T,=¢""0¢"" (6.11)

ozdeslikleri, U = dual cebirin jeneratorlerini, 5. béliimdeki Lie cebir jeneratorlerine izomorf

kilar. Bu 6zdeslikler komutasyon bagintilar1 ve Hopf cebir yapilariyla uyumludur.
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7. KUANTUM 3D SUPER UZAY UZERINE GENISLETILMiS HESAP

Lie tiirevi, bir manifold tizerinde, tensér alanlarinin cebiri {izerindeki tiirev olarak tanimlanir.

Lie tiirevi i¢ sekilde tanimlanabilir: skaler fonksiyonlar, vektor alanlar1 ve tensorler igin.

Lie tlirevi, diferansiyel formlar {izerinde de tanimlanabilir. Bu durumda, Lie tiirevi ile dis
tiirev arasinda yakin bir iligki vardir. Dis tiirev ve Lie tiirevi arasindaki bu iligkinin yardimiyla
farkli sekilde tiirev alma fikri ortaya atilmig olur. Bu fark, i¢ fiirev denen bir anti tiirev takdim

edilerek ortaya konulabilir.

i, ile gosterilen ig tiirev ile L, ile gosterilen Lie tiirevi arasindaki iligki,
L =i od +doi, (Cartan Ozdesligi) (7.1)

seklindedir.

Daha ayrintili agiklamalar, Chyryssomalakos (1993) ve arkadaglan tarafindan yapilan

makalededir .

7.1 ¢ tiirevler

Genellikle bir i¢ tiirev, bir manifold tizerindeki diizgiin X vektor alani igin 7y ile gosterilir.

i, k-formu (k—1)-forma tasiyan bir lineer operatérdiir. Buna gére, bir manifold tizerindeki

biitiin diferansiyellerin kiimesi iizerinde, i, anti tlirevi

iv(@np)=iy(@npf+(D ai(B) (7.2)

ozelligine sahiptir. Burada a ve S her ikiside diferansiyel formdur. Bir i¢ tiirev i, , O-form ve

1-form tizerine sirasiyla,

i (f)=0, iy(df)=X(f) (7.3)
seklinde etki eder.
Simdi x,y,0 koordinat fonksiyonlar ve onlarla iligkili i¢ tiirevler arasindaki bagintilar

bulmaya ¢alisalim. Koordinatlarla i¢ tiirevler arasindaki komutasyon kurallarim elde etmek

i¢in, Celik’in (2006) yaklagimini kullanaca@iz. Benzer sekilde diger bagintilar elde edilebilir.

Simdi x,y,6 koordinat fonksiyonlari ile bu koordinat fonksiyonlariyla iligkisi olan ig tirevler
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arasindaki komutasyon bagintilarin1 bulalim. Bunun i¢in komutasyon bagintilarinin

i x=Axi + 4yi, + A,6i,,

L.y=Ayi +Axi,

i0=A0i +A4xi,,

ix=Agxi, + A yi,

i,y = Aoyi, + 4, xi, + 4,0, (7.4)
i,0=A4,0i +4,yi,,

igx = A xiy + A,0i,

ipy = A, yiy + A40i,,

ig0 = 4,01y + Ayyxi, + A4y, yi,,.

seklinde oldugunu kabul edelim. 4, (1<k<21) katsayilar1 ¢ deformasyon parametresi
cinsinden belirlenecek. i ,i ,i, i¢ tirevlerini (3.1) bagintilarina uygularsak , ¢ parametresine

bagli herhangi bir ¢6ziim elde edemeyiz. Fakat en azindan

A (4, —q4) =0, 4,4, —-q2A9 =0, 4,4, =0,

(7.5)
A (A4,-qA,)=0, AA,—q’4,4,=0, 4,4, =0,..vb

sistemine sahip oluruz. Katsayilari bulmak igin, i¢ tiirevlerle x,y,6 jeneratorlerinin

diferansiyelleri arasindaki bagintilara ihtiyacimiz olacak.
ix, (dx ]) i 51]
oldugundan, ig tiirevler ile diferansiyeller arasindaki bagintilarin

i ndx=1+adx Ai, +a,dy Ai, +a,dO iy,

i Ady=a,dyAi, +adx i,

i AdO=adO i, +a,dx Ay,

i, ndx = agdx Ai, +aydy A,

i, Ady =1+a,dy Ai, +a,dx Ai, +a,d0 Ay, (7.6)
i, ndO =a,,dO A, +a,dy Ay,

iy Adx = a,dx A, +a,,dO AL,

iy Ady = a,,dy Al +a,dO AT,

iy Ad@ =1+a,d0 A, +ay,dX A, +ay,dy i,

seklinde oldugunu kabul edelim. i,,i,ve i, , (4.24) ve (4.25) bagintilarina uygulanirsa,
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A4=1,4=0,4,=04,=q",

A;=0,4,=-q",4,=0, 4,=q,

4,=0, 4,=1, 4,=0, 4, =0, (7.7)
A,=-q4",4,=20,4,=q, 4,=0,

Ay =q, Ay =0, Ay =1, 4,,=0, 4, =0

Ve

a,(94, - 45) =0, a,(g4, - 4)=0, A,a, =0,
A(a;-q"'a)=0, A,a,,—a,4,, =0, a,A, =0,
a=-1,a,=0, gy=-1, g,=0, g,,=0, g,=0,

1+a,+qa,=0,1+a,—-qa, =0,.....

Seklindeki sistem(ler) elde edilir. a, (1 <k < 21),katsayilarin1 bulmak igin

i,od=Fdei,=0,, 1£1<3), ae{x,y,6} (7.8)
bagintisimi kullanacagiz. Ornegin, (7.6) daki ilk bagint1 ve (4.37) kullamlarak,
F=-1a,=0=a,.

elde edilir. Diger katsayilarda benzer sekilde elde edilir. Sonug olarak, asagidaki bagintilari

elde ederiz:

e g tiirevlerle x,y,0 elamanlar arasindaki bagintilar

ix=xi, iy=q'yi,i0=-q"0i
iyx:qxiy, iyy:yi i 0=—q-|0iy, (7.9)

b

ipX = q Xiy, I,y =q Yig, 1,60 =0,
e Diferansiyeller ve ig tiirevler arasindaki bagintilar

i Adx=1-dxAi, ix/\dy=—q"dy/\i,, i AdO=q'dO i,

i, ndx=—gqdxni, i,Ady=1-dyAi, i, A\dO=q"'dO ni, (7.10)
iy Adx = gdx Aiy, iy Ady=gqdy Ay, i, Ad@=1+dO Ai,

seklindedir.

Simdi ig tiirevlerle kismi tiirevler arasindaki bagntilar1 belirleyelim. Bu bagintilarin
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i,0, = B,0,i, + B,0 i, + B,0,i,,
i0,=B,0, +B0,i,,
i.0, = B,0,i, + B,0.i,,
i,0, = Byd,i, +By,i,,
i,0,=B,0,i, +B,0,i,+ B,0,i,, (7.11)
i,05 = B)30,i, + B,,0 iy,
i,0, = B0,i, + B;0,i.,
iy0, = B,,0 i, + B,s0,i

i,0, = B,30,i, + B,,0,i .+ B, 0 i

Yoy
seklinde oldugunu kabul ederek B, (1 <k <21) katsayilarin belirleyelim. Bunlari,

(4.37) bagintilarin1 kullanarak belirleyebiliriz. Ornegin,

0, x=1+x0,,
=i (0, x-x0,-1)=0
= B0,i . x+ B,0 i x + B,0yipx—xi 0, i =0
= B,0,i.x+ B,0,i x + B,0,i,x — Bx0,i, — B,x0 i, — Byx0,i, =i, =0
= B,0,xi, +qB,0 xi, +qB,0,xi, — Bx0,i — B,x0 i, — B;x0yi, —i, =0
= B,(1+x8,)i, +q’B,x0 i, + ¢’ B,xd,i, — Bx0,i, — B,x0 i, — B,x0,i, =i, =0

den

katsayilar1 elde edilir. Diger katsayilar da kismi tiirevlerle cebirin jeneratdrleri arasindaki

diger bagintilar kullanilarak belirlenebilir. Son haliyle, bu bagintilar

ix6X=6i i0 =q6 ] i.ag=_qagixa

LR Ty ylx’ X

i,0,=q70,i,, i,0, =0, i,0, =-q04i,, (7.12)

* X7 Wk 92 0

iy0, = q'laxio, ieay = q_layia’ ig0 = Oyl
seklindedir.
T2 Lie tiirevler

Klasik diferansiyel geometriden biliyoruz ki bir Lie tiirevi, k-formu k -forma doniistiiren bir

lineer tasvirdir. 0-formlar i¢in yani, bir basit f fonksiyonu i¢in Lie tiirevi
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Ly(f)=idf, (7.13)
seklinde tammlanmigtir. Genel bir diferansiyel form igin Lie tiirevi

Lya=ida+d(i,a) (7.14)
olarak tanimlanmistir. Lie tiirevi asagidaki 6zelliklere sahiptir.

F(M), M manifoldu iizerinde tanimlanan fonksiyonlarin cebiri olsun. O zaman,
L,:F(M)—> F(M)

F(M) cebiri lizerindeki Lie tiirevi

Lx(af+bg)=a(LXf)"'b(LXg)’

(7.15)
Ly(f8)=(Lyf)g+f(Lyg)
Ozelliklerine sahiptir. Burada a ve b reel sayilardir.
V(M), M manifoldu {izerindeki vektor alanlarinin bir kiimesi ise,
F(M)xV (M) tzerindeki Lie tiirevi
Ly (fXy) = (Ly /)X, + f(Ly X)) (7.16)

seklinde tanimlanmagtir.

Lie tiirevi, diferansiyel formlara etki ettigi zaman, 6nemli bir 6zellige sahiptir: Eger a ve f§ ,

M manifoldu tizerinde iki diferansiyel form ise
Ly(@anp)=Ly(@)Af+(=D)aL,(p) (7.17)
dir. Burada « , bir k -formdur.

Bu béliimde, Lie tiirevlerin fonksiyonlarla, yani A4 cebirinin elamanlariyla, onlarin

diferansiyelleri ile vb. olan komutasyon bagintilarini bulacagiz. Ornegin, L ile x arasindaki
komutasyon bagntisi, (7.9) ve (7.10) kullanilarak, asagidaki gibi belirlenebilir:
Lx=(i od+doi)x

=1+xid +xdi,
=1+xL,



33

Benzer sekilde diger bagintilar da elde edilebilir. Sonu¢ olarak asagidaki komutasyon

bagintilarina sahip oluruz:

Lx=\#zL,Ly=q yL ,E0=q 0L ,
Lx=gxL,Ly=1+yL,,L60=q"0L, (7.18)
Lyx=gxL,, L,y =qyL,, L,0 =1-0L,.

Lie tiirevi ve koordinat fonksiyonlarinin diferansiyelleri arasindaki komutasyon bagintilari,
(7.10) kullanilarak bulunabilir. Ornegin,

Ldx=(i od+doi )dx
=i (~dxd)+d(1-dxi,)
=—d+dxid+d+dxdi,
=dx(id+di)
= dxL,

dir. Sonug olarak,

Ldx=dxL, Ldy=q 'dyL, LdO=q'dOL,,
Ldx=gqdxL,, Ldy=dyL, Ld0=q"'doL, (7.19)
L,dx = —qdxL,, L,dy=-qdyL,, L,d0=d6L,.

elde edilir. Diger bagintilar da, benzer sekilde elde edilir.

e Lie tiirevleri ile kismi tiirevler arasindaki komutasyon bagntilar

Lo,=0.L,, Lo, ,=q0,L, Lo,=q0,L,,
Lo, =q'9,L,, Ld,=0,L,, L3,=4q0,L,,

(7.20)
L,0,=q"0,L,, Lo, = q'0,L,, L0, =-0,L,.

e g tiirevlerin kendi aralarindaki komutasyon bagintilari

i, Niy==qi, A, i,Ai,=0,
i Nipg=qigniy, i Al =0,

i, Nig=qig Ay
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e Lie tiirevleri ile ig tiirevler arasindaki komutasyon bagintilari

x2

Li.=q7il,Lj=ilL, Lj,=qil

Lo 4 Y2 32

Li =iL, Li, =qiL, Li,=qil

Lji, =q7"i,L,, Lyi, =q7i,L,, Lyi, =i,L,.
e Lie tiirevlerinin kendi aralarindaki komutayon bagintilar

LL, =qL L, LL,=qL,L,, LyLo = qLaLy,LeLo =0.

Yox?
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8. SONUC

Bu ¢alismada, Manin tarafindan deforme edilen (2+1)-d siiper uzay iizerindeki polinomlarin
cebiri i¢in bir siiper Hopf cebir yapisi tammlanmigstir. Bu cebiri d diferansiyel operatoriiyle
donatarak, bir diferansiyel cebir elde edilip, bu diferansiyel cebir i¢in bir siiper Hopf cebir
yapisi ortaya konmustur. Daha sonra 3d siiper uzayr igin, Cartan-Maurer 1-formlari
tanimlanmis ve bu Cartan-Maurer 1-formlar: ile olusturulan cebir i¢in bir Hopf cebir yapisi
belirlenmigtir. Bir sonraki adimda, vektor alanlarinin stiper Lie cebiri ve dual cebiri elde
edilip, bu cebirler icin Hopf cebir yapilar1 elde edilerek, bu yapilarin birbirine izomorf oldugu
gosterilmigtir. En son olarak, bir i¢ tlirev ve bir Lie tiirev operatdrii vasitasiyla diferansiyel

hesap genisletilmistir.

Stiphesiz, koordinat fonksiyonlar1 ile onlarin diferansiyelleri arasinda saglanmasi gereken
muhtemel bagintilar (denklem (4.3)) da goriinen katsayilar, bir ¢ (deformasyon)
parametresine bagli olarak ¢oziiliirken, bir 6zel ¢oziim (bak, denklem (4.18) ve (4.22)),
kullanilmigtir. Elbette en genel katsayilar ile ¢aliymak miimkiin idi. Fakat bu durumda ortaya
konacak sonuglar, son derece karmasik ve uzun olacakti. Bunlar, ileriki ¢aligmalarda ele

aliacaktir.
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