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SiIMGE LiSTESI

A A kiimesinin kapanis1

A? A’ mn ayrik tiimleyeni

A Banach cebiri

A, ¢ tarafindan liretilen kapali birimli cebir

ALB Ayrik kiimeler

B, x vektorii tarafindan iiretilen esas band

B, Bir Riesz uzayinin alt kiimesi olan D kiimesi tarafindan liretilen band
boyX X lineer uzayinin boyutu

Cc(Q) Q topolojik uzay1 iizerinde taniml biitiin siirekli reel degerli fonksiyonlar

C.(Q) Q’ daki biitiin kompleks degerli siirekli fonksiyonlarin Banach uzay1

C Kompleks sayilar kiimesi

Cek(T) T’ nin ¢ekirdegi

0, x tarafindan desteklenen Dirac dl¢iimii

E E’ nin topolojik duali

E” E’ nin ikinci duali

E E’ nin cebirsel duali

E, E’ nin A alt kiimesi tarafindan iiretilen ideali
E, x vektorii tarafindan iiretilen esas ideal

E* E’ nin pozitif konisi

E” E’ nin sirali duali

E’ E’ nin siral1 siirekli duali

E. E Banach latisinin E @ {E komplekslestirilmesi

E®F Iki Riesz uzayinin direkt toplami
(E,E’)  Riesz dual sistemi

E(T) T’ nin pozitif genigslemelerinin kiimesi
! S fonksiyonunun tersi

f®u Rank-bir operator

fot Bileske operator

1 Birim operator
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inf En biiyiik alt sinir

L(E,F) E’den F’ ye lineer sinirh operatorlerin vektor uzayi

L,(E,F) E’den F’ ye sirali sinirh operatorlerin uzayi

L,(E,R) E’ deki biitiin sirali simirli lineer fonksiyonellerin vektdr uzay1
L,(E,R) E’ deki biitiin siral siirekli lineer fonksiyonellerin vektor uzayi
L (E,F) Diizenli operatdrlerin uzayi

M, v ile tanimli ¢arpim operatorii

U Olgiim

%) Bos kiime

Orth(E) E’ den E’ ye ortomorfizmalarin kiimesi

|o|(E,E’) Mutlak zayif topoloji

P, B lizerine siral1 izdiisim
Q Rasyonel sayilar kiimesi
R Reel sayilar kiimesi

sup En kiigiik tist sinir

T Eslenik operator

{T}, T operatoriiniin komutanti
T Kompleks lineer operator
x" x’ in pozitif kismi

X x’ in negatif kismui

|x| x’ in mutlak degeri

||x|| x vektoriiniin normu

{x,}., Indekskiimesi A olan net

x, Tx X, neti artan ve supremumu x

x, b x x, neti azalan ve infimumu x

xvy X ve y’ nin supremumu

XAY x ve y’ nin infimumu

xLly x ve y’ nin ayriklhig

X, V' kiimesinin karakteristik fonksiyonu
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z z’ nin kompleks eslenigi
Z(E) Merkez operatorlerin toplulugu

Alt kiime

Alt kiime veya esit

€ Eleman

3 Eleman degil

< Kiigiik

< Kiigiik veya esit
= Siralama bagintist
# Esit degil

= Tanim olarak esit
= Ise

|| -, r —norm

Carpim sembolii
Birlesim

Kesisim, arakesit

M D C -

Toplam sembolii
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Bu tezin hazirlanmasinda yardimlarini esirgemeyen degerli hocam sayin Dog. Dr. Omer
GOK’ e saygilarimi ve tesekkiirlerimi sunarim.
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OZET

K kompakt Hausdorff uzayimdaki biitiin siirekli fonksiyonlarin C(K)-uzaylar1 arasindaki latis
homomorfizmalarin 6zellikleri diisiiniilerek, onlarin cebirsel homomorfizmalarla iliskileri
verildi. Latis (6rgii) homomorfizmalarin genisleme 6zellikleri kadar C(K)-uzaylar arasindaki
latis ve cebirsel homomorfizmalarin temel niteligi sunuldu. C(K)-uzaylarindaki ¢arpim
operatorleri tartisildi. Bir Banach latis olarak birimli bir Soyut M-uzay1 (AM-uzay1) ¢ok
onemli olan bir f-cebiri yapisina sahiptir. Bir AM-uzaymnin halka yapisindan faydalanilarak
Banach latislerde operatorlerin faydali bazi “yerel yaklasim” ozellikleri cikarildi. Ornegin,
birimli bir E, AM-uzaymm alirsak, E" ikinci dualinin sirali izdiisiimleri E* nin carpim

operatorleri tarafindan “yerel olarak” yaklastirilabilir.

Anahtar kelimeler: Carpim operatorii, latis homomorfizmasi, cebirsel homomorfizma, Soyut

M-uzay1 (AM-uzay1), ortomorfizma, bileske operator.
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ABSTRACT

Considering the properties of lattice homomorphisms between the spaces C(K) of all
continuous functions on a compact Hausdorff space K, it is given their relation to algebraic
homomorphisms. The basic characterization of lattice and algebraic homomorphisms between
C(K)-spaces as well as some extension properties of lattice homomorphisms are presented.
Multiplication operators on C(K)-spaces are discussed. An abstract M-space (AM-space) with
unit as a Banach lattice has an f-algebra structure which is very important. Utilizing the ring
structure of an AM-space, some useful “local approximation” properties of operators on
Banach lattices are derived. For example, if we take an AM-space E with unit, then the order
projections of the second dual E" can be approximated “locally” by the multiplication

operators of E.

Keywords: Multiplication operator, lattice homomorphism, algebraic homomorphism,

Absract M-space (AM-space), orthomorphism, composition operator.
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1. GIRIS

Stefan Banach’ 1n (1932) normlu uzaylar arasindaki lineer operatorlere iliskin gelecekteki
gelismelere temel olusturan incelemesinden sonra operatorlerle c¢alismak analizde
arastirmanin kalbi haline gelmistir. Pek cok boliimiiyle onun arastirmalari, uzaylarin topolojik
yapilariyla ve operatorlerin topolojik 6zellikleriyle sinirlhi kalmistir. Ayni1 zamanda operator
teorisinin, operatorler arasindaki uzaylarin sirali yapilarini da iceren; operatdrlerin topolojik

ve cebirsel ¢alismalariyla paralel olarak gelisen bir durumu daha vardir.

Hemen hemen her klasik Banach uzay1 dogal sirali 6zellige sahiptir bu da uzaylarin cebirsel
ve topolojik yapilar1 ile bagdasir. Operatorler, pozitif operatrler olarak bilinen sirali
yapilarimi korurlar. Bunlar ilk olarak Riesz (1930, 1940), Freudenthal (1936) ve Kantorovich
(1935, 1936) tarafindan 1930’ lu yillarin ortalarinda tanitilmistir. Bu donemde operatorlerin
siral1 ve topolojik Ozelliklerinin incelenmesi birbirleriyle alakali degildi ve oldukca uzun bir
sire icin cok az ortak Ozellige sahip olduklart goriilityordu. Sovyetler Birligi’ nden
Kantorovich vd. (1950) ile Japonya’ dan (Nakano, 1950) tarafindan yapilan incelemeler 1950’
li yillarda, sirali uzaylar arasindaki operatorlerin kuramsal geribeslenmelerini olusturuyordu.

Yine bu donem de pek ¢ok kitap ve inceleme yayinlanmuistir.

1960 yilinin baslarinda operatorlerin topolojik ve sirali yapilariin ilisik oldugu ve onlarla
beraber ¢alisilabilecegi goriildii. Bundan sonraki arastirmalar birlesmis bir bicimde bu yapilar
icine alan bir teori iiretme amacindaydi. Operatorlerin sirali ve topolojik 6zelliklerinin
birlesimi cesitli iilkelerde pek ¢ok matematik¢inin cabasiyla olusmustur. Bu birlesim donemi

1980’ ler oncesi ve 1980’ler sonrast olarak iki boliime ayrilir.

1980 oncesi donemi, vektor uzaylarmin sirali yapilarinin temellerinin ve operatorlerin latis
ozelliklerinin pek ¢ogunun verildigi donem olarak tanimlanir. Bu donemde kismi sirali vektor
uzaylarinin teorisi pek ¢ok iilkedeki matematik¢ilerin g¢abalar1 ile gelistirilmistir. Konu
izerine Peressini (1967), Jameson’ 1n (1970) yazdig1 incelemeler vardir ve Schaefer (1974)
kitabinin son boliimiinde sirali vektor uzaylarina deginmistir. Luxemburg ve Zaanen (1971),
Vulikh (1967), Kaplan (1985) Riesz uzaylarinin sirali yapilarini; Fremlin (1974), Aliprantis
ve Burkinshaw (1978) Riesz uzaylarinin topolojik ozelliklerini calisirken Krasnoselsky vd.
(1966), Krieger (1969), Lacey (1974), Lindenstrauss ve Tzafriri (1977, 1979), Schaefer
(1974), Schwarz (1984) Banach latisler ve pozitif operatorler iizerine incelemeler

yazmiglardir.

1980 sonras1 donemi bilinen biitiin noktalarla pozitif operatorlerin ¢alisilmasi ile nitelenmistir.



Baz1 kompaktlik 6zelliklerine sahip pozitif operatorler tarafindan sinirlanan operatorlerin
ozelliklerine dikkat ¢ekilmistir. Bu donemde ayni zamanda latis yapilarina dayanarak integral
operatorlerinin tam bir calismasim buluruz. Bu donemde pozitif operatdrler hakkindaki
incelemeler Aliprantis ve Burkinshaw (1985), Arendt vd. (1986), Bukhvalov vd. (1992),
Meyer-Nieberg (1991), Zaanen (1983, 1997) tarafindan yazilmistir. Bu listeye en son olarak
Abramovich vd. (1992), Abramovich ve Kitover (2000), Kusraev (2000), Wnuk’ un (1999)

pozitif operatorleri iceren kitaplar1 eklenir.

Matematik i¢indeki 6nemli roliinden baska Riesz uzayi teorisi ve pozitif operatdrler teorisi
birka¢ bilim dali i¢cin de 6nemli uygulamalara sahiptir. Riesz uzay1 ve pozitif operatorler
teorisi alaninin oyun teorisi, finans, ekonomi, niikleer reaktor teorisi, istatistiksel karar teorisi

ve planlanmis niifus dinamikleri gibi faydali igerige sahip oldugu bulunmustur.

Bu tezin amaci operatorlerin topolojik ve sirali yapilarindan yararlanarak; Banach latisler

arasinda tanimli operatorlerin bir kag¢ 6zel sinifinin 6zelliklerini ayrintilariyla sunmaktir.

Ikinci boliimde Banach latis ve operator teorisindeki, tezde kullanilan tanim ve teoremlere yer
verilmigtir. Bununla ilgili olarak Riesz uzayi, Banach latis, esas ideal, izdiisiim, pozitif
operator, dual, bir operatoriin bileseni, ortomorfizma gibi operatorlerin belli siniflarini icine
alan tanimlarin yam sira bunlarla ilgili sonraki boliimlerde yararlandigimiz temel teoremlere

deginilmistir.

Operatorlerin - 6nemli siniflar1  arasindan carpim operatorleri ile latis ve cebirsel
homomorfizmalarin 6zelliklerini boliimlere ayirarak sunacagiz. Operatorlerin bu siiflarinin

siral1 teorik 6zellikleri iizerinde duracagiz.

Latis ve cebirsel homomorfizmalari inceledigimiz iigiincii boliimde C () -uzaylari arasindaki

latis homomorfizmalarina deginilecektir ve bu boliim latis homomorfizmalarin genislemesi

hakkinda birka¢ temel sonucu igermektedir.

Dérdiincii boliimde ¢arpim operatdrlerin sunumu C (Q)-uzaylari gergevesinde yapilacaktr.

Kakutani-Bohnenblust-Krein Yaklasim Teoremi vasitasiyla bu cergeve, AM-uzayi iizerindeki

carpim operatdrlerini ¢calismaya izin verir.

Son olarak, besinci boliimii ve nihayetinde arastirmamizi AM-uzayindaki, Dedekind tam ve
yart i¢ noktali Banach latislerdeki pozitif operatorlerin yaklasim oOzellikleri ile ilgili

sundugumuz teoremlerle tamamlamis olacagiz.



2. ONBILGILER

Bu boliimde tezde onceden bilinmesi gerekli tamimlar, teoremler, 6nermeler ve sonuglar

verilmistir.

2.1 Tanmm

Bir E swrali vektor uzayinda her x,ye E eleman ¢ifti i¢in {x, y} kiimesinin supremumu ve

infimumu da E’ nin elemam ise E’ ye Riesz uzay1 (veya vektor latis) denir. Burada

supremum ve infimumun gosterimi su sekildedir.
xv y:=sup{x,y}
xAy:=inf{x,y}.

Bir Riesz uzayindaki herhangi bir x vektorii i¢in; x’ in pozitif kismu x":==xv0, x’ in

negatif kismi x™ :=(—x)v 0, x’in mutlak degeri |x|:=x v (-x) seklinde tanimlanr.

E bir sirali vektdr uzayt ise E* ={xe E: x>0} kiimesine E’ nin pozitif konisi denir.

X", x ve |x| vektorleri asagida verilen teoremdeki 6zelliklere sahiptir.

2.2 Teorem

E bir vektor latis olsun. xe E i¢in sunlar saglanir.
(1) x=x"—x"
2) |x| =x"+x

(3) x" Ax =0 (Aliprantis ve Burkinshaw, 1985).

2.3 Tamm
Bir sirali kiimede bir {xw}o[e , hetine efer ¢, 2 ¢, icin x, <x, oluyorsa azalan net denir ve
sembol olarak x, | ile gosterilir. x, I x notasyonu x, I ve x=inf{x,} anlamna gelir.

Benzer sekilde o, <¢, icin x, <x, oluyorsa {x,},., netine artan net denir ve sembol



olarak x, T ile gosterilir. X, T x notasyonu X, T ve x= sup{x,} anlamina gelir.

2.4 Tanm

Bir Y swrali vektor uzayma eger her n igcin nx<y ifadesi x<0 olmasin1 gerektiriyorsa

Archimedean sirali vektor uzay1 denir.

2.5 Tanim

Bir Riesz uzayinda iki x ve y elemanina |x| /\|y| =0 saglamiyorsa ayrik elemanlar denir ve

sembol olarak x | y ile gosterilir. Bir Riesz uzayinin iki A ve B alt kiimesine her ae A ve

her be B icin a L b saglaniyorsa ayrik kiimeler denir ve sembol olarak A 1 B ile gosterilir.

A, bir E Riesz uzaymin bos olmayan bir alt kiimesi ise A’ :={xe E: herye Aicinx L y}

ile tanimli A* kiimesine A’ nin ayrik tiimleyeni denir. AN A‘ ={0}" dir.

2.6 Tanm

E bir Riesz uzay1 olsun. E’ nin bir A alt kiimesine |x| S| y|, ye A ifadesi xe A olmasim

gerektiriyorsa solid (kati1) denir. E’ nin bir solid vektor alt uzayma ideal denir. £’ nin bos

olmayan bir A alt kiimesi tarafindan iiretilen ideal A’ y1 iceren en kiiciik idealdir. Bu ideal,
E, :{xe E:|x| Sz/il |xl.| olan dx,,...,.x, € Ave 4,...4, € ]RF} seklinde verilir ve A’ y1
i=1

kapsayan biitiin ideallerin kesisimi ile ortiisiir. Eger A={x} ise E ,=E x vektori

{3

tarafindan {iiretilen esas ideal adin1 alir.
Burada, E = { yeE: | y| < /1|x| olacak sekilde 4>0 Vardlr} seklinde yazilir.

E bir Archimedean Riesz uzay1 olsun. E’ nin bir B idealine, eger £’ de supremuma sahip

her Ac B altkiimesi i¢in sup(A)e B ise band denir.

Bir A idealinin bir band olmast i¢in gerek ve yeter kosul {x,} c A ve 0<x, T x ifadesinin

x€ A’ y1 saglamasidir. D bir E Riesz uzayinin bos olmayan bir alt kiimesi ise D’ yi igeren

[l

en kiigiik B, bandina D tarafindan iiretilen band denir. Eger D={x} ise B, =B, e, x

vektoru tarafindan iiretilen esas band denir.



2.7 Tanmm

Bir vektor uzayinda bir P:V —V lineer operatdriine P’ =P ise izdiisim (projeksiyon)
denir. Eger bir P izdiisimii bir Riesz uzayinda tanimli ve P ayni zamanda bir pozitif

operatdr ise bu durumda P’ ye pozitif izdiisiim denir.

Bir E Riesz uzayindaki bir B bandina E =B ® B’ yi sagliyorsa izdiisiim band1 denir.

2.8 Tanm
Bir Riesz uzayinda her band izdiisiim bandi ise bu Riesz uzay1 izdiisiim 6zelligine sahiptir

denir.

B, bir E Riesz uzayimda bir izdiisiim band1 olsun. Boylece, E = B® B¢ saglanir ve buradan

her xe E elemam x,€ B ve x,e€ B’ olmak iizere bir tek x = x, +x, ayristirmasina sahiptir.
O zaman, P, : E — E izdiisimii P, (x):= x, ile tamimlanir. Agik¢a, P, bir pozitif izdiigiimdiir.
P, formundaki izdiiglime sirali izdiisim (veya band izdiisiimii) denir. Bdylece sirali
izdiistimler izdiisiim bandlariyla bire-bir bir bi¢cimde iliskilendirilebilirler.

Bir Riesz wuzaymndaki x elemanina x tarafindan iretilen B_  bandi (yani
B, :{y:|y|/\n|x|T|y|}) bir izdiisiim bandi ise izdiisim elemani denir. Tek bir eleman

tarafindan iiretilen banda esas band denir. Bir Riesz uzayindaki her eleman bir izdiisiim

elemani ise bu Riesz uzayi esas izdiisiim 6zelligine (PPP) sahiptir denir.

2.9 Tanm

E bir Riesz uzay1 olsun. Bir e >0 vektoriine eger E, = E ise yani, her xe E ig¢in |x| < e

olacak sekilde bir 4 >0 varsa sirali birim (=gii¢lii birim=birim) denir.

e>0 vektoriine eger e tarafindan iretilen band B, i¢in B, = E ise yani, her xe E* i¢in

xaneT x saglaniyorsa zayif sirali birim denir.

2.10 Tanim

Bir kismi sirali vektér uzayinda x <y olmak ilizere [x, y] = {z x<z< y} formundaki bir alt

kiimeye sirali aralik denir. Bir E Riesz uzaymin bir vektor alt uzayi olan A’ ya her x,ye A



icin E’ de alman supremum xv y ve infimum xAy, A’ ya aitse Riesz alt uzay1 (veya bir

vektor alt latis) denir. Her ideal Riesz alt uzayidir.

2.11 Tanim

Bir Riesz uzayi lizerinde bir |||| normuna |x| S| y| icin ||x|| S” y|| saglaniyorsa bir latis norm

denir. Bir latis norm ile tanimli bir Riesz uzayina normlu Riesz uzayi denir. Eger normlu bir

Riesz uzay1 ayn1 zamanda tam ise Banach latis adin alir.

Bir normlu Riesz uzayinda her x icin ||x|| :” |x| ” ’tir.

2.12 Tanim

Bir Z sirali vektor uzaymin bir Y vektor alt uzayma her ze Z igin z<y’ yi saglayan bir

yeY varsa Z’ yi majorize eder denir.

2.13 Tanim

X bir vektor uzayr olsun. X’ in bos olmayan A alt kiimesine x,ye A ve 0<A<l1

oldugunda Ax+(1-4)ye A oluyorsa konveks kiime denir.

2.14 Tanim

C, bir reel Z Banach uzayinin bos olmayan bir konveks alt kiimesi olsun. Bir ce C
noktasina eger bir u,ve C ve bir @€ (0,1) i¢in c=0ou+(1-a)v ifadesi u=v=c olmasini

gerektiriyorsa u¢ nokta denir.

2.15 Tamm
E’ nin bir normlu Riesz uzayr oldugunu kabul edelim. Eger E,, E icinde yogun ise

ee€ E'elemanina E*’ nin bir yar1 i¢ noktasi denir.

2.16 Tanim

Bir Riesz uzaymda tamml bir latis normuna x, 10 ifadesi ||xa||~l/0’ 1 sagliyorsa siralt

siirekli norm denir. Bir Banach latisin normu siral: siirekli ise Banach latis sirali siirekli norma



sahiptir denir.

2.17 Tanim

Bir Riesz uzayina, uzayin iistten sinirli her bostan farkli alt kiimesi bir en kiigiik {ist sinira
sahipse (veya benzer sekilde uzayin alttan sinirli her bostan farkli alt kiimesi bir en biiyiik alt

sinira sahipse) Dedekind tam Riesz uzay1 denir.

Benzer olarak, bir Riesz uzayina, uzayn iistten sinirlt her sayilabilir alt kiimesi bir en kiigiik

list sinira sahipse o — Dedekind tam Riesz uzay: denir.

2.18 Tanim

Iki vektor uzayinda tammh 7: X — Y doniisiimiine her x,ye X ve her «, 8 skalerleri igin

T (ax+pfy)=aT (x)+ BT (y) oluyorsa lineer operatdr (veya sadece operator) denir.

X, Y normlu uzaylar ve T:X — Y bir operatdr ise T’ nin normu ||T|| = sup”Tx" = sup”Tx”

J+fst I+f=1

seklinde tanimlidir.

2.19 Tanim

T:X —Y iki sirali vektor uzayi arasinda tanimli bir operator olsun

(1) x=0 icin Tx >0 saglaniyorsa T’ ye pozitif operator denir ve sembol olarak 7 >0 veya

0<T seklinde gosterilir.
(2) x>0 i¢in Tx >0 saglantyorsa T’ ye kesin pozitif operator denir.

(3) Eger T iki pozitif operatoriin farki olarak yazilabiliyorsa 7’ ye diizenli (regiiler) operator

denir.

Iki strali vektor uzayr X ve Y de tanimh biitiin regiiler operatorlerin toplulugu £, (X.,Y) ile

gosterilir. A, bir sirali vektor uzayr X ’ in bir alt kiimesi olsun. Her a€ A icin x<a <y’ yi

saglayan x,ye X varsa A’ ya sirali stnirh denir.

2.20 Tanim

Iki Riesz uzayimndaki bir T:E — F operatoriine E’ de x Ly oldugunda F’ de Tx LTy



oluyorsa ayriklig1 koruyan operator denir.

2.21 Tanim

T:X —Y iki siral vektor uzayi arasinda tanimli bir operator olsun. 7, X ’° in sirali sinirh alt

kiimelerini Y * nin sirali simirl alt kiimelerine tagiyorsa, T ye sirali sinirh operator denir.

Her pozitif operator (ve buradan her regiiler operator) sirali sinirhidir. Buna ek olarak, siral

sinirhl bir operator regiiler olmak zorunda degildir. X’ ten Y’ ye biitiin siwrali sinirh

operatdrlerin toplulugu £, (X,Y) ile gosterilir.

2.22 Tanim

7:Q—>Q, bir Q kompakt Hausdorff uzayinda siirekli bir doniisim olmak iizere

C, (x)=xo7 formiiliiyle tanimh C,:C(Q)— C(Q) operatériine bileske operator denir.

2.23 Tanim

T:E— F iki Riesz uzaymnda bir operatdr olsun. |[T|:=T v (-T) varsa (|T|, L(E,F)’ deki

{T,-T} kiimesinin supremumu ise) [T|” ye 7 nin modiilii denir.

2.24 Tanim

E bir Riesz uzayr olsun. Bir f:E-—>R fonksiyoneline her xe E* igin f(x)20

saglaniyorsa pozitif fonksiyonel denir. Ayrica, bir f lineer fonksiyoneline f, E’ nin sirah
sinirh alt kiitmelerini R’ nin sinirh alt kiimelerine gotiiriiyorsa sirali sinirl fonksiyonel denir.
E’ deki biitiin siralt sinirhi lineer fonksiyonellerin £~ vektor uzayina sirali dual denir, yani,

E =L, (E,R)’ dir. R bir Dedekind tam Riesz uzayr oldugundan E~ pozitif lineer

fonksiyoneller tarafindan iiretilen bir vektor uzayidir ve E~ bir Dedekind tam Riesz uzayidir.

E bir Riesz uzay1 olsun. E’ deki biitiin sirali siirekli lineer fonksiyonellerin £, (E,R) vektor
uzayr E; ile gosterilir. Yani, E, =/, (E,R)’ dir. E;’ ye E’ nin siral siirekli duali denir

(Aliprantis ve Burkinshaw, 1985).



2.25 Tanim

Bir V vektor uzayinin V* cebirsel duali V * deki biitiin lineer fonksiyonelleri i¢eren vektor

uzayidir. Iki vektor uzaymnda tanimli bir 7:V — W operatorii icin T’ nin cebirsel eslenigi

olan T°:W" — V" operatérii her feW" ve veV i¢in T°f (v)= f(Tv) ile tanimlanir. Bu

standart dual terminolojisinde <T* f ,v> = < f ,Tv> seklinde yazilir. §S:V —W baska bir
operator ve are R ise o zaman, (S+T) =S"+T" ve (o ) =aT"’ dir.

T:E — F iki Riesz uzayinda bir sirali simirli operatér oldugu zaman 7°, F~’ yi E™’ ye

tasir. Gergekten, A, E’ nin swrali siirh alt kiimesi ve fe E™ ise T"f (A) = f(T(A))’ dan
T°f(A), R’ nin smrh bir alt kiimesidir ve boylece T"fe E™" dir. 7> m F~ ye
kisitlanigina 7'’ nin (siral1) eslenigi denir ve T~ ile gosterilir. Yani, 7': F~ — E™, her fe F~
ve xe E icin (T, x)=(f,Tx) saglanir.

Eger T bir pozitif operator ise T nin eslenigi T’ de pozitif operatordiir.

Reel (kompleks) normlu bir X wuzayr i¢in £(X,R) Banach uzayr (£(X,C)), X  ile

gosterilir ve X ’ in norm duali (veya sadece duali) adini alir. X7 =(X '), Banach uzayma X’
in ikinci (veya ¢ift) duali denir. Her xe X " i x(x")=x"(x) formiilii yolu ile X"’ de bir lineer

fonksiyonel olarak goz oniine alirsak, X’ in X"’ ne dogal izometrik gdmiilmesini elde

ederiz, yani X "1 X"’ nin bir alt uzay1 olarak gorebiliriz.

2.26 Tanim

E normlu bir Riesz uzayi ise E’ nin E” norm duali de bir Banach latistir ve agagida verilen

latis islemleri her x'e E ve xe E* icin
(x) (x)=sup{(3):0< y <)

(x') (x) =sup{~x(y):0< y <x} ve
[|(x) = sup{x’():[y] <2} dir.

E’, E- sirali dualinde bir idealdir ve eer E bir Banach latis ise E’=E~’ dir (Abramovich
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ve Aliprantis, 2002).

2.27 Tanmm

F Dedekind tam Riesz uzay1 olmak tizere 7:E — F iki Riesz uzaymda tanimli bir pozitif
operatdr ise L, (E,F)’ de SA(T-S)=0" 1 saglayan S:E— F operatoriine 7’ nin bir
bileseni denir. O, F’ de bir sirali izdiisiim ve P, E’ de bir sirali izdiisiim olmak {izere QTP

formundaki operatorler 7’ nin en basit bilesenleridir ve elementer bilesenler adin1 alir.

2.28 Tanim

T :E — F Riesz uzaylarinda taniml bir pozitif operator olsun. Her x€ E igin |Sx| < T(|x|)

saglaniyorsa S : E — F operatoriine 7 tarafindan kisitlanan operator (ya da 7 kisitlar S’ yi)

denir.

(1) T’ nin S’ yi kisitlayan bir pozitif operator olmasi icin gerek ve yeter kosul -7 < S <T

olmasidir.

(2) S pozitif ise T’ nin S’ yi kisitlayan bir operatér olmasi i¢in gerek ve yeter kosul

0< S <T olmasidir.

(3) F bir Dedekind tam Riesz uzayi ise S’ nin T tarafindan kisitlanmasi icin gerek ve yeter

kosul |S | <T olmasidir.

2.29 Tanim

Bir E Banach latisi,

(1) xAy=0"1saglayan her x,ye E" icin ||x+ y|| = ||x||+||y|| ise E’ ye Soyut L-uzay1 (Soyut

Lebesgue uzayi) denir ve AL ile gosterilir.

(2) xAy=0’1saglayan her x,ye E* igin ||xv y|| = max{”x y||} ise E’ ye Soyut M-uzay1

’

(Soyut Maksimum uzay1) denir ve AM ile gosterilir.

E bir Soyut M-uzay1 olmakla birlikte bir sirali birime de sahipse “birimli bir Soyut M-uzay1”

adini alir.

Eger E, e birimli bir Soyut M-uzayi ise ||x||w =inf {/1 >0: |x| < /le} = min{/i >0: |x| < /le}
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formiilii £’ de bir latis norm tanimlar. Bu norm altinda E bir Soyut M-uzayidir ve kapali
birim yuvar [—e,e] siral1 araligi ile uyusur. Birimli bir Soyut M-uzay1, e sirali birimi i¢in

yukaridaki tanimladigimiz norm ile diisiiniiliir.

2.30 Sonug

Her Soyut-L (AL-uzay1) uzay1 siral siirekli norma sahiptir (Abramovich ve Aliprantis, 2002).

2.31 Tanim

iki Riesz uzayinda tanimli bir T: E — F pozitif operatoriine eger E’ deki her x vey icin
T(xvy)=TxvTy sarti saglaniyorsa latis (veya Riesz) homomorfizmasi denir. Bire-bir bir

latis homomorfizmasina latis (veya Riesz) izomorfizmasi denir. Iki Banach latis arasinda

tanimh bir 7' latis izomorfizmasia her xe E igin ||Tx||:||x|| oluyorsa bir latis izometrisi

denir. Iki Banach latise eger birinden digerine bir latis izometrisi varsa latis izometriktir denir.

T latis izomorfizmast i¢in 7 * nin gekirdegi Cek (T)= Ker(T)={x:T (x)=0} bir idealdir.

2.32 Tanim

T:X —Y iki Banach uzayinda tanimli bir operator olsun. X * in her {x,} siirh dizisi igin

{Tx,} dizisinin Y’ de yakinsak (zayif yakinsak) bir alt dizisi varsa T ye bir kompakt (zayif

kompakt) operator denir.

Her kompakt operator zayif kompakttir ve zayif kompakt operatorler otomatik olarak

siireklidir.

2.33 Tanim

Bir (x,y)— xy ikili islemi (bir ¢carpim) ile bir A vektor uzaymna her x,y,ze A ve her

skaleri i¢in asagidaki Ozellikler saglaniyorsa cebir denir.
() (w)2=x(y2) ve (@x)y=x(ay)=a(x)

(2) x(y+z)=xy+xz ve (x+y)z=xz+)yz.
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Bir A cebirine her xe A icin xe =ex=x" i saglayan bir e vektorii (tek tiirlii tanimlidir ve

A’ nin birimi denir) varsa birimsel cebir denir.

Bir A cebirine, ayn1 zamanda bir |||| norm altinda her x,ye A igin ||xy||£||x||||y||

esitsizligini saglayan bir Banach uzay1 ise Banach cebiri denir.

2.34 Tanim

Bir birlesmeli carpim altinda bir E Riesz uzaymna bu carpima gore cebir Ozelliklerini

sagliyorsa ve x,ye E* i¢in xye E* oluyorsa Riesz cebiri denir.

2.35 Tanmmm (Birkhoff-Pierce)

Bir E Riesz cebirine her ze E* i¢cin xAy=0 olmast (xz)Ay=(zx)Ay=0 olmasimm

gerektiriyorsa f —cebiri denir.

2.36 Tanim

Iki vektor uzayinda tammhi bir 7:V — W operatériine eger T’ nin deger kiimesi bir boyutlu

ise rank-bir operatdr denir. Buradan, eger 7:V — W bir rank-bir operatér ve w, T’ nin

deger kiimesinde sifirdan farkli bir vektor ise, o zaman her veV i¢in T(v)=f(v)w’ yu
saglayan V’ de bir tek tiirli tammli f lineer fonksiyoneli vardir. f(v)w degeri tensor

carpim notasyonuyla (f ®w)(v) ile gosterilir, yani, T = f ® w yazilabilir.

iki vektor uzayinda tanimli bir 7:V — W operatriine eger 7° nin deger kiimesi sonlu

boyutlu ise sonlu-rank operatorii denir. Boylece, T:V — W bir sonlu-rank operatorii ve

k
Wiseeww,» T(V) deger kiimesinin bir tabani ise, o zaman T(v):Zfl.(v)wl.’ dir, yani,
i=1

k
T= z f; ®w, olacak sekilde tek tiirlii tamml f|,..., f, lineer fonksiyonelleri vardir.

i=1
iki vektor uzayinda tanimh bir 7:V — W operatériiniin sonlu-rank operator olmast igin gerek

ve yeter kosul T :Z g, ®u, olacak sekilde W’ da u,,...,u, vektorlerinin (lineer bagimsiz
i=1

olmasi sart degil) ve V * de g,,..., g, lineer fonksiyonellerinin var olmasidir.



13

Bir sonlu boyutlu operatoriin deger kiimesinin boyutuna operatoriin ranki denir. Boylece bir
rank- k operatorii deger kiimesi k& boyutunda olan sonlu boyutlu bir operatordiir. Sifir

operatorii 0 rankli bir sonlu-rank operatoriidiir.

2.37 Tanim

u ve v birimli iki AM-uzayinda tanimh bir 7: E — F pozitif operatoriine eger Tu =v ise

Markov operatorii denir.

2.38 Teorem

Bir E Banach latisinde asagidaki ifadeler denktir.

(1) E sirali siirekli norma sahiptir.

(2) E iizerindeki her siirekli lineer fonksiyonel sirali siireklidir.
(3) E, E”’ de bir idealdir.

(4) E’ deki sirali araliklar zayif kompakttir.

(5) E’ deki her sirali sinirh ayrik dizi norma gore sifira yakinsar (Abramovich ve Aliprantis,

2002).

2.39 Teorem

Bir Banach latisten bir normlu Riesz uzayina tamimli her sirali sinirli operator siireklidir (ve
buradan bir Banach latisteki her pozitif ve her diizenli operator de siireklidir) (Abramovich ve

Aliprantis, 2002).

2.40 Tanim

Reel veya kompleks bir Riesz uzayinda taniml bir 7 : E — F operatorii birim operatdriin bir

carpimi ile sinirlaniyorsa merkez operatdr adini alir. Yani, 7’ nin bir merkez operator olmasi
icin gerek ve yeter kosul her xe E icin |Tx| < /1|x| esitsizligini saglayan bir 4 >0 skalerinin

var olmasidir.

Merkez operatorlerin toplulugu Z(E) ile gosterilir ve Z(E), E Banach latisinin merkezi

olarak 1simlendirilir.
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Her merkez operator diizenlidir ve her pozitif merkez operatorii bir latis homomorfizmasidir.

Merkez operatorleri, ortomorfizmalar olarak bilinen operatorlere 6zel orneklerdir. Bir Riesz

uzay1 iizerinde sirali siirh bir 7:E — E operatOriine |x|/\| y|:0 ifadesi, x|/\|Ty|:O’ 1

sagliyorsa ortomorfizma denir. Bir E Riesz uzayindaki biitiin ortomorfizmalarin toplulugu

bir vektdr uzayr formundadir ve bu vektor uzayt Orth(E) ile gosterilir. Yani,

Orth(E)={Te £,(E):x Lyise Tx Ly dir}.
Orth(E), £, (E)’ nin bir vektor alt uzayidir.

Bir Riesz uzay iizerindeki bir 7: E — E operatorii, E’ nin her B bandi i¢in T(B) c B ise

band koruyan operator adin1 alir. Her band koruyan operator ayrikligi korur.

Bir band koruyan operatoriin sirali sinirli olmasina ihtiya¢ yoktur (Abramovich vd., 1979;
Zaanen, 1975). Bununla birlikte, bir Banach latiste band koruyan operatorlerle merkez

operatdrler Ortiisiir.

2.41 Teorem

Bir Banach latiste tanimli verilen bir 7' : E — E operatorii i¢in asagidaki ifadeler denktir.
(1) T bir merkez operatordiir.
(2) T bir ortomorfizmadir.

(3) T bir band koruyan operatordiir (Abramovich vd., 1979).

2.42 Teorem
E bir Banach latis ve E,, bir ue E vektorii tarafindan iretilen esas ideal olsun.
| =inf {ﬂ >0:|x| < /1|u|} normu altinda E, esas ideali |u| birimli bir Soyut M-uzay1 (AM-

uzay1)’ dir (Abramovich ve Aliprantis, 2002).

Keyfi bir £ Banach latisini diisiinelim ve O<ue E olsun Teorem 2.42° den biliyoruz ki
|| =inf {ﬂ >0:|x| < /1u} normu altinda E, esas ideali u# birimli bir Soyut M- uzay1 (AM-
uzay1)’ dir. Bu nedenle her xe E, elemam, M (y)=xy formiili yolu ile E,” da bir M,

merkez operatorii tammlar. E, iizerindeki her M . merkez operatorii £’ nin |||| normuna gore
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stireklidir (nitekim, MX||:||x||W’dur) ve buradan M , E’ de E,’ nun |||| -kapanis1 olan EM

tizerindeki bir |||| -siirekli operator olarak tek tiirlii genisler. Bu genislemeyi de yine M ile

gosterelim. Eger E, , E’ de yogun ise M’ in tek siirekli genislemesi ayn1 zamanda E’ nin

u

bir merkez operatoriidiir.

2.43 Teorem

E bir Banach latis olsun ve O<ue E, E,=E’ yi saglasm. E,” dan Z(E)’ ye tanimh

x — M, déniisiimii bir drten latis izometrisidir ve buradan Z(E) merkezi Soyut M-uzay1 E,

ile 6zdeslestirilebilir (Abramovich ve Aliprantis, 2002).

2.44 Teorem (Kakutani-Bohnenblust-Krein)

Bir E Banach latisinin e birimli bir Soyut M-uzay1 olmasi icin gerek ve yeter kosul £’ nin,
bir tek (yukart homeomorfizm) kompakt Hausdorff uzayr Q icin, C(Q) uzayma latis
izometrik olmasidir. Boyle bir durumda, e birimi Q’ da taniml sabit 1 fonksiyonu ile
ozdeslestirilebilir.

Ayrica, bir E Banach latisinin bir Soyut M-uzay1 olmas1 i¢in gerek ve yeter kosul, £’ nin bir
C(Q) uzaymin kapali bir vektdr alt latisine latis izometrik olmasidir (Abramovich ve

Aliprantis, 2002).

Bir Q kompakt Hausdorff uzay1 olmak iizere C(Q) Banach latisinin Dedekind tam olmasi

icin gerek ve yeter kosul Q’ nin ugsal baglantisiz veya Stonean olmasidir (yani gerek ve yeter

kosul €’ nin her acik altkiimesinin kapaniginin da agik olmasidir).

2.45 Teorem

E ve F iki Riesz uzay1 ve F Dedekind tam ise o zaman, her S,T€ £, (E,F) ve her xe E*

icin asagidaki ifadeler dogrudur.

(1) {Zn:S(x,)vT(x,):xie E* ve ixl:x}TSvT(x)

i=1
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(2) { y S(x,)AT(x):x,€ E" ve Zn:xi:x}i«S/\T(x) ve

i=1 i=1

=

3) { I7(x):xe E" ve ix,, = x} T|7|(x)’ dir (Aliprantis ve Burkinshaw, 1985).
i=1 i=l

2.46 Teorem

E esas izdiisim ozelligine sahip ve F Dedekind tam olmak ilizere 7:E — F iki Riesz
uzayinda tanimli bir pozitif operatoér olsun. Eger S, T’ nin bir bileseni ise verilen xe€ E”,

0<feF ve £€>0 icin E’ de cifter aynk swrali B,...,P, izdiisiimleri ve F’ de siral

0,,....0, 1izdistimleri vardir Oyle ki 7’ nin ZQ,.TB(: \/,’.’:lQiTB) basit bileseni

[

2.47 Tanim

s-YQre

i=1

x> < &’ usaglar (Aliprantis ve Burkinshaw, 1985).

Bir E Riesz uzayinda bir 0 < xe E elemanim1 goz Oniine alalim. Bir x—adim fonksiyonu

birse E elemamdir dyle ki, s:Za'ixl.’ yi saglayan x=x, +...+x, olacak sekilde x’ in
i=1
ikiser ayrik x,,...,x, bilesenleri ve ¢,...,c, reel sayilart vardir. x’ in her bileseni bir

n

x —adim fonksiyonudur. x—adim fonksiyonlar1 x tarafindan iiretilen ideale aittir.

2.48 Teorem

F Dedekind tam Riesz uzay1 olmak iizere S,7:E — F iki Riesz uzayinda tanimh pozitif

operatorler olsun. Eger 0< S <T 1ise, her £>0 i¢in 0< S - ZO{,C,. < €T’ yi saglayan pozitif

i=1

a,,...,a, reel sayilart ve T’ nin C,,...,C, bilesenleri vardir.

Ozellikle, her n i¢in 0< S-S, <n™'T’yive 0<S, TS’ yisaglayan T -adim operatérlerinin

bir {S,} dizisi vardir (Aliprantis ve Burkinshaw, 1985).
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2.49 Teorem

iki Archimedean Riesz uzayinda bir T: E — F sirali stmirli operatorii ayrikligi koruyorsa o
zaman, T’ nin modiili vardir ve her xe E igin |T|(|x|) :‘T(|x|)‘ :|T(x)|’ dir (Aliprantis ve

Burkinshaw, 1985).

2.50 Teorem

G, bir E Dedekind tam Riesz uzaymin bir Riesz alt uzayi ve T:G — E her xe G* igin

0<T(x)<x’ i saglayan bir operator olsun. O zaman T, E’ de pozitif bir ortomorfizmaya
genisler. Ozellikle E bir Dedekind tam ve xe E* ise o zaman, her | y| <x igin T(x)=y

olacak sekilde bir T: E — E (B, te tek tiirlii tantmlanmis) ortomorfizmasi vardir (Aliprantis

ve Burkinshaw, 1985).

2.51 Teorem

E bir Archimedean Riesz uzay1 ve ¢ >0 olsun. O zaman, E iizerinde en az bir ¢arpim vardir

kibudaE’ yi e birim elemanli bir f —cebiri yapar (Aliprantis ve Burkinshaw, 1985).

2.52 Teorem
E birimli bir Archimedean f — cebiri olsun. O zaman, u — T, (burada 7, (x)=ux’ tir) E’
den Orth(E)’ ye bir f—izomorfizmasidir, yani, Orth(E)=E’ dir. Ozellikle,

Orth(Orth(E)) = Orth(E) esitligi saglanir (Zaanen, 1975).

2.53 Tamm

Bir X vektdr uzaymndaki bir 7 toplojisine XXX’ ten X’ e tammh (x,y)—>x+y
fonksiyonu ile Rx X ten X’ e tanimh (4,x) — Ax fonksiyonu siirekli ise lineer topoloji
denir. (X,7) ciftine de topolojik vektdr uzay: denir.

Bir X vektor uzay iizerinde bir 7 lineer topolojisine 7 konveks kiimelerden olusan sifirda

bir tabani varsa yerel konveks topolojisi denir ve (X,7)’ ya da yerel konveks uzay1 denir.
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E bir Riesz uzay: olsun. E’ deki bir p yarmormuna E’ de |x|<|y| iken p(x)<p(y)
saglaniyorsa latis (veya Riesz) yarinormu denir. Latis yarinormlarin bir ailesi tarafindan

iiretilen E’ de bir 7 yerel konveks topolojisine yerel konveks solid topolojisi ve (E,7)’ ya

da yerel konveks solid Riesz uzay1 denir.

2.54 Tanim

E bir Riesz uzay1 olsun. Her fe E~, p,(x)=|f|(|x]),x€ E formiilii yoluile E de bir p,

latis yarmormu tanimlar. Ozellikle, £~ nin bos olmayan her A alt kiimesi (Hausdorff olmasi

gerekli degil) { p,ife A} latis yarmormlarinin ailesi yolu ile E’ de bir yerel konveks solid

topoloji iiretir. Bu topoloji E iizerinde A tarafindan iiretilen mutlak zayif topoloji adini alir
ve |o](E, A) ile gosterilir (eger A, E’ nin noktalarim ayristiryorsa o zaman |o](E, A) bir

Hausdorff topolojisidir).

2.55 Tanim

E bir Riesz uzay1 ve E’, E’ nin noktalarim ayristiran E~’ nin ideali olsun. O zaman,

<E , E'> ciftine <x, x’> = x"(x) dogal dualitesi altinda bir Riesz dual sistemi denir.

2.56 Teorem
Eger (E,E’) bir Riesz dual sistemi ise E, (E’) iginde |0'|((E'); ,E')—yogundur (Aliprantis

ve Burkinshaw, 1985).

2.57 Teorem (Schaefer)
(E,7) esas izdiisiim 6zelligine sahip bir yerel konveks-kat1 Riesz uzay1 olsun. O zaman, her
xe E7 igin [0, x] sirali araligl u¢ noktalarinin 7—kapali konveks kabugudur (ve buradan

[0, x] aym zamanda x’ in bilesenlerinin 7—kapali konveks kabugudur) (Aliprantis ve

Burkinshaw, 1985).
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2.58 Teorem
Bir E Banach latisinin sirali siirekli norma sahip olmasi i¢in gerek ve yeter kosul her £ >0

ve her xe E* i¢in bir 0<y’e E’ vardir ki, [x7|=1 olan her x’e E’ i¢in (|x'|—y')+ <&

saglanir (Dodds ve Fremlin, 1979).

2.59 Tanim

Reel bir vektor uzayindan sirali bir vektor uzayina tanimli p: X — Z fonksiyonu icin
(a) her x,y € X i¢in p(x+y)< p(x)+p(y)

(b) her A>0 ve her x€ X igin p()\x) =A p(x) ise p’ ye altlineerdir denir.

2.60 Teorem (Hahn-Banach-Kantorovich)

Y, bir X Reel vektor uzayinin bir vektor alt uzayi, F bir Dedekind tam Riesz uzay1 ve

p:X — F bir altlineer fonksiyon olsun. Eger bir T:Y — F operatdrii her y€Y igin
Ty < p( y)’ yi saglarsa, T’ yi genisleten bir S: X — F operatorii vardir ve her x € X igin

Sx < p(x)’ i saglar (Abramovich ve Aliprantis, 2002).

2.61 Teorem (Stone-Weierstrass)
K bir kompakt uzay ve F sabit-bir fonksiyonu 1’ i iceren C(K)’ nin bir vektdr altlatisi

olsun. Eger F, K’ nin noktalarini ayrigtirtyorsa o zaman F, C(K)’ de supremum norma

gore yogundur (Stone, 1937).

2.62 Teorem

J, bir E Riesz wuzayinda bir ideal ise J tarafindan iiretilen B, bandi

J

B, ={xe E:0<x, T|x| olacak sekilde 3{x,} = J} seklindedir.

Ayrica, herxe E igin x tarafindan lretilen B _ esas bandi B = {ye E: | y| /\n|x| T |y|}

seklindedir (Abramovich ve Aliprantis, 2002).
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2.63 Yardimci Teorem

Bir £ normlu Riesz uzayinda:
(a) E* pozitif konisi norm (ve buradan zayif) kapalidir.
(b) Sirali araliklar norm (ve buradan zayif) kapalidir.

(c) Bir {x,JcE neti x, T ve

xn—x||—>0’ 1 sagliyorsa x, T x’ dir (Abramovich ve

Aliprantis, 2002).

2.64 Yardimci Teorem

Bir f lineer fonksiyonelinin f,,..., f, lineer fonksiyonellerinin gerdigi uzaya ait olmasi icin

k
gerek ve yeter kosul n Cekf, < Cekf olmasidir (Abramovich ve Aliprantis, 2002).

n=1

2.65 Zorn Yardimci Teoremi

Her bos olmayan kism{ siralamali kiimedeki her zincirin bir iist sinir1 varsa maksimal elemani

vardir (Gok, 1997).

2.66 Yardimci Teorem

iki Riesz uzayinda tanimli bir T : E — F operatorii i¢in asagidaki ifadeler denktir.

(1) T bir latis homomorfizmasidir.

(2) Her xe E igin T (x")=(Tx)" saglanir.

(3)Her x,ye E i¢in T(xAy)=T(x)AT(y) saglanur.

(4) E’ de xAy=0 saglamyorsa, F’ de T(x)AT(y)=0 saglanir.

(5) Her xe E igin T(|x|) = |T(x)| saglanir (Abramovich ve Aliprantis, 2002).
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3. LATIS VE CEBiRSEL HOMOMORFiZMALAR

C (Q)—uzaymln bir Banach latisteki her esas idealin birimli bir Soyut M-uzayi olmasi

gerceginden ve diger yandan birimli bir Soyut M-uzay1r anlatimi iizerindeki Kakutani-
Bohnenblust-Krein Teoremi 2.44 ten dolayr 6énemli oldugu goriilityor. Bu bdliimde latis

homomorfizmalarin genisleme 6zelligi kadar C(Q)—uzaylarl arasinda latis ve cebirsel

homomorfizmalarin temel karakterlerini sunacagiz. Asagidaki netice ile baslayalim.

3.1 Teorem

E bir Banach latis, &, E’ nin en ¢ok sayilabilir alt kiimesi ve C, E’ deki diizenli

operatorlerin en ¢ok sayilabilir bir toplulugu olsun. O zaman, bir u > 0 eleman vardir 6yle ki
(1) F kiimesi E, igerisinde bulunur. Yani, 7 C E,’ dur.

(2) C’ deki her operatdr, E, esas idealini degismez birakir. Yani, her 7 € C i¢in T(E,)CE,’
dur.

Ispat:

Ispati ii¢ adimda yapacagiz.

I. Adim: F en ¢ok sayilabilir ise,  bir esas ideal tarafindan kapsanr.

JF’ nin sayilabilir bir kiime oldugunu kabul edelim ve F= {xl,xz,...} diyelim. Her i icin

xn

x, = 0 oldugunu kabul edelim. Eger u = Zin ise 7 C E, olduguna dikkat edelim.

n=I1 n

II. Adim: F, E’ nin bir en ¢ok sayilabilir alt kiimesi ise ve T € [,(E ) bir diizenli operator ise

bir u >0 vardir 6yle ki F CE, ve T(E,)CE,’ dur.

Bunu gérmek icin, 7’ nin sifirdan farkl diizenli bir operator oldugunu kabul edelim. Buradan

T,,T, >0 ile T =T, —T, yazabiliriz. S =T, +T, >0 olsun.

o) 1 n

I. Adimdan bir w>0 elemani vardir 6yle ki 7 CE ’ dur. Sonra u = ?
n=0 S

pozitif

n

vektoriinii diisiinelim. w <u oldugundan F C E, olur. Bu ifade ile T (E, ) C E, saglanir.
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[I.Adim: Genel durum.

C’ nin sayilabilir oldugunu kabul edelim, her i i¢in 7, =0 olmak iizere C :{Tl,Tz,...}

=1 S,

n
n=0 2

diyelim. 7,,7,,>0 ile T,=T,—T, yazahm ve S,=T, +T7,>0 olsun. §= S||

i i il

pozitif operatdriinii goz Oniine alalim. II. Adimdan bir u > 0 vardir dyle ki 7 C E,’ dur ve
S (Eu)g E,’ dur. $Simdi, herhangi bir x€ E, alalim ve bir A >0 secelim dyle ki |x| <u’
dur. O zaman, her k icin |Tkx| <(1, +Tkz)|x| =S, |x| <AS,u
=\2¢ ||Sk||% <A2"|S,|Su € E, olur. Buradan T,x€E,’
k

dur, yani, her k i¢in 7, (E, ) C E, saglanir.

Teorem 3.1 den su 6nemli sonu¢ ¢ikar: E ° nun bir temsili C (Q)—uzayl oldugu zaman

x€E, icin biitiin 7,x vektorleri gibi F’ deki biitiin vektorler Kompakt Hausdorff (2

uzaymdaki siirekli fonksiyonlar olarak diisiiniilebilir. Bundan da pozitif operatorlerin

ozelliklerini ¢aligmak i¢in siirekli fonksiyonlarin 6zelliklerini kullanabildigimiz anlasiliyor.
X

Ek olarak, x>0 ise d;’ inyaninda x ve y, E, ’ da vektorler olmak iizere e*, 1+| |
y

ifadeler de C (Q) ’ da fonksiyon olarak yorumlanir, ve buradan bu ifadeler E’ de iyi tanimlh

gibi

vektorlerdir.

Dikkat edilmeli ki E

u?’

E’ de bir ideal oldugundan E,’ nun E, ©iE, komplekslesmesi 2’

daki biitin kompleks degerli siirekli fonksiyonlarin Banach uzayr olan C_ (Q) ile

ozdeslestirilir.

Simdi dikkatimizi latis homomorfizmalar ile C (Q) -uzay1 arasindaki Ozelliklere cevirelim.

Goriildiigii gibi, simdiki tanimimizla bunlar cebirsel homomorfizmalarla yakindan ilgilidir.

3.2 Tanim

T:C(Q)—>C(Q) bir operatér olsun. Eger her f,gEC(Q) igin T(fg):T(f)T(g)

oluyorsa T’ ye cebirsel homomorfizma (ya da bir carpim operatorii) denir.
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[k 6nce C (Q) -uzayindan reel sayilara latis homomorfizmalar1 karakterize edelim.

3.3 Yardimci Teorem

Sifirdan farkli bir lineer ¢:C (Q) — R fonksiyonelinin bir latis homomorfizma olmasi icin
gerek ve yeter kosul ¢ = C(SWO "1 saglayan bir ¢ >0 ve bir w, € 2 (ikisi de tek olarak belirli)

olmasidir.
Ispat:

Eger ¢ >0 olan ¢ =, ise acik¢a ¢ bir latis homomorfizmadir. Yani, her f,g €C (Q) icin

o(f Ag)=min{o(f).0(g)}" dir.

Tersi igin, ¢:C (Q) — R’ nin bir latis homomorfizmasi oldugunu kabul edelim. Ag¢ikca, ¢
bir pozitif lineer fonksiyoneldir. Buradan, Riesz Temsil Teoremi ile, her f EC(Q) icin
<b( f ) = f fd .’ yii saglayan €2’ da bir tek diizenli 1 Borel lciimii vardir. ¢’ niin desteginin
tek nokta oldugunu ispatlayalim. Bunu gérmek icin g’ niin destegine ait iki farkli s ve ¢
noktalarini gdz oniine alahm. fAg=0 ve f(s)=g(r)=1" i saglayan iki f,g€C(Q)
fonksiyonu segelim. Bu, 0:¢(ng):mjn{qﬁ(f),qb(g)}:mjn{ffdu,fgdﬂ}>0’ 1
saglar ki bu da bir celigkidir. Buradan x’ niin destegi tek bir noktadan olusur. Buna w,

diyelim. Bu, her f € C(9) i¢in
qﬁ(f):ffdﬂ: {W}fd,u:f(wo)ﬂ<{w0}):[u({wo})éw()}(f) esitligini saglar. Boylece
ispat bitmistir.

Ce (Q) -uzayindan kompleks sayilara cebirsel homomorfizmasi asagidaki sonuca gore

belirlenir (Gelfand, 1941).

3.4 Yardimci Teorem (Gelfand)

Sifirdan farkli lineer bir ¢:C. (Q) — C fonksiyonelinin ¢arpimsal olabilmesi i¢in gerek ve

yeter kosul ¢ =6, ~olacak sekilde tek tiirlii bir w;, €2 noktasinin olmasidir.
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Ispat:

Eger ¢=90, ise her f,gEC(Q) i¢in ¢(fg):(fg)(w0):f(wo)g(w0)=¢(f)¢(g)

saglanir. Yani, ¢ ¢arpimsal lineer fonksiyoneldir.

Tersi icin, ¢’ nin C (Q) > da sifirdan farkli ¢arpimsal bir lineer fonksiyonel oldugunu kabul

edelim. (b(l) = ¢(12) = [(/)(1)]2 ve ¢ sifirdan farkli oldugundan 1, €2’ da sabit bir fonksiyonu
olmak iizere gb(l) =1"dir. M= {xe C (Q):gb(x) = 0} , ¢ fonksiyonelinin ¢ekirdegi olsun.

Bir w, € {2 noktasinin oldugunu gostermeliyiz ki M C {x eC (Q) : x(wo) = 0} olsun.

Eger boyle bir nokta yoksa, her we() igin xw(w):to olacak sekilde M’ de bir x,
fonksiyonu bulabiliriz. x,, siirekli oldugundan w noktasinin bir V, komsulugu vardir dyle ki
her t€V, icin x, (t)xO’ dir. €2’ nm kompakthgindan §2° nin tamamimi Srten VsV,

’ W”

komsuluklar1 vardir. z, bir z€C (Q) fonksiyonunun kompleks eslenigini gostermek iizere

xX= wa[ X, fonksiyonunu diisiinelim. Fonksiyon secimiyle her we Q) igin x(w)>0" dir
i=l1

ve boylece y :l € C(Q)’ dir. Simdi xy =1 6zdesligi ile ¢’ nin ¢(x)¢(y) =1 carpimsalinm
X
birlestirelim. Buradan ¢(x)¢0’ dir. Diger yandan, her w icin gb(xw):O oldugundan

¢(x)=0 olur ve bu da bir geliskidir. O halde, M C{x € C(Q):x(w,)=0} olacak sekilde bir

w, € vardir.

Simdi {xe C (Q):x(wo) = O} CM oldugunu gosterecegiz. Bunun sonunda x(wo) =01
saglayan bir x € C(Q) olsun. Eger u = gb(x)l—x ise buradan u € M oldugu aciktir ve bu

nedenle 0=u(w,)=¢(x)’ tir. Boylece, x€ M * dir ve M ={x € C(Q): x(w,) =0} dur.

Son olarak, eger x & C(Q) ise x—gb(x)le M’ dir ve buradan x(wo)—gb(x) =0’ dir ya da

¢(x) = x(wo) olarak yazabiliriz. w,” m tekligi C (Q) ile noktalarinin ayrigmasindan gelir.

Bu bilgiler 1s18inda C (Q) -uzaylar1 arasindaki latis homomorfizmalarini karakterize edelim.
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3.5 Teorem
Bir T:C (Q)—> C(Q) pozitif operatoriiniin bir latis homomorfizmas1 olmast i¢in gerek ve

yeter kosul bir 7:Q — ) doniisiimiiniin ve bir we C (Q) agirlik fonksiyonunun olmasidir

dyle ki her f € C(2) ve her g € Q i¢in If (¢) = w(q)f(7-(q)) > dur.

Bu durumda, w=T1, ve 7 doOniisiimii tek olarak belirlidir ve 7, {qEQ:w(q)>0}
kiimesinde siireklidir.
Ispat:

Teoremdeki 7’ yi gdz Oniine alirsak, 7’ nin bir latis homomorfizmas1 oldugu aciktir. Tersi

icin, T’ nin bir latis homomorfizmasi oldugunu farz edelim. O zaman her g€ Q icin
(6qu)(f):6q (If)=[Tf](¢)" dur. T latis homomorfizmasi oldugundan 60T :C(Q)— R
lineer fonksiyoneli de bir latis homomorfizmasidir. Boylece Yardimci Teorem 3.3° ten

7f1(9)=(6,°T)(g)=w(q) f (7(q)) olacak sekilde bir tek sabit w(g)>0 ve bir 7(g)€®
noktast (tek olmast gerekmez) vardir. f =1,, alirsak, w=T1, € C(Q) oldugunu elde ederiz.
Eger w(q)>0 ise 7(g) tek tiirlii belirtilebilir. 7, {g€Q:w(q)>0} kiimesi iizerinde
siireklidir. Bunu gormek i¢in {g € Q:w(q)>0} kiimesinde g, — ¢ ifadesinin saglandigini

kabul edelim. O zaman, w(gq,) — w(q)>0 ve

w(q,) f(7(q,))=Tf (¢,) > Tf (¢) =w(q) f(z(g))’ dur. Buradan, her feC(Q) igin

f((q,))— f(z(q))’ dur. Bu 7(q,) —>7(q)" yu saglar ve boylece 7, {g€ Q:w(q)>0}

kiimesi tizerinde siireklidir.

3.6 Teorem

Reel C(K )—uzaylarl arasindaki her cebirsel homomorfizma bir latis homomorfizmasidir.

Bununla beraber tersi yanlistir.
Ispat:

T:C (Q)%C (Q) bir cebirsel homomorfizma olsun. Acik¢a, 7 bir pozitif operatordiir.
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Gergekten de, eger f >0 ise o zaman Tf :T((\/?)z):[T (\/7)]2 >0’ dir. Burada eger

fecC (Q) ise

N
>
I
ﬂ
-
[

T(£2)=7(|fF)=[T( )" dir ve buradan
[T(r)=1(s) dir

Simdi cebirsel homomorfizmalar1 karakterize edelim.

3.7 Teorem

Reel ya da kompleks C (K )—uzaylarl arasindaki bir 7T operatoriiniin bir cebirsel
homomorfizma olmasi i¢in gerek ve yeter kosul Q’ nun bir tek hem acik hem kapali V alt
kiimesi ve her f EC(Q) icin Tf :XV.(fOT)’ yu saglayan V'’ de siirekli bir 7:Q —
doniigiimiiniin olmasidir. Ayrica, 7 doniisiimii V iizerinde tek tiirlii olarak belirlenir.

Ispat:

=: Teoremdeki 7" operatoriiniin cebirsel homomorfizma oldugu agiktir.

<: Bu taraf i¢in 7’ nin cebirsel homomorfizma oldugunu kabul edelim. Reel ve kompleks

durumlarim ayri ayr ele alacagiz.

. Durum: T:C (Q)—>C (Q) operatoriiniin Reel C (K )—uzaylarl arasinda cebirsel bir

homomorfizma oldugunu kabul edelim. Teorem 3.6’ dan, T bir latis homomorfizmasidir. Bu

nedenle Teorem 3.5” ten bir 7:Q — () doniisiimii ve w € C(Q) vardir dyle ki her f € C(€),

her g € Q igin Tf (q) = w(q)f(r(q))’ dur.

Buna ek olarak, w=T1, oldugu ve 7 doniisiimiiniin {q €egQ: w(q) > O} kiimesinde siirekli
oldugu ve tek tiirlii belirlendii biliniyor. Simdi w* =[T1,' =T((1,)") =T(1,)=w elde
etmek i¢cin 7’ nin bir cebirsel homomorfizma oldugunu kullaniriz. Bu Q’ nun bir tek hem

acik hem kapali V' alt kiimesi i¢cin w= &/, yi saglar.

II. Durum: 7:C. (Q) — C¢ (Q) operatoriiniin kompleks C (K )—uzaylarl arasinda tanimhi bir
cebirsel homomorfizma oldugunu kabul edelim. Her qe0 icin

<6qu)( f ):6q (Tf ):[Tf](q)’ dur. T bir cebirsel homomorfizma oldugu igin
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§0T:C, () — C lineer fonksiyoneli de ayni sekilde bir cebirsel homomorfizmadir. Boylece
Yardimet Teorem 3.4” ten her f € C. () igin [Tf](q)=(6,°T)(f)= f(7(q)) yu saglayan
bir 7(¢) €9 noktast vardir. T (1,)="/((1,)")=[T(1,)]" oldugundan ©* nun bir tek hem
agk  hem  kapalh V  alt  kimesi igin T(1,)=&, elde edilir

f =T (1Q f ) =T (IQ)Tf =X, ( fo T) olduguna dikkat edilerek ispat bitirilir.

C(Q) -uzaylar1 arasinda tamimli Markov operatorleri i¢in cebirsel homomorfizmanin, latis

homomorfizmasinin ve bileske operatoriin durumlart aynidir.

3.8 Teorem

Bir 7:C (Q) —C (Q) Markov operatorii icin agsagidaki ifadeler denktir.
(1) T bir cebirsel homomorfizmadir.

(2) T bir latis homomorfizmadir.

(3) T bir bileske operatoriidiir.

Ispat:

(1)=(2) Bu Teorem 3.6’ dur.
(2) = (3) Buifade Teorem 3.5 ten ve T'l, =1, esitliginden saglanir.

(3)= (1) Bir siirekli 7:Q — Q fonksiyonu igin 7f = f o7 oldugunu farz edelim. O zaman

her f,ge C(Q) ve her ge Q i¢in
[7(f8)](a)=[(f8)°7](a)=(fs)(7()) = f (7(q))-6 (7 (q)

~[(1)(@)][(Te)(@)]=[T (/)T (2)](a) saglamr. Yani, T(fe)=T(f)T (g)" dir. Buradan

T bir cebirsel homomorfizmadir.

Simdi latis homomorfizmalarin kompleks durumlarini karakterize eden teoreme bakalim.
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3.9 Teorem

iki Banach latis arasinda tanimli bir pozitif T : E — F operatoriiniin bir latis homomorfizma
olmasi i¢in gerek ve yeter kosul her z€ E_ i¢in T :E. — F. operatoriiniin |T(Cz|:T|Z|

esitligini saglamasidir.
Ispat:

z=x+iye E olsun ve u=|x|+|y|€e E, v=T|{|+T|y|=T, € F alahm. T(E,) < F, oldugu
goriiliir ve boylece T : E, — F, bir Markov operatoriidiir. |TCz| = T|z| esitliginin saglandigin
gorebilmek i¢cin E,’ dan F,’ ye bir operator olarak 7’ yi diisiinmemiz yeterlidir. Kakutani-
Bohnenblust-Krein Temsil Teoreminden 7 :C(Q)— C(Q) olarak kabul edebiliriz. Teorem
3.8, T nin bir bileske operator oldugunu garanti eder. Yani, her f e C(Q) ve her ge Q i¢in

Tf (¢) = £ (7(q)) yu saglayan siirekli bir 7:Q — Q fonksiyonu vardir. Ozellikle her g Q

icin

I7.2|(q) =[x +iTy|(q) = (Tx)" +(Ty)" (q)

- [@E)@T +[@)(@)] =\[x(z(@)] +[»(z(a))]

=¥ +5 (7(a) =[v+h](7(4)

=[71]](4)" dur.
Yani, istenildigi gibi [T.z| =T|z|" dir.
Simdi, Banach cebirlerindeki carpim fonksiyonellerinin “otomatik siirekliligine” deginecegiz.
Yardimer Teorem 3.3’ te ve Yardimer Teorem 3.4’ te ¢ fonksiyonelinin siirekliligini kabul

etmemistik. ¢’ nin siirekliligi latis ve cebirsel 6zelliklerin bir sonucu idi. Bir ¢: C (Q) —R
reel cebirsel homomorfizmasinda, ¢’ nin siirekliligi onun pozitifliginin bir sonucu idi. Buna
ek olarak simdi, bu fonksiyonellerin siirekliliginin Banach cebirlerindeki ¢arpim
fonksiyonellerinin siirekliliginin ¢ok 6zel bir durumu oldugunu gorecegiz. C (Q) > daki ya da

diger pek cok cebirler iizerinde tanmimli c¢arpim fonksiyonellerinin ve carpim

homomorfizmalarinin otomatik siirekliligi konusu ¢ok iyi bilinir ve ¢ok Onemlidir. Bu
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konuyla ilgili ayrintilar i¢in (Sinclair, 1976; Dales, 1978; Laursen ve Neumann, 2000)’ e

basvurulabilir.

3.10 Teorem

Herhangi bir Banach cebiri lizerindeki bir lineer carpim fonksiyoneli siireklidir ve en fazla bir
norma sahiptir.

Ispat:

¢, bir A Banach cebirinde (degismeli ya da degil) bir carpim fonksiyoneli olsun. Bir anlik

diisiince gosterir ki ¢ siireksiz veya normu birden biiyiik ise || a|| <1 ve gb(a) =1 olan bir

ac A mevcuttur. Eger b:Za” alirsak ab=b—a’ dir ve ¢’ nin carpimsalligindan

n=1

gb(a)gb(b) = ¢(b) - ¢(a) yazabiliriz. Yani, gb(b) = ¢(b) —1 dir ki bu imkansizdir.

Asikar olmayan carpim fonksiyonelleri ile onlarm otomatik siirekliliginin varligina iliskin
birka¢ uyariy1 verelim. Banach latislerindeki otomatik siirekiligin iki benzer 6rnegi vardir.
Birincisini daha once vermistik ve bu bir Banach latiste herhangi bir pozitif operatoriin

siirekliligini iddia ediyordu (Teorem 2.39). H. Dales ve J. Esterle (1977) tarafindan
gosterildigi gibi, bir C (Q) -uzayindaki keyfi bir carpim homomorfizmasi i¢in otomatik

siireklilik basarisiz olabileceginden pozitif operatorlerin otomatik siireklilik durumu ¢arpim
homomorfizmalarindan farkhidir. Sasirticidir ki, Teorem 2.41° den Banach latislerdeki band

koruyan operatorler de otomatik siireklidir.

Banach cebirlerindeki asikar olmayan carpim fonksiyonellerinin varligi bir diger ince
problemdir. Yukarida belirtildigi gibi her C (Q) Banach cebiri carpim fonksiyonellerinin bir
y1ginini tasir oyle ki, bu her w € {2 noktas i¢in siirekli bir §, carpim fonksiyoneline karsilik
gelir. X Banach uzayindaki biitiin sinirli operatorlerin Banach cebiri E(X ) icin bu problem
ozel bir dikkat ister. Eger 1<boyX < oo ise sifir fonksiyoneli ﬁ(X )’ de sadece ¢arpim

fonksiyonelidir. Buna ek olarak, eger Y keyfi bir Banach uzay1 ve X =Y @Y $...BY ise,

yani, X, Y’ nin n>1 adet kopyasinin direkt toplami ise, yine [,(X )’ te sadece asikar
carpim fonksiyoneli vardir. Gergekten, bunu gérmek i¢in ¢, £(X) iizerinde bir ¢arpimsal

lineer fonksiyonel olsun. Her Te £(X) i¢in T=TI saglandigindan, ¢’ nin ¢arpimsal
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ozelliginden ¢(T)=¢(T)¢(I) elde edilir. Bu gosterir ki, =0 olmasi igin gerek ve yeter
kosul ¢(7)=0 olmasidir. Boylece ¢(7)=0 oldugunu gostermeliyiz. J:X — X smirh

operatdriinii J (x,, X,,...,x, ) =(x,, %, X,,....x,, ) ile tanimlayalim ve burada J" =1 olduguna

n?’

dikkat edelim. ¢(1)=[¢(J)] " dir. Boylece, ¢(1)=0 oldugunu gostermek igin ¢(J)=0

oldugunu ispatlamamiz yeterlidir.

Sonuca ulagmak igin, her 1<i<n i¢in Te€ £(X) sinirlt operatdriinii, burada x, vektorii
(i+1)-durumda mesgul etmek iizere, T,(x,,x,,....x,)=(0,...0,x,0,...,0) ile tanimlayalim.

Aym zamanda, T,€ £(X)’ i de T,(x,x,,....x,)=(x,,0,0,..,0) ile tammlayalim. Acikga,

biitiin 1<i<n’ ler igin 7> =0’ dir ve bdylece [g/ﬁ(Tl)]z = ¢(7}2) =0 esitliginden her i igin

#(T,)=0 elde ederiz. Simdi, J = ZTi ’ nin saglandigina dikkat edelim. Bu da istenildigi gibi

i=1

¢(7)=>¢(T;)=0 olmasim saglar.
i=1

Bir X genel Banach uzay1 icin durum oldukc¢a farklidir. Bu konuda bizi en iyi sekilde
bilgilendiren Mityagin ve Edelsteindir (1970) ki, £(X ) Banach cebirindeki asikar olmayan
carpim fonksiyonelleri ile X Banach uzaylarmin iki tipini ilk defa gosterenlerdendir.

Ornegin, boyle bir X icin alinan, James (1950) tarafindan olusturulan meshur Banach uzay1

J’ yi gostermiglerdir. Bunun sonucu da Wilansky (1971) tarafindan genellestirilmistir.
Gowers ve Maurey’ in (1993, 1997) derin sonuglar1 kullanildiginda ﬁ(X ) gibi kolayca
tiretilme olasilig1 olan bir X Banach uzay1 asikar olmayan carpim fonksiyonellerine sahiptir
(Laustsen, 2000). Bunu gormek icin, T (x,x,,...)=(0,%,x,,...) ile tammli T:[, -1,
kaydirma operatoriinii goz Oniine alalim. O zaman, 7 bir kompakt olmayan pozitif

operatordiir. Gergekten, 7 bir latis izometrisidir. Bu nedenle her n icin HT"H:I’ dir ve

1
boylece r(T) =1lim|[7"|" =1" dir. Simdi eger T (x.x,....) =(0.x,.%,....) = (. x,....) ise her i

n—oc0

i¢in x, =0 oldugu kolayca goriiliir. Buradan, x=(x,,x,,...)=0"dirvebu r(7)=1"in T’ nin

bir 6z degeri olamayacagini gosterir.

ﬁ(X ) > teki asikar olmayan ¢arpim fonksiyonelleri ile biitin X Banach uzaylar yukarida
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deginildigi gibi yansiyan degildir. Mankiewiez (1989), E(X ) > teki sonsuz ¢oklukta ¢arpim

fonksiyonelleri ile bir yansiyan (ya da siiperrefleksif) X Banach uzayim1 kurmustur. Benzer

bir dzellikle bir Banach uzayinin diger bir yapisint (Dales vd., 1994)’ te de goriiriiz.

Teorem 2.60’ 1n bir uygulamasi olarak asagidaki sonucu elde ederiz.

3.11 Teorem (Kantorovich)

Y, bir X sirali vektor uzaymin bir majorize eden vektor alt uzayi olsun. O zaman, Y’ den bir
Dedekind tam Riesz uzayina tanimli her pozitif operatériin X * in tamamina bir pozitif lineer

genislemesi vardir.
Ispat:
Y’ yi bir sirali vektor uzay1 X * in bir majorize eden vektor alt uzay1 olarak kabul edelim ve

Y’ den bir Dedekind tam Riesz uzayr F’ ye bir pozitif operator T:Y — F olsun.
p(x) =inf {Ty yEY vey> x} formiilii yolu ile p:X — F doniisiimiinii tanimlayalim.
Yukaridaki infimumun F’ de varoldugunu gorelim. ¥ majorize eden bir alt uzay oldugundan

z>—x veya —z < x olacak sekilde bir z €Y vardir. Benzer sekilde, y > x olacak sekilde
bir yeY vardir ve herhangi bir y i¢in 7’ nin pozitifligi —TzzT(—z)STy olmasim
gerektirir. Yani, F’ nin {Ty: yey VCny} alt kiimesi bos degildir ve F’ de alttan

sinirlidir. '’ nin Dedekind tamlig bu alt kiimenin infimumunun mevcudiyetini garanti eder.

Alisilmis hesapla, p’ nin her y€Y i¢in Ty = p( y) ’ yi saglayan bir altlineer tasvir oldugu
kolayca goriiliir. Teorem 2.60, 7’ nin her x € X i¢in Sx < p(x)’ isaglayan X ’ in tamamina
bir S genislemesine sahip oldugunu gosterir. Eger x€ X ise —x <0’ dir ve buradan
—Sx:S(—x)gp(—x)gT(O):O’ dir. Boylece Sx>0’ dir ve buradan S, T’ nin bir
pozitif lineer geniglemesidir.

Y, bir X sirali vektdor uzayinin bir vektor alt uzayr ve F bir Riesz uzay1 olmak iizere

T:Y — F bir pozitif operatér ise 7’ nin X’ in tamamina pozitif lineer genislemesinin
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ailesini &€ (T) ile (bos kiime olabilir) gosterelim. & (T), Er(X F ) vektdr uzaymnin bir

konveks alt kiimesidir. F bir Dedekind tam Riesz uzayr oldugu zaman, & (T) konveks

kiimesinin u¢ noktalar1 (Lipecki vd., 1979) tarafindan karakterize edilmistir.

3.12 Teorem (Lipecki-Plachky-Thomsen)

Y, bir E Riesz uzaymin bir vektor alt uzayi, F bir Dedekind tam Riesz uzayi ve T:Y — F

bir pozitif operator olsun. O zaman, S € £ (T) operatdriiniin bir u¢ nokta olmast i¢in gerek ve

yeter kosul her x € E icin inf {S |x— y| 1y € Y} =0 olmasidur.
Ispat:

Se& (T) alalim. Oncelikle S’ nin & (T)’ nin bir u¢ noktast oldugunu kabul edelim.
p:X — F tasvirini p(x):inf{S|x—y|:y€Y} ile tammmlayalim. p, her x€ E icin

0< p(x) = p(—x) <S |x| “iveher z€Y i¢in p(z) =0’ 1saglayan bir altlineer doniisiimdiir.

Her x€ E i¢in p(x):O oldugunu gostermek amaciyla bir u € E igin p(u)>0 oldugu
celiskisini kabul edelim. Z = {)\M A€ R} olsun ve R:Z — F operatoriinii R()\M) =A p(u)
ile tanimlayalim. R(u): p(u)>0 oldugundan, R’ nin sifirdan farkli oldugunu gerektirir.

Ayni zamanda, her A € R i¢in R()\u) < p()\u) oldugunu goriiyoruz. Boylece Teorem 2.60’

tan R’ nin E’ nin tamamina bir pozitif lineer genislemesi vardir (yine bunu R ile

gosterecegiz) oOyle ki, her xc€FE icin Rx< p(x) »ootr. zeY  elemam
+R(z)=R(%z)< p(+z)= p(z)’ yi gerektirdiginden dolay1 |Rz| < p(z)=0" dir ve buradan
her z€Y i¢in Rz=0" dir. Simdi, her xeX' icin R(x)<p(x)<Sx ve
—R(x)=R(—x)< p(—x)<S|-x=Sx oldugunu goririz. Bu S—R>0 ve S+R>0
olmasini gerektirir. Her y€Y igin Ry=0 oldugundan S—R,S+Re& (T) oldugunu

goriiriiz. Dikkat edersek, S+ R=S, S—R= S’ dir ve S :%(S +R)+%(S—R)’ dir ki bu

da S’ nin &£ (T)’ nin bir u¢ noktas1 oldugu gercegi ile celisir. O halde, her x€ E i¢in

p(x) =0 dir.
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Tersi icin, her x€ E i¢in S’ nin inf{S|x— y| 1ye Y} =0’ 1 sagladigim1 kabul edelim ve
A Be S(T) operatorleri ve bir 0<a <1, S= aA+(1—a)B > yi saglasin. Her x,y € E icin

|Ax—Ay| < A|x—y|:[lS—l_—aB
a a

p—ﬂglsp—ﬂ’ dir.  Ogellikle, yeY ise
(07

Ay =Ty =Sy’ dir ve buradan her x € E i¢in

|Sx—Ax|§|Sx—Sy|+|Ay—Ax|§[1+l]S|x—y|’ dir. inf{S|x—y|:y€Y}:0 oldugundan
o

her x € E icin Ax = Sx elde edilir. Bu A= B =" yi gerektirir ve boylece S, £ (T) * nin bir

uc¢ noktasidir.

3.13 Sonug

G, bir E Riesz uzayinin bir Riesz alt uzayi, F' bir Dedekind tam Riesz uzayive T:G — F

bir latis homomorfizmasi olsun. O zaman, & (T) konveks kiimesinin her u¢ noktast ayni

zamanda bir latis homomorfizmasidir.

Ispat:

S, & (T) konveks hiimesinin bir u¢ noktas: olsun. Teorem 3.12° e gére her x€ E i¢in
inf {S]x—y|: yeG} =0 (3.1)

> dir.

olur. T bir latis homomorfizma oldugundan, her y € G igin |Sy| :|Ty|:T| y|: S| y

Buradan her x€ E ve her y € G igin
[ [Sx]=S[af | <[ s3] =[y] [+] [$31 =S |

> dir.

§|Sx—Sy|+| S|y|—S|x| |§2S|x—y

(3.1 1 kullanarak her x€ E icin |Sx|:S |x| oldugu saglanir. Yani, S bir latis

homomorfizmasidir.

Lipecki (1980), £ (T) * de bir u¢ noktanin varligini garanti eden bir kosul sunar.

3.14 Teorem (Lipecki)

Eger Y bir E Riesz uzaymin bir majorize eden vektor alt uzayi, F' bir Dedekind tam Riesz
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uzay1 ve T:Y — F bir pozitif operator ise, o zaman bostan farkli £ (T) konveks kiimesinin

bir u¢ noktas1 vardir.
Ispat:

Ispat Zorn Yardimc1 Teoremi 2.65° in bir uygulamasidir. Oncelikle Teorem 3.11 ile S(T)
konveks kiimesinin bostan farkli oldugunu gozlemleyelim. Teorem 3.12° ye gore her x€ E
icin inf {S |x— y| 1y € Y} =0’ 1saglayan bir S€& (T) operatoriiniin varoldugunu kurmaliyiz.
Z, E’ yi majorize eden bir vektor alt uzay1 ve A:Z — F bir pozitif operatér olmak iizere

(Z,A) ciftini gdz Oniine alarak baglayalim. Herhengi bir (Z,A) ¢ifti igin p,,:Z—F
doniigiimiinii p, , (x)=inf {Az:z € Z ve z> x} ile tammlayalim. Dogrudan goriiliir ki, p, ,,
her z€Z i¢in p,, (z) = Az’ yi saglayan bir altlineer doniistimdiir. Eger (ZI,AI) ve (ZZ,AZ)
ciftleri Z, CZ,” yi ve Z,* de A, =A’ isaglarsa her x€ E i¢in p, , (x)§ Pz (x)’ tir.

Biitiin (Z,A) ciftlerinin topluluguna C dersek,

(a) Z vektor alt uzay1 Y’ yi kapsar.

(b) A:Z — F pozitif operatorii Y iizerinde T ile esittir.
(c)Her z€ Z icin inf{pzyA (|z—y|): y EY}:0’ dir.

(Y,T)EC oldugundan, C kiimesi bos degildir. Simdi C’ de bir > siralama bagintisini su
sekilde tanimlayalim. Z, D Z, ve Z’ de A, =A ise (Z,,A,)=(Z,,A)’ dir. =, C’ de bir
siralama bagintisidir ve C’ deki her zincirin bir iist sinir1 vardir. Bu nedenle Zorn Yardimci

Teoremi ile bir maksimal elemam vardir diyebiliriz. Buna (V, S ) diyelim. Ispati tamamlamak
icin V =E oldugunu gostermek yeterlidir. Eger bunu kurabilirsek § = p, ¢ dir ve Teorem

3.12ile S’ nin & (T)’ nin bir u¢ noktasi oldugunu garanti eder.

Eger V = E ise bir x€ E vardir 6yle ki x¢V > dir. W = {v—l—Ax:vEV ve A\ € R} vektor alt
uzaymi gbz Oniine alahm ve B:W — F operatoriinii B(v-+Ax)=Sv+Ap, ¢ (x) ile

tanimlayalim. V, W’ nun bir 6z alt uzayidir ve V {iizerinde B= S’ dir. B’ nin bir pozitif

operatdr oldugunu ispatlayalim. Bunu gormek i¢in, 0 <v+Ax €W olsun. Eger A >0 ise
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x> —%’ dir ve bu p, ¢ (x)>-S [%]’ y1 saglar, buradan B(v+Ax)=Sv+Ap, ;(x)>0" dur.

A <0 durumu da benzer sekildedir ve A =0 durumu agiktir. Buradan bir celiski elde etmek

icin yukaridaki (c) 6zelligini saglayan (W,B) * yi kuralim. Son olarak, dncelikle p,, ,’ nin alt
lineerligi sunu saglar ki V, = {z € E:inf {pW,B (|z —v|) ve V} = 0} kiimesi V CV, olacak

sekilde E’ nin bir vektor alt uzayidir. x €V, oldugunu ispatlayalim. Bunu goérmek i¢in

oncelikle veV ve v>x olmak iizere v—xeW’ yu gerektirir ve buradan

Pys (v—x)=B(v—x)=Sv—p, ()" dir. O halde 0 <inf {p, ,(jx—v]):veV}
§inf{pwiB(v—x):v€V VCVZX}
:inf{Sv—pV,S(x):VEV Vev2x}

=inf{Sv:veV vev>x}—p,  (x)=0" dir. Bu da x€V, oldugunu gdsterir ve sonug

olarak W CV,’ dir. Simdi weW ve a :inf{pwiB (|w—y|) 1y € Y} alalim. Her y €Y ve her

VeV igin 00 py (=) < P () + s ()

<pws(w—4)+pys(v—y]) olmasma dikkat edelim. (V.S)eC
oldugundan inf{p, ((v—»|):y€¥}=0> dir ve boylece her veEV igin
0<a<p,,(w-1|)" dir. weV, oldugunu hesaba katarsak son esitsizlikten her w€W igin
a=inf{p, ,(w—v):vev}=0" dr. Bu (W,B)eC’ yi kurar. Bununla beraber,
(W,B)>=(V.,S) ve (W,B)=(V,S), (V,S)" nin maksimalligi ile gelisir ve dolayisiyla ispat
tamamlanms olur.

(Lipecki, 1980) ile (Luxemburg ve Schep, 1979)" e gore, latis homomorfizmalarin

genislemeleri lizerine verecegimiz son sonu¢ dnde gelen tartismalarin basit bir sonucudur.

3.15 Sonug (Lipecki-Luxemburg-Schep)

Eger G, bir E Riesz uzayini majorize eden bir Riesz alt uzay1 ise G’ den bir Dedekind tam
Riesz uzayma tanimli her latis homomorfizmast £’ nin tamamina bir latis homomorfik

genislemesine sahiptir.
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Ispat:

Teorem 3.11° den &£ (T) kiimesi bos degildir ve Teorem 3.14° ten S(T) bir S uc¢ noktasina
sahiptir. 7 bir latis homomorfizmast oldugundan Sonu¢ 3.13 S’ nin, 7’ nin bir latis

homomorfik genislemesi oldugunu kanitlar.

Latis homomorfizmalarin geniglemeleri iizerine daha fazla bilgi icin (Buskes, 1985, 1987,

1988)’ e basvurulabilir.
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4. CARPIM OPERATORLERI

Bu bolimde C(Q)-uzayr iizerindeki ¢arpim operatrlerinden bahsedecegiz. Asagidaki

sonucla baglayalim.

4.1 Yardimci Teorem

Bir E Banach latisindeki bir pozitif # >0 elemani i¢in asagidaki ifadeler denktir.

(1) u tarafindan iiretilen esas ideal E,, E’ de norm topolojiye gore yogundur. Yani,
E, =E’ dir.

(2) Her xe E” i¢in ||x/\nu—x|| — 0’dur.

(3) Eger 0<x’e E" ise x’(u)>0" dur. Yani, u vektorii E” iizerinde kesin pozitif lineer

fonksiyonel olarak etki eder.

Ispat:
(1)=(2) xe E* olsun ve £>0 alalm. E,, E iginde yogun oldugundan |y—x| <& olacak

sekilde bir ye E, vardir. O zaman, z=y" Axe€ E, eleman ||x— z|| < ||x— y|| <eve 0<z<x’

1 saglar. Simdi, 0 < z < ku olacak sekilde bir k sabiti alalim. Buradan z < x A ku elde ederiz.

Boylece eger n>k ise 0<x—xAnu<x—xAku <x—z’ dir. Bu esitsizlikten ||x—x/\nu|| <&

oldugunu goriiriiz. O halde ||x— XA nu” — 0’ dir.

(2)=(3) 0<x’e E’ olsun. Eger x’'(u)=0 ise her xe E* igin 0<xAnu<nu oldugundan;
her n ve her x>0 i¢in x'(xAnu)=0" dir. Buradan her xe E* i¢in x’(x)=0 olur. Bu

x" =0’ 1 gerektirir. Bu da 0 < x"e E” kabulii ile gelisir. Dolayisiyla x"(«)>0" dir.

(3)=(1) Celiski yoluyla E,#E oldugunu kabul edelim. Hahn-Banach Ayristirma

Teoreminden E, lizerinde sifir olan, sifirdan farkli bir xX'e E' vardir. Bu
0<|x’|(u)=sup{|x’(y)|:|y|$u}:0 olmasim gerektirir. Bu bir c¢eligkidir. Bu nedenle,

E, =E’ dir.
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Bir E Banach latisindeki fuz E’ yi saglayan herhangi bir pozitif u vektdriine bir yari i¢
nokta veya bir kesin pozitif vektor denir. “Yar1 i¢ nokta” ismi bir Banach latisin sirali
biriminin pozitif koninin bir i¢ noktasi oldugu gerceginden gelir. “Kesin pozitif vektor” ismi

de Yardimci Teorem 4.1” in 3. ifadesi ile saglanir. Asagidaki gerektirmeler dogrudur.
Sirali birim = Yar1 i¢ nokta = Zayif siral1 birim

E bir Banach latis ve u >0 olsun. Oncelikle, # ’ nun bir sirali birim oldugunu farz edelim. O
zaman, E = E’ dir ve buradan Fu =FE, =E olur. Yani, u bir yar i¢ noktadir. Simdi #’ nun
E’ nin bir yar i¢noktasi oldugunu farz edelim. O zaman, Yardimci Teorem 4.1 (2), her

xe E ig¢in || |x| Anu —|x| || — 0 olmasm gerektirir. |x|/\nu T oldugundan Yardimci Teorem

2.63 (c), her xe E igin |x|/\nu T|x| olmasini garanti eder. Bu ifade ile Teorem 2.62° den

B, =E’ dir ve u, E’ nin bir zayif birimidir.

Genelde bu gerektirmelerin tersi dogru degildir. Bunu gorebilmek icin [O, 1]’ deki sabit 1
fonksiyonunun L, [0,1] > de bir yar i¢ nokta olduguna fakat bir sirali birim olmadigina dikkat

edelim. Son olarak u(¢)=¢ fonksiyonu C [0,1]’ de bir zayif birimdir fakat bir yar1 i¢ nokta

degildir. Bununla beraber sirali siirekli bir Banach latiste bir pozitif vektoriin yar i¢ nokta
olmasi i¢in gerek ve yeter kosul onun zayif sirali birim olmasidir. Bunu gérmek i¢in, E’ yi

bir sirali siirekli normlu Banach latis kabul edelim ve e >0 bir zayif birim olsun. Bu, her
xe E* icin E> de xAneT x’ in saglandigi anlamma gelir ve buradan (normun sirali
stirekliligi ile) her xe E* igin ||x/\ne—x|| — 0 yazabiliriz. Boylece, Yardimc1 Teorem 4.1,
e’ nin bir yar i¢ nokta oldugunu garanti eder. Tersi i¢in, bir yar1 i¢ noktanin bir zayif siral

birim oldugu yukarida gosterilmistir.

Bir E Banach latisinin yar1 i¢ noktas1 varsa onun komplekslestirilmesi olan E. =E ®iE

kompleks Banach latisinin de yar1 i¢ noktast vardir. Su soruyu sorabiliriz.

Bir Banach latis kag tane yar1 i¢ noktaya sahiptir? Hi¢ sahip olmayabilir! Ornegin, [0,1]
tizerinde sinirlt degisimin biitiin Borel dl¢timlerinin ,u[O,l] Banach latisi yar1 i¢ noktaya sahip

degildir. Bunu gormek i¢in, Sonug¢ 2.30° dan ,u[O,l] > in Soyut-L uzay1 olarak sirali siirekli

norma sahip olduguna dikkat edelim. Sirali siirekli normlu bir Banach latiste pozitif bir

vektoriin bir yar i¢ nokta olmasi i¢in gerek ve yeter kosulun onun bir zayif birim olmasindan;
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zayif birim ve yar1 i¢c nokta durumlar1 uyusur. Simdi celigki yoluyla ,u[O,l] Banach latisinin
bir O<pe M[O, l] zayif birimine sahip oldugunu kabul edelim. Buradan yAv=0, v=0
olmasini garanti eder. Bu her x € [0,1] icin u({x}) > (0 olmasini gerektirir. Bunu goérmek i¢in,

bir x € [0, l] icin ,u({x}) =0 kabul edelim. O zaman 6 , x tarafindan desteklenen bir Dirac

Ol¢lim olmak tizere A6 =0 dir ve boylece 6§ =0 olur ki bu da miimkiin degildir. Eger

E = {xe [0,1]: ,u({x}) Zl} kiimesini alirsak, goriiliir ki her E, sonlu bir kiimedir. Fakat,
n

E= UEn sayilabilir bir kilme olmalidir ki bu da bir celiskidir. Bu ¢eliskiden u [0,1] Soyut-

n=1

L uzay1 ne bir yar1 i¢ noktaya ne de bir zayif birime sahiptir.

Diger yandan, eger bir £ Banach latisi bir yan i¢ noktaya sahipse, buna u diyelim, o zaman
E daha fazlasina da sahiptir: Her 4> 0 i¢in Au ve bir >0 ig¢in w> Au’ yu saglayan bir w

pozitif vektorii yar1 i¢ noktalardir. Bir Banach latisin biitiin yar1 i¢ noktalarimin kiimesi ya
bostur ya da E* iginde yogundur. AcC E*, E Banach latisinin biitiin yar1 i¢ noktalarinin

toplulugu olsun. A# & oldugunu kabul edelim ve xe E* alalim. Bir e€ A sabit alalim ve

ae+x’ in her 20 icin bir yar i¢ nokta olduguna dikkat edelim yani, ae+xe A’ dir.

Simdi, lim (@e+ x)=x olduguna dikkat edelim. Bu xe A oldugunu gosterir ve sonug olarak
a—0*

A=E"’ dir.
Bununla beraber, yukaridaki uyariya gore, bir Banach latiste bir yar1 i¢ nokta varsa aslinda u

ve v iki yar1 i¢ nokta olmak iizere E, ve E, esas ideallerinin izometrik latisler olmasi

anlaminda tektir. Bu Teorem 2.43’ ten geliyor. Bu iliskiyi biraz inceleyelim.

u >0, E Banach latisinde pozitif bir vektor olsun. O halde, Teorem 2.44° ten u tarafindan
tiretilen E, esas ideali ||x||w =inf {/1 20: |x| < /114} normu altinda bir Soyut M-uzay1’ dir. E_,

Q kompakt Hausdorff uzay1 tek olarak yukari homeomorfizmayi belirtmek iizere, somut bir

C(Q)-uzaymna latis izometriktir. Simdi, # ve v’ nin E Banach latisinde iki yar i¢ nokta
oldugunu farz edelim. E, ve E, sirastyla C(Q) ve C(®) temsillerine sahip olsun. O zaman,

Teorem 2.43" ten C(Q) ve C(®) latis izometriktir, Q ve ® homeomorfiktir. Tek (yukari

homeomorfizm) kompakt Hausdorff uzayr Q, E’ nin ‘yap1 uzayr’ olarak adlandirilir ve

Banach latisin temsil teorisinde 6nemli bir rolii vardir. Bu konuyla ilgili ayrintili bilgi icin
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Schaefer’ e (1974) bagvurulabilir. Dikkat edilmesi gerekirse Banach latisin yap1 uzayinin

onun Stone uzayi ile uyusmasi gerekmez. Ornegin, E =C [0,1] olarak alirsak E’ nin Stone

uzay1 Q ugsal baglantisiz iken E’ nin yap1 uzayi [0,1]’ den farklidir.

Bir E, esas idealini bir C(Q)-uzay1 olarak temsil edersek, bu C(Q)’ nin ‘operator yapilart’

kullanihr. Ornegin, E, iizerinde operatr olarak diisiiniilebilen C (Q) tizerindeki ¢arpim ve

bileske operatorlerinin cokluguna sahibiz. Bu 6nemli 6zelligin Banach uzaylarinin genel

teorisi ile paralelligi yoktur. Diger bir ifadeyle, latis izometrisi yolu ile C ()’ mn ¢arpimini
E,’ ya tastyabiliriz. Ozellikle, her ve E, elemam M, (x)=vx, x€ E, formiilii vasitastyla bir
M :E, - E, carpim operatoriinii dogurur. Buna ek olarak, E,’ ya kisitlanmis bagta
tanimladigimiz |||| norma gore (nitekjm ||M v||:||v||m'dir) M, siireklidir. u bir yar i¢ nokta
oldugu zaman c¢arpim operatorlerini £’ nin tamami iizerindeki siirekli operatdrlere (ayni

bicimdeki siirekliliklerin etkisiyle) genisletebiliriz.

Degismez alt uzay problemini ¢alismak i¢in kullanilacak olan bundan sonraki iki netice, yari

i¢ noktalarin 6nemliligini belirtir.

4.2 Yardimci Teorem
Bir u >0 yan i¢ noktasina sahip E Banach latisi (reel ya da kompleks) icin asagidakiler

dogrudur.

(1) Sifirdan farkli her ye E, vektorii icin M (y)>0’ 1 saglayan birim operatorle kisith bir

M operatorii vardir. Buradaki M bir merkez operatordiir.
(2) 0£v<u’ yusaglayan her v elemani i¢in birim operatorle kisith bir 7: E — E

operatoril vardir ve dyle ki Tu =v’ dir.



41

Ispat:
u>0 bir E Banach latisinde (reel ya da kompleks) bir yar1 i¢ nokta olsun. ik olarak u

vektorii Q daki sabit 1 fonksiyonuna kargilik gelmek iizere E,’ yu bir C(Q)-uzay ile

Ozdes alabiliriz.

(1) y#0 olmak iizere ye E, alalm ve y’ yi ©’ da siirekli bir fonksiyon olarak diistinelim.

B

|3]. =max{|y(w)|: we @} =1 normunu kabul edebiliriz. $imdi, ye C(Q) (y’ nin

kompleks eslenigi) fonksiyonunu goz dniine alalim ve C(Q)’ daki (dolayisiyla E,” daki) ;
fonksiyonu tarafindan tanmimlanan carpim operatoriinii M ile ifade edelim. Yani, her
xe C(Q) igin M (x)=yx tir. Agkca, M (y)=)|" >0 ve her xe E, icin [Mx|<[+|" tir.

Fu = E oldugundan M ’ nin E’ ye (tek) siirekli geniglemesi istenilen ozellikleri saglar.

(2) Yine yukandaki gibi v’ yi Q’ da siirekli bir fonksiyon olarak diisiinelim ve v ile

C(Q)’ da (dolaysiyla E,” da) tamml T carpim operatoriinii ele alalim. Yani, her xe C(Q)
igin T(x)=vx’ tir. Ayrica, her xe E i¢in E’ nin tiimiine T’ nin siirekli genislemesi

|Tx| < |x| ’ i saglar.

Simdi de Pagter’ e (1986) ait bir Yardimci Teoremi sunalim.

4.3 Yardimci Teorem (de Pagter)

E yari i¢ noktal1 bir Banach latis (reel ya da kompleks) ve |x| < | y| olsun. Bu durumda, £’ de

operatdrlerin bir {M,} dizisi vardir dyle ki ||M R y—x” — 0’ dir ve her M, birim operator

tarafindan kisitlanir.

ispat:

u>0, E’ nin bir yart i¢ noktasi olsun. u yerine u+| y| yazip | y|£u oldugunu kabul
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edebiliriz. Simdi u, Q daki siirekli fonksiyon 1’ e karsilik gelmek iizere E,” yu bir C(Q)

uzay1 olarak alalim. Boylece, x, ye C(Q)’ dir.

fonksiyonu ile iretilen M, :E, — E, carpim operatoriinii

diisiinelim. Yani, her ze E, icin M, z=u,z’ dir. M’ nin biitin E’ ye tek siirekli lineer

genislemesini yine M, ile gosterelim. C(Q)’ da |u,|<1 oldugundan her ze E igin

M,z

S|z| oldugu goriiliir. Yani, her M  birim operatdr tarafindan kisitlanir. Basit bir

hesapla C(Q)’ da |Mny—x|Sgl oldugu goriiliir. Bu, ||Mny—x||sg||u||’ yu saglar ve
n n

buradan ||Mny —x|| — 0’ dir.

C(Q) uzayinda carpim operatorlerinin degisme 6zelligi ile gelistirilen durumlara deginelim.
Dolayisiyla, bunun i¢in Q bir kompakt Hausdorff uzaym gostersin. Genel olarak, her
e C(Q).M,(f)=¢f ile tamml M,:C(Q)— C(Q) carpim operatoriinii iiretir. Zayif

kompakt carpim operatorlerinin kullanish bir 6zelligi ile baglayalim.

4.4 Yardimci Teorem
Eger M, carpim operatorii zayif kompakt ise ¢ fonksiyonu Q’ nin her yigilma noktasinda

sifirlamir. Ozellikle, eger Q ayrik noktalara sahip degilse, C(Q)’ da sadece zayif kompakt

(ve buradan yalmiz kompakt) carpim operatorii sifir operatoriidiir.

Ispat:

M’ nin zayif kompakt oldugunu kabul edelim. Bir w, € Q yigilma noktasi i¢in @¢(w,)#0

¢
oldugunu celiski yolu ile kabul edelim. O halde, w,” 1n acik bir V' komsulugu ve bir £ >0

vardir 6yle ki her ve V i¢in |¢(v)| 2 £ saglanir. Urysohn-Tietze Genisleme Teoreminden her

we V (V" nin kapanigi) icin (w) -1 yu saglayan bir e C(Q) fonksiyonu vardir.

¢(w)

M M,=M,, esitliginden M’ nin C (©) da bir zayif kompakt operatdr oldugu goriiliir.
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v¢ fonksiyonu V’ daki her noktada 1° e esit oldugundan (yine Urysohn-Tietze Genisleme

Teoreminden) C (\7) > daki I birim opartorii zayif kompakttir. Bu C (\7) > min yansiyan
olmasini saglar ve boylece (Teorem 2.38 ile) C (\7) * nin normu siral siirekli olmalidir. Fakat
V sonlu bir kiime olmalidr. Gergekten, bir v kompakt Hausdorff uzayi i¢in C (‘7) Banach

latisinin sirali siirekli norma sahip olmasi i¢in gerek ve yeter kosul V" mn sonlu bir kiime

olmasidir. Bunu gormek igin; V sonlu bir kiime ise, V:{wl,...,wn} diyelim, o zaman
C (‘7) =R"’ dir ve buradan C (‘7) stral1 stirekli norma sahiptir. Tersi icin, C(\7)’ nin sirali

siirekli norma sahip oldugunu kabul edelim. Ispat1 tamamlamak icin V * daki her noktanin bir

ayrik nokta oldugunu gostermemiz yeterlidir. Bunun i¢in bir we V elemanini alalm ve

celiski yoluyla w bir y1gilma noktasi olsun.

D, = { feC(Q):0< f<1,f(w)=1vef, w nun bir agtk komsulugunun diginda 51f1rd1r} ile
fonksiyonlarin bos olmayan toplulugunu goz oniine alalim. D, d> dir ve her w#w icin
inf,, f (w)=0" dir. w bir yigilma noktast oldugundan D, | 0’ dir. Fakat o zaman, her
feD, igin || f ||w =1 olur ki bu da ||||w normunun sirali siirekililgi ile ¢elisir. Bu ¢eliski her

we V noktasinin bir ayrik nokta oldugunu gosterir ve burada V bir sonlu kiimedir.

Boylece w, ayrik noktadir. Bu da bir ¢eligkidir.
T:X — X Banach uzaymda bir operatorse, 7’ nin komutanti {T}, X’ teki biitiin T ile

degismeli olan sinirli operatrlerden olusur, yani, {T} ={Se £(X):ST=TS}={T}"" dir.
Bir dogrudan saglama gosteriyor ki, bir 7 operatdriiniin komutanti £(X )’ in birimli bir alt
cebiridir. Genelde verilen bir operatoriin komutantin1 betimlemek zordur. Bizim amacimiz
verilen bir ¢carpim operatorii ile degismeli olan operatorlerin bir sinifin1 betimlemektir. Bunun
icin (Abramovich vd., 1997)’ yi kaynak olarak verebiliriz.

Bir ¢ge C(Q) fonksiyonu i¢in C(Q)’ da ¢ tarafindan iiretilen kapali birimli (yani 1’ i

igeriyor) cebiri A, ile gosterelim. Burada C (©)’ daki fonksiyonlarin ¢arpimi her zaman
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noktasal carpim olarak anlagilacaktir. Bu A, cebiri { p(@): p bir polinom} alt uzayinin

diizgiin kapanisidir. Yani, A, = { p(@): p bir polinom}_ dir. A, bir cebir olmaktan baska ayni

zamanda C(Q)’ mn bir Riesz alt uzayidir.

4.5 Yardimci Teorem

Bir ge C(Q) fonksiyonu ve M, ile degismeli olan keyfi bir lineer stmurh 7': C(Q) = C(Q)

operatoril i¢in asagidakiler dogrudur.

(1) Kapali birimsel A, cebirindeki her x igin Tx=hx’ i saglayan bir he C (Q) fonksiyonu

vardir.
(2)Her fe A, icin TM , =M T’ dir.
(3) ¢ bire-bir ise, T bir carpim operatoridiir. Yani, ¢ bire-bir ise M,’ nin komutanti

garpim operatorlerinden olusur, yani, {M, }, :{M ;ifeC (Q)}  dr.

Ispat:

(1) TM, =M T esitligi her xe C(Q) icin T (¢x)=¢@Tx anlamma gelir. Tiimevarimdan her
n>0 ve her xe C(Q) icin T( "x) =¢"Tx’ i elde ederiz. Buradan bir reel degiskenli her
p(t) polinomu igin ve her xe C(Q) i¢in

T(p(¢)x)=p(0)Tx @.1)
dir.

x=1 ve h=T1 aldigtmizda (4.1)’ den her p polinomu icin 7 (p(¢))=hp(¢)’ dir. Diger bir

deyisle, ¢ ile iiretilen birimli cebirdeki her x i¢in Tx =hx’ tir. Netice olarak, siireklilikle ¢
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ile iiretilen kapali birimsel A, cebirindeki her x i¢in Tx =hx’ tir.

(2) fe A, olsun. xe C(Q) ise (4.1 den TM , (x)=T(fx) = fT(x)=M T (x)" dir dyle ki

™, =M T dir.

(3) ¢ bire-bir ise Stone-Weierstrass Yaklasim Teoremi A, =C (Q) oldugunu gosterir.

Boylece (1) kismindan 7 =M, dir. Bdylece ispat tamamlanmustir.

¢ bire-bir degilse M, nin komutanti ¢arpim operatorlerinden bagka operatorleri de igerir.
Ornek olarak, Q= [—1,1] ve ¢(w)=w’ alahm. A,’ nin biitiin ¢ift fonksiyonlardan olustugu
goriilebilir. Tx(w)=x(-w) ile tanimli 7 : C[-1,1] = C[-1,1] operatdriinii goz 6niine alirsak
T bir garpim operatorii degildir. Agik¢a, TM , =M T’ dir.

Bundan sonra verecegimiz netice, sunu iddia eder; siirekli bir fonksiyonun agik bir kiime

tizerinde sabit olmasi i¢cin gerek ve yeter kosul onun c¢arpim operatoriiniin sifirdan farkli

sonlu-rank operatoriiyle degismeli olmasidir.

4.6 Teorem

Bir g€ C(Q) fonksiyonu tarafindan iiretilen bir M » sarpim operatdril i¢in asagidaki ifadeler

denktir:

(1) ¢ fonksiyonu €’ nin bos olmayan bir acik alt kiimesi {izerinde sabittir.
(2) M, bir pozitif rank-bir operatorle degismelidir.
(3) M, bir rank-bir operatorle degismelidir.

(4) M, sifirdan farkli bir sonlu-rank operatorii ile degismelidir.
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Ispat:

(1)=(2) Her weV icin ¢(w)=c olmak iizere V, Q’ nin bos olmayan bir acik alt
kiimesidir. Sifirdan farkli pozitif bir e C(Q) fonksiyonunu secelim dyle ki her we V igin
w(w)=0 olsun ve bir w,eV sabit alahm. Simdi, Kx=x(w,)y formiili vasitasiyla

K:C(Q)— C(Q) rank-bir operatdriinii tanimlayalim.

M, ve K’ nmn degismeli oldugunu iddia ediyoruz. Gergekten, xe C (Q) ve weQ igin
(KM¢x)(w) =(K¢x)(w)=¢(w,)x(w,)w(w)=cx(w,)w(w) olur. Diger yandan, ¥, V’ nin
disinda sifira gittiginden ve Vv lizerinde gp=c oldugundan;
(M Kx)(w)= (M x(w )@ ) (w) = x(w, ) ¥ (w)d(w) = cx(w, ) ¥ (w)” dur. Boylece,

KM ,=M K’ dir. A¢ik¢a goriildiigii gibi ayn1 zamanda K bir pozitif operatordiir.

(2)= (3) = (4) Acik.

k
(4)=(1) M, carpim operatoriiniin sifirdan farkli sonlu rankl bir 7= x'®y, (burada

i=1
Y, eC (Q) ve her i i¢in x'e C’(Q)’ dir) operatérii ile degismeli oldugunu kabul edelim.
¥,,.....,¥,  lari lineer bagimsiz ve her i igin x #0 farz edebiliriz. Yardimci Teorem
4.5.(2y den C(Q)’ daki ¢ ile iiretilen kapah A, birimli cebirindeki her f fonksiyonu igin

M T =TM , oldugunu biliyoruz. Yani, her f e A, ve her we Q igin

k k

S (0) £ () ()= 32 )y, (w) = M0 () (w) 42)

i=1 i=1 i=1
saglanir ki burada M, : C’(Q) — C’(Q), M’ nin eslenik operatdriidiir.

k
Her i ve her fe A, fonksiyonu igin nCekx; C CekM . x, oldugunu iddia ediyoruz. Bunu

n=1

k
gormek icin, fe A, alalim ve xe ﬂCekx,'

n

k
olsun. O zaman (4.2), > M, x/(x)y,=0" 1
i=1

n=1

saglar ve V,,....¥, lineer bagimsizligindan her i igin M}xl.' (x)=0 olmasin gerektirir.

k
Boylece, ﬂCekx’; C CekM’,x* dir. Burada, Yardimci Teorem 2.64” ii kullandik. Sonug

n=1
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olarak, her Mx] lineer fonksiyoneli x[,...,x, tarafindan iiretilen vektor alt uzayma aittir.

Ozellikle, her i icin M ¢xl,M # xl, ,M;Mxi' lineer bagimli olmalidir. Yani, her i i¢in hepsi

k+1

sifir olmayan ¢,,...,«, ., sabitleri vardir dyle ki ZO{ M’ # x =M

o mxi' =0 dir, burada, p,,

k+l
p,(A)=> A’ ile tamml sifirdan farkli polinomdur.
=)

p=p,p,...p, sifirdan farkli polinomunu diisiinelim ve dikkat edelim ki her i igin

J#

M (¢)xi’=|:HM;_,'(¢):|M;,-(¢)X;=O’ dir. (4.2) de f = p(@) alarak, her xe C(Q) ve her we Q
.. k ,
igin D" x/(x) p(¢)(w)w, (w)=0 veya

i=1

p(O))] 3o () =0 o

elde edilir.

Simdi, x/(x)#0 olan xe C(Q)’ y1 segersek, ¥,,....,y, lineer bagimsizligindan bir w, € Q

icin Zx )#0 olur. O halde, w,” mn bir agik V komsulugundaki her w igin
k

Z)cl' v, (w)#0° dir. Diger taraftan, (4.3)" ten her we V i¢in

p(¢(w))=p(¢)(w)=0 (4.4)

elde edilir. 4=¢(w,), p polinomunun bir kokii oldugundan ve p sonlu sayida koke sahip

oldugundan p’ nin diger koklerini kapsamayan A’ in bir acik N komsulugu vardir. Sonug
olarak, w,” m agtk W =V N (pog@)” (N) komsulugunu diisiiniirsek (4.4)" ten her we W igin

¢(w) =4, elde edilir ve ispat tamamlanmistir.
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5. YEREL YAKLASIM

Bu boliimde carpim operatorlerinin bir uygulamasi olarak bunun yerel yaklasim teorisine

katkisini verecegiz.

E, e birimli bir Soyut M-uzay1( AM —uzay1) olsun. Teorem 2.51° den E, e carpimsal
birimine sahip bir f —cebiri altinda bir ¢carpim igerir. Diger yandan, Teorem 2.44’ ten tek bir
Q Hausdorff kompakt topolojik uzay1 vardir ve iizerinde 7 (e)=1 ile tammh 7: E — C(Q)
latis izometrisi vardir. C(), 1 carpimsal birimli bir f —cebiri oldugundan ayn1 zamanda
E de e carpimsal birimine sahip bir f —cebiridir. Acik¢a E deki c¢arpim
xy=7"(z(x)7z(y)) ile tammhdir. Her x,ye E icin |xy|=|x||y| saglanir. Boylece E, e
carpimsal birimine sahip f —cebiri altinda bir tek carpim icerir. Ozel olarak, her xe E
elemant M (y)=xy, ye E formiilii ile tanimh bir M :E — E ¢arpim operatoriinii verir.

Eger M pozitif operatdr ise pozitif carpim operatorii adini alir. Teorem 2.52° den birimli bir

Soyut M-uzayi iizerinde tanimli carpim operatdrleri ortomorfizmadir. Ozet olarak:

e birimli her E Soyut M-uzay1 e carpimsal birime sahip bir f —cebiridir ve her xe E,
M (y)=xy formiiliiile E’ de bir carpim operatdrii tanimlar.
E bir Banach latis olsun ve E_, E nin sifirdan farkli bir x eleman ile iiretilen ideal olsun.

Teorem 2.42’ den ||y||m =inf {/1 >0: |y| < ﬂ|x

}, ye€ E_normu alunda E_ ideali |x| birimli bir

Soyut M-uzay:r dir. Buradan E_, ¢arpim operatorlerinin ¢okluguna sahiptir. Diger bir deyisle

her Banach latis asagidaki ilgin¢ yerel davranist gosterir:
Her esas ideal {izerinde carpim operatorlerinin bir coklugu vardir.
Bu ¢arpim operatorleri tiim uzaya genislemeye sahiptir. Bu, Banach latislerdeki operatorlerin

calismasinda ¢ok faydali olacaktir.

5.1 Yardimci Teorem

Bir E Banach latisindeki bir # >0 elemani ve bir 7': E, — E, lineer ¢arpim operatoril igin

asagidaki ifadeler dogrudur.
(1) T, E’ deki normu E ’ ya indirgedigimiz norma gore siireklidir.

(2) E o—Dedekind tam ise T, E iizerinde bir ortomorfizmaya genisler (7 pozitif ise

genigleme de pozitiftir).
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Ispat:

Her ye E, icin T(y)=xy’ yi saglayan tek xe E, elemanini secelim. O zaman, x|S/1u
olacak sekilde bir 4 >0alalim. Her ye E, i¢in

T ()| =0l =[]y < Auly|= 21| (5.1)

olur.

(1) (5.1) den her ye E, igin ||Ty||S/1||y > dir. Yani, T, E’ deki norma gore E, iizerinde

siirekli bir operatordiir.

(2) I1:E—E birim operatér olsun. T (y)=x'y ve T (y)=xy ile tammh
T".,T":E, > E, carpim operatorlerini diigiinelim. (5.1’ den her 0<ye E, i¢in

0<T*(y)<Al(y) ve 0ST (y)<AI(y) saglanir.

Boylece her 0<yeE, icin O0<T(y)<A(y) oldugunu kabul edebiliriz.

S(y)=sup{T(yAnu):n=12,..} ile S:E" — E* operatdriinii tanimlayalim.

T(yAnu) dizisi E’ de Ty tarafindan istten siurli oldufundan supremum vardir. Her
ye E, i¢in S(y)=T(y)’ dir. Aym zamanda, her ye E* i¢in 0<S(y)< Ay’ dir. Diger
yandan S, E*’ de bir toplamsal operatordiir. Bunu gormek i¢in; y,ze E* olsun.

(y+z)Anx<yAnx+zAnx oldugundan sup alindiginda,

T((y+z)Anx)<T(yAnx)+T(zAnx)<S(y)+S(z)’ dir. Buradan S(y+z)<S(y)+S(z)
olur. Diger yandan her m ve n i¢in y Anx+zAmx<(y+z)A(n+m)x’ tir. Bdylece her m
ve n igin T(yanx)+T(zAamx)<T((y+z)A(n+m)x)<S(y+z)  dir. Dolayisiyla S

toplamsaldir ve bu E’ de pozitif bir ortomorfizma tamimlar. Buradan S, 7’ nin bir

genislemesidir.

Bir E Banach latisinin ikinci duali E” i¢ine dogal gbmmesi E’ nin cebirsel, norm ve latis

yapilarini korur. E birimli bir Soyut M-uzay1 oldugu zaman E nin E”’ ne dogal gommesi

ayn1 zamanda E’ nin halka yapisini1 da korur.

E birimli bir Soyut M-uzay1 olsun. O zaman, 6nceki teoremin dogrudan bir sonucu soyledir:
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E iizerindeki her carpim operatorii E” lizerinde dnceki anlamdaki gibi bir ¢arpim operaotii
tanimlar. Buradan biraz daha ilerlersek, E’ deki her ¢arpim operatoriinii E”° deki bir ¢arpim
operatorii olarak gz Oniine alabiliriz. E asikar olmayan sirali bir izdiisiimlere sahip
olmayabilir; buna ragmen E”’ nin Dedekind tamhigi, E”’ deki siral1 izdiisiimlerin ¢ok sayida
oldugunu garantiler. E”’ deki siral izdiisiimler E’ nin ¢arpim operatorleri ile yerel olarak

yaklagtirilabilir. Bu 6zelligi ilgilendiren bir Yardimci Teorem verelim.

5.2 Yardimci Teorem

E, e birimli bir Soyut M-uzay1 ve P, E” iizerinde bir sirali izdiisiim olsun. O zaman, her

0<x’e E’ ve her £>0 i¢in E iizerinde bir pozitif M ¢arpim operatorii vardir dyle ki
a) 0sM <] ve
b) E” i¢inde P—M ’ nin modiilii <x',|P—M |e> < € esitsizligini saglar.

Ispat:

P, E”’ de bir sirali izdiisiim olsun. 0<x’e E” ve £>0 olsun. Her 0<y”e E” igin

0< Py”<y” ifadesinin 1s181nda Teorem 2.52 den dolay1 her y”e E” i¢in 0< x” <e olacak

sekilde P(y”)=x".y” saglayan bir tek x” e E” vardir.

Bir Soyut L-uzayr olan E’ sirali siirekli norma sahip oldugundan E”=(E’) saglanr.

Boylece Teorem 2.56’ dan E, E”’ de |0'|(E”, E’)—yogundur ve o halde <x',

x’— x|> <€’u
saglayan bir xe E* vardir. x” i xAe ile degistirirsek, 0<x<e’ nin saglandigini kabul
edebiliriz. E” de M (y)=xy ile tanimhi M ¢arpim operatdriinii goz 6niine alalim (ve tabii ki
M, M(y”)=xy” formilii ile E” de de bir ¢carpim operatorii tammlar). E” de 0<M <[
saglanir. Diger yandan, Teorem 2.49" dan [P—M|e=|(P—M )e|=|(x"—x)e|=|x"~x elde

edilir. Boylece istenildigi gibi (x',|P—M|e)=(x,

x’ = x|> < & elde edilir.

Simdi, Soyut M-uzayinda tanimlanmis pozitif operatdrlerin 6nemli bir yaklasim ozelligini

verelim.
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5.3 Teorem

E, e birimli bir Soyut M-uzay1, F bir Dedekind tam Banach latis ve S,7:E—F,
0< S <T’ yi saglayan iki pozitif operator olsun. O zaman, her 0< x’e F ve her £>0 igin

S—iP,.TMi

i=1

k
0<> PTM,<T ve <x’,

e><8’ u saglayan E iizerinde pozitif M,,...M,
carpim operatorleri ve F iizerinde F,..., P, sirali izdiisiimleri vardir.

Ispat:

>0 ve 0<x’'eF alahm. S’ yi T’ nin bileseni olarak goz Oniine alalim yani

L,(E,F)” de SA(T-S)=0 olsun. O zaman, Teorem 245  ten

{ZSxi/\(T—S)xi:xl,...,xneE+Vern:e}J/O’ dir. Boylece x +..+x,=e Ve

i=1 i=1

<x',ini/\(T—S)x,><8 (5.2)

i=1
olacak sekilde x,,...,x, € E* vardir.
Simdi, M., x, ile tanimlanmis E’ de pozitif bir ¢arpim operatorii olsun (yani her ye E i¢in
M,(y)=xy olsun). Buradan her ye E igin (M,+..+M,)y=y saglamr. P, F’ de

(28x,—Tx,)" tarafindan iretilen band iizerinde tammli sirali izdiisim olsun. Agikga,

P(28x,—Tx,)=(28x,—Tx,)"> dir ve dahasi 0< Zn:BTMI. < iTMI. =T saglanir. Diger

i=1 i=1

=

e< e+

S—Zn:P,.SM,. e

i=1

S—iRTMi

i=1

yandan, S—» PTM,’ nin modiilii P(T-S)M,
i=1

i=1

n n

zi(S—BS)Mie+iP,(T—S)Mie =>(S-PS)x,+> P(T-S)x
i=1 i=1 i=1

i=1

=Zn:[Sxi—Pi(2Sxi—Txi)]=Zn:[Sxi—(ZSxi—Txi)+]=ini/\(T—S)xi’ yi saglar. (5.2)
i=1

i=1 i=1

S—Zn:BTM,,

esitsizligini gbz Oniinde bulundurursak, <x’,
i=1

e> < € oldugunu goriiriiz.

Simdi genel durumu goz Oniine alalim. [O,T], L, (E,F ) Banach latisinde sirali bir aralik
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oldugundan Teorem 2.57° den

S ZaS

olacak sekilde 7’ nin

/)

H S—Zm:aiSi <
i=1 r

bilesenlerinin bir ZaiSl. konveks kombinasyonu vardir. Onceki durumdan, her 1<i<m icin
i=1

5,-3 P,

Jj=1

OSZP;TM;ST ve <x,

J=1

e><§ esitsizliklerini saglayan E’ de M| ,...,an[
pozitif carpim operatorleri ve F’ de Ei,...,Pn’;[ siralt izdiigtimleri vardir. Simdi,

R= Zm:i PT (OQM; ) olsun. Agikga, O<R<LT saglanir ve

i=l j=1
s, e>+<x’, Ye, [SI. —ZP;’TM;j e>
i=1 j=1
£ z e)< £ +£ =g’ dur. Boylece ispat
2 I 2 2

tamamlanmustir.

4
(v

wfs -y Py
j=1

S,T:E — F Banach latisleri arasinda tanmmmhi 0< S <7’ yi saglayan iki pozitif operator

olsun. Eger F Dedekind tam ise Teorem 2.48° den S operatorii T’ nin bilesenlerinin (7 -
adim fonksiyonlar1) lineer kombinasyonlari ile diizgiin yaklastirilabilir. Fakat F bir Dedekind
tam degilse 7 asikar olmayan bir bilesene sahip olmayabilir ve bdylece S’ nin bir yaklagimi
miimkiin olmayabilir. Diger yandan, eger F’ yi F”’ nin bir Banach alt latisi olarak goz

ontine alirsak ve T’ yi de E’ den F ”> ne tanmimli bir operator olarak disiiniirsek; 7,

L,(E,F”)’ de ¢ok bilesene sahiptir. Buradan T tarafindan kisitlanan her pozitif operator 7’

nin £, (E,F”)—adim fonksiyonu ile diizgiin yaklastirilabilir.

E’ nin birimli Soyut M-uzayr olmasi durumunda asagidaki sonu¢ £(E,F)’ nin bir pozitif
operatdrii ile simrlanan £, (E,F”)’ deki pozitif operatdrlerin énemli bir yaklagim ozelligini

gosterir.
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5.4 Teorem
E, e birimli bir Soyut M-uzay1, F bir Banach latis ve T : E — F pozitif bir operator olsun.
Eger S:E—F”, (L, (E,F”) icinde) 0<S<T’ yi saglayan bir pozitif operator ise

S—iP,,TM,.

i=1

/’

k
0<x'e F’ ve £>0 verildiginde 0<) PTM,<T ve <x,
i=1

e> <&’ u saglayan
E’>de M,,...,M, pozitif ¢carpim operatorleri ve F 7> de P,..., P, sirali izdiistimleri vardir.

E ve F ikisi de birimli Soyut M-uzay1 oldugu zaman asagidaki teorem saglanir.

5.5 Teorem

S,T:E— F birimli Soyut M-uzaylariarasinda tanimli 0< S <7’ yi saglayan iki pozitif

operator olsun. £>0 ve O0<x'e F’ verildiginde ||x||S1 olan her xe E ig¢in

<x’, (S —Zk:LiTM,.jx

i=1
operatorleri ve F’ de tammh L,,..., L, pozitif ¢arpim operatorleri vardir.

><8’ u saglayacak sekilde E’ de tanimlhi M,,...,M, pozitif ¢arpim

Ispat:

0<x’e F’ ve £€>0 alalim ve e, E’ nin birimini gostersin. £’ den F”’ ne tammh S ve T

operatorlerini géz Gniine alalim ve buradan 0<x’e (F”) * dir. O zaman, Teorem 5.3’ ten

i

k
<x’, S-» PTM
=1

i

e> <§’ yi saglayan E’ de tamml pozitif M,,...,M, c¢arpim operatorleri

ve F”’ de tanimli P,..., P, sirali izdiigiimleri vardir.

Yardimci Teorem 5.2° den her 1<i<k igin <x',|E - LI.|TM f"> < i olacak sekilde F'’ de bir

L, pozitif c¢arpim operatorii vardir. Boylece, ||x||£1 olan her xeE igin

(o[5S )5S ) -

S (P—L)TMx

i=1
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P-L|TMe)

< <x’, S —Zk:RTMI.

i=1

k
e> +> <x’,
i=1
< £ +£ =¢ elde edilir.
2 2

Dedekind tam Banach latisleri i¢in ©nceki sonucun rehberliginde asagidaki teoremi

yazabiliriz.

5.6 Teorem

E ve F iki Dedekind tam Banach latis ve S,7:E — F, 0< S <T’ yi saglayan iki pozitif
operatdr olsun. O zaman, her xe E*,0<x’e F' ve £>0 icin E’ de pozitif M. .M,

ortomorfizmalar1 ve F’ de pozitif L,,...,L, ortomorfizmalar1 vardir dyle ki | y| < x olan her

k
(S—ZLI.TMlJy><8’ dur.
i=1

x€ E",0<x’e F’ olsun ve £€>0 secelim. u=Tx alalim, x ve u tarafindan iiretilen E_ ve

ye E igin <x',
Ispat:
F, ideallerini diisiinelim. Acik¢a, S ve T', E ’ i1 F,’ ya tasir. Boylece Teorem 5.5° ten, E ’

de pozitif M,,...,M, carpim operatorleri ve F,’ da pozitif L,,...,L, carpim operatorleri vardir

oyle ki |y| < x ifadesi

’
<x,

esitsizligini saglar. Yardimei Teorem 5.1 (2)” den her M, E’ deki bir pozitif ortomorfizmaya

i=1

(S—iLITMin

><8 (5.3)

ve her L, F’ deki bir pozitif ortomorfizmaya genisletilir ve (5.3)’ ten sonuca variriz.

Yar i¢ noktal1 Banach latisler icin Teorem 5.6’ nin asagida ifade edilen esi de Haid (1982)

tarafindan verilmistir.
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5.7 Teorem (Haid)

E ve F yan i¢ noktal1 Banach latisler ve S,7:E — F, 0<S <T’ yi saglayan iki pozitif
operator olsun. O zaman, her xe E*,0<x’e F* ve €>0 i¢in E’ de tamml pozitif

M,,...M, ortomorfizmalar1 ve F’ de tanimh pozitif L,,...,L, ortomorfizmalar1 vardir dyle

k
(S—ZLiTM,.jy><g’ dur.

ki |y| <x olan her ye E igin <x',
i=1
xe E*,0<x’e F’, £>0 alalm ve ue E*, E’ nin bir yar i¢ noktas1 olsun. u + x de bir yar1

Ispat:

i¢ nokta oldugu icin u yerine u+x yazarsak 0<x<u kabul edebiliriz. Benzer sekilde v,

F’ nin bir yar1 i¢ noktasi ise v yerine v+7 (u) yazarsak, 0<T (u)<v kabul edebiliriz. E,
ve F, ile E ve F’ de sirasiyla u ve v tarafindan iiretilen idealleri gosterelim. O zaman, E,

ve F, sup normlari ile sirastyla u ve v birimliSoyut M-uzaylaridir.

Acikca, S ve T, E’ yu F’ ye gotiirir ve dahasi eger S ve T’ yi E ’ ya kisitlarsak,
0< S <T olur. Buna ek olarak, F,’ ye kisitlanan x pozitif ve siireklidir. Bdylece Teorem
5.5 ten E,’ da tanimh pozitif M,,...M, carpim operatorleri ve F,’ de tanimli pozitif

L,...L, carpim operatorleri vardir Oyle ki |y|Su olan her yeE igin
k
X, (S—ZLiTM,)y <&’ dur.

i=1
E , E’ de yogun oldugundan Yardimci Teorem 5.1 (2)’ den her M., E’ deki bir pozitif

u?’

ortomorfizmaya genisler (Bu genislemeyi de yine M, ile gosterecegiz). Benzer sekilde her L,

F’ deki bir pozitif ortomorfizmaya genisler, boylece ispat biter.

Son olarak, bu boliimii bir tane daha yaklasim sonucu ile bitirecegiz.

5.8 Teorem

T :E — F operatorii bir o — Dedekind tam ya da yari i¢ noktali £ Banach latisinden siral
siirekli normlu bir F' Banach latisine tanimli bir pozitif operator olsun. Eger bir S: E — F
pozitif operatérii 0<S<T’ yi saghyorsa, x€ E* ve ¢£>0 verildiginde E’ de pozitif

M,,...M, operatorleri ve F’ de AB,..,B swali izdistimleri vardir o&yle ki
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PTM, <T’ dir.

M»

x|<€& ve 0L

(=

i=1

Ispat:
O<xe E olsun ve €>0 secilsin. Teorem 2.58’ den ||x'||£1 olan her x'e F’ igin

(

(a) E’ nin o — Dedekind tam oldugunu farz edelim. C: E — F, T’ nin bir bileseni ve 6 >0

/|

x|- y')+ (Tx) < € usaglayan bir 0< y’e F’ vardur.

olsun. O zaman, Teorem 2.46’ dan E’ de cift ayrik sirali izdiistimleri M,,....M, ve F’ de

C—iP,.TM

i=1

ixJ<§’ dir. i# j igin MM, =0

B,...,P, sirah izdiisiimleri vardir dyle ki y'(

saglandigindan, i# j igin (P,.TMl,)/\(PjTM) (BP)T(MM) 0 oldugunu goriiriiz.

J

k
Buradan, 0< z PTM <T saglanir.

Teorem 2.57° den T’ nin bilesenlerinin bir Z%Ci konveks kombinasyonu vardir dyle ki
i=l1

‘S—Zaiq <;,’ dir. Bir onceki durumdan, her 1<i<m igin
20l
O<ZPTM <T ve Y'||C,— ZPTM x <5’ yi saglayan E’ de M|, an[ siral1
j=1
izdiigiimleri ve F’ de F,..,P, swali izdiisimleri vardir. R:ZZP;T(%M ;) olsun ve

i=1 j=I

burada 0 < R KT esitsizligini saglar.

Buna ek olarak, y’(|S — R| x) <y +y'

S — ia,.c, X
i=l1

m
§ :ai
i=l1

¢ P,
=1

1

C — ZPTM

j=1

<2+Zay

e € ,
<—+4+—=¢" dur.
2 2

(b) E’ nin yan i¢ noktalara sahip oldugunu kabul edelim. Bir 0 <e € E yar i¢ noktasini

alalim, buradan 0<x<e’ nin saglandigini varsayabiliriz. O zaman E,, e birimli bir
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S—zk:P,TM

i i
i=l1

x|<e ve

e

Soyut M-uzayi1 ve A =E’ dir. Teorem 5.3 ten [

k
O§ZBTM1, <T olan E, de tanimh pozitif M,,...M, carpim operatorleri ve F’ de
i=1

B,..., B, siral izdiistimleri vardir. Yardimci Teorem 5.1° den her M,, E tarafindan E,’ de

tanimlanan norma kisitlanmasz ile siireklidir ve buradan her M, E = E’ ye bir tek siirekli
genislemesine sahiptir (bunu da yine M, ile gosterelim). Bu, her M,” nin E’ nin tamami

izerinde tanimlandiginin kabul edilebildigini gerektirir.

Boylece, eger E bir o — Dedekind tam veya bir yar1 i¢ noktaya sahip ise o zaman E’ de

tanimli pozitif M,,...,M, operatorleri ve F’° de tammh A,..., B, sirali izdiistimleri vardir dyle

x|<e ve

ki y’[

S— Zk: PTM,
i=1

k
0<> PTM,<T (5.4)
i=1

> dir. Aym1 zamanda, (5.4)’ ten

S— zk: PTM,
i=l

k
<S+ ZBTM ; < 2T oldugu goriiliir.
i=1

Son olarak, ||x’|| <1 olan x' € F' igin

x’[ X +y’

<(|x]-»") [‘S —zk:BTM,. x S —Zk:BTM,. x]
i=l i=l

S— zk: PTM,
i=l

x| <3¢

< <|x/| - y'>+ (2Tx)+e <3¢’ dur. Boylece, ‘S —Zk:ETMi

i=1

saglanir ve ispat tamamlanir.
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6. SONUCLAR

Banach latislerdeki pek c¢ok lineer operatorler gercekte pozitif operatorlerdir. Tezde de

operatorlerin bazi 6zel simiflarii incelerken Banach latisler ve Riesz uzaylarinda kurulan

pozitif operatorler iizerinde galistik. Buradan yola ¢ikarak; C(Q)-uzayindan Reel sayilara,

Cc(Q)-uzayindan kompleks sayilara ve C(Q)-uzaymdan C(Q)-uzaymna tammli latis

homomorfizmalar karakterize edildikten sonra latis ve cebirsel homomorfizmalar arasindaki
iliski incelenip latis homomorfizmalarin genisleme 6zellikleri verildi. Carpim operatorlerinin
ozelliklerine ayrintili bir sekilde deginildi ve son olarak Banach latislerdeki operatorlerin bazi

kullanish yaklasim 6zellikleri elde edildi.
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