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ONSOZ
Yildiz Teknik Universitesi Fen Bilimleri Enstitiisii’'ne bagli Matematik anabilim dalinda
hazirlanan bu yiiksek lisans tezi alti béliimden meydana gelmektedir.

Birinci béliim girig boliimii olup, basit anlamda ¢aligmanin konusunu 6zetlemekte, amag ve
yonteme 1§51k tutmaktadir. Ikinci boliim, asil ele alinacak konu olan gok degiskenli Padé
yaklagimlarina hazirlik niteligindeki 6n bilgilerden olugmakta, ti¢iincii boliim ise asil konunun
daha iyi anlagilmasini saglayan tek degiskenli Padé yaklagimlarini ele almaktadir. Dérdiincii
boliim ise asil konumuz olan ¢ok degiskenli Padé yaklagimlarimi ele almaktadir. Besinci
béliim ise, uygulamalar kismi olup, Padé yaklagimlari ve DTM nin karsilagtirmalarina yonelik
uygulamalar1 kapsamaktadir. Altinc1 boliimde ise, bir 6nceki boliimde yapilan uygulamalar
g6z Oniinde tutularak yapilan karsilagtirmalara ait sonug ve tartisma yer almaktadir.

Bu galisma esnasinda katkilarini esirgemeyen Yildiz Teknik Universitesi, Matematik boliimii
ogretim tyeleri Yrd.Dog.Dr.Ercan Celik ve Prof.Dr. Mustafa bayram ile Fatih Universitesi
misafir 6gretim tiyesi Prof.Dr.Alexey Lukashov ve benden maddi ve manevi yardimlarini
higbir zaman esirgemeyen agabeyim Prof.Dr.Abdulmecit Turut’a sonsuz tesekkiirlerimle...
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OZET

Diferensiyel denklem sistemlerinin ¢6ziimii i¢in ¢esitli niimerik metotlar —mevcuttur.
Bunlardan birisi de Padé yaklagimlaridir. Padé yaklasimlarinin genellikle bir ¢ok niimerik
metottan istiin oldugu bilinmektedir. Bu tezde, bu istiinliigii gostermek i¢in Padé
yaklagimlar ve diferensiyel transform metodu(DTM) karsilastirildi. Bu kargilagtirma 6zellikle
¢ok degiskenli Padé yaklasimlar: ve iki boyutlu DTM arasinda yapildi. Bazi diferensiyel
cebirsel denklemler(DCD) ve kismi diferensiyel denklemler(KDD) iki boyutlu DTM ile
¢oziildi. Bu ¢oziimlere ait tek ve ¢ok degiskenli Padé yaklasimlari, DTM ile bulunan
¢oziimlerle karsilagtirildi. Sonug olarak, tek ve ¢ok degiskenli Padé yaklasimlarinin sirasiyla
bir ve iki boyutlu DTM’den iistiin bir yaklagima sahip oldugu goriildii.

Anahtar kelimeler: Tek degiskenli Padé yaklasimlari, Cok degiskenli Padé yaklasimlari, Bir
boyutlu diferensiyel transform metodu(DTM), 1ki boyutlu diferensiyel transform
metodu(DTM),  Kismi  diferensiyel  denklemler(KDD),  Diferensiyel  cebirsel
denklemler(DCD).
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ABSTRACT

A variety of numerical methods are available for the solution of systems of differential
equations. One of them is Padé approximants. It is known that Padé approximants are usually
superior to many numerical methods. In this thesis, to show this superiority Padé
approximants and Differential transform method(DTM) were compared. This comparison
especially was made between two-dimensional transform method and multivariate Padé
approximants. Some differential-algebraic equations(DAE ) and partial differential
equations(PDE) were solved by using DTM. The unvariate and multivariate Padé
approximants of this solutions were compared to solutions that found by DTM . As a result, it
was seen that unvariate and multivariate Padé approximants are respectively superior to one-
dimensional and two-dimensional DTM.

Keywords: Unvariate Padé approximants, Multivariate Padé approximants, One-dimensional
differential transform method(DTM), Two-dimensional differential transform method(DTM),
Partial differential equations(PDE), Differential-Algebraic equations(DAE).

viii



1. GIRIS

Oklid algoritmas1 ve siirekli kesirlere bagh olarak ortaya g¢ikan ve gelistirilen Padé
yaklagimlarinin gegmisi ¢ok eskidir. Henri Eugéne Padé tarafindan kullamilan sekliyle
giiniimiize ulagana kadar bir ¢ok iinlii matematik¢i farkli problemlere ¢dziim bulabilmek
amaciyla Padé yaklagimlarim kullandi. Euler, C.G.J. Jacobi, Michell Rolle, Georg Ferdinand
Frobenius, Jean Darboux ve Daniel Bernoulli gibi matematik¢iler tarafindan matematigin

farkli alanlarinda farkli problemlere ¢6ziim bulabilmek i¢in kullanildi(Brezinski, 1991).

Giintimiizde yaygin bir sekilde Padé yaklagimlari diferensiyel denklemlerin niimerik
¢oziimlerinde, kuvvet serilerinin analitik devam problemlerinde, ortogonal polinomlar
tizerinde ¢alisilmasinda (Markov fonksiyonlar: i¢in Padé denklemlerinde payda denkleminin
ortogonal oldugu bilinmektedir), kuvvet serilerine ait singiileritenin, sifir noktalarinin,

koklerin ve kutup notalarinin bulunmasinda kullanilir.

Padé yaklagimlarimin diger niimerik yaklasimlara gore daha iyi sonuglar vermesi, bu
yaklagima olan ilgiyi arttirdi ve sadece matematikte degil, fizikte, kimyada, astronomide ve

daha farkli bilimsel alanlarda kullanilmasina yol agt.

Tek degiskenli Padé yaklasimlar {izerine bircok ¢alisma yapilmasina ragmen, ¢ok degiskenli
Padé yaklagimlar tlizerine yapilan ¢aligma sayisi olduk¢a simirlidir. Cok degiskenli Padé
yaklagimlarinin tanimi ilk kez 1973 te J.S.R. Chisholm tarafindan, daha genel tanimlama ise
Levin tarafindan yapilmistir. Teorisini ve temel kavramlarini igleyen ilk kapsamli makale ise
1983 te Annie Cuyt tarafindan yayinlanmigtir(Guillaume ve Huard, 2000). Tek degiskenlilerin
birgok 6zelligi agikliga kavusturulmasina ragmen, ¢ok degiskenliler igin yapilan ¢alismalar
¢ok siurlidir. Fakat ¢ok degiskenli Pade yaklagimlarinin, tek degiskenli Padé yaklagimlarinin

birgok 6zelligini kapsadigini séylemek miimkiindiir.

Bir ¢ok caliymada tek degiskenli Padé yaklasimlari ile diger niimerik yaklagimlar
kiyaslandiginda , Padé yaklagimlarinin daha iyi bir yaklagim sergiledigi bilinmektedir. Fakat
¢ok degiskenli Padé yaklasimlar1 i¢in literatiirde, diger niimerik yaklagimlarla yapilan

karsilagtirmalar1 kapsayan arastirmalara rastlamak hemen hemen miimkiin degildir.

Calismamizda Padé yaklasimlarini, diferensiyel transform metoduyla (DTM) ¢oziilen
diferensiyel cebirsel denklem (DCD) ve kismi diferensiyel denklem (KDD) ¢oziimleriyle
kargilagtirdik. Bunu hem tek degiskenliler hem de ¢ok degiskenliler igin yaptik. Ayrica Padé

yaklagimlarini kisa da olsa Taylor serileriyle kiyasladik.



DTM diferensiyel denklemlerin ¢éziimiinii elde etmek i¢in kullanilan niimerik bir metottur.
Bu metot ilk kez Zhou tarafindan elektirik devre analizindeki lineer ve lineer olmayan

baglangi¢ deger problemleri igin uygulandi(Ayaz, 2003).

DTM ile ¢oziilmesi istenen diferensiyel denklemin seri ¢6ziimii bulunur. Ama bulunan
¢ozlim, serinin ¢ok smirli kismi toplamlarini kapsar. Metot olarak, pratik oldugu sdylenebilir.
Fakat Padé yaklasimlari ile kiyaslandiginda, Padé yaklagimlarinin DTM den daha iyi

yaklagim sergiledigi calismamiz incelendiginde rahatlikla fark edilebilir.



2. TEMEL BIiLGILER

2.1 On Bilgiler

Bu kisimda, aragtirmamizdaki teorik bosluklari doldurmas: amaciyla tezde kullanilan bazi

temel kavramlar ve teoremler verilecektir.

Tanmmm 2.1: Bir bagimsiz degisken ile bagimh degisken ve bagimli degiskenin bagimsiz
degiskene gore tiirevlerini ihtiva eden denkleme diferensiyel denklem denir. Bu tiir

denklemler en genel olarak
fE3, 5"y, YY) =0 2.1)
seklinde gosterilir. Burada y(") , ¥'nin x’e gore »’yinci tiirevidir. (2.1) denklemi y(") ye goére
¢oziiliirse

p) =2 b (n-1) 292
Yo o=gny, Yy henyt ) 2.2)
elde edilir. Bu da (2.1) in agik formda yazilmig seklidir.

Tamm 2.2: Y+ p, ,(X)y"" 4+ ()Y + py(x)y =r(x)

seklindeki denklemlere lineer diferensiyel denklem denir. Goriildiigii gibi esitligin sag

tarafindaki » ve sol tarafta ki PosPy... P, Katsayilar x degiskenine

baghdir(Kreyszig,1993).

Tanmm 2.3: Bir bagimli degisken(bilinmeyen fonksiyon) ile iki veya daha ¢ok bagimsi
degisken ve bagimh degiskenin bagimsiz degiskenlere gore kismi tiirevlerini ihtiva eden bir

bafintiya kismi diferensiyel denklem denir. Bu tamma gorezbagimhi ve x,x,,...,x,
bagimsiz degiskenler olmak iizere,

F(x,,xz,...,xn,z,le 32y 500052y 525y )= 0 (2.3)
bagintis1 bir bagimli ve n— bagimsiz degiskenli kismi diferensiyel denklemdir.Ornegin,

Xz, = yz, = Xxzy

2
Ze—22,+2" =0



birer kismi diferensiyel denklemdirler.

Tanmm 2.4: Eger (2.3) kismi diferensiyel denklemindeki /° fonksiyonu bagimli degisken ve

onun kismi tiirevlerine gore lineer ise bu denkleme lineer kismi diferensiyel denklem denir.
Xz, = yz, = Xzy

denklemi lineer kismi diferensiyel denklemdir(Bayram, 2001).

Tammm 2.5: Diferensiyel cebirsel denklem sistemi baglangi¢ degeri ile birlikte
F(t,y(0),y'(1)=0 (2.4)
Yt) =Yy » Y'(t) =¥

formundadir. (2.4) denklemine genel non-lineer kapali (implicit) differensiyel cebirsel

denklem denir. Burada F' € R",y € R" ve t € R dir.Diferensiyel cebirsel denklem agik olarak
F(y',y.x,t)=0
G(y,x,t)=0

seklinde yazilabilir. (2.4) kisminda goriildiigii gibi diferensiyel cebirsel denklemler fizerinde

cebirsel kisitlamalar vardir. Burada y diferensiyel degiskenin ve x de cebirsel degiskenin

vektorleridir(Celik, 2002).

Tanmm 2.6: m yinci dereceden bir

f(x)=ax"+ax"" +..+a, x+a,

polinomunu goz dniine alalim. Bu polinomun sifira esit kilinmasiyla yazilan
f(xX)=ax" +ax"" +..+a, x+a, =0

seklinde ki denkleme cebirsel denklem denir. Pozitif m tamsayisina f(x) = 0 denkleminin

derecesi denir. f(x) polinomunda f(x,)=0 denklemini saglayan

x, ye denklemin kokii denir.



Tamm 2.7: ¢,,b € R ve x, ’lerde degiskenler olmak iizere,
CX% +C,%, +...+¢,x, =b
seklinde ki bir ifadeye lineer denklem denir.

a,,b, € R ve x, bilinmeyenler olmak iizere,

a, % +a,%, +..+a,x, =b

In""n

ay X, +ApX, +...+a,,x, =b,
a,x, +a x, +..+a,x,=b,
seklinde ki bir ifadeye lineer denklem sistemi ad1 verilir. Burada

4= [au ]mxn

matrisine sistemin katsayilar matrisi ve

b, X
b

B=| 7| ile x=|"
bﬂ x”

a, 4, a,, b,

a, a4y a,, b,
[4:B]= : :

aml am2 amn : bm

matrisine de sistemin genisletilmis katsayilar matrisi denir.

Yukaridaki lineer denklem sistemini, matrisle Ax =B seklinde gosterebiliriz. Bir lineer
denklem sisteminde, sistemin genisletilmis katsayilar matrisi {izerinde yapilan elementer satir

islemleri, sistemin ¢dziimiinii degistirmez. Yani;
i)Herhangi iki denklemin yeri degistirilirse,
ii)Herhangi bir denklemin her iki yani sifirdan farkli bir skalerle ¢arpilirsa,

ili)Herhangi bir denklemin her iki yani, herhangi bir skalerle ¢arpildiktan



sonra bagka bir denklemle taraf tarafa toplanirsa sistemin ¢6ziimleri aym kalir.Bu sebepten,

[A:B] genisletilmis katsayilar matrisini eselon forma getirerek ¢6ziimler bulunabilir. Bu

metotla sistemi ¢6zmeye Gaus-Jordan yok etme ve katsayilar matrisini indirgenmis eselon

forma getirerek ¢6zmeye de Gauss-Jordan indirgeme adi verilir.

Tamm 2.8: A nxn tipinde bir matris olsun. Eger |4|#0ise A4 matrisine (tersi mevcut ise)
non-singiiler(regiiler) matris, |A| =0ise A matrisine (tersi mevcut olmayan) singiiler (regiiler

olmayan) matris denir.

Tanmmm 2.9: A4, n. mertebeden bir regiiler matris (|A|¢0) ise Ax = B lineer denklem

sisteminin tek ¢6ziimii var ve bu ¢6ziim
x=A"B,
esitligi ile verilir. Burada anlatilmak istenen,

G, X, +a:%, *...+a.x, =b

ayx, +a,x, +..+a, x, =b,
A X +a, X, ... ¥4 x. =b

lineer denklem sisteminin ¢6ziimii; A, 4 matrisinin determinant1 olmak iizere,

b a, a,, a, b a,, a, a, b,
) a 3 A a 0 & b
, Ay 2 o1 2 21 2 >
Ax, = ", Ax, = e, Ax =
1 2 n
bn a2n arm anl bn ann anl an2 bn

olarak degerleri bulunur. Lineer Ax=B denklemini ¢6zmek igin uygulanan bu kurala

Cramer Kurali denir.



Tammm 2.10: a pozitif bir reel say1 ve a #1olmak iizere ,
f:R—>R, f(x)=a"
fonksiyonuna iistel fonksiyon, a yada iistel fonksiyonun tabani denir.

Tanmmm 2.11: Eger f(x) fonksiyonunun x =c de her mertebeden tiirevi varsa ,

f@= @+ -0+ LD ey 4t LDy gyt
¢34

2!

serisine f(x) fonksiyonunun x, =c"' deki Taylor serisi denir. Eger ¢ = 0alirsa bu seriye

f(x) fonksiyonunun Maclauren serisi ad1 verilir.

Tanmm 2.12: x bir degisken ve ¢ bir sabit olmak {izere

Zan(x—c)" =a,+a(x—c)+a,(x—c) ++a,(x—c)" +--
n=0

serisine ¢ merkezli kuvvet serisi denir. Eger bu tamimda ¢ = 0 alinirsa

Zan(x)" =a,+ax+ax’ +--+ax"+--
n=0

elde edilir. Ayrica x = ¢ olmas1 durumunda

0
Zan(x -c)" =a, olur.
=0

2.2 Bir Boyutlu Diferensiyel Doniisiim(Transform)

Bir y(x) fonksiyonunun diferensiyel doniisiimii asagidaki sekilde tanimlanir;

_ 1 d"'y(x)
Y(k)_k![ - ]0 (2.5)

(2.5) denkleminde y(x) asil(orijinal) fonksiyon,Y(k)da 7 — fonksiyonu olarak adlandirilan
doniisiim fonksiyonudur(Bildik ve Konuralp, 2006).



Y (k) 'nin diferensiyel ters doniigtimii,

¥ = 2 Y (k) 2.6)

olarak tamimlanir.(2.5) ve (2.6) denklemlerinden

ﬂn=ii{dﬂ”] 2.7)

elde edilir.(2.7) denklemi diferensiyel doniigiimiin(transformun) Taylor serisi agilimindan
tiretildigi diisiincesini akla getirmektedir. Fakat bu metot sembolik olarak tiirevleri
hesaplamamaktadir. Bununla beraber, hesaplamalar i¢in gerekli tiirevler, asagidaki ¢izelge 2.1
de goriildiigti gibi asil(orijinal) fonksiyonlarin doniisiim denklemleri olarak tarif edilen bir

iteratif yontemle hesaplanirlar(Ayaz, 2003).

Yukaridaki (2.5) ve(2.6) denklemlerinin tanimlarindan, Cizelge 2.1 deki temel matematiksel
islemlerin doniigtim fonksiyonlariyla uyustugu kolaylikla goriilebilir ve kanitlanabilir.

Uygulamalarda, y(x) fonksiyonu sonlu bir seriyle ifade edilir ve (2.6) denklemi
y(x) = x*Y (k) 2.8)
k=0

olarak yazilabilir. (2.8) denklemi ile Z:=m+lka (k) ifadesinin ihmal edilebilecek kadar

kii¢iik oldugu agik¢a goriilmektedir.(Ayaz, 2003).



Cizelge 2.1 Bir boyutlu diferensiyel doniisiim (transform) metodunun temel iglemleri

Asil(Orijinal) fonksiyon Dontigtim(Transform) fonksiyonu
y(x) =u(x) £ v(x) Y(k)=U(k) £V (k)
y(x) = cw(x) Y(k)=cW (k)
y(x)=dw/dx Y(k)=(k+1)WV(k+1)
y(x)=d’w/dx’ Y(k)=(k+1)k+2)---(k+ j)W(k+J)
y(x) = u(x)v(x) Y(k)=Y" UGV (k-r)
<o L k=]
y(x)=x’ Y(k)=6(k—-j)= & ke
Ornek 2.3.1:

(M6 )
0 0 v, 0 1 v, sin x

diferensiyel cebirsel denklemini ve

[vl(O)]=(l} (v',(O)Jz[-l) (2.10)
v,(0)) (0 v,(0)) \1

baglangi¢ degerlerini gz dniine alalim.(2.9) denklemi,

V(%) = xv, '(x) + v, (x) — xv,(x) = 0 (2.11)
v, (x) = sinx 2.12)

seklinde yazilabilir.
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Cizelge (2.1)’deki diferensiyel doniisiim(transform) metodonun temel 6zelliklerini kullanarak

ve (2.11) ve (2.12) denklemlerinin doniistimiinti(transformunu) alarak;

Vi(k+1)=—I—[Zk:(k-r+1)5(r—1)V2(k—r+1)—Vl(k)

(k+1) r=0
+V2(k)+zk:5(r—1)V2(k—r)} : (2.13)
VZ(x)=k=§;,._,(_;€)!2 = (2.14)

elde edilir. (2.13) denkleminden & =0,1,...,m degerleri i¢in V|(k) serisinin katsayilar

3 1 3 1
KO=-LK@) =S K=~ @ = KO = -2 K6 =,

) =1V,@) = 01,0) = 3.V =0 1a5) = V(6 = 0K, () == V,(§)=0...

bulunur ve agagidaki gibi genellestirilebilir.

1 :
—E’ k tek ise,
k+1
Vl(k)-<k—+', k cift ve ¢ift ise, (2.15)
—%, k ¢ift vek+2 tek ise,
k-1
) ;
AGES et k tek ise, (2.16)

0, k& c¢ift ise
Vi(k) ve V,(k) degerleri (2.6) denkleminde yerlerine yazilirsa,

vl(x)=l—x+ix2 -lx3 —1x4—lx5+---

2! 3! 4! 5! 1N

V() =Xt - (2.18)
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sonuglar elde edilir. Analitik ¢6ziim ise agsagidaki gibidir,
v, (x) - e' +xsinx (2.19)
v,(x) sin x

2.3 ki Boyutlu Diferensiyel Doniisiim(Transform)

iki boyutlu diferensiyel doniigiime(taransform) ait temel tammlar ve teoremler asagidaki

gibidir:

w(x, y) asil(orijinal) fonksiyon olmak {izere,

k+h

Bk Ay s o i AEY) (2.20)
k'n'| ox'oy" |,

seklinde tanimlanan W (k,h) fonksiyonuna doniisiim(transfom) fonksiyonu denir. W (k,h)

T — fonksiyonu olarak adlandirilir. W (k, ) *1in diferensiyel ters doniistimii ise,

®

w(x,y) =Y W(k,h)x*y" (2.21)

k=0 h=0

olarak tamimlanir.(2.20) ve (2.21) denklemlerinden

B s o o A P05
W(x, y) . kz=(; h=0 k !h!l: axka))h 0,0 2 y (2.22)

denklemi elde edilir.
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Teorem 2.4.1:

Eger w(x,y)=u(x,y)xv(x,y) Iise,
W(k,h)=U(k,h)xV(k,h)

olur. (Ayaz, 2004a)

Teorem 2.4.2:

Eger w(x,y)=cu(x,y) ise, (c : sabit)
W(k,h)=cU(k,h)

olur. (Ayaz, 2004a)

Teorem 2.4.3:

ou(x,y) &

Eger w(x,y)= 2

2

W(k,h)=(k+)U(k+1,h)
olur. (Ayaz, 2004a)

Teorem 2.4.4:

ou(x,y) e

Eger w(x,y)=
o

b

W(k,h)=(h+1)U(k,h+1)
olur. (Ayaz, 2004a)

Teorem 2.4.5:

Eger w(x,y)= LI ise,

axra)/.\'
W(k,h) = (k +1)(k+2)(k +r)(h+1)(h+2)--(h+5)xU(k +r,h+s)

olur. (Ayaz, 2004a)

(2.23)

(2.24)

(2.25)

(2.26)

2.27)
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Teorem 2.4.6:

Eger w(x,y)=u(x,y)v(x,y)  ise,

W(k,h)= Ek:zh:U(r,h—s)V(k -7,5)

r=0 5=0
olur. (Ayaz, 2004a)
Teorem 2.4.7:

Eger w(x,y)=x"y" Iise,

1 k: k=
W(ksh)=5(k—m,h—n): s m. ve n,
0, k#m ve k#n,

olur. (Ayaz, 2004a)

Teorem 2.4.8:

Biior ks i ou(x,y) ov(x,y) %

ox Ox

W(k,h)=izh:(rﬁd)(k—r+1)U(r+1,h—s)V(k—r+l,s)

r=0 s=0

olur. (Ayaz, 2004a)

Teorem 2.4.9:

Eger w(x,y)=) ou(x, y) ov(x,y) ise,

oy Oy

W(k,h)= Zk:Zh:(s+1)(h—s+1)U(r,h—s+l)V(k—r,s+l)

r=0 s=0

olur. (Ayaz, 2004a)

Teorem 2.4.10:

Eger w(x,y)=) Quelx, ) TR ise,

Ox %

W(k,h)=Zk:i(k—r+1)(h—s+1)U(k—r+1,s)V(r,h—s+l)

r=0 s=0

(2.28)

(2.29)

(2.30)

2.31)

(2.32)
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olur. (Ayaz, 2004a)
Teorem 2.4.11:

Eger w(x,y)=u(x,y)v(x,y)w(x,y) ise,

k=r h h-s

w(k,h) = Zk:ZZZU(r,h —s—pWV(1,9)Qk—r—t,p) (2.33)

r=0 1=0 s=0

<

B~

olur. (Ayaz, 2004a)

Teorem 2.4.12:
Bger w(x,) u( ) T HED e
k k-r h h-s
wik,h) =Y 33> t+1)k—-r—t+)U(r,h—s-p)
r=0 1=0 s=0 p=
xV(t+1,5)Qk-r—t+1,p) (2.34)

olur. (Ayaz, 2004a)

Teorem 2.4.13:

Eger w(x, ) =)u(x,y)v<x,y)az’“%y—) ise,
k) =333 S (k= —1 4 2)k - —1 + U, =5 - )
XV (t,)Qk —r—t+2,p) (2.35)

olur. (Ayaz, 2004a)

Simdi iki boyutlu diferensiyel transform metoduyla, bir kismi diferensiyel denklemin nasil

¢oziildiigline bir 6rnek verelim.

Ornek 2.4.1:

G O (2.36)
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(x,0)=—1-x2, x>0, ¢>0, (c:keyfi sabit) (2.37)
C

Yukarida (2.37) baslangi¢ deger sartiyla verilen (2.36) kismi diferensiyel denklemini goz
oniine alalim. Iki boyutlu diferensiyel transformun temel islemlerine gore (2.36) denkleminin

iki boyutlu transformunu alirsak,

(h+l)U(k,h+1):Zk:zh:(r+l)(k—r+1)U(r+l,h—s)

r=0 s=0

xU(k—r+1,s)+izh:(k—r+l)(k—r+2)

r=0 s=0
xU(r,h—s)U(k—r+2,s). (2.38)
elde edilir. (2.37) baglangi¢ sartim1 (2.38) denkleminde uygularsak,

UG,0)=0, i=0,13,...,m, (2.39)
1

U(2,0)=—. (2.40)
€

elde edilir. (2.39) ve (2.40) denklemlerini (2.38) de yerine yazarsak,m — oo durumu géz

Ontine alinarak,

URD 5
C

U(2,2)=ﬁ, (2.41)
€

U(2,3)=2L4.
o]

elde edilir. Biitiin W (k,h) degerlerini (2.21) denkleminde yerine yazarsak,

u(x,r) = x2(1+-6—2—t +3—36—t2 +214—6+
Ciig c

sk (2.42)

elde edilir. Elde edilen ¢6ziime ait analitik ¢oziim

1

u(x,t)=x>
(x,1) (c—6t

)- (2.43)

seklindedir.
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3. TEK DEGISKENLI PADE YAKLASIMLARI
f fonksiyonu  f(x)=c¢,+cx+c,x’ +--- yani;

f@=Secx  (c#0)

(3.1)

seklinde bir kuvvet serisiyle temsil edilsin.Bu durumda bu kuvvet serisinin Padé yaklagimi

m
a,+ax+---+a,x

n
b,+bx+---+bx

[m/n]=

(3.2)

seklinde bir rasyonel fonksiyondur(polinomlarin orani). Payin derecesi m, paydanin derecesi

n dir. (3.2) de m+1 tane payin katsayisi ve n+1 tane de paydanin katsayisi vardir. Burada

(3.2)’nin paydasinin tanimsiz olmamasi i¢in b, =1 alinmahdir. Bu segimle (3.2)’nin paymin

m+1 tane bagimsiz katsayisi ve paydasinin » tane bagimsiz katsayisi olur. Tiim yaklagimda

m+n+1 tane bilinmeyen katsay1 vardir. [m/n], (3.1)’deki kuvvet serisinin ilk m+n+1

terimine kargilik gelir (Baker ve Grave-Morris, 1996). (3.1)’deki

2 m+n

135, o e
m+n dereceli kuvvet serisine kargilik gelen Padé yaklasimin

- a+ax+---+a x"
Dex =——1 =+ O(x™"™")
pary by,+bx+---+bx

seklinde yazabiliriz. (3.3) denkleminde igler dislar garpimi yapilirsa
(by+bx+---+bx")c, +ex+--)=a, +ax+-+a,x" + O(x""")
elde edilir. (3.4) denklemindeki ~ x™*',x"*?,---,x™" Katsayilarimn esitliginden

bncm—n+l > bn—lc gloy i bocm+l o O

+2=0

m-n+2

-n+3 b A1) +b0cm

bncm-n+2 * bn—lcm

bﬂcm - bn—]cm+l fepoth bocm+n =0

(3.3)

(3.4)

(3.5)
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sistemi elde edilir. 5, =1 oldugu igin, (3.5) denklemi » tane lineer denklemden olugur.

Yani;
- - b - o ey
cm—nH cm—n+2 cm—n+3 ) cm n cm+l
cm-n+2 cm-n+3 cm—n+4 cm+] bn—l cm+2
m-n+2 cm—n+4 cm-n+5 cm+2 bn-Z o cm+3 (36)
L cm cm+l cm+2 cm+n—l_J ks bl J _cm+n_

olur. Buradan b, katsayilari bulunur.Diger yandan (3.3) denkleminden payin

katsayilari olan a,,q,,---,a, katsayilar1 1,x ,x*,---,x" terimlerin katsayilarinin esitliginden

a,=¢
a, =c¢ +bc,
a, =c, +bc, + by, (3.7)

min(m,n)

am = cm + z brcm-r
i=1

olarak bulunur. Béylece (3.6) ve (3.7) denklemleri Padé yaklagiminin pay ve paydasi olarak
tamimlanir. Dolayisiyla bu denklemlere Padé denklemleri denir. Padé yaklagiminin

hesaplanmasinda goriilecektir ki, Padé denklemleri katsayilar hesaplanmadan (3.8) de ki

m-n

m m-1 2 1 i
p 3 s ¥ s Y T e S
i=0 i=0

i=0

cm+ cm s m+l-n
p(x) = cm+1 cm S0 cm+1—n 2 q(X) 7 : | E . A l (38)

denklemleriyle de elde edilebilir . Bu denklemler yardimiyla x”*" yinci dereceden Zc,x’

i=0

kuvvet serisine karsilik gelen [m/n]  Padé  yaklasimi olusturulur.Yani verilen

0
f (x)=Zc,x' kuvvet serisini keyfi dereceden Maclaurin serisine doniigtiirerek,bu serinin
i=0
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keyfi Padé yaklagimi (serisi) olusturulur.(Bundan sonra pve ¢ niin kesin polinomsal

dereceleri 0 ile,seri igerisindeki dereceleri @ ile gosterilecektir)

Yani bir f(x) fonksiyonu i¢in [m/n] , (x) Padé yaklasim1 problemi; Padé yaklasiminda pay

ve payda polinomlari olan
plx)= Za,x' ve  g(x)= Zb,x’
i=0 i=0

polinomlarin1 bulmay igerir. Yani ,

p(x)=3ax
[m/n]/ (x)=—+2—  olur.
q(x) =) bx'

(3.3) ifadesinde, yapilan igler dislar ¢arpimiyla elde edilen (3.5) ve (3.7) denklemlerinde

[m/ n]. , (x) bulunurken ;

ap)sm
o(g)<n (3.9)
o(fg—p)>2m+n+1

durumu sdz konusudur.

Teorem 3.1: Eger p.q, ve p,.q, polinomlart (3.9) durumunu saglarsa bu durumda

P4, = p,.q, olur.
ispat 3.1: P4, — P,-q, ifadesi (fgq, - p,)q,—(fq,— p,)q, seklinde de yazilabilir.
2(3.9) durumundan

o(fq,—p)zm+n+1

1d d
o(fq,—p,)2m+n+1 } T
Buradan ~ @(p,.q, - p,.q)) 2 m+n+1 elde edilir. Fakat (p,q, - p,q,)(x) polinomunun

derecesi en fazla m+nolacagindan, p g, - p,.q, olur.

Teorem 3.1’in bir sonucu olarak, p,/q, ve p,/q, rasyonel ifadeleri birbirine denktir.
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Calismamizda simdiye kadar sadece orijin merkezli kuvvet serileri igin Padé yaklagiminin
tanimin1 verdik. Orijin merkezli olmayan ve herhangi bir nokta merkez alinarak ta Padé

yaklagimi tanimlanabilir. Asagidaki sekilde tanimlanan;
f(x)= ZC,(X—XO)' (¢, # 0)
i=0

kompleks uzayda x, merkezli bir kuvvet serisi olsun. Bu kuvvet serisi i¢in (m,n) dereceli

Padé yaklasimin1 bulmak miimkiindiir.Orijin merkezli kuvvet serilerinde kullandigimiz

yontemler burada da aynen gegerlidir.Buna gore;
p(x)= a(x-x) ve q(x)=2b(x-x)
i=0 i=0
seklinde ifade edilir.ve

fa-p)x)= D, d(x-x,)

izm+n+l

ifadesinden  (3.5) ve (3.7) denklem sistemindekine benzer lineer denklem sistemleri elde
edilir ve ayn1 sekilde ¢6ziiliir. Ayrica (3.9)’deki durum burada da aynen gegerlidir.
Teorem 3.2: r, (x) rasyonel fonksiyonu bir f fonksiyonuna ait (m,n) dereceli Padé

yaklagimi olmak {izere; her negatif olmayan m,n sayisi igin f fonksiyonuna ait tek bir

(m,n)dereceli r, ,(x) Padé yaklagimi vardr.

3.1 Padé Yaklasiminin Hesaplanmasi

Padé yaklagiminin hesaplanmasinda literatiirde farkli algoritmalar kullanilmaktadir. Biz
calismamizda en yaygin ve kullanigh olan determinant formiillerini kullandik.Simdide bu

yontem tizerinde duralim.
fx)=)cx’
i=0
serisiyle temsil edilen fonksiyonun (m,n) dereceli Padé yaklagimini

(x)
MORES
o 9o(x)
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olarak tamimlarsak,

fx)=3cx =2 &
i=0 90(*) Ny .0
2.bx

i=0

ifadesinin igler diglar ¢arpimiyla olusan denklem sistemi ve bu sistemdeki katsayilar

determinant yontemiyle bulunabilir.

(%)= Z ¢x' igin;
i=0

k
F(x)=) cx k>0
=0
F,(x)=0 k<0 yazilabilir.

Teorem 3.1.1: Eger bir f fonksiyonu i¢in (m,n) dereceli Padé yaklagimi

=28 . p -

9

mn

olarak ifade ediliyor ve D =det D, , # 0 ise;

o2 2F 0 -~ XF_Ax)  Saad ST
l cm+l 1 cm+l
X)=— = —
Po(x) - D, ve  qy(x) Dl : D,
cm"'" cm+n
olur.

Ispat 3.1.1: D=0 oldugundan, yukaridaki (3.5) denklem sisteminde 4, =1 alindiginda bu
homojen (3.5) denklem sisteminin tek ¢dziimii oldugu goriilmiisti. Ayni sekilde asagidaki

homojen denklem sistemide asikar olmayan(nontrivial) ¢6ziime sahiptir.
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(1-g,(x)) by + xb; + x’b, +---+x"b, =0

b,=0

b0+cmbl +”'+cm+l—n n (310)

m+1

C

cm+nb0 » cm+n—lb] i+ cmbn % 0

Boylece katsayilar matrisinin determinant: sifira esittir. Yani;

1-go(x) x - %
cm+l cm =, cm+1—n % O
cm+n Cm+n-l cm

Aym zamanda ¢,(x) igin bir denklem ifadesinin de oldugunu gostermis oluruz.
Eger f(x)q,(x) ifadesini goz 6niine alirsak;
fx xx) - xf(x)
c “en c

1cm+l m m+l-n
f(x)qo(x)—BE T g § (3.11)

c c

m+n m+n-1 m

ifadesi elde edilir . p,(x) polinomu f(x)g,(x) serilerindeki m den kiigiik yada m’ye esit
dereceye sahip tiim terimleri igerdiginden (3.11) ifadesinde p,(x)’in determinant formatin

elde ederiz. Bu da ispatimiz1 tamamlar.

Determinant algoritmasi bir ¢ok ekleme ve ¢arpim iglemlerini ihtiva ettiinden m ve »’nin
kiigiik degerlerini hesaplamada daha kullanilighdir. Bu algoritma yalmzca kapali formdaki

formiilleri agmamizda ve bulmamizda yardimei olurlar.

3.2 Padé Tablosu

Genel anlamda bir f(x) fonksiyonunun Padé yaklagimim
[m/n]= [m/n]f =[m/n)(x)=[m/n], (x)=1,,

seklinde degisik formlarda ifade edebiliriz.

Yaklagimlara ait tablo sistematik olarak Henri Eugéne Padé tarafindan verildigi i¢in O’nun
amisina  hem yaklagima, hemde tabloya Padé’nin ismi verilmigtir. Genel anlamda bir

fonksiyona ait Padé tablosu asagidaki gibidir.
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Cizelge 3.1 Padé tablosu

>\<? 0 1 2

0 [0/0] [170] [2/0]
1 [071] [171] [2/1]
2 [0/2] [1/2] [2/2]

Yukarida ki ¢izelge 3.1 formatina uygun e “ve e* ’in Padé yaklagimlarina ait Padé tablolari

asagidaki gibidir. (Cizelge 3.2 ve Cizelge 3.3)

Cizelge 3.2 €"’in Padé yaklagiminin bir kismi

)A\Jn 0 ] 2

2 2
0 1 teix 2-2x+x"
2
I 1 2-x 6-4x+x’
1+x 2+x 6+2x
5 2 6-2x 12-6x+x*

242x+x° 6+4x+x’ 12 +6x + x*
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Cizelge 3.3 ¢"’in Padé yaklagiminin bir kismi

m\n 0 1 2

0 | L :
1-x 1-x+—x*
1+lx l+lx
1 I+x 2 3
l-—x 1-Zx+—x7
2
1 1+=x+—>x TR PIALE
2 1+ x+—x I 6 % 12
3 1-—x 1-—x+—x’
3 v g |
1 Prie il reat
3 l+x+=—x*+=x° 4 1 24
2 6 e
4
3 gl fgk 4
4 I+x+=x"+—x"+—x
2 6 24

Yukarida gizelge 3.3 te de goriildiigii gibi, Padé tablosunda birinci siitun f fonksiyonuna ait
serinin kismi toplamlarini verir. ilk satir ise 5 fonksiyonunun kismi toplamlarinin terslerini
icerir.

Simdi, tek degiskenli bir fonksiyona ait Padé yaklagiminin nasil bulunacagim ve Padé

yaklagiminin ait oldugu fonksiyonla uyumlu olup olmadigina bakalim. (Sekil 3.1)
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Ornek 3.1

1
1+—x
5 T 2
= =]l-—x4+—x" =
Utk rryetetries

fonksiyonunu g6z niine alalim. Bu fonksiyonun [1/1] Padé yaklasimim hesaplayalim

(2.dereceden Padé yaklasimini). Burada bize verilen fonksiyonun (kuvvet serisinin) x’li

terimine kadar olan kisminin Padé yaklagimini bulacagiz (keyfi dereceden). Bu fonksiyonda

c0=1,c,=% ve cz=§—z dir.

Bu kuvvet serisine karsilik gelen Padé yaklagimi

3 +39 2 _Gtax

+0(x%)
i N 1+ b,x

seklindedir. Bu ifadede i¢ler diglar carpimi yapilirsa
(1+b,x)(l—%x+%x2)=ao +ax+0(x’)

olur. (3.6)denkleminden

(—i)b1 ot = b < olur.
- 32 8

(3.6) denkleminden a,=1 ve g, =% olur. O halde verilen kuvvet serisine karsilik gelen

2.dereceden Padé yaklagimi

seklinde bulunur. x>0 i¢in f(x) ile Padé yaklagimim asagidaki sekilde karsilastiralim.
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00000 le)']] pade yak.

Sekil 3.1 f(x)=\/(1+§)/(l+2x) ve f(x)in [1/1] Padé yaklagim

Ozellikle f(o0) = % =05 ve [1/1](w)= % =0.54---tiir. Herhangi bir ©zel metod
uygulamaksizin Padé yaklasimi (3.8) denklemlerinden direk olarak hesaplanir.
Ornek 3.2

Bir fonksiyona ait keyfi dereceden kuvvet serisinin mi (Taylor serisi) yoksa Padé
yaklagiminin m1 daha iyi sonug¢ verdigine bakalim. Bunun i¢in aldigimiz fonksiyonun Taylor

acilimin1 ve Padé yaklasimini hesaplayarak karsilastiralim. Fonksiyon olarak;

fx)=e™ fonksiyonunu ele alalim. Bu fonksiyonun besinci dereceden kuvvet

serisi(Taylor agilimi)

P,(x) SR I I PR T

——
24 120

seklindedir. Bu kuvvet serisinin m=3 ve n=2 igin , [3,2] dereceli, yani, besinci

dereceden Pade yaklasimi (3.8) denklemlerinden
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ve sekilde karsilagtiralim. (Cizelge 3.4 ve Sekil 3.2)

Cizelge 3.4 f(x)=e", Pi(x) ve r(x)’in degerleri

R e e - py(x) r(x) e = r(x)
0.1 |1 0.9048374180 | 0.9048374167 0.13x10°* 0.9048374179 | 0.1x10”°

0.2 | 0.8187307531 | 0.8187306667 8.64x10°¢ 0.8187307456 | 7.55x10°
0.3 | 0.7408182207 | 0.7408172500 9.707x107 0.7408181414 | 7.93x10°®
0.4 | 0.6703200460 | 0.6703146667 5.38x10°° 0.6703196347 | 4.11x107
0.5 | 0.6065306597 | 0.6065104167 2.0243x10°° 0.6065292096 | 1.45%x10°°
0.6 | 0.5488116361 | 0.5487520000 5.96x107° 0.5488076312 | 4.00x10°°
0.7 | 0.4965853038 | 0.4964369167 1.48387x10~* | 0.4965759550 | 9.3488x10°°
0.8 | 0.4493289641 | 0.4490026667 3.26x10™ 0.4493096647 | 1.93x10°°
0.9 | 0.4065696597 | 0.4059167500 | 6.529097x10~* | 0.4065333809 | 3.6278x10°°
1.0 | 0.3678794412 | 0.3666666667 1.21x107° 0.3678160920 | 6.33x10°°
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0.81

0.61

0.41

0.24

nd

ERE AT R R R R s R e
X

X
ko T e E{xi'in 5. dereceden Taylor serisi
s 0 0 0 o o x)'in [3,2] dereceli Padé yaklagimi

Sekil 3.2 f(x)=e " fonksiyonu, P;(x) Taylor serisi ve r(x) Padé yaklagimu.

Goriildiigii gibi Padé yaklasimi kuvvet serisinden daha iyi bir yaklasim sergilemektedir.
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4. COK DEGISKENLI PADE YAKLASIMLARI

Onceki boliimde tek degiskenli Padé yaklagimlarinin nasil elde edildiklerini ve literatiirde de
benzer yontemlerin uygulandigindan bahsettik. Son yillarda bu teknikler ¢ok degiskenli Padé
yaklagimlarina da wuyarlandi. Fakat tek degiskenlideki gibi teknikler arasindaki
benzerliklerden bahsetmek miimkiin degil. Bununla beraber;asagida ¢ok degiskenli Padé
yaklagimlarinin tanimi i¢in, tek degiskenli Padé yaklasimlari igin kullanmilan &zelliklerin

gegerli olmaya devam ettigi goriilecektir.
Biz ¢alismamizi ¢ift degiskenli fonksiyonlarla sinirlayacagiz. Ciinkii ikiden fazla degiskene

sahip fonksiyonlar i¢gin genellestirme yapilabilicegi agiktir.

fE)= ey

i,j=0

Taylor serisiyle temsil edilen ¢ift degiskenli f(x,y) fonksiyonunu géz 6niine alalim.

f(x)= Z c¢,x' fonksiyonu i¢in tek degiskenli Padé yaklagiminin;
i=0

m : m-1 m-n :
Z X xz i B Z X 1 AR S
i=0 i=0 i=0
C Fog man
p(x) = cm+l cm o cm+l—n ’ q(x) = ”;“ "l 5 ””:! :
Cc C c
m+n m+n-1 m
cm+n cm+n—l cm

denklemleriyle verildigini biliyoruz.

J+m=1

p(x)ve g(x) ifadelerinde ; ’inci satir1 x ile ¢arptiktan sonra, p(x)ve g(x)ifadelerindeki
j’inci siitunu x/"’e bolelim.(j=2,..,n+1).Bu pay ve paydanin x” ile ¢arpimiyla

sonuglanir. Gerekli iglemler yapilirsa;




29
m m-1 m-n
K2 A £ Sex
i=0 i=0 i=0
m+l1 m m+l-n
cm+1x me cm+l—nx
m+n m+n-1 m
s B R cx
P(X) _ [Cmen men " (D=detD. #0)
gx) | 1 SRR
m+1 m m+l-n
cm+1x cmx cm+l—nx
m+n m+n-1 m
cm+nx cm+n—lx Fet cmx
elde edilir.

Yukaridaki determinant dogrudan ¢ift degiskenli f(x,y) fonksiyonu i¢in yazilabilir. Yani

k
Zc,.x’ toplaminin yerine f(x,y) fonksiyonunun £ ’inci dereceden Taylor a¢iliminin kismi
i=0

toplamlar1 yazildiginda, ckx" ifadesi f(x,y) fonksiyonuna ait & ’inci dereceden tiim terimleri

igerir. Burada ¢ift degiskenli ¢,x'y’ teriminin derecesi i + j *dir denilir.

Eger,
m m=1 m-n
tasd 1,J §.2of
2exyY  exy 2. ¢xy
i+j=0 i+j=0 i+j=0
s 385 5 et 3V 4 o Xy
p(x’ J’) = i+ j=m+1 i+j=m i+j=m+l-n (41)
m m
Foot bt Y |
2 Xy 2 Xy 26Xy
i+ j=m+n i+ j=m+n-1 i+)j=m
1 1 1
i) f3d fod
2 Xy XXy 2 Xy
i+ j=m+ i+j=m i+j=m+l-n
q(x,y) = . ; 4.2)
m m
) o | i3,J
2 Xy D exy RS
i+ j=m+n i+ j=m+n-1 i+j=m
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olarak tammlarsak, p(x,y) ve ¢(x,y) nin formlarinin asagidaki sekilde oldugunu gérmek

kolaydir.

mn+m

plx,y)= Y ax'y’
i+ j=mn

mn+n

g(x,y)= ), bx'y’

i+j=mn
Burada (4.3) ifadeleri i¢in asagidaki (4.4) durumu s6z konusudur.

w(p)=mn
o(p)<mn+m
sw(q) =2 mn
o(g)<mn+n

o[(fg-p)(x.y)]

Tek degiskenli Padé yaklagimlarinda (3.9) durumuyla kiyaslandiginda

4.3)

(4.4)

p ve g ’niin

dereceleri, p,q ’niin mertebesi(Padé yaklagiminin derecesi) ve fg— p’nin derecesinin mn

kadar kaydig1 goriilmektedir. Fakat Padé yaklagiminin indirgenemez formu elde edildiginde

bunun kayboldugu goriilecektir.(Cuyt ve Wuytack, 1987)

Teorem 4.1:Eger p(x,y) ve q(x,y) (4.1) ve (4.2) ile verilirse;

(fq-p)x,y)= Z d,x'y’ olur.(Cuyt, 1983)

i+ j2mn+m+n+l

Ispat 4.1: Eger;

A" (x’ y) = Zl+_1=mn+k a‘.lxlyj (k =0,..., m)
B(x, )=, by Xy’ (k=0,...,n)
Cxy)=2,. XY (k=0,12,...)

olarak ifade edilirse (fg— p)(x,y)= Z d,x'y’ igin asagidaki yazilabilir:

i+ jzmn+m+n+l
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Co(x,¥)By(x,y) = 4,(x, )
{ C\(x,)By(x, )+ Cy(x,)B,(x,y) = A4(x,y) 4.50)

Ca () By (x, ) +---+C,_,(x,9)B,(x,y) = 4,(x,y)
(C,p (x,3)By(x, ) +C,,,1_,(x,)B,(x,y) = 0

I (4.5)
(Conin(%:Y)By(x,y) +--+C,, (x,9)B,(x,) =0

Burada £ <0 i¢in C, =0 dir. Bu notasyonlara gore;

p(x,y)=Y A.(x,y) ve q(x,y)=) B,(x,y) olarak da ifade edilebilir.
k=0

k=0

Cm (x,y) e Crm-l—n(x’y)
Bo(an’)= : '.'
Cm+n—l (x9 y) Cm (x9y)

olarak seg¢ip, Cramer kuralim1 uygulayarak B,(x,y) i¢in yukaridaki homojen denklem
sistemini ¢6zdiikten sonra ,yukaridaki denklem sistemlerinde 4, (x,y) 'de yerine yazarsak;

(4.1) ve (4.2) determinantlarinm,yani; p(x,y) ve g(x,y) ifadelerini elde ederiz. (4.1) ve (4.2)

de verilen p(x,y) ve g(x,y) (4.4) i¢in bir ¢6ziim olusturur. Buda ispatimizi tamamlar.

Burada p(x,y) ve q(x,y) ifadelerine ¢ok degiskenli Padé denklemleri denir. Ve

(% 3) =22 (x,y)

4,

ifadesine de f(x,y) fonksiyonunun (m,n) dereceli indirgenemez Padé yaklagimi denir.

Teorem 4.2: Her m ve n sayisi i¢in, f(x,y) fonksiyonunun tek bir tane (m,n)dereceli ¢ok

degiskenli Padé yaklagimi vardir.(Cuyt ve Wuytack, 1987)

Yukaridaki tanimdan sonra, ¢ok degiskenli Padé yaklagimi i¢in agagidaki drnekleri verebiliriz.

Ornek 4.1:

+sin(xy) fonksiyonu verilsin. Bu fonksiyona ait seri agilim1

) =1+—=
f(x,p) +01
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2i+l

; (xy)
_1+ZIOxy +§( )(2 P!

=1+10x+101xy +1000xy” +--- seklinde olur.
m =1=nolarak alinirsa; yani m ve »n’nin dereceleri 1 olarak alinirsa; p(x,y) ve q(x,y),

(4.1) ve (4.2) Padé denklemleri kullanilarak asagidaki sekilde elde edilir.

iy [T LT e

x,y)= =10x x> -101x
RPERRTHovy 1o "
q(x,y) = '101 o Iy

elde edilir. Buna gore;

10x +100x* =101
Lx,y)= 2
q 10x-101xy

elde edilir. Bu ifadnenin indirgenemez formu;

1+10x-10.1y

seklinde bulunur.
1-10.1y

n(x%»)=

Goriildiigi gibi  indirgenemez formu elde ettigimizde,mn=1 kadar artan derece de
kaybolmaktadir. Fakat bu her zaman olmayabilir. Asagidaki Ornekte bu agik¢a

goriilmektedir.Sunu da hemen belirtelim ki bu elde ettigimiz sonucu etkilemez.

Ornek 4.2:
m=1 ve n=2 alinirsa;(4.4)’l saglayan (4.1) ve (4.2) Padé denklemlerini kullanarak p(x,y)
ve q(x,);

1+10x 1 0
p(x,y)=| 101xy  10x 1| =100x>-101xy +1000x" —2020x’y +1000xy°

1000xy* 101xy 10x
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1 1 1

g(x,y)=| 10lxy  10x 1 [=100x>-101xy+1010x>y —1000xy> +201x>y’

1000xy*> 101xy 10x

Bulunur.Buradan,

100x* =101xy +1000x* —2020x y +1000.xy’

P(x,y)=
q 100x> —101xy +1010x>y —1000xy’ + 20 1x> y*

bulunur.ﬁ(x, y) ifadesinin indirgenemez formu ise ;

g 2
e )= x—=10.1y+10x 20.22xy+10y > Sl
‘ x—=1.01y+10.1lxy—=10y" +2.01lxy"

+sin(xy) fonksiyonuna ait Taylor aciliminin ve 7, (x,y) cok degiskenli

X
xy)=1+
f(x,y) y

Padé yaklasimlarinin grafigini, f(x,y) fonksiyonun grafigiyle R’te karsilastirdigimizda Padé

yaklasiminin Taylor serisinden ¢ok daha iyi bir yaklasim sergiledigi goriilmektedir. ((Sekil

4.1), (Sekil 4.2), (Sekil 4.3)).

Sekil 4.1 f(x,y)=1+(x/0.1-y)+sin(xy) fonksiyonu



34

Sekil 4.2 f(x,y) nin P,(x,y)=1+10x+101xy+1000xy’ Taylor agilimi

Sekil 4.3 1, (x,y)=(1+10x-10.1y/1-10.1y) Padé yaklagim.
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5. UYGULAMALAR

Bu bolimde diferensiyel doniiglim(transform) metoduyla Padé yaklasimlarim
karsilastiracagiz. Bu kargilagtirmayr hem tek degiskenliler, hemde ¢ok degiskenliler igin

yapacagiz.

Ik 6nce bir boyutlu diferensiyel transformla ¢oziilen diferensiyel cebirsel denklemin
¢oztimiinii ve elde edilen sonuglari, bu denkleme ait Padé yaklagimlariyla kiyaslayacagiz.
Daha sonra da iki boyutlu diferensiyel transformla ¢6ziilen kismi diferensiyel denklemin
¢oziimiinii ve elde edilen sonuglari, bu denkleme ait ¢ok degiskenli Padé yaklasimlariyla

kiyaslayacagiz.

Uygulamalarda diferensiyel transform metoduyla bulunan, sirasiyla tek degiskenli ve ¢ok

degiskenli wu(x),v(x) ve u(x,t),v(x,t)diferensiyel transform denklemleri c¢izelgelerde ve
grafiklerde  notasyon kangikligina yol agmamak i¢in  T(u(x)),7(v(x)) ve
T(u(x,t)),T(v(x,t))ile analitik ¢oziimler ise f (x)=u(x),f (x)=v(x), ¢ok degiskenliler

iginse f,(x,t) =u(x,t), f,(x,t) = v(x,t) seklinde gosterilmistir.

Uygulama 5.1

10y 2
() (216

Yukaridaki (2.9) diferensiyel cebirsel denklemi 2.bsliimde diferensiyel transform metoduyla

¢Ozmiistiik.
3 1 3 1
T ek o S W i o e B, S
v (x) =1 x+2!x 3!x 4!x 5!x+
3 5 7 9
T I i S g B T o
R TR T TRAT

denklemlerini elde etmistik. 2.b6liimde de belirttigimiz gibi analitik ¢6ziim,
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(v,(x)j < (e"‘ +xsin xJ

v,(x) sin x

olarak verilmisti. Analitik ¢6ziimii baz alarak, Padé yaklasimlarim ve differensiyel transform
metoduyla elde edilen 7'(v,(x)) ve T'(v,(x)) denklemleriyle kargilagtiralim. Ik énce bu
kargilagtirmay1 v,(x) i¢in yapalim( Cizelge 5.1 ). Analitik ¢6ziimii f,(x) = v,(x) =e " +xsinx,
differensiyel transform metoduyla elde edilen denklemi de 7'(v,(x)), 7(v,(x)) diferensiyel
transform ¢dziimiine ait [3,2] dereceli Padé yaklagimim da r,,(x) ile gsterelim. Buna gore ,

179 1067 ;2 1713%
X+ X =~ X

|
()= —1S5 620~ 372

olarak elde edilir.

Cizelge 5.1 fi(x)= v (x)=e " +xsinx,T(v,(x)) ve r,(x) degerleri

X | y(x)=e"+xsinx | T(n(x)) |v, x)-T(v, (x))| r;,(x) Iv1 (x)-r, (x)|
0.1 0.9148207597 0.9148207500 9.7x107° 0.9148207571 | 2.6x10°

0.2 | 0.8584646293 0.8584640000 6.193x10~’ 0.8584644668 | 1.525%x1077
0.3 | 0.8294742827 0.8294672500 0.0000070327 | 0.8294726757 | 0.0000016070
04| 0.8260873829 0.8260480000 0.0000393829 | 0.8260790714 | 0.0000083115
0.5| 0.8462434290 0.8460937500 0.0001496790 | 0.8462143982 | 0.0000290308
0.6 | 0.8875971201 0.8871520000 0.0004451201 | 0.8875181925 | 0.0000789276
0.7 | 0.9475376848 0.9464202500 0.0011174348 | 0.9473575500 | 0.0001801348
0.8 | 1.023213837 1.020736000 0.002477837 | 1.022852861 | 0.000360976
09| 1.111563878 1.106566750 0.004997128 | 1.10910181 0.000653697
1.0 | 1.209350426 1.200000000 0.0093504426 | 1.208259587 | 0.001090839
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e f(x)

13 ,2) padé yaklagimi
S f(x)'in diff. transf...

Sekil 5.1 fi(x)=v,(x)=e" +xsinx, T(v/(x)) DT ve r,,(x) PY
Yukaridaki cizelge 5.1 den ve sekil 5.1 den goriildiigii gibi Padé yaklasimi differensiyel
transform metodundan ¢ok daha iyi yaklasim sergilemektedir.
Simdi aym kargilastirmalart f,(x) = v,(x) =sinx analitik ¢oziimii icin yapalim.Ayn1 sekilde

differensiyel transform metoduyla elde edilen 7'(v,(x)) ve T (v,(x)) ¢oziimiine ait 7 ,(x)

Padé yaklagimini karsilastiracagiz. Buna gore;

9
x3 x5 x7 X

T(VZ(X)) = VZ(X) = X——3?+§—“7!-+a"'

olarak bulunmustu. 7'(v,(x)) fonksiyonuna ait r, ,(x) Padé yaklagim ise,

Oy
166320" 396~
e e 5
1+ o .

R X
396 11088

olarak elde edilir. Bu fonksiyonlara ait niimerik yaklagimlar cizelge.5.2 de,asagidaki
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gibidir.Ayrica kargilastirma grafik tizerinde de gosterilmistir.(sekil.5.2)

Cizelge 5.2 f,(x) = v,(x) =sinx,T(v,(x)) ve r,,(x) degerleri

¥ | fix)=sinx | T(v,(x) [sinx -7, (x)| | 7.4 [sinx—r, ,(x)
0.1 [ 0.099833416 | 0.09983341664 | 1x10™" 0.0998334166 1x10™"

0.2 | 0.1986693308 | 0.1986693309 | 1x107'° 0.1986693308 0

0.3 | 0.2955202067 | 0.2955202067 0 0.2955202067 0

0.4 | 0.3894183423 | 0.3894183422 1x107'° 0.3894183424 1x107"

0.5 | 0.4794255386 | 0.4794255387 | 1x10™" 0.4794255383 3%107"

0.6 | 0.5646424734 | 0.5646424735 1x107" 0.5646424732 2x10°"

0.7 | 0.6442176872 | 0.6442176877 5%107'° 0.6442176876 4x107°

0.8 [ 0.7173560909 | 0.7173560931 | 2.2x10° 0.7173560930 2.1x10”°
0.9 | 0.7833269096 | 0.7833269174 | 7.8x10™ 0.7833269172 7.6x10”
1.0 [ 0.8414709848 | 0.8414710097 | 2.49x10° 0.841471007 2.27x10
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0.8
A\ -
06+
0.4+
2 4

e e o fix)=sin(x)
f(x)in [5,4] Padé yak.
i f(x)'in transformu

Sekil 5.2 f,(x)=v,(x)=sinx,T(v,(x)) DT ve r,(x) PY

Goriildiigti gibi, Padé yaklasimi diferensiyel transform metodundan daha iyi bir yaklasim

sergilemektedir.
Uygulama 5.2

Simdi iki boyutlu bir kismi diferensiyel denklemi iki boyutlu diferensiyel transform

metoduyla ¢oziip, elde edilen ¢oziimii Padé yaklagimiyla karsilagtiracagiz.

Asagidaki lineer kismi differensiyel denklemi ve baslangi¢ deger kosullarini goz Oniine

alalim.

d’u 3azu O

® o =
u(x,0) = x* (5.2)
Wu(x0) _ (5.3)

ot
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iki boyutlu diferensiyel transformun temel o6zelliklerine ve teoremlerine gore (5.1)

denkleminin iki boyutlu diferensiyel transformunu alirsak;
(k+1)(k+2)U(k+2,h)=3(k+1)(h+ DU (k +1,h + D=4k +1)k+2)U(k+2,h)=0 (5.4)
elde edilir. (5.2) denkleminden,

U(0,0)=0,
U(1,0) =0,
U(2,0)=0,
UG,00=0, i=3,4,...,n,

(5.5)

elde edilir. (5.3) denkleminden,

U©,1) =1,
ULl =1,

2
U(2,1) =30 (5.6)

f=34....0

Dite2

n!’
elde edilir.
(5.5) ve (5.6) ifadelerini (5.4) denkleminde yerine koyarsak ;

U(o,2)=—%,

13
U(O,3)=%, 5.7)

elde edilir. Biitiin U(k,4) degerlerini (2.21) denkleminde yerine koyarsak asagidaki seri

¢Ozlimiinii elde ederiz;

u(x,t) =t +x* +tx—lt2 +ltx2 +l3—t3 (5.8)
8 2 96

denklemini elde ederiz. Analitik ¢6ziim ise,

2

LGat) =u(x, 1) = %e(HZJ —%e("") +x° +-tz (3.9




seklindedir.
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Diferensiyel transform seri ¢ozilimiine ait ¢ok degiskenli Padé yaklagimlarini bulmak igin

(4.1) ve (4.2) determinant ifadelerinden yararlanacagiz. Bu uygulama igin r,(x,r) Padé

yaklagimini bulup diferensiyel transform metoduyla buldugumuz sonugla karsilastiracagiz.

Buna gore (4.1) ve (4.2) determinant ifadelerini kullanarak buldugumuz ¢ok degiskenli Padé

denklemleri;

t+x2+bc—%t2+1tx2—§tzx+l—3 t+x2+tx—?1;t2 t
I ) S 2+ f
6 16 512 9% 8

Wt S P e

24 16 192 512 6144 16 W IR 2 3 W

O R - S R e PR

7077888 294912 294912 36864 4096

e Ao ool e | BBapasc DT ) s

1536 1536 576 4608 4608 512

+—2995 £ Wil £x° —22t3x3 —£t3x4 +1—3-t2x“ —thxs

18432 4608 96 512 48 96

L SIWARE 0 ek e 8 AL i T3

+— 2 -t + =t ——t +—x" ——x

576 % 6 48 48 24 6

=0.001662219012¢* —0.008121066623¢"x +0.001888699002:
+0.014187282997° +0.02905273438¢°x> +0.0006510416667°x
—0.05143229167¢°x +0.001736111111¢°x* —0.08181423611¢°x"
+0.018446180567'x* +0.01503906250¢*x* +0.01624891493¢*x*
—0.2398003472¢x° —0.3020833333¢’x” - 0.02929687500¢°x*
+0.2708333333¢%x" —0.1145833333’x° +0.25173611117°x°
—0.16666666671° +0.14583333331x® —0.1458333333nx
+0.04166666667x" —0.1666666667x

olarak bulunur ve
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1 1 1

1, 3,, 1B, 17 ¥ 3. B 1
xh)= -0 —= X +—Lx—1" — 0 —>Fx+— o
qx.0) O —r 2o8 8sz+96 X +ix 8t2

L, Bhs B9l 80 1. Bs B i3, B
Lo L0, BV, 810 Lo BanyBs 1y 1, 3,18
W R S e ey ST

5 e 19
Pxle——
6 36864 48 96 512 1536
+——15 t° —itxs +it2x4 T £x° + L 'y i

4096 48 32 4608 6144 1152

+ e F 4 e tx(’——l—tzxs+it3x“———£—t"x3
2359296 144 64 288 3072

215 52 49 o 1

- RS

+———'x x x
36864 24576 24

t'x

Lyt e 32 g 10 paillip s

Px

=-0.1666666667x° +0.01418728299¢° +0.2708333333x*
~0.030208333331%x> +0.1503906250° x> — 0.05143229167¢"x
+0.003662109375¢° —0.1041666667tx° +0.1562500000¢”x*
~0.1182725694£’x* +0.05777994792t*x* - 0.01996527778¢ x
+0.0001987881131¢7 +0.0069444444441x° —0.1562500000¢°x
+0.01736111111£x* —0.01139322917¢*x" +0.005832248264°x
~0.001993815104¢°x +0.04166666667x°

olarak elde edilir. Buna gore ;
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11765 2395 ., 357 o 23 .
- t'x+ t + t
7077888 294912 294912 36864

419 s b e 199 L 1B 89
+— X"+ ' x— I'x+  § — 3
4096 1536 1536 576 4608

iy T o2, 2995 4y 1105, 5 29, ,

+£t X +—1t'x x
4608 512 18432 4608 96

15
-——x' +

512

3_4 13 2.4 11 2.8 145 2.8 1 5 7 6
—2x* - — 2 +—— P SR
48 9% 576 5

1, 53 5 i .
X X +—"L +—n'-==
247 6 6~ 36864 48 96

x

+—71t3x2— 9 1%+ 2 t°—itx5+it2 o 'y’

512
355t42—23 s 49 s ¥

olur.

X {.X+E £ g A
6144 1152 2359296 144 64
5

288

— X +— x
1536 4096 48 .5 4608

=X

rxt —it“f +£t5x2 —ﬁ—t6x+Lx6)
3072 36864 24576 24

=(0.001662219012¢* —0.008121066623¢"x +0.001888699002¢
+0.01418728299¢° +0.02905273438¢°x* +0.0006510416667¢°x
—0.05143229167¢°x +0.001736111111£°x* —0.08181423611°x°
+0.01844618056¢*x* +0.01503906250¢*x* +0.01624891493¢* x*
—0.2398003472¢°x° —0.3020833333¢’x” —0.02929687500¢’x*
+0.2708333333¢%x* —0.1145833333¢°x° +0.2517361111¢*x°
—0.16666666671x° +0.14583333331x° —0.14583333331x’
+0.04166666667x* —0.1666666667x") /(—0.1666666667 x°
+0.01418728299¢° +0.27083333331x* —0.03020833333¢°x°
+0.15039062507°x> —0.05143229167¢*x + 0.003662109375°
—0.10416666676x° +0.15625000007°x* —0.11827256941 x°
+0.05777994792¢*x* — 0.01996527778°x +0.0001987881131¢’
+0.0069444444441x° —0.1562500000¢°x° +0.01736111111¢°x"
~0.01139322917¢*x* +0.0058322482641°x* — 0.001993815104¢°x

+0.04166666667x°)
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Simdi,
T(u(x,t))=1+x’ PV P00 PP
8 2 96
b
r3.2(x’t)=p( )s
q(x,1)
denklemlerini

J(et) =u(x,0) =

4 o)

e
5

4 )

+=X

2

+_
4

analitik ¢6zlimiinii baz alinarak kargilagtiralim. Bu kargilagtirmadan (gizelge 5.3)’teki niimerik

yaklagimlari ve agagidaki grafikleri elde ettik.(Sekil 5.3 , Sekil 5.4 , Sekil 5.5)

Cizelge 5.3’ten goriilecegi gibi Padé yaklagimlari, differensiyel transform metodundan daha

iyl yaklagim sergilemektedir.

Cizelge 5.3 f,(x,1)= 4/5(e("*”4) —e("_'))+ x> +1°/4 [ T(u(x,1) ve r,,(x,t) degerleri

x ’in degisen degerlerine karsin (# =0.01) alinmistir.

X | fitet)y=u(x,t) | T(u(x,1) u(x,t) =T (u(x,0))| | 75,(x.1) lu(x,t) =1y, (x,1)
0.1 [0.02103541440 | 0.02103763542 | 0.00000222102 | 0.02103541475 | 3.5x10"

0.2 | 0.05219338960 | 0.05218763542 | 0.00000575418 | 0.05219339708 | 7.48x10°°
0.3 [ 0.1034731510 | 0.1034376354 | 0.000035551558 | 0.1034732091 | 5.810x10°®
0.4 | 0.1748875050 | 0.1747876354 | 0.00009986958 | 0.1748877686 | 2636x10~
05| 0266406080 | 0.2662376354 | 0.00021297258 | 0.2664514702 8.622x107
0.6 | 0.3781781050 | 0.3777876354 | 0.00039046958 | 0.3781803991 | 0.0000022941
0.7 | 0.5100872840 | 0.5094376354 | 0.00064964858 | 0.5100925895 | 0.0000053055
0.8 | 0.6621972520 | 0.6611876354 | 0.00100961658 | 0.6622083301 | 0.0000110781
0.9 | 0.8345291290 | 0.8330376354 | 0.00149149358 | 0.8345505238 | 0.0000213948
10| 1.027106250 | 1.024987635 | 000211861458 1.027145126 0.000038876
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Sekil 5.3 fi(x, 1) =u(x,t) = 4/5(e‘”'”’ —e“"")+)c2 +t*/4 analitik ¢oziimii

Sekil 5.4 T(u(x,1) =t+x’+tx—(1/8)f +(1/2)tx* +(13/96)t DT goziimii
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Sekil 5.5 T(u(x,t)) DT ¢oziimiiniin naxt) PY

Uygulama 5.3
u+v =0 (5.10)
v,+u, =0 (5.11)

Lineer kismi differensiyel denklem sistemini ve
u(x,0)=e" (5.12)
v(x,0)=¢e" (5.13)

baslangic degerlerini goz oniine alalim.

ilgili teoremleri kullanarak (5.10) ve (5.11) denklemlerinin iki boyutlu differensiyel

doniistimlerini alirsak,

(k+1)
U =— V(ik+1,h 5.14
(k,h+1) he ) (k+1h) ( )
(h+1)
U =— V(k,h+1 5.15
(k+1,h) (k+1)( +1) ( )
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denklemleri elde edilir.

Baslangi¢ deger kosullarim (2.20) denkleminde uyguladigimizda baslangig doniisiim

katsayilari
7 3
x
ZOU(k ,0)x” _1+1!+2' R (5.16)
@ X x2 x3
SV(k0x =1-=+—=-—+-, (5.17)
o I 2a M

olarak belirlenir. (5.16) ve (5.17) denklemlerinden ,

U@©,00=1, ¥(0,0)=1, ulo=1 v(Q1,0=-1,

U(2,0)=%, V(2,0)=— U(3 O)——, V3, 0)=—%

bulunur. Daha genel bir ifadeyle:

U(k,0)=%, k=012, (5.18)
V(k,0)=(_k1!)k, k=0,1,2,... (5.19)

yazilabilir. Her bir & degeri igin, (5.18) ve (5.19) denklemlerini (5.14) ve (5.15)

denklemlerinde yazarsak,

1 25
U(Oal)=ms V(O 1) 0'1'
! e
U(_, 1)——W V(2.1 o
Y e ——1—
U(2,2) A V(2,2)=
§ 21217 T2

bulunur.
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Eger genelleme yapilirsa,

1

g
L(k’”) B ( 1)'k
!_! E=012.. WYk tek ise

k=0,1,2,..., ve h ¢ift ise

D

Vk,h)= k”;’
-———  k=0,1,2,..., ve h tek ise
k'h!

s k=0,1,2,..., ve h ¢ift ise

Buldugumuz W(k,h) degerlerini (2.20) denkleminde yerlerine yazarsak, u ve v igin bir seri
¢Oziimii elde ederiz. Yani:

k=01,...h=02,..

u(x,t) = i i k# kh o i i (—l)kxkfh

1 s +-- )(l+lt+l J
(l+x+§—_x +3'x B

elde edilir.
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Analitik ¢6ziim ise,

(u,v) = (e" coshz+e *sinht,e " cosht —e* sinht)

seklindedir. Ik 6nce 7;(u(x,t)) ¢Oziimiine ait r;,(x,t) Padé yaklagimim, daha sonra da
Ii(v(x,1)) diferensiyel transform ¢éziimiine ait r,(x,r) Padé yaklagimimi bulup, bu

yaklagimlar1 daha 6nce buldugumuz, sirasiyla

3!

T, (u(x,1)) =(1+x+-1—x2 e 5 +---)(1+it2 ot +j
2! -4

+(1—x+ix2 -lxs +---)(1+lt3 +—1—t5 +)
2! 3! o

Ve

e e 3 o5
Tl(v(x,t))—(l—x+5x - +---J(1+2!t +4!t +

3!

—(1+x+ix2 HLE +---)(1+—1—t3 g +)
2! 3! 3! 5!

differensiyel transform ¢6ziimleriyle kiyaslayacagiz. 7| (u(x,t)) DT ¢oziimiine ait,

p(x,1)

a5 oo

Padé yaklagimim bulmak i¢in uygulama 5.2 de yaptifimiz gibi yine (4.1) ve (4.2) Padé

determinant denklemlerinden yararlanacagiz. (4.1) ve (4.2) denklemlerini kulianirsak

T, (u(x,1)) DT g¢oziimiine ait Padé denklemleri,

l+x+t-+—1x2+—1tz—xt+—1x2+1f+lf’+—l-ft l+x+t-i—;x24—;tz—n‘ l4x+
1 1. 1, 1 R
il L. Honsf — f —xt’ X=Xt —f £t
Ah)= ff f‘ 24 Z +— 4— 4— +—
1 4 1 1 ¢ 1 1
Eiaﬁszﬁxtﬁfzx’f Lo L 4t" 7 Jd} ft 2)d2+—x3+—t3-i—xzt
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S a2 9., B5.,,:89 5
it S L PO o33 (BF At Lase o 3 A
48 i ke & il il
T 1 b 12 e T . 0
+ X1 F i X o e
2% 1M 144 360 1440" ' T 220"
,229
tx+£x“t3+101 PR t’
720 YT 143 240 720" ' " 240
L . B, 47, Bl.., 131 ..
st loy o st} x+ - 1
240" " 720 360 360 720
+47 x't+ ! o : x*+ ! X+ ! 4
3607 960 960 8640 8640
B 1985 B, Bl
376" T 720 144 1440
+£t3x6+ i x’ + 23 o

qxn)=

144 720 576

=0.1041666667x%t* +1.034722222x°t* +0.9722222222x°F

-0.9270833333x"*

+0.2916666667’x +0.1041666667x"t*

+0.2916666667x°t + 0.006944444444¢° +0.006944444444x°
+0.3361111111x°#° +0.4868055556x"> +0.4208333333x°¢°
+0.3180555556¢°x +1.034722222x"* +0.4208333333x°
+0.3180555556x°t +0.004166666667t” +0.004166666667 x
—0.18194444441°x* +0.1305555556¢"x +0.3361111111x°¢’

—0.1819444444x°%*

+0.1305555556x"t +0.001041666667¢*

+0.001041666667x® +0.0001157407407x° +0.0001157407407¢°
+0.03993055556¢°x +0.1430555556¢" x> +0.1597222222¢°x°
+0.4868055556¢ x> +0.1597222222¢°x* +0.1430555556¢>x"

+0.039930555561x"

1

t“l“ln’ =
24 24

onj-ia)d -l—x’tza—z‘—txm—li)tﬂ—ft’ i, t“

—xztz

lea—l)h—lh—;xzt

24

1 1
2P pn
s W

FRFETE R W
6 6 2 O 62



51

=—xt" ——xt +3—5—xt‘ +Lx4t4+lt5x
48 24 36 288 24

+ixt +lx t+Lt6 L)c —lxt
48 24 144 144 40

+Lx t +Lt"’x—Lx“t3 LI
2955555860 - 004 a0

761717762

——t7x—lx5t3+L 6.2 _1 4
40 40 720 40
+ : *+ : 5
2880 2880

=0.1041666667x’t* —0.04166666667x’t* +0.9722222222x°f*
+0.02430555556x"t* +0.29166666671°x +0.1041666667x*1
+0.2916666667x°t +0.006944444444¢° +0.006944444444x°
-0.1750000000x°#* +0.02500000000x°¢* +0.01944444444(°x
~0.04166666667x't* +0.02500000000x°1* +0.01944444444x°t
—0.002777777778t” —0.002777777778x" +0.009722222222x°¢>
-0.02500000000¢”x — 0.1750000000x°#* +0.009722222222° x*
—0.02500000000x"f +0.0003472222222* +0.0003472222222x*

olarak elde edilir. Buna gore,

s +£x3t4 +3—5x3t3 —8—9x‘t4 +lt5x+ix“t2

5
,t pgs, S
Ba(%0) (48 144 36 96 24 48

b P b 3 x X’ +
24 144 144 360 1440 240 720
L149 0a 010, B oRana han tn . W
144 240 720 240 240 720 360

121 Al 131x6t2+47 . 1 Ax i S 1

%t X+ !
360 720 360 960 960 8640 8640

23 5 1035, 23 55 T01 5 23,5, 103,

b X bl 5+
e 720 144 1440 144 720
+22 4t )/( Rttt a2 L T 3 g
576 24 36 288 adadi
+lx t+—1— : —1—)c6—lx3t5 +ix2t5+it‘3x—ix"t3

144 144 40 40 360 24

1 1 7 1 7
+Lx5t2+—l—x6t— t - x"+ Pty ——

40 360 360 360 720 40 40
6.2 17t 1t8+1x8)

—x1F
720' © Ta0" 2880 2880

S A Beree R e

7

X1+ i+ x - tx +—1t'x

9
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=(0.1041666667x’t* +1.034722222x°t* +0.9722222222x°¢
—0.9270833333x"1* +0.29166666671°x + 0.1041666667x"1*
+0.2916666667x’t +0.0069444444441° +0.006944444444x°
+0.3361111111x°F +0.4868055556x"1° +0.4208333333x°1°
+0.31805555561°x +1.034722222x"* +0.4208333333x°°
+0.3180555556x° +0.004166666667¢" +0.004166666667x”
—0.1819444444:°x* +0.13055555561"x +0.3361111111x°4°
—0.1819444444x°t* +0.1305555556x"t +0.0010416666671°
+0.001041666667x* +0.0001157407407x° +0.0001157407407¢°
+0.03993055556¢"x +0.14305555561" x> +0.1597222222¢°x*
+0.48680555561"x* +0.1597222222¢°x° +0.14305555561°x”
+0.039930555561x%) /(0.1041666667xt* —0.04166666667xt*
+0.9722222222x°t* +0.02430555556x"t* +0.2916666667° x
+0.1041666667x"t* +0.2916666667x’t + 0.006944444444°
+0.006944444444x° —0.1750000000x’#° + 0.02500000000x°¢°
+0.01944444444¢°x - 0.04166666667x"t* +0.02500000000x°¢>
+0.01944444444x% —0.002777777778t" —0.002777777778x"
+0.009722222222x°* - 0.02500000000¢” x — 0.1750000000x°¢*
+0.009722222222¢°x* - 0.02500000000x"7 +0.0003472222222¢*
+0.0003472222222x")

olarak elde edilir. $imdi differensiyel transform metoduyla elde edilen 7;(u(x,?)) ¢6ziimiinii

ve T, (u(x,t)) ¢Oziimiine ait r,,(x,7) Padé yaklasimini, f,(x,r)=u(x,t)=e" coshs+e " sinh¢

analitik ¢6ztimlint baz alarak karsilagtiralim. Bu kargilastirmadan asagidaki (Cizelge 5.4 ) ve

grafikleri elde ettik. (Sekil 5.6 , Sekil 5.7 , Sekil 5.8)
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Cizelge 5.4 f,(x,t)=u(x,t)=e"cosht+e “sinht, T,(u(x,t)) ve r,,(x,t) degerleri

x’in degisen degerlerine karsin (¢ =0.01) alinmustir.

x | u(xt) T (u(x,1)) lu(x,t) =T (u,(x,0)| | r,(x,1) |u(x,t) =1y, (x,1)
0.1 | 1.114274702 | 1.114270409 | 0.000004293 1.114274704 2%10”

0.2 | 1.229651272 | 1.229581203 | 0.000070069 1.229651358 8.6x10°*

0.3 | 1.357334607 | 1.356972598 | 0.000362009 1.357335513 9.06x10~
0.4 | 1.498602601 | 1.497434645 | 0.001167956 1.498607379 | 0.000004778
0.5 | 1.654869115 | 1.651957392 | 0.002911723 1.654886221 | 0.000017106
0.6 | 1.827698114 | 1.821530891 | 0.006167223 1.827746293 | 0.000048179
0.7 | 2.018819331 |2.007145190 | 0.011674141 2.018934635 | 0.000115304
0.8 | 2.230145570 | 2.209790339 | 0.020355231 2.230390825 | 0.000245255
0.9 | 2.463791855 | 2.430456389 | 0.033335466 2.464268955 | 0.000477100
1.0 | 2.722096598 | 2.670133389 | 0.051963209 2.722961930 | 0.000865332

Sekil 5.6 f,(x,1) =u(x,1) = e’ cosht+e “sinht analitik ¢oziimii
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Sekil 5.7 T,(u(x,t)) DT ¢Oziimii

Sekil 5.8 T (u(x,t)) DT ¢6ziimiiniin r,,x,7) PY
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Simdi 7{(v(x,?)) differensiyel transform ¢dziimiine ait r,,(x,t) Padé yaklagimini

bulup, DTM ile buldugumuz

1 1 1
Vg8 =|1- Sty SR R el ST IR U
1(v(x,1)) [1 x+2!x 3!x + )(l+ t +4!t + )

¢Oziimiiyle, g(x,7r) = v(x,f) = e * coshr —e" sinh# analitik ¢dziimiinii baz alarak kargilagtiralim.
Aym sekilde (4.1) ve (4.2) determinant denklemlerini kullanarak 7;(v(x,7)) DT ¢oziimiine ait
r,,(x,t) Padé yaklasimi asagidaki sekilde bulunur. (4.1) ve (4.2) denklemlerine gére Padé

denklemleri, p(x,7) ve g(x,t) sirasiyla,

L xtiid ot it Ll ldald o A
2o 2 6. 66--2 i
ehd o lbag gt 4 Lol Jatbatd 1 Hale 4
4 U U556 6 2 G 66 2 Z 2
el ittt e R ey b s 1 1o
2D M 12 24 |19, § e 15 4 X A 6 6 2 6 6 -2
=ix2t“—&xw+§x3t3—Qx“t"+lt5x+%x"t2

48 144 36 96 24
SR L pelilop, I 10 s

24 144 144 360 1440 240
—22t6x—-1—i-9-x4t3 __l_gxstz ——2—22x6t—Lt7

720 144 240 720 240
_Lx‘] _gl_thz +.ﬂt7x+.12x5t3 __1.3_1.x612

240 720 360 360 720

47 7 1 8 1 8 1 9 1 9

e B T = X - t
360" ' T960" T960° 8640 8640
_ﬁtsx_ﬂiﬂf __21[6)(3 __._701 o

576 720 144 1440
_2t3x6 __1_0_3_t2x7 _ﬁ.t‘xs

144 720 576
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=0.1041666667x’t* —1.034722222xt* +0.9722222222x°F
-0.9270833333x"t* +0.2916666667¢°x +0.1041666667 x"1*
+0.2916666667x°t +0.006944444444¢° +0.006944444444x°
+0.3361111111x°# —0.4868055556x"° —0.4208333333x¢°
-0.31805555561°x —1.034722222x"+* — 0.4208333333x°1>
—0.3180555556x°t — 0.004166666667t" —0.004166666667x’
—0.18194444441°x* +0.1305555556t"x +0.3361111111x°¢°
—0.1819444444x°” +0.1305555556x"t +0.001041666667¢*
+0.001041666667x* —0.0001157407407x° —0.0001157407407¢°
-0.039930555561°x —0.1430555556¢"x* —0.1597222222°x°
—0.48680555561"x° —0.1597222222*x° — 0.1430555556¢*x”

-0.039930555561x"
bulunur.
1 1 1
1 R T e e
qx)= Y ey L —nﬂ—ft —xf f P fr —xz-l—tz—xt
4 24 % 6 o 3
—xs xz“ ftz —P xzr’ ftz f‘ n" x’ —xf 6x’ 613 2)8

_i 2,4 L 34+£x3t3+—l- 4t4+-lt5x

48 24 36 288 24

3 1 1 7
4.2 5S¢4 6, pe JHENAR P

48 24" 144 144" 40

1 , T TS ——1—x7t
40 40 720 40

N S T
2880 2880
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=0.1041666667x’t* +0.04166666667x°t* +0.9722222222x°t’
+0.02430555556x"t* +0.29166666671°x +0.1041666667x"1>
+0.2916666667x°t + 0.006944444444¢° +0.006944444444x°
-0.1750000000x°#* —0.02500000000x°#* — 0.01944444444¢°x
+0.04166666667x"1* —0.02500000000x°1> — 0.01944444444 x°t
+0.002777777778¢" +0.002777777778x" +0.009722222222x°¢*
-0.02500000000¢"x —0.1750000000x°* +0.009722222222¢°x’
—0.02500000000x"7 +0.0003472222222¢* +0.0003472222222x*

(x,1)
q(x.1)

olarak elde edilir. Buna gore r,,(x,f)= sl

P Bzx3t4+£ ¥5 2 8% .4y

' ¢ xt S Xt ——x't

a0 = (48 144 36 96

- ST 7 e S i
+—t x+—xt +—x t+ t + X + Xt

24 48 24 144 144~ 360

701 45 _101 zts_gggtax_ﬂx4t3_ﬂxst2
1440 240 720 144 240
. TRE SRR S SR r RS

720 240 240 720 360 360
—131x6t2+47 x't+ : *+ : x’- : x - : £
720 360 960 960 8640 8640

3" Yag ol S ol ol Sask T3

e L X= o A X~ R e A iy et
576 720 144 1440 144 720
e ) (——xt DY TRELLTE DR L
576 48 24 36 288 24

w, Ta -t by e 7,
48 24 144 144 40 40 360

L Lo LAl Fe S e

24 40 360 360 360 720
—lx5 TN 2—Lx7t+ : t*+ : )
40 720 40 2880 2880
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=(0.1041666667x’t* —1.034722222x°t" +0.9722222222x°t* —0.9270833333x"+*
+0.2916666667°x + 0.1041666667x"t* +0.2916666667x°t + 0.006944444444¢°
+0.006944444444x° +0.3361111111x°#° —0.4868055556x"t° —0.4208333333x%°
-0.3180555556¢°x —1.034722222x"t* —0.4208333333x°* —0.3180555556x°t
~0.004166666667t" —0.004166666667x” —0.1819444444¢°x* +0.13055555561" x
+0.3361111111x°#* - 0.1819444444x°> +0.1305555556x"t +0.0010416666671*
+0.001041666667x" —0.0001157407407x° —0.0001157407407¢° —0.03993055556¢°x
~0.14305555561" x> —0.1597222222¢°x* — 0.4868055556¢*x° —0.1597222222¢°x°
—0.1430555556¢°x” —0.03993055556x*) /(0.1041666667x’t* +0.04166666667x°t*
+0.9722222222x°1* +0.02430555556x"t* +0.29166666671°x +0.1041666667x 1>
+0.2916666667x°t + 0.0069444444441° +0.006944444444x° —0.1750000000x°¢’
—0.02500000000x°¢° —0.01944444444¢°x +0.04166666667x"t* —0.02500000000x°>
—0.01944444444x°t +0.002777777778” +0.002777777778x +0.009722222222x°1
—0.02500000000¢x — 0.1750000000x°#* + 0.009722222222¢°x* —0.02500000000x ¢
+0.0003472222222¢* +0.0003472222222x")

olarak elde edilir.

Buna gore ,

BEME ST £ T
T.(V(x,t))—(l—x+ax gt - ](Hz!t +4!t +

L e AR D
—(1+x+—2—!x +§x + )(1+3!t +5!t +

DT ¢oziimiiyle, r;,(x,7) Padé yaklagimim kargilgtirdigimizda asagidaki niimerik sonuglari

(Cizelge 5.5) ve grafikleri elde ettik (Sekil 5.8),(Sekil 5.9),(sekil 5.10)
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Cizelge 5.5 g(x,t)=v(x,r)=e " cosht—e"sinht, T (v(x,1)) ve ry,(x,t) degerleri

x’in degisen degerlerine kargin (z = 0.01) alinmigtir.

x | Wxt) T,(v(x,1)) G, 0) =T, (v(x,0)| | 75,(x.0) v(x,1) =1y, (x,0)
0.1 | 0.8938307665 | 0.8938267241 | 0.0000040424 0.8938307678 | 1.3x107°

0.2 | 0.8065574584 | 0.8064940631 | 0.0000633953 0.8065575337 | 7.53x10°%

0.3 1 0.7273564485 | 0.7270418001 | 0.0003146484 0.7273572155 | 7.670x1077
0.4 | 0.6554350664 | 0.6554598849 | 0.0009751815 0.6554388528 | 0.0000037864
0.5 { 0.5900734987 | 0.5877382674 | 0.0023352313 0.5900861302 | 0.0000126315
0.6 | 0.5306175850 | 0.5258668973 | 0.0047506877 0.5306506541 | 0.0000330691
0.7 | 0.4764722704 | 0.4678357246 | 0.0086365458 0.4765457423 | 0.0000734719
0.8 [ 0.4270956503 | 0.4126346991 | 0.0144609512 0.4272407031 | 0.0001450528
0.9 [ 0.3819935472 | 0.3592537706 | 0.0227397766 0.3822555806 | 0.0002620334
1.0 | 0.3407145639 | 0.3066828889 | 0.0340316750 0.3411563553 | 0.0004417914
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Sekil 5.9 g(x,t) =v(x,t) =€ *cosht—e"sinh¢ analitik ¢oziimii

Sekil 5.10 T, (v(x)) DT ¢oziimii
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Sekil 5.11 T, (v(x)) DT ¢dziimiiniin r,,(x,t) PY

Goriildiigii gibi, Padé Yaklagimlari(PY) differensiyel Transform Metodundan daha iyi bir

yaklasim sergilemektedir.
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6. TARTISMA VE SONUC

Tek degiskenli diferensiyel denklemler igin, tek degiskenli Padé yaklasimlarinin bir gok
niimerik metottan iyi yaklasim sergiledigi bilinmektedir. Bu ¢aligmada aym yaklasim ¢ok
degiskenli diferensiyel denklemler ig¢inde uygulandi. Karsilagtirma ¢ok degiskenli Padé

yaklagimlari ve iki boyutlu diferensiyel transform metodu arasinda yapildi.

Birinci uygulamada tek degiskenli Padé yaklasimlari ve bir boyutlu diferensiyel transform
arasinda yapildi. Bu karsilastirma sonucunda, Padé yaklasimlarinin diferensiyel transform

metodundan daha iyi yaklasim sergiledigi ve tam ¢dziimle daha uyumlu oldugu goriildii.

Ikinci uygulamada iki boyutlu bir KDD iki boyutlu DTM ile ¢o6ziildii. Bulunan sonug,
KDD’nin analitik ¢6ziimii baz alinarak, DT ¢6ziimiiniin Padé yaklagimlariyla karsilagtirildi.
Bu karsilastirma sonucu, Padé yaklagimlarinin DTM’den daha iyi yaklasim sergiledigi ve

analitik ¢6ziimle daha uyumlu oldugu goriildii.

Uglincii uygulamada ise, baska bir iki boyutlu KDD iki boyutlu DTM ile ¢&ziildi. DTM’den
elde edilen ¢6ziim ile bu ¢oziime ait Padé yaklasimlar kargilastirildi. Kargilagtirma sonucu,
Padé yaklasimlarinin DTM’den daha iyi yaklagim sergiledigi ve tam ¢oziimle daha uyumlu

oldugu gorildii.

Ug¢ uygulamaya bagh olarak Padé yaklasimlari ve DTM arasinda yapilan kargilagtirmalar
sonucunda, Padé yaklagimlarinin DTM’den daha iyi bir yaklagim sergiledigi ve tam ¢dziimle

daha uyumlu oldugu gériildi.
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