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ONSOZ

Matematiksel modellerinin olugturulmas: uygulamali bilim dallarinda biiyiik bir 6nem
tagimaktadir. Bu konuda yapilan ¢aligmalar bilgisayar teknolojisinin gelismesi sonucunda
oldukga biiytik bir hiz kazanmigtir. Yapilan arastirmalar sonucunda, matematiksel modelleme
problemlerinin  genelde diferensiyel-cebirsel denklem olarak karsimiza ¢iktig
gozlemlenmistir. Bu nedenle, diferensiyel-cebirsel denklemlerin sayisal ¢6ziimlerinin
arastirilmasi, matematiksel modelleme teorisinin gelismesine biiyiik katki saglamisgtir.

Bu ¢alismanin hazirlanmasinda her tiirlii yardimi benden esirgemeyen ¢ok degerli hocam,
Yrd. Dog. Dr. Ercan Celik’e tesekkiir ediyorum.

Mayis 2007

Mutlu AKAR



OZET

Bu tezde, miihendislik ve fen bilimlerinde ortaya ¢ikan diferensiyel-cebirsel denklem
sistemlerini ¢6zmek igin bir metot sunuldu. Ilk olarak, diferensiyel-cebirsel denklem sistemi
keyfi mertebeye kadar kuvvet serisine doniistiiriildii, daha sonra en kiigiik kareler yaklagimi
uygulanarak niimerik olarak ¢oziildii. Yontemi agiklamak i¢in ii¢ farkli problem ele alind:.
Problemlerin niimerik ¢o6ziimleri ile tam ¢oziimleri karsilastirildi ve Maple programinda
metodun programi yapildi.

Anahtar Kelimeler: Diferensiyel-cebirsel denklemler, kuvvet serileri, en kiigiik kareler
yaklagimlari, index, keyfi mertebe.



ABSTRACT

In this thesis, a method was presented to solve for systems of differential-algebraic equations
arising in sciences and engineering. Firstly, differential-algebraic equation system was
transformed to power series until arbitrary order, and then the system was solved numerically
by using least squares approximation method. To illustrate this method, three different
problems have been investigated. The numerical solutions of problems were compared with
the their exact solutions and in maple programming the method has been programmed.

Keywords: Differential-algebraic equations, power series, least squares approximations,
index, arbitrary order.



1. GIRIS

20. yiizyilin sonuna dogru matematiksel modelleme problemlerinin genelde diferensiyel-
cebirsel denklem olarak karsimiza ¢iktigi gozlenmistir. Bu nedenle, diferensiyel-cebirsel
denklemlerin niimerik ¢Ozlimlerinin arastirilmasi, matematiksel modelleme teorisinin

gelismesine biiyiik katki saglamigtir.

Diferensiyel-cebirsel denklemlerin niimerik ¢6ziimleri i¢in ilk genel teknik 1971 yilinda Gear
tarafindan verildi. Daha sonra aragtirmacilar tarafindan pek ¢ok metot gelistirildi. En yaygin

metot Runge-Kutta metodudur.

Hairer (1991) Runge-Kutta metodunu kullanarak diferensiyel-cebirsel denklemlerin niimerik
cozlimleriyle ilgili ¢alisma yapmistir ve diferensiyel-cebirsel denklemleri ¢6zmek igin

baslangi¢/sinir deger metotlarini sunmustur.

Pierluigi Amodio ve Francesco Mazzia (1992) baslangi¢/sinir deger metotlarim1 kullanarak

diferensiyel-cebirsel denklemlerin ¢éziimlerine uyguladi.

Miiler (2000) diferensiyel-cebirsel denklemlerle modellenmis dinamik sistemin iyi yonleri

(pros) ve kétii yonleri (cons) ile ilgili bir ¢alisma yapmistir.

Wang (2000) miihendislikteki diferensiyel-cebirsel denklemleri ¢6zmek igin siralama

(Collocation) metodunu gelistirmistir.

Celik (2002) Diferensiyel-cebirsel denklemlerin Padé yaklasimi ile niimerik ¢oziimii lizerinde

caligmalar yapmgtir.

Yeloglu (2004) Diferensiyel-cebirsel denklemlerin Chebyshev yaklagimi ile niimerik ¢oziimii

lizerinde ¢aligmalar yapmigtir.

Kiziloglu (2005) Diferensiyel-cebirsel denklemlerin Adomian ayristirma metodu ile niimerik

¢Ozilimii lizerinde ¢aligmalar yapmigtir.

Aragtirmacilar bu metotlarin yam sira diferensiyel-cebirsel denklemleri ¢ézmek igin gesitli

bilgisayar paket programlari gelistirmiglerdir.

Petzold (1989) genel implicit 0 ve 1 index’li diferensiyel-cebirsel denklem sistemleri i¢in

Backward diferensiyel formiillerini kullanarak DASSL bilgisayar paket programi,



Hairer ve Wanner (1992) lineer kapali (implicit) 0 ve 1 index’ 1i, 2 ve 3 index’li diferensiyel-
cebirsel denklemlerin Hessenberg formlar1 i¢in Runge-Kutta metodunu kullanarak (baslangig
deger problemini ¢6zmek ig¢in) RADAUS bilgisayar paket programi ve smir deger
problemlerini ¢6zmek igin COLDAE bilgisayar programu,

Bu ¢alismada diferensiyel-cebirsel denklemlerin niimerik ¢6ziimlerini elde etmek i¢in en
kiigiik kareler yaklagimi kullanildi. Metot ii¢ degisik test problemine uygulandi. Once
diferensiyel-cebirsel denklemler keyfi dereceye kadar kuvvet serilerine donistiiriildii, daha
sonra bu kuvvet serileri keyfi dereceden en kiigiik kareler yaklagimi1 hesaplanarak verilen

diferensiyel-cebirsel denklemin niimerik ¢6ztimii elde edildi.



2. KURAMSAL TEMELLER

2.1  Onbilgiler

Bu boliimde, tezde kullanilan bazi temel kavramlar verilecektir.

2.1.1. Tanmm: Bir veya daha fazla bagiml degiskenin bir ya da daha fazla bagimsiz degiskene
gore cesitli mertebeden tiirevlerini bulunduran denkleme diferensiyel denklem denir. Bu tiir

denklemlerin en genel formu;

F(52..5"0 ") =0 Q.1
seklinde gosterilir. Burada »"), y nin x e gore n. tirevidir. (2.1) denklemi »") ye gore
coziillirse,

7 =gl a0,y e 53" 0) 2.2)

elde edilir. Bu da (2.1) in agik formda yazilmis halidir.

2.1.2. Tanim: m . dereceden bir

f(x)=ax" +ax"" +---+a, x+a, (2.3)
polinomunu géz 6niine alalim. Bu polinomun sifira esitlenmesiyle elde edilen

f(x)=ax" +ax"" +--+a, x+a,=0 (2.4)

seklindeki denkleme cebirsel denklem denir. Pozitif m tamsayisina f (x)=0 denkleminin

derecesi denir. f(x) polinomunda f (x,)=0 denklemini saglayan x, ye denklemin kokii

denir.

2.1.3. Tanmm: c¢,,b e R ve x, ler de degiskenler olmak iizere,
clxl +c2x2 +.“+cnxn i b (25)
seklindeki bir ifadeye lineer denklem denir.

a,, b, € R ve x, bilinmeyenler olmak iizere

i> Yi



an X ¥ QX ¥ o %, =

In"*n
:b2

n

@y X + Ay Xy +0+ 3y, X

(2.6)

Q% +a,,% +:+a, x, =b

seklindeki bir ifadeye lineer denklem sistemi adi verilir. Burada Az[a,/] matrisine

’ mxn

sistemin katsayilar matrisi ve

by %
b

B=|" |ilex=|" 27
b, X,

G Hoa TG, b,
a a a b

[4:8]=|% =00 0 O @8)
aml am2 i amn : bm

matrisine de sistemin genisletilmis katsayilar matrisi denir.

Yukaridaki lineer denklem sisteminin matris gosterimi Ax =B seklindedir. Bir lineer
denklem sisteminde, sistemin genigletilmis katsayilar matrisi iizerinde yapilan elementer satir
ve siitun iglemleri, sistemin ¢oziimiinii degistirmez. Yani,

e Herhangi iki denklemin yeri degistirilirse,

o Herhangi iki denklemin her iki yam sifirdan farkl: bir skalerle ¢arpilirsa,

e Herhangi iki denklemin her iki yani, herhangi bir skalerle ¢arpildiktan sonra baska bir

denklemle taraf tarafa toplanirsa sistemin ¢oziimleri ayni kalir.

Bu sebepten, [A:B] genigletilmis katsayilar matrisini indirgenmis eselon forma getirerek

¢oziimler bulunabilir. Bu metotla sistemi ¢6zmeye Gauss-Jordan yok etme metodu ve

katsayilar matrisini indirgenmis eselon forma getirerek ¢6zmeye de Gauss-Jordan indirgeme

metodu ad1 verilir.

2.1.4. Tammm: A, nxn tipinde bir matris olsun. Eger |A| # (0 ise A matrisine (tersi mevcut

A|=O ise A matrisine (tersi mevcut olmayan) singiiler

ise) non-singiiler (regiiler) matris,



(regiiler olmayan) matris denir.

2.1.5. Tamm: A, n. mertebeden bir regiiler matris (|4|#0) ise Ax=B lineer denklem

sisteminin tek ¢oziimii vardir ve bu ¢6ziim
x=A"B (2.9)
esitligi ile verilir. Burada anlatilmak istenen,

a, X, +a,x, +--+a, x, =b

In""n

Ay X, + ApX, +-+a,,x, =b,

(2.10)
a,x, +a,x,+--+a,x,=b
lineer denklem sisteminin ¢6ziimii; A, 4 matrisinin determinant1 olmak tizere,
b a, a,, a, b a, a, a b,
v s . TR N . b
Ax, = 2%« gt Ax, = ki 2 ooy AX. = s Sl 2 @2.11)
bn an2 . ann anl bn ann anl anZ bn
determinantlari hesaplanir ve tek ¢6ziim olan,
Ax Ax Ax
n=—%x,=—2,..,x,=—= (2.12)
A A A

olarak degerleri bulunur. Ax = B lineer denklem sistemini ¢6zmek i¢in uygulanan bu kurala

Cramer Kural: denir.

X

2.1.6. Tamm: a pozitif bir reel say1 ve a#1 olmak ilizere f:R-oR, [ (x)=a

fonksiyonuna iistel fonksiyon, a ya da iistel fonksiyonun taban: denir.

2.2 Kuvvet Serileri

2.2.1. Tammm: x bir degisken ve ¢ bir sabit olmak iizere

ia,,(x—c)" =a,+aq, (x—c)+a2(x—c)2+---+a,,(x—c)"+--- (2.13)
n=0

serisine ¢ merkezli kuvvet serisi denir.



Eger bu tanimda ¢ =0 alinirsa

c 2
Za"x"=a0+alx+a2x +oota X" 4 (2.14)

n=0

elde edilir. Ayrica x =c¢ olmasi1 durumunda Z a,(x-c)" =a, olur.
n=0

2.2.2. Tanim: Eger f (x) fonksiyonunun x =c¢ de her mertebeden tiirevi varsa,

£ (%) =1(e)+ £ (c)(x-c)+L T e 2.15)

serisine [ (x) fonksiyonunun x =c¢ deki Taylor Serisi denir. Eger ¢ =0 alinirsa bu seriye

f(x) fonksiyonunun Maclaurin Serisi ad1 verilir.

2.3 Diferensiyel-Cebirsel Denklemler

Diferensiyel-cebirsel denklem sistemi baglangi¢ degerleri ile birlikte
F(y(1),y'(1).1)=0 (2.16.a)

¥(t) =30, ¥ (1) =¥} (2.16.b)

formundadir. (2.16.a) denklemine kapali (implicit) diferensiyel-cebirsel denklem denir.

Burada FeR", yeR" vet € R seklindedir.

A+ f(3,1)=0 (2.17.2)

¥(t) =y, ¥'(8) =¥} (2.17.b)

denklemine lineer kapali (linear implicit) diferensiyel-cebirsel denklem denir.

Diferensiyel-cebirsel denklemi agik olarak,
F(y,y,x,t)=0 (2.18.a)
G(y,x,1)=0 (2.18.b)

seklinde yazabiliriz. Yukaridaki sistemin (2.18.b) kisminda goriildiigii gibi diferensiyel-

cebirsel denklemler iizerinde cebirsel kisitlamalar vardir. Burada y diferensiyel degisken ve



x de cebirsel degiskendir. Eger (2.16.a) ve (2.16.b) sistemi » tane denkleme sahipse, p

tanesi diferensiyel degisken ise (n— p) tanesi cebirsel degiskendir. ”

2.3.1  Diferensiyel-Cebirsel Denklemlerin index’i

Bir diferensiyel-cebirsel denklem index ile karakterize edilir. Bu yiizden diferensiyel-cebirsel
denklemlerin incelenmesinde ve siniflandirilmasinda index 6nemli bir rol oynar. (2.18.a) ve

(2.18.b) diferensiyel-cebirsel denkleminin bir 6zel formu
V' =f(»xt) (2.19.2)
0=g(y,x.1) (2.19.b)

olarak yazilabilir. Bu 6zel forma yari-acik (semi-explicit) diferensiyel-cebirsel denklem denir.

Burada da y diferensiyel degisken ve x de cebirsel degiskendir.

2.3.1.1. Tamim:
fimg )
V=1 (yxi) (2.20)
0=g(y.x.1)
yari-agik diferensiyel-cebirsel denklem sistemi igin, bir
" B
Y=/ (ni) (2.21)
x'=s(y,x,t)

adi diferensiyel denklem sistemini elde etmek igin g( y,x,t) nin ¢ ye gore en az sayida

diferensiyellenmesine index denir veya index, su sekilde de tanimlanir:

F(t,y,y')=0 genel diferensiyel-cebirsel denkleminde, y nin index’i (sistemde y ve ¢
cinsinden); y’ nii elde etmek i¢in gerekli olan diferensiyelin mertebesinin minimum sayisidir

ya da

. Ascher, U. M., Petzold, L. R.,(1998), “Computer Methods for Ordinary Differential Equations and Differential-
Algebraic Equations”, Society for Industrial and Applied Mathematics, 240.



F(t,y,y')=0

F'(t,y,y,y")=0
: (2.22)

d’F y .
—le( VsV seens Yy

(p+1) ) =0

seklinde de tanimlanabilir. Burada p en kiigiik tamsayidir.

2.3.1.2. Ornek:

y=q(r) (2.23)
yi alalim. Bu denklemin tiirevi alinirsa,

y' = q'(t) (2.24)

elde edilir.Bu ise index’i 1 olan diferensiyel denklemdir. Ciinkii y ye gore bir diferensiyel

denklem elde etmek i¢in ¢ (t) nin bir defa diferensiyeli alinmigtir.

2.3.1.3. Ornek:
=+ (t
Y=g 71( ) (2.25)
0=y, +7, (t)
g(y.x,t) nin tirevini alip adi diferensiyel denklemde yerine yazarsak,
n==rO)=y+n({)=>3=-r)-n() (2.26)

adi diferensiyel denklem sistemini elde etmek igin tekrar her iki tarafin tiirevini alirsak,

W ==75(t)=y/(r) elde edilir. y,(r) nin iki kez diferensiyeline ihtiyag oldugundan, index 2
dir.

2.3.1.4. Ornek:

yy= Wi
Vs =Y, (2.27)

0=y3—}/(t)

g( y,x,t) nin tiirevini alip adi diferensiyel denklemde yerine yazarsak,



V=7 ({)=»=>y,=7() (2.28)

tekrar her iki tarafin tiirevini alirsak, ), =y"(r)= y"(¢)=y, dir. Adi diferensiyel denklem

sistemini elde etmek igin tekrar her iki tarafin tiirevini alirsak, y; =—»" () elde edilir. y(r)
nin ti¢ kez diferensiyeline ihtiya¢ oldugundan, index 3 dir.

Index >1 olan diferensiyel-cebirsel denklemleri ¢6zmek genellikle zordur ve halen aktif
arastirma alanidir. Bu tiir diferensiyel-cebirsel denklemleri ¢6zmek i¢in index indirgemesine
gidilir. Yani denklem, index’i 1 olan diferensiyel-cebirsel denklemlere indirgenir. Bu

calismada index’i 1 olan diferensiyel-cebirsel denklemlerin niimerik ¢6ziimleri ile

ilgilenilecektir.

2.4 En Kiiciik Kareler Yaklasimlar:

b
£ =l = [L/ (%)= p(x)] a (229)
minimum yapan p €[], i bulmaliyiz. Standart formdaki p(x) =c¢y+Cx+---+c,x" igin

FcysCiseres0, 388 ]'(f(x)—co —clx—---—c,,x")zdx (2.30)

a

yazilabilir. Burada amacimiz F yi minimum edecek sekilde c,c,,...,c, leri bulmaktir.
Simdi,
b

Vi(i=0,...,n) igin g£=—2_[x’(f(x)—c0 —qx—---—c,,x”)dx (2.31)
c

1 a

dir. Béylece ‘v’i(i = 0,...,n) icin L =0 oldugunda F minimize olacaktir. Buradan
c

i
b

Cs Ix’dx+cl Ii[x’*'dx+---+c,, []'x”"dx = []'x'f(x)dx (2.32)

olacaktir. Yukaridaki denklemlere normal denklemler denir ve

AC=B (2.33)
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seklinde bir lineer sistem elde ederiz. Burada

) b b K
flax  fxax - [xrax
: ha b” )
- dex Ixzdx J'x"”dx e c:l
b b b Cn
Ix"dx jx"”dx Ixzndx
dir.

-

jf(x)dx

[]‘xf(x)dx

a

b

Ix”f(x)dx

(2.34)

2.4.1. Ornek: [—1,1] araliginda e* in dokuzuncu dereceden en kiigiik kareler yaklagimim

bulalim.
Coziim:
p(x)=c,+cx+--+c,x” olup,

Flooe, e I(f(x)—co—c,x-—---—chg)zdx

g—jz)“z():z—l.l[("l)(f(x)—co clx_..._ch‘))dx
oF 1 :
=><a—cl=0=2f(—x)(f(x)_co N

jl 1dx jl xdx I, X dx
c
ye —l-!lxdx :!'xz dx -leo dx o c(,) :
1 1 : 1 %
ng dx :l[x") dx :l[x's dx_

(2.35)

(2.36)

(2.37)
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2.0000000000 0 0 ¢,] [ 2350402387
0 0.6666666667 -+~ 0.1818181818 || ¢, | |0.7357588824
= ; \ : : = , (2.38)
0 0.1818181818 --- 0.1052631579 || c, 0.2087

lineer denklem sistemi elde edilir. Bu sistem ¢oziildiigiinde c,,c,,...,c, degerleri bulunur.

Buradan

p(x)=1.0000000003834 +1.00000000019x + 0.49999997893x” +0.166666663x’ +

0.04166684906x" +0.008333360x" +0.0013883428x° +
0.000198350x” +0.00002546209x* + 0.000002822x°

olur.

Simdi aynk durumdaki en kiigiik kareler problemini inceleyecegiz: Sonlu {x,,x,,....x,}
kiimesi iizerinde tanimli bir f fonksiyonu i¢in en kiigiik kareler yaklagimi polinomu

bulacagiz. O zaman biitiin ¢,,c,,...,c, degerleri lizerinde

n

E(co,c,,...,cn)=Z[f(x,)—co —clx—---—c,,x,"]2 (2.39)

i=0

nin minimum olmasini istiyoruz.

Minimum sart: Z—E SP(1=0)1,7.. n) (2.40)
c

1

{G—E=O:>i(co+6.x, +etex! )= f(x)

6c0 =0 st
6_E=0:>ix (c +Cx ++cC x”)=ixf(x')
: i 0 Vi il | - i ! (241)

5 =¥ ix,” (co +¢x, +---+cnx,")= ix,."f(xi)
ac, i=0 i=0

normal denklemleri elde edilir. (n+1) bilinmeyenli (n+1) denklemi elde ederiz. Bu sistemi

¢6zerek p(x) i elde ederiz.

2.4.2. Ornek: Bir f fonksiyonuna ait (0,1),(1,3).(2.,5) noktalarm saglayan kuadratik
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polinoma gore en kiigiik kareler yaklagimi bulalim.
Coziim:

p(x)=a, +ax+a,x’ olarak alahm.

E(ay,a,.a,) ZI:f —a,x, —a,x’ :|2 (2.42)

——O:Za0+2ax +Za2x —Zf 4

oa, T
OF
:><£—O:>Zaox +Za,x +Za2 fo (2.43)
1

—=0= Zaox,2 + Zalx? + Zazx:4 = fozf(xi)
L aaz i=0 i=0 i=0 i=0

buradan

3a,+3a,+5a, =9
3a,+5a,+9%9a, =13 =>a,=1,a,=2,a,=0
Sa,+9a, +17a, =23

Béylece p(x)=1+2x elde edilir.

2.5 Genel En Kiig¢iik Kareler Problemi
feCla,b] ve w agrhk fonksiyonu, [a,h] arahfinda sabit pozitif integrallenebilir

fonksiyon olsun. F < C [a,b] sonlu boyutlu alt uzayindan f ye olan yaklagimlar1 g6z 6niine

aliyoruz. Burada F yi polinomlarin uzay1 olarak alacagiz.

2.5.1. Tanim:

< g 5= jw(x (x)dx (2.44)

ifadesine C [a,b] araligi iizerinde w agirhik fonksiyonuna gore bir i¢ ¢arpim denir.

Buna gore,



13
I =< fof >= [w(x) £ (x)ax (2.45)

dir.

{¢0,¢,,...,¢n}, F i¢in bir baz olsun. F nin herhangi bir elemani bu bazin bir lineer

kombinasyonu olarak yazilabilir.
p=Xad . 4=2 B4, (2.46)
i=0 Jj=0

olsun. O zaman

< p.q>= bjw(x)p(x)q(x)dx

[]w(x)ia,gé,(x);ﬂ,(t; (x)s

i=0

3 "0 a,p, wa(x)¢. (x)¢, (x)dx (2.47)

i=0 j

alﬂ/ <¢I’¢J >
0

<p.g>=a'®B dr. a,{¢.4.....4,} bazma gore p(x) in koordinat vektorii ve

B.Ady¢.....4,} bazina gore g(x) in koordinat vektériidiir. @, elemanlar1 ¢, olan matrisdir.
Amacimiz f fonksiyonu i¢in [a, b] arahi iizerinde {¢.4,,....4,} bazina gére F uzayindan
en kiigiik kareler yaklagimi bulmaktir. Yani,

I7=pf = min_|f(x)-ct (x)=ch (x) e ()

; ; (2.48)
= min  fr(x)[ £ (x) e (x) = (x) ==, ()]

olacak sekilde p e F bulmaktir. Buradan ¢, katsayilarina gore tiirev alarak ve tiirevleri sifira

esitleyerek normal denklemleri elde ederiz:
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J'w(x)[f (x)=coty (x)—cgh (x)—---—c, 8, (x ][¢0(x ]dx 0

Jw(x)l:f(x)_co% (x)_cl¢1 (x)—---—c,,¢,, (x):||:¢‘ (x):ldx A (2.49)

I]w(x)[f(x)—co% (x)-¢d (x)=—c,4, (x)] [¢n (x)]dx =0

veya

3 jw x)¢; (x)dx+c, Iw (x) (x)4, (x )dx+---+cnli|’w(x)¢,,(x)¢0 (x)dx = [i[w(x)f(x)(bo (x)dx

C Jw(x)qﬁo (x)4, (x)dx+c, _[w(x)qﬁf (x)dx+---+e, ]'w(x)¢” (x)¢ (x)dx = []lw(x)f(x)¢, (x)dx

b

C J.w(x)qéo (x)¢, (x)dx+c, l]w(x)¢, (x)¢, (x)dx+---+c, [Iw(x)¢”2 (x)dx = []w(x)f(x)¢,, (x)dx

(2.50)
buradan
G <¢0’¢0 >+, <¢1’¢0 i i i <¢n’¢0 f’¢o >
c(z <@y >+c, <P, >+ +c, <@, >=<f.4 > 2.51)

Co <@y, >+c, <@, 9, >++c,<@,.8, >=<f.,4,>

$,=<¢.¢,> oldugundan Pa = 7/ matris formundaki normal denklemleri elde ederiz.

S L

¢ o 4 :
Burada a=| | |, f= f_¢1 ve p=c,p+cd+:-+c, g, dir.

cn <f’¢n >

w(x) =1 alinirsa en kiigiik kareler probleminin ilk durumu elde edilir.

25.2. Tamm: C[a,b] nin herhangi iki elemaninin i¢ garpimi sifir ise w(x) agirhk

fonksiyonuna gére ortogonallerdir denir. Yani;

<f.g>= [w(x)f(x)g(x)dx=0=>fLg (2.52)
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Burada F i¢in ortogonal bazi kullanirsak @ matrisinin diyagonal elemanlar1 hari¢ diger tiim
elemanlari sifir olur. Ciinkii

i # j iken {¢0,¢l,...,¢n} ortogonal oldufunda ¢, =<¢,,¢, >=0 dir. Bu durumda normal
denklemlerin ¢6ziimii,

b

Iw(x)f¢dx
B Rt (2.53)
<9-4,> Iw(x)¢,2dx

dir.
Verilen herhangi bir baz1 Gram-Schmidt yontemiyle ortogonallestirebiliriz.

2.5.3. Ornek: [, (derecesi <3 olan polinomlarin uzay1) uzaymnin [—1,1] arahiginda w(x)=1

i¢in i¢ carpim ve norma gore bir ortogonal bazini bulalim.
Coziim:

[1, i¢in bir baz {1, x,x%, x3} ialalim.

¢0=1
¢1=X—<x’1>1 ]l S ]xlw(x)dx:f—z-] =0
T BT o e |
o (2.54)
235 @ 1
¢2=x2‘<x . 1- . x:xz__
I Il 3
3 3 2
¢3=x3—<x3’2l>1—<x ,ZX>x_<x ’sz 2 X =x3-.§x
T T

2.54. Ornek: [-11] arahg iizerinde f(x)=+v1-x* igin en kiigik kareler yaklagim

bulalim.
Coziim:

Yukaridaki érnek 2.5.3 de buldugumuz {¢,.¢.4,.¢;} ortogonal bazina gére,

VI-x? = ¢y, +C,é + b, + s, (2.55)
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yazilir.

b 2
rrl_in I(Vl—xz — ot~ — _cs¢3) dx = H(cy,¢,,6,,¢;)

ja_lf_zo,a_H:(),a_Hz(),a_H=03(Da=f
oc, oc, oc, oc,

i=jiken ¢, =<¢,.,9, >#0
i#jiken ¢ =<g.4 >=0

dir. Yani;

ho=<thoth>= [w(x)dide=2 g =<hody>= [w(x)fdx=2

1 1

1 1
8 8
by =<y, ¢, >= Iw(x)¢22dx=4— by =<y, ¢, >= Iw(x)¢32dx g
_Ibﬁlf—" 5 _]%I/—‘ 175
<f:¢ >
7 <fs¢|> V4 T
= ldugundan < f,¢, >=—,< f,¢ >=0,< f, =——.< f, >=
T=| g o | cldugundan < £,y >=2< 1.6 >=0.< .6y >= =< £y >=0
<f.$>
2 68 81 A :
[z el
0% 0. BI% 2 Gk
3 S 0 ¢ =0
8 = =
00 = o0lla| | & oo B8
ans Ry %
0 0 0 — 0 c;=0
L 175 | e >

elde edilir. Istenen yaklagim

p(x)=£_15ﬂ(x2 —é)

4 64

olarak bulunur.

(2.56)

(2.57)

(2.58)

(2.59)

(2.60)
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3. MATERYAL ve YONTEM

3.1 Diferensiyel-Cebirsel Denklemleri Cozmek i¢cin Niimerik Metot

F(y,y',x)zO (3.1)

y(x0)=y0, y,(xo)zyl (3.2)

seklinde verilmis diferensiyel-cebirsel denklemi g6z Oniine alalim. Burada F vey her

mertebeden diferensiyellenebilen fonksiyonlardir. Baslangi¢ degeri yerine yazildiginda bu

denklem,

F(y(x0):3'(x5):%)=0 (3.3)
seklini alir. (3.1) denkleminin ¢dziimlerinin

Y=y, +yx+ex’ (3.4)

seklinde oldugunu kabul edelim. (3.1) denkleminde (3.4) ifadesi ve tiirevleri yerlerine yazilir

sonra yiiksek dereceden terimler ihmal edilirse,
Ae=B (3.5)

seklinde e ye gore lineer denklem elde edilir. Burada 4 ve B sabit matrislerdir. (3.5)
denklemi ¢oziiliirse e degeri bulunur ve bu e degeri (3.4) denkleminde yerine yazilir. Yiiksek
dereceden terimler i¢in yukaridaki islemler tekrar edilirse (3.1) denkleminin ¢dziimii igin
keyfi dereceden kuvvet serileri elde edilir. Sonra bu kuvvet serilerine en kiigiik kareler

yaklagimini uygulayarak verilen diferensiyel-cebirsel denklemin keyfi mertebeden niimerik

¢Ozlimii elde edilmis olur.

3.2 Niimerik Metodun Kuvvet Serilerine Uygulams:

(3.4) fonksiyonu (3.1) de yerine yazildiginda,
F(x)=fo+ fix+ fyx 4o+ (f, + P&+ + Doy ) X" (3.6)

seklinde bilinen kuvvet serisinden farkli, (3.6) tipinde baska bir kuvvet serisi tanimlayalim.

Burada p, p,,..., p,, ler sabitlerdir. (3.4) den
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y/ =y/,0 +yl,lx+yl,2x2 +...+e'x" (3.7)

olarak tanimlanir. y,, y nin i. elemamdir. (3.1) denkleminde, (3.7) ifadesi yerine yazilirsa,

fi=(fn+ pyen) s +O(x"") (3.8)

elde edilir. Burada f;, (3.1) denklemindeki f(y,)',x) in i. elemamdir. Eger f(y,)',x). )’

yii ihtiva ediyorsa j =1; ihtiva etmiyorsa j =0 dir. (3.5) ve (3.8) den;
4,=F, (3.9)

B =-f, (3.10)

1

seklinde lineer denklem elde edilir. Bu denklem ¢oziiliirse e, (i =], 2,...,m) bulunur. Bu e,

degeri (3.7) denkleminde yerine yazilirsa n. dereceden bir polinom olan y, (i =1,2,...,m)

elde edilir. (3.7) denkleminden (3.10) denklemine kadar bu islemler tekrar edilirse (3.1)
denklemindeki diferensiyel-cebirsel denklemin ¢6ziimii ig¢in keyfi dereceden kuvvet serileri
elde edilir. Daha sonra bu kuvvet serilerini yine keyfi dereceden en kii¢iik kareler yaklasimina

dontistiirerek verilen diferensiyel-cebirsel denklemin niimerik ¢6ziimii elde edilir.
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4. ARASTIRMA BULGULARI

Bu béliimde, sunulan metot ii¢ test problemine uygulandi. Bu problemlerin niimerik

¢ozlimleri, bu metotla bulunarak tablo ve sekil {izerinde tam ¢6ziimlerle karsilagtirildi.
Test problemi* 4.1

Asagidaki baslangig degerleri ile birlikte verilen diferensiyel-cebirsel denklem sistemini

diistinelim:

yl’ze’+y2+xy; (4 1)
Y, =C0SXx -

y(0)=[i], y(o):@ 42)

Bu diferensiyel-cebirsel denklem sisteminin tam ¢6ziimii,

y(x)=e"+xcosx

(4.3)
¥, (x)=cosx
seklindedir. Baslangi¢ degerlerinden (4.1) sisteminin ¢éziimlerinin,
Y (x)=yl,0 +y|'le+e1x2 =1+2x+ex’ “44)

2 2
V() =0+ s x+e,x° =1+eyx

seklinde oldugunu kabul edelim. (4.4) denklemi ve tiirevleri (4.1) sisteminde yerlerine yazilir

ve yliksek mertebeden terimler ihmal edilirse,

(—l+2el)x+0(x2)=0

4.5
(0.5+e2)x2+0(x3)=0 i

seklinde (3.8) formundaki denklemi elde ederiz. (3.9) ve (3.10) denklemlerine karsilik gelen

lineer denklem sistemi,

Ae=B (4.6)

; Wang, W., (2005), “An Algorithm for Solving DAEs with Mechanization”, Applied Mathematics and
Computation, 167: 1350-1372.
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seklindedir. Burada,

¥ s i - 47
_01,__0.5vee—e2 4.7)

seklindedir. O halde,

[<2> ?](ZJ=(-35J 4.8)

olur. (4.8) lineer denklem sistemi ¢oziiliirse,

N >
i N e

olarak bulunur. Boylece,

»(x)=1+2x+0,5x*

2 (4.10)
Vs (x) =1-0.5x
olur. (4.10) denkleminden (4.1) denklem sisteminin ¢dziimleri,
x)=1+2x+0,5x" +ex’
5 () j (4.11)

¥, (x)=1-0.5x" +¢,x°

olarak kabul edebiliriz. Benzer durumda (4.1) sisteminde (4.11) denklemi ve tiirevleri

yerlerine yazilir ve yiiksek mertebeden terimler ihmal edilirse,

(1+3e1)x2 +0(x3)=0

4.12
e2x3+0(x4)=0 :

denklemlerini elde ederiz. (4.12) den,

3 =
i B (4.13)
0 1)\e, 0
lineer denklem sistemini elde ederiz. Bu lineer denklem sistemi ¢6ziiliirse,

= (-0.3333333333] (4.14)

0
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olarak bulunur. Boylece,

y,(x)=1+2x+0.5x* - 0.3333333333x°

4.15
Vs (x)=1—0.5x2 o

olur. Yukaridaki islemleri tekrar edersek,

b2 (x) =1+42x+0.5x" —0.3333333333x" +0.04166666667x* +0.05x° +0.001388888889x°

—-0.001190476190x” +0.00002480158730x* + 0.00002755731922x°
¥, (x)=1-0.5x +0.04166666667x" —0.0013888888889x° +0.000024801587302x"

dokuzuncu dereceden y,(x), y,(x) kuvvet serileri elde edilir. Bu kuvvet serilerine (2.29)
formiilii uygulanirsa,
y; (x) =0.99997080400 + 2.0026784250x + 0.44035445520x> + 0.22790367600x"

—2.7098711640x" +7.7855057280x° —12.929267551x° +12.693443162x’

-6.7551850080x" +1.5030824380x"
¥, (x)=1.0000348415-0.0029590624800x — 0.43780150656x° — 0.55951631736x"

+2.6875234386x" —7.2212144004x° +11.774146544x° —11.319939053x’
+5.9157376621x% —1.2957307792x°

seklinde y,(x), »,(x) in en kiigiik kareler yaklasimi elde edilir. Bu ise y,(x) ve y,(x) in
niimerik ¢6ziimiidiir.

Tam ¢6ziimler ile niimerik ¢oziimler asagidaki tablo ve sekillerde karsilagtirildi.



Cizelge 4.1 Test problemi 4.1°deki y, (x) ile y; (x) in degerleri.
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X

»(x)

i (x)

1 (x) =i (%))

0.1
0.2
0.3
0.4
0.5
0.6
i
0.8
0.9
1.0

1.2046713346
1.4174160738
1.6364597543
1.8602490952
2.0875125516
2.3173201694
2.5491422386
2.7829062960
3.0190520826
3.2585841344

1.2046652367
1.4174179438
1.6364654518
1.8602412024
2.0875126817
2.3173279827
2.5491362799
2.7829047539
3.0190580094

3.2586149652

0.0000060979
0.0000018700
0.0000056975
0.0000078928
0.0000001301
0.0000078133
0.0000059587
0.0000015421
0.0000059268
0.0000308308

Cizelge 4.2 Test problemi 4.1°deki y, (x) ile y; (x) in degerleri.

X

¥, ()

¥ (x)

Iyz(x)—y; (x)l

0.1
0.2
0.3
0.4
0.5
0.6
0.7
0.8
0.9
1.0

0.9950041653
0.9800665778
0.9553364891
0.9210609940
0.8775825619
0.8253356149
0.7648421873
0.6967067093
0.6216099683
0.5403023059

0.9950086446
0.9800672187
0.9553297457
0.9210668820
0.8775843013
0.8253291736
0.7648455398
0.6967089722
0.6216051960
0.5402813670

0.0000044793
0.0000006409
0.0000067434
0.0000058880
0.0000017394
0.0000064413
0.0000033525
0.0000022629
0.0000047723
0.0000209389
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2601 [
i;}/
2001 f
n(x)
}’1.(‘)
160
100+
501 /
__,_'—#//
4 2 0 2 4
X

Sekil 4.1 Test problemi 4.1°deki y, (x) ve y, (x) in grafikleri.

/' - »(z)
/ 7(x)

0.5

Sekil 4.2 Test problemi 4.1°deki y, (x) ve y;(x) in grafikleri.
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Test problemi‘ 4.2

Asagidaki baslangi¢ degerleri ile birlikte verilen diferensiyel-cebirsel denklem sistemini

diistinelim:

yl'—xy;+x2y;+y,—(x+1)y2+(x2+2x)y3 =0

y;—xy;—y2+(x—1)y3=0 (4.16)
y; =sinx
1
y(0)=|1 (4.17)
0

Bu diferensiyel-cebirsel denklem sisteminin tam ¢6ziimii,
Y(x)=€ +xe*
yz(x)=e" + xsin x (4.18)

y;(x)=sinx
seklindedir. Baslangi¢ degerlerinden (4.16) sisteminin ¢6ziimlerinin,

W(x)=y,+ex=1+ex

¥ (x) =y +ex =1+e,x (4.19)
Vs (x) =V T X =6X

seklinde oldugunu kabul edelim. (4.19) denklemi ve tiirevleri (4.16) sisteminde yerlerine

yazilir ve yiiksek mertebeden terimler ihmal edilirse,

e, +0(x)=0
-l+e, +0(x) =0 (4.20)
(-1+e,)x+0(x*)=0

seklinde (3.8) formundaki denklem elde edilir. (3.9) ve (3.10) denklemlerine karsilik gelen

lineer denklem,

Ade=B (4.21)

< Wang, W., (2005), “An Algorithm for Solving DAEs with Mechanization”, Applied Mathematics and
Computation, 167: 1350-1372.
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seklindedir. Burada,

1 0 0 0 e
A=|0 1 0f,B=|1]|vee=|e,
0..0:.1 1 e

1 0 0)e) (0
01 0ffe, |=|1
0 0 1)le) |1

olur. (4.23) lineer denklem sistemi ¢oziiliirse,

e 0
e, =1
'3 1

olarak bulunur. Boylece,

»(x)=1
Y, (x)=1+x
nix)=x

olur. (4.25) denkleminden (4.16) denklem sisteminin ¢éztimleri,

y(x)=1+ex’
Y, (x)=1+x+e,x’

¥ (x)=x+ex?

(4.22)

(4.23)

(4.24)

(4.25)

(4.26)

olarak kabul edilir. Benzer durumda (4.16) sisteminde (4.26) denklemi ve tiirevleri yerlerine

yazilir ve yiiksek mertebeden terimler ihmal edilirse,

(-3+2¢)x+0(x*)=0
(-3+2¢,)x+0(x*)=0
e,x +0(x )=O

denklemleri elde edilir. (4.27) den,

4.27)
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s 09 3 e
A={0 2 0|,B=|3|vee=|e, (4.28)
0 01 0 e,
olur. Buradan,
2 0 0Ye 3
0 2 0Ofle |=]|3 (4.29)
0 0 1)he 0

lineer denklem sistemi elde edilir. Bu lineer denklem sistemi ¢6ziiliirse,

e L5 |
e, |=[1,5 (4.30) ‘“
e, 0

elde edilir. Boylece,

y(x)=1+1,5%
¥, (x)=1+x+15x (4.31)
»(x)=x

olur. (4.31) den (4.16) nin ¢dziimleri,

»(x)=1+15x" +ex’
Y, (x)=1+x+15x +¢,x° (4.32) g

y;(x)=x+ex’

olarak kabul edilir. Bu ifade (4.16) da yerine yazilir ve yiiksek mertebeden terimler ihmal
edilirse,

(~1+3¢)x’ +0(x3) =0

(-0.5+3¢,)+* +0(x’) =0 433)
(0,1666666667 +¢,)x* +O(x") =0

olur. Buradan,
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3= 99 1 e
A=10 3 04 8= 0,5 ve e=|e, (4.34)
0 0 i —-0,16666666667 e,
elde edilir. Boylece,
3 0 0)fe 1
0 3 Ojle|= 0,5 (4.35)
v 0 1\e -0,16666666667

lineer denklem sistemi elde edilir. Bu lineer denklem sistemi ¢oziiliirse,

e\ ( 033333333333
e, |=| 0.16666666667 (4.36)
e, |-0.16666666667

elde edilir. O halde (4.16) nin ¢6ziimii,

»(x)=1+1,5x* +0.33333333333x°
¥, (x) =1+ x+1,5x +0.16666666667x° (4.37)
¥;(x) =x-0.16666666667x

olur. Yukaridaki islemler tekrar edilirse,

y(x)=1+15x"+ 0.33333333333x’ +0.20833333333x" +0.033333333333x°
+0.0097222222222x° +0.0011904761905x” +0.00022321428571x*

+0.000022045855379x”
¥, (x)=1+x+1.5x*+0.1 6666666667x" —0.125x* +0.0083333333333x°

+0.0097222222222x° +0.00019841269841x" —0.00017361111111x*

+0.0000027557319224x”
Vs (x) = x-0.16666666667x" +0.0083333333333x° —0.00019841269841x’

+0.0000027557319224x°

dokuzuncu dereceden y, (x),,(x) vey; (x) kuvvet serileri elde edilir. Bu kuvvet serilerine

(2.29) formiilii uygulanirsa,
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¥ (x)=0.999987109 +0.0012157596x +1.4724683424x” + 0.5952618672x
-1.0856817972x" +3.691581894x" —6.1311338088x° +6.0496135128x’

—3.2266536588x" +0.7195137664x°

¥, (x)=0.999972492 +1.0024043634x +1.4483064024x” + 0.6402227832x"
—2.3981453496x" +6.2906207364x" —10.344537403x° +10.045646582x
—5.2919524944x" +1.1672329812x°

¥ (x) =0.00001492134 +0.99861540768x +0.03096251928x” — 0.4582950372x"

+1.4289913638x" —4.0040349149x° + 6.6964956458x° — 6.563267671x
+3.486396771x" —0.7744232496x’

seklinde y,(x),»,(x) ve y;(x) in en kiigik kareler yaklasimi elde edilir. Bu ise

1(x),,(x) ve y;(x) in niimerik ¢oziimiidiir.

Simdi tam ¢6ziimle niimerik ¢6ztimleri asagidaki tablo ve sekiller tizerinde karsilastiralim.

Cizelge 4.3 Test problemi 4.2°deki y, (x) ile y; (x) in degerleri.

X

»(x)

¥ (x)

1 (x) -3 ()

0.1
0.2
0.3
0.4
0.5
0.6
0.7
0.8
0.9
1.0

1.0153545098
1.0630113047
1.1457758630
1.2670499251
1.4308912951
1.6420829163
1.9062121990
2.2297617069
2.6202124598
3.0861612697

1.0153514202
1.0630124555
1.1457784950
1.2670460109
1.4308914539
1.6420867103
1.9062091564
2.2297606384

2.6202142006
3.0861729866

0.0000030896
0.0000011508
0.0000026320
0.0000039142
0.0000001588
0.0000037940
0.0000030426
0.0000010685
0.0000017408
0.0000117169




Cizelge 4.4 Test problemi 4.2°deki y, (x) ile y; (x) in degerleri.
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X

¥ (x)

¥;(x)

2 (x) =3 (%)

0.1
0.2
0.3
0.4
0.5
0.6
0.7
0.8
0.9
1.0

1.1151542598
1.2611366244
1.4385148696
1.6475920345
1.8884340400
2.1609042844
2.4647050886
2.7994258012
3.1645973299
3.5597528133

1.1151499152
1.2611369532
1.4385202081
1.6475863666
1.8884332153
2.1609101807
2.4647012691
2.7994238402
3.1646007520
3.5597710936

0.0000043446
0.0000003288
0.0000053385
0.0000056679
0.0000008247
0.0000058963
0.0000038195
0.0000019610
0.0000034221
0.0000182803

Cizelge 4.5 Test problemi 4.2°deki y,(x) ile y;(x) in degerleri.

X

i (x)

(%)

s (x) -3 (x)

0.1
0.2
0.3
0.4
0.5
0.6
0.7
0.8
0.9
1.0

0.0998334166
0.1986693308
0.2955202067
0.3894183423
0.4794255386
0.5646424734
0.6442176872
0.7173560909
0.7833269096
0.8414709848

0.0998367251
0.1986683329
0.2955170878
0.3894224896
0.4794256521
0.5646383575
0.6442205876
0.7173570538
0.7833238229
0.8414557564

0.0000033085
0.0000009979
0.0000031189
0.0000041473
0.0000001135
0.0000041159
0.0000029004
0.0000009629
0.0000030867
0.0000152284




30

1200

1000

» (x)
n(x)

Sekil 4.3 Test problemi 4.2 deki y, (x) ve y; (x) in grafikleri.

1407

Sekil 4.4 Test problemi 4.2°deki y, (x) ve y,(x) in grafikleri.



Sekil 4.5 Test problemi 4.2°deki y; (x) ve y;(x) in grafikleri.

Test problemi” 4.3

G, )

G I
£ [:I il
Cl(t) G V(t)
1

Sekil 4.6 Zamana bagl kapasiteye sahip lineer devre.

Sekil 4.6°da verilen lineer devreyi goz oniine alalim. Bu sistem

1 -1)( G()a() Y (G 0 0)el(r)) (0
0 1 +0 0 -1le(r)|=| 0
0 0){-Ce(t)+Coer(r)) (0 1 0)(j(r)) (v(r)
C, (£)=1+0.25(sin () +cos(1)).C, =1.G =2

seklindedir ve voltaji

v(r)=4sin(r)+0.25 sin(2r)

(4.38)

(4.39)

(4.40)

secerek (4.39) ve (4.40) denklemleri, (4.38) diferensiyel-cebirsel denklem sisteminde

* Celik, E. and Bayram, M., (2005), “The Numerical Solution Physical Problems Modeled as a Systems of

Differential-Algebraic Equations (DAEs)”, Journal of The Franklin Institute, 342: 1-6.
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yerlerine yazilirsa,

(2 +0.25(cos () —sin (t)))el (t)+(2+O.25(sin(t)+cos(t)))e,'(t)—e; (r)=0,
—e/(t)+ey(1)-j(r)=0,
e,(t)=4sin(¢)+0.25sin(2r),

denklem sistemini elde ederiz.
¢,(0)=1e,(0)=0,/(0)=3.5
baslangi¢ sart1 ile birlikte (4.41) in tam ¢6ziimii

e, (1) =sin(r)+cos(r),
e, (r)=4sin(¢)+0.25sin(2¢),
j(t)=3cos(t)+0.5cos(2¢)+sin(r),

seklindedir. Yukaridaki metot kullanilirsa,

e (r)=1+1- 0.51* —0.1666666667¢* +0.04166666667:* +0.008333333333°

~0.001388888889¢° —0.0001984126984:” +0.00002480158730¢°
+0.000002755731922¢°
e,(r)=4.5t—1 +0.1F° —0.007142857143¢" +0.0003637566138¢°

j(t)=3.5+1- 2.5¢* - 0.16666666671 +0.4583333333¢* +0.008333333333¢°
—0.04861111111¢° —0.0001984126984¢" +0.003249007937¢*
+0.0000027557319221°

(4.41)

(4.42)

dokuzuncu dereceden ¢, (t), e, (¢) ve j(r) kuvvet serileri elde edilir. Bu kuvvet serilerine

(2.29) formiilii uygulanirsa,

e; (1) =0.9998601050+1.0128497947 — 0.7866726120¢> +2.5354809481° —13.22609488¢*
+37.35689958¢° — 62.50208765¢° +61.417503581" —32.70871118¢° +7.2828967641°

¢; (£) = —0.0008720320000+4.576739706¢ - 1 .6578282601* +14.24220798¢° —73.37329600¢*
+203.3462471¢F° —335.6142470¢° +326.1092955¢" —172.02144961* +37.98712689¢°

S (1)= 3.499662568 +1.0304062561 — 3.167654688¢° +6.0444744361° —29.70717750¢*

+84.145717661° —139.7486651¢° +136.35675421" —72.19124827¢* +15.99247936¢°

seklinde e, (1), ez(t) ve j(f) nin en Kkiigiik kareler yaklagimi elde edilir. Bu ise

e, (1),e, (t) ve j(t) ninnimerik ¢Ozimidiir.
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Tam ¢oziimler ile niimerik ¢6ziimler agagidaki tablo ve sekillerde karsilagtirilmisgtir.

Cizelge 4.6 Test problemi 4.3’deki ¢, (7) ile ¢, () nin degerleri.

t

e (1)

e (1)

|eI (1)-¢ (t)|

0.1
0.2
0.3
0.4
0.5
0.6
0.7
0.8
0.9
1.0

1.0948375819
1.1787359086
1.2508566958
1.3104793363
1.3570081005
1.3899780883
1.4090598745
1.4140628002
1.4049368779
1.3817732907

1.0948081186
1.1787454679
1.2508837081
1.3104408818
1.3570092813
1.3900160408
1.4090305276
1.4140556185

1.4049658836
1.3819244490

0.0000294633
0.0000095593
0.0000270123
0.0000384545
0.0000011808
0.0000379525
0.0000293469
0.0000071817
0.0000290057
0.0001511583

Cizelge 4.7 Test problemi 4.3°deki e, () ile e, (r) nin degerleri.

t

5} (t)

e (1)

je2 (1) =3 (1)

0.1
0.2
0.3
0.4
0.5
0.6
0.7
0.8
0.9
1.0

0.4490009993
0.8920319088
1.3232414450
1.7370123919
2.1280699006
2.4915796651
2.8232331815
3.1193177644
3.3767695462
3.5932082959

0.4488573114
0.8920479298
1.3234113249
1.7368254664
2.1280470568
2.4917733463
2.8231081838
3.1192670004

3.3769202395
3.5939242840

0.0001436879
0.0000160210
0.0001698799
0.0001869255
0.0000228438
0.0001936812
0.0001249977
0.0000507640
0.0001506938
0.0007159841




Cizelge 4.8 Test problemi 4.3’deki j(¢) ile j* () nin degerleri.
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'

j(r)

i (e)

i(6)= 7" (¢)

0.1
0.2
0.3
0.4
0.5
0.6
0.7
0.8
0.9
1.0

3.5748792013
3.5993995613
3.5741974816
3.5009546790
3.3823243772
3.2218281953
3.0237278204
2.7928764577
2.5345557671
2.2543044841

3.5748150417
3.5994134033
3.5742650463
3.5008725389
3.3823189092
3.2219122176
3.0236750978
2.7928708468

2.5346668720
2.2547489220

0.0000641596
0.0000138420
0.0000675647
0.0000821401
0.0000054680
0.0000840223
0.0000527226
0.0000056109
0.0001111049
0.0004444379

Sekil 4.7 Test problemi 4.3deki ¢, (¢) ve ¢ (¢) nin grafikleri.

0.9

0.87

04 06 08
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Sekil 4.8 Test problemi 4.3 deki e, (¢) ve e, (¢) nin grafikleri.

257

15-

02 0 02 04 06 08

53

Sekil 4.9 Test problemi 4.3°deki j(¢) ve ;" () nin grafikleri.
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5. TARTISMA ve SONUC

Bu ¢alismada sunulan niimerik metot, diferensiyel-cebirsel denklemlerin niimerik ¢6ziimleri

i¢in etkili bir metottur. Metot test problemlerine uygulandi.

Problemlerde tam ¢6ziimlerle, metotla elde edilen niimerik ¢oziimler tablolar ve sekiller
tizerinde karsilagtirildi. Bu kargilastirma sonucunda tam ¢oziimlerle niimerik ¢6ziimlerin
uyumlu oldugu goriildii. Ayrica Ek 1° de metodun Maple programlama dilinde programi

yapilarak bir 6rnek tizerinde gosterildi.
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EKLER

Ek 1 Niimerik Metodun Programi

Ek 1 Niimerik Metodun Programi

Bu tezde bahsedilen niimerik metodun Maple programlama dilindeki programi asagidaki

gibidir:

> with(linalg):
with (Groebner) :

> mainproc:=proc (egns,init,n)

> local negns,Egqns,C,Y,i,subsegns,CONST, j,tp,ntp,k,seqtp,
COLERCT ;c;A,B,Init,nc,CC,ninit, ii, temp,p,q,v, dzl dz2,
sl ,p4;

> Init:=init[2];

> CONST:=[exp,1ln,log,abs,sin,cos, tan,cot, sec,csc];

> Egns:=eqgns;

> neqgns:=nops (eqgns) ;

> for i from 1 to negns do

> seqtp:=[ 1;

> tp:=op (expand(lhs(egqns[i])-rhs(egns[i])))

> ntp:=nops([tp]) ;

> for j from 1 to ntp do

> for k from 1 to nops (CONST) do if
has(tp[j] ,CONST[k])=true then
seqtp:=[op (seqtp) ,convert (taylor(tp[j],x=init[1],3*n),

polynom)];
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break;
end if;
end do;
if k>nops (CONST) then seqgtp:=[op(seqtp) ,tpl[ill;
end if;
end do;
Egns[i] :=convert (seqtp, + ) ;
end do ;
foxr 11 . from 'l to:n:do
subseqns:=[ ];
for i from 1 to negns do
ninit:=nops(Init) ;
temp:=0;
for j:-from 1:to ninit do
temp:=temp+Init[j,i] *x** (j-1) ;
end do;
temp:=temp+C[i] *x** (j-1) ;
subseqgns:=[op (subseqgns) ,y[i] (x)=temp] ;
end do;
COLLECT:=collect (expand (subs (op (subseqgns) ,Egns)) ,x) ;
for i from 1 to negns do
j:=1;
temp:=sort (coeff (COLLECT[i] , x,ldegree (COLLECT[i] ,x)));

while not has(temp,C) do




41
temp:=sort (coeff (COLLECT[i] ,x,ldegree (COLLECT[i] ,x)+]));
s 2 L2
end do;
c[i] :=temp;
end do;
A:=[seq([seq(0,i=1. .neqgns)],j=1. .neqgns)];
B:=[seq(0,i=1. .neqgns)];
for i from 1 to negns do
for j from 1 to negns do
A[i,j] :=coeff(c[i],C[3],1);
end do;
nc:=nops ([coeffs(c[i])])
if nc<>1 then
temp:=-op(sort(c[i] ,plex(seq(C[j],j=1..neqgns))))]1[-1];
if indets(temp)={} then B[i] :=temp;
else
B[i]:=0;
end if;
else
if nops(op(c[i]) union seq(C[j],j=1..negns)) <>
nops (op(c[i]))+negns then B[i] :=0; end if; end iE;
end do;
CC:=convert (convert (multiply (inverse (A) ,transpose (Matrix

([B]))) ,vector) ,list);
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Init:=[op(Init) ,CC];
end do;
temp:=[ ];
Tor i 'from 1 to.-nops(CC) do
temp:=[op (temp) ,C[i]=CC[i]];
subsegns:=subs (op (temp) , subsegns) ;
end do;
printf ("The Solutions of DAEs with Power Series and
Least-Squares Approximations:") ;
for i from 1 to negns do
q:=evalf (rhs (subsegns[i])) :
print (evalf (subsegns[i])) ;
p:=sum(a[t] *x**t, t=0..n) :
for v from 0 to n do
denk (v+1) :=int (x**v*p,x=0..1)=int (x**v*q,x=0..1) :
od:
dzl:=seqg(denk (w) ,w=1..n+1):
dz2:=seq(al[g] ,g=0..n):
sl:=solve({dzl}, {dz2}):
p4:=subs(sl,p):
print((lhs (subseqgns[i])) ** (" * )=p4) ;
end do:

end proc:
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Bu programi ¢alistirmak igin asagida baslangi¢ sarti ile birlikte verilen diferensiyel-cebirsel

denklem sistemini g6z oniine alalim:

Ornek’ 1:

N(x)=-n+y,
1
_EJ’1+}’2_2=0
1 9
0)=—,y,(0)=—
)’1( ) 5 J’2( ) 4

Bu diferensiyel-cebirsel denklem sisteminin tam ¢oziimii,

y(x)=4-(4-/(0))e ™
¥ (x)=4~(4-y,(0))e”

seklindedir.

Maple komutlar: ile bu diferensiyel-cebirsel denklem sistemi,

> egns:=[diff (y[1] (x) ,x)=-y[1] (x)+y[2] (x) ,-(1/2) *y[1] (x)
+y[2] (x) -2=0] ;

> init:=[0,[[1/2,9/4]]]:

seklindedir.

Program calistirilirsa,

> mainproc(eqns,init,9):

* Wu, B. and White, R.E. (2004) “One Implementation Variant of The Finite Difference Method for Solving
ODEs/DAEs”, Computers and Engineering 28: 303-309.
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The Solutions of DAEs with Power Series and Least-Squares Approximations:

»,(x)=0.5000000000 + 1.750000000 x — 0.4375000000 x? +0.07291666667 x*

—0.009114583333 x* + 0.0009114583333 x> — 0.00007595486111 x°
+0.5425347222 107 x7 = 0.3390842014 10 x® + 0.1883801119 107 x°

y,(x ) =0.5006211040 + 1.694844756 x + 0.7610775480 x> — 10.99154456 x>

+53.40751416 x* — 148.2816896 x° + 245.2529680 x° — 238.6139493 x”
+125.9913592 x® — 27.84457676 x°

Y,(x) =2.250000000 + 0.8750000000 x — 0.2187500000 x? +0.03645833333 x°

—0.004557291667 x* + 0.0004557291667 x> — 0.00003797743056 x°
+0.2712673611 107 x7 = 0.1695421007 10 x® + 0.9419005594 10°® x°

yz(x)‘ =2.249923132 + 0.8814457080 x — 0.3522843720 x* + 1.220010792 x*

~5.521003488 x* + 14.84989506 x° — 23.90171784 x° + 22.69832479 x’
— 11.72749406 x* + 2.541503536 x°

sonuglan elde edilir.
> print(x,” ",y[1]l(x), " ,y[1l](x)**('*"), °,abs(y[1] (x)-
yi2j i)yl €33 .

> print (° )

> for x trom 0.3 t6 1 by 0:l:do
> print([x], [(4-(7/2) *exp(-x/2))], [y[1] (x)**("*")], [abs ((4-
(7/2) *exp (-x/2) ) -y [1]1 (x)**(**"))]1);

> end do;
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x o2 ke, 2, @ -y

[0.1],0.6706970142], [ 0.67080536869 ], [ 0.00010835449 ]
[0.2], [0.8330690369], [ 0.83305289549], [ 0.00001614141 ]
[0.3], [0.9875220825], [0.98739893717], [0.00012314533 ]
[0.4], [1.1344423642], [ 1.1345818942], [0.0001395300 ]
[0.5], [1.2741972593], [ 1.2742125880]. [0.0000153287 ]
[0.6], [1.4071362276], [ 1.4069927738], [0.0001434538 |
[0.7],[1.53359168601, [ 1.5336849214], [0.0000932354 ]
[0.8].[1.6538798389], [ 1.6539180642], [0.0000382253 ]
[0.9],[1.7683014693], [ 1.768193017], [0.0001084523 ]
[1.0],[1.8771426910], [ 1.876624550], [ 0.0005181410]

> with (plots):

> pl:=plot((4-(7/2) *exp(-x/2)) ,x=-0.16..1.16,color=red) :

> p2:=plot(y[l](x)**( * ) ,x=-0.16..1.16,linestyle=DASH,
color=navy) :

> display(pl,p2) ;

2 ///(
h(x) &>

L s »(x)
1.67
1.41
1.21

1<
0.81
0.61
04] _

>~ ~

0.24
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print(x, " ,y[2]1(x),  ~,yl[2](x)**("*")," ~,6abs(y[2](x)-
yl2] (x)**("*7)));

print( B

for x from 0.1 6 1 by 0.1 do
print ([x], [(4-(7/4) *exp(-x/2))], [y[2] (x)**("* )], [abs ((4-
(7/4) *exp (-x/2) ) -y[2] (x)**(**7))]);

end do;

%A, IE) s L) =y )|

[0.1], [2.3353485071], [2.3353395219], [0.89852 10 ]

[0.2], [2.4165345184], [2.4165314533],[0.30651 107]
[0.3], [2.4937610412], [2.4937770138]. [ 0.0000159726
[0.4], [2.5672211821], [2.5672098509], [ 0.0000113312]
[0.5]. [2.6370986296], [2.6370924162], [0.62134 107 ]
[0.6], [2.7035681138], [2.7035812126], [ 0.0000130988 ]
[0.7]. [2.7667958430], [2.7667919993], [0.38437 107 ]
[0.8]. [2.8269399194], [2.8269334325], [0.64869 107 ]

[0.9], [2.8841507347], [2.8841603862], [0.96515 107 ]
[1.0], [2.9385713455], [2.93860325801, [0.0000319125 ]

with (plots):
ql:=plot((4-(7/4) *exp(-x/2)) ,x=-0.25..1.27 ,color=red) :
g2:=plot(y[2] (x)**( * ) ,x=-0.25..1.27,1linestyle=DASH,
color=navy) :

display(gql,g2) ;
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