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ONSOZ

Bu c¢alismada, pargali homojen cisim modeli gercevesinde elastisite teorisinin ii¢ boyutlu
nonlineer denklemleri kullanilarak, sonsuz elastik bir ortamda diisiik yogunluklu sarili
periyodik lif olmasi durumunda temas yiizeylerinde, gerilme dagilimi incelenmek {iizere
gerekli siir deger problemi kurulmus ve c¢oziilmistiir. Geometrik nonlineeritenin bu
gerilmelere etkisi de aragtirilmigtir.

Bu ¢alismay1 yoneten ve hazirlanmasinda destegini higbir zaman esirgemeyen Sayin Yrd.
Dog. Dr. Resat KOSKER’e ¢ok tesekkiir ederim.

Benden hi¢bir zaman maddi ve manevi desteklerini esirgemeyen aileme de tesekkiirii bir borg
bilirim.
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OZET

Tek yonli lifli kompozit malzemelerdeki liflerin egrilik nedeni dizayn sirasinda duyulan
gereksinim veya teknolojik islemlerin sonucudur. Genellikle, teknolojik islemler sirasinda
ortaya cikanlar yerel egrilikler, dizayn gereksinimi sonucu ortaya ¢ikmis olan egrisellikler
periyodik egrilikler seklinde modellenirler. Calismamizda, sonsuz ortamda diisiik yogunluklu
sonsuz uzunluklu periyodik egrilikli sarili tek lif olmast durumu incelenmis ve gerilme
dagilimi ele alinmistir. Ortamdaki liflerin diistik yogunlugu lifler arasindaki etkilesimin ihmal
edilebildigi mertebededir. Yaptigimiz incelemeler parcali homojen cisim modeli ¢ergevesinde
elastisite teorisinin ii¢ boyutlu kesin geometrik nonlineer denklemleri kullanilarak
gerceklestirilmistir. Lif ile matris arasinda gecis malzemesi (lif ortiisii) oldugu diisiiniilmiis ve
araylizeylerdeki gerilmeler calisilmigtir. Calismalar esnasinda cisme sonsuzda lif yoniinde
diizgiin yayilmis normal kuvvetler etki gosterdigi ve lif yilizeyine dik kesitlerin yarigapr lif
boyunca her bir malzeme icin degismeyen daireler oldugu (lif ortiisii kalinliginin da lif
boyunca sabit) kabul edilmigtir.

Uygun sinir-deger problemlerinin ¢ézimii i¢in smir formu pertiirbasyon yonteminden
yararlanilarak yaklagik analitik bir metod gelistirilmistir.

Ele alinan ortamlardaki gerilme yayilimina ve bu yayilima geometrik nonlineeritenin etkisi ile
ilgili cok sayida sayisal sonug elde edilmis ve yorumlanmistir. Ayrica lif ile matris arasindak
lif Ortiisiiniin kalinligiin gerilme degerlerine etkisi de incelenmistir.

Anahtar Kelimeler: Lifli kompozit, gerilme yayilimi, geometrik nonlineerite, periyodik
egrilik, saril1 tek lif,gecis malzemesi.
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ABSTRACT

The curvature of the fibers in the structure of the unidirectional fibrous composite
materials is due to design requirements or to technological processes. Usually the
curvature caused by the technological process is modeled as a local one, whereas the
curvature caused by design features is modeled as a periodical. In this study the case is
considered where a covering single periodical curved fiber with an infinite length is
contained by an infinite body with low concentration of fibers and stress distribution in
that is investigated. Taking the low concentration of fibers into account the interaction
between them is neglected. The investigations are carried out within the framework of the
piecewise homogeneous body model with the use of the three-dimensional geometrical
nonlinear exact equations of the theory of elasticity. There exists the bond hollow
covering cylinder between fiber and matrix materials are considered and stresses on
interfaces are studied. Moreover it is assumed that the body is loaded at infinity by
informally distributed normal forces which act along the fibers and the crosssection of the
fibers, normal to its axial line, is a circle of constant radius along the entire fiber length.

For the solution of considered boundary value problem an approximate analytical method
is developed by using the boundary form perturbation method.

The numerous numerical results related to the stress distribution in considered body and
the influence of geometrical nonlinearity to this distribution are obtained and interpreted.
Moreover, the influences of the geometrical and mechanical problem parameters to these
distributions are also analyzed.

Keywords: Fibrous composite, stress distribution, geometrical nonlinearity, periodical
local curving, covering material, covering single fibrous.
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1. GIRIiS

1.1 Kompozit Malzeme Tanim

iki veya daha fazla sayidaki aym veya farkli gruptaki malzemelerin, en iyi 6zelliklerini
bir araya toplamak ya da ortaya yeni bir 6zellik ¢ikarmak amaciyla, bu malzemelerin {i¢
boyutlu nitelikte bir araya getirilmesi ile olusan malzemelere “Kompozit Malzeme”
denir. Baska bir deyisle bilesenlerin hi¢ birinde tek bagina mevcut olmayan bir 6zelligin
elde edilmesi veya birbirlerinin zayif yoniinii diizelterek iistiin 6zellikler elde edilmesi
amaclanarak bir araya getirilmis degisik tiir malzemelerden ya da fazlardan olusan

malzemelerdir. (http://tr.wikipedia.org/wiki/Kompozit malzemeler)

Dogada kompozit malzemeler milyonlarca yildan bu yana bulunmaktadir. Bu dogal
kompozitlere 6rnek olarak ahsap, bambu ve kemik gosterilebilir. Insan yapimi kompozit
malzemelerin ilklerinden biri samanla giiclendirilmis ¢amur bloklar1 farz edilebilir. O
zamandan giiniimiize kadar kompozit malzeme imal teknigi samanla gii¢clendirilmis
camur bloklardan fiberle giiclendirilmis polimer, seramik matris, metolik matris ve ¢izgi

karbon malzemeler gibi fiberle giiclendirilmis malzemelere kadar ilerleme kaydetmistir.
Bir kompozit malzemede genelde dort kosula dikkat edilmektedir:

e Kimyasal bilesimleri birbirinden farkli belirli ara yiizeylere ayrilmis en az iki

malzemenin bir araya getirilmis olmasi,
e Farkli malzemenin {i¢ boyutlu olarak bir araya getirilmis olmast,
e Bilesenlerin hig birinin tek basina sahip olmadigi 6zellikleri tagimasi.

Buna goére malzeme, mikroskobik agidan heterojen bir malzeme 6zelligi gostermekte,

ancak makroskobik agidan homojen bir malzeme gibi davranmaktadir. (Ersoy,2001)

1.2 Kompozit Malzemelerin Genel Ozellikleri
Kompozit malzemeler iiretilirken genellikle asagidaki 6zelliklerden bir veya birkaginin

gelistirilmesi amaglanmaktadir.

e Hafiflik: Polimer kompozitler genelde 1,5 — 2 gr / cm® yogunlugundadir. Metal

kompozitler, 2,5 — 4,5 gr / cm’ olmakla beraber 6zellerde sigrama goriilebilir.



Seramik kompozitler ise ikisi arasindadir.

Ryjitlik Ve Boyut Kararsizligi: Genlesme katsayilar1 nispeten diisiik olup sert,
saglam bir yap1 ve biiylik bir boyut kararlilig1 gosterir.

Yiiksek Mekanik Ozellikler: Cekme, basma, darbe, yorulma dayanimlari gok
ylksektir.

Yiiksek Kimyasal Direng: Kompozitler bir¢ok kimyasal maddelere, bu arada
asitler, alkaliler, ¢oOziiciiler ve ac¢ik hava sartlarina karsi son derece direng

gosterirler. Kimya tesisleri i¢in ¢ok kullanilan malzemelerdir.

Yiiksek Is1 Dayanimi: Kompozitlerin 1s1 dayanimi siradan plastiklere gore

yiiksektir.

Elektriksel Ozellikler: Elektriksel ozellikler kompozitlerde istege gore
ayarlanabilir. Metal Matrisli Birlesik Malzemeler (MMC)’ler iletkendir.

Kompozit malzemeler i¢in {i¢ ana eleman mevcuttur. Buna gore:

Matris Elemani: Kompozit malzemelerde matrisin ii¢ temel fonksiyonu vardir.
Bunlar, elyaflar1 bir arada tutmak, yiikii elyaflara dagitmak ve elyaflar1 ¢evresel
etkilerden korumaktir. Ideal bir matris malzemesi baslangicta diisiik viskoziteli bir
yapida iken daha sonra elyaflar1 saglam ve uygun bir sekilde ¢evreleyebilecek kati
forma kolaylikla gecebilmelidir. Matris malzemesi, termoset veya termoplastik
polimer malzeme olarak stirekli fazi olusturur. Termosetler grubunda agirlikli
olarak polyesterler kullanilir. Bunun yani sira vinil ester/bisfenol, epoksi regine ve
fenolik reginelerin kullanimi da giderek yaygilasmaktadir. Termoplastik
grubunda yaygin olarak poliamid ve polipropilen kullanimini goriilmektedir
(yaklasik % 68.3), bunlarin yani sira hibrid formda polietilen ve polibutilen

tereftalat, polietereterketon ve polietersulfon kullanimi da dikkat cekmektedir.

Takviye Elemani: Matris malzeme icinde yer alan takviye elemani kompozit
yapinin temel mukavemet elemanlaridir. Diisiik yogunluklarinin yani sira yiiksek
elastisite modiiliine ve sertlige sahip olan elyaflar kimyasal korozyona da
direnclidir. Giiniimiizde kompozit yapilarda kullanilan en Onemli takviye

malzemeleri siirekli elyaflardir. Bu elyaflar 6zellikle modern kompozitlerin



olusturulmasinda 6nemli bir yer tutarlar. Aramid, karbon, grafit, bor, silisyum
karbiir (SIC), aliimina, cam ve polietilen malzemelerin kisa veya uzun siirekli
elyaf formunda kullanildig1 ve matrisi yaklasik % 60 hacim oraninda pekistirici

islevi olan malzemelerdir.

e Katkilar Maddeleri: Dolgular, kimyasallar ve diger katkilar matrise niteliklerine

gore ozelliklerin gelistirilmesi amaciyla ilave edilirler. [1]

1.3 Kompozit Malzemelerin Yararlari, istenmeyen Yonleri,Kullanim Alanlari

Kompozit malzemelerin bakir, celik, aliiminyum, titanyum gibi bilinen miihendislik
malzemelerine gore avantaji yiiksek 6zgiil mukavemet ve yiiksek 6zgiil modiile sahip
olmalaridir. Ozgiil mukavemet, malzeme mukavemetinin malzeme yogunluguna orant,
0zgiil modiil ise yank modiiliiniin malzeme yogunluguna orani olarak bilinmektedir.
Yiiksek 6zgiil mukavemet ve yiliksek 6zgiil modiil kompozit malzemede mukavemet,

rijitlik ve agirliklarinin hafif oldugunu ortaya koyar.

Kompozit malzemelerin tiim bu 0&zelliklerinin yani1 sira maliyetin yliksekligi gibi
istenmeyen Ozellikleri de mevcuttur. Fiberler; c¢elik, alimiinyum ve digerleri ile
karsilagtirildiginda daha pahalidir. Kompozit malzemelerde parcalarin imal edilmesi daha

cok iscilik gerektirdigi gibi imal isleri de daha yavastir.

Kompozit malzemelerin kullanildig1 sektdrlere baktigimizda Insaat ve Yapi, Otomotiv ve
Tasimacilik, Savunma Sanayi ve Havacilik, Gida ve Tarim, Denizcilik sadece bir
kismidir. Uzay ve havacilik endiistrisine bakildiginda, kompozit malzemelerden imal
edilerek saglanan agirlik azalmasi, hava ve uzay aracinin isletilmesini daha ekonomik
hale getiren yakit tasarrufuna dondiistiiriiliir. Ayrica, bircok uygulamalarda ¢ok yiiksek

sicaklilarda yapinin mukavemet ve rijitliginin korunmasina yardim etmektedir. [2]

1.4 Lifli Kompozit Malzemeler

Degisik malzemelerin liflerle donatilarak gesitli 6zelliklerini iyilestirme g¢alismalarinin
teorik olarak ele alinisi oldukga yeni olmasma karsin, ilk uygulamalarin ¢ok eski
zamanlara dayandigr bilinmektedir. Kerpi¢ malzemenin bitkisel elyaf ve samanla

birlestirilerek olusturulmasi, al¢i hamurunda bitkisel lifler ile at kuyrugu, yelesi gibi



hayvansal liflerin, killarin kullanilmasi, asbest lifleri gibi inorganik malzeme kullanilarak

¢imento baglayict malzemelerin donatilmasi verilebilecek 6rneklerden bazilaridir.

Lifler malzeme tiiriine ve iretildigi hammaddeye gore isimlendirilir. Dolayisi ile, lif
seklindeki genel isimlendirme, bir boyutu diger boyutlarina gére ¢ok biiyiik olan her tiirlii

ince malzemeyi kapsamaktadir.

Malzemelerin liflerle donatilmasindaki amag, mekanik 6zellikleri daha iyi olan malzeme
tretmektir. Malzemeler, 6zellikle ¢ekme, egilme ve carpma dayanimlari gibi mekanik
dayanimlarinin iyilestirilmesi, gevrek kirilma 6zelliginin kismi olarak giderilebilmesi i¢in

lifler, teller, cubuklar veya degisik yapida 6rgii malzemeyle donatilmaktadir.

Liflerle donatilmis bir malzeme en basit haliyle iki fazli bir kompozit malzeme olarak ele
almabilir. Kompozitin siirekli fazini, lifleri birarada tutan ve kompozit i¢indeki hacim
oraniin yiiksekligi nedeniyle kompozitin ana bileseni olarak da diisiiniilebilen matris
malzemesi olusturur. Bu matris i¢inde donati olarak kullanilan mazleme ikinci bir fazi
olusturur. Donatinin etkinligi, donatt malzemesinin sahip oldugu E-modiiliiniin, matrisin
E-modiiliinden ¢ok daha yiiksek olmasina baghdir. Matris ve lif fazinin sahip oldugu E-
modiil degerlerinin birbirlerine yakin olmasi durumunda, lif fazi tagimaya yeterince

katilamamaktadir.

Liflerle donatili malzemelerde lifin tagimaya etkisini saglayabilmek i¢in matrisin
mekanik etkisi life iletilmelidir. Lifle matris arasinda herhangi bir kimyasal bag soz
konusu olmayip iletim kayma kuvvetiyle olacaktir. Dolayisiyla, lifle matris arasinda
olusacak bu kayma gerilmelerine dayanabilecek aderans olmalidir. (Beton ile donati
meydana gelen etkiler nedeniyle sekil degistirirler. Bu sirada iki malzeme arasinda
gerilmelerin gecisi meydana gelir. Arada kayma olmadan bu tiir gerilme gecisinin ortaya

¢tkmasina ADERANS denir.)

Liflerle donatili kompozit malzemelerin 6zellikle ¢ekme, egilme, carpma dayanimlarinda
onemli artiglar s6z konusudur. Bu 0Ozellik malzemede belirtilen ¢cekme, egilme gibi
gerilmelerin birim agirhiga oran1 da (o/A) diger malzemelere cok daha yliksektir.

(Ersoy,2001)



1.5 Tek Yonlii Egrisel Yapidaki Lifli Kompozitlerin Gerilme Durumuna Ait

Calismalarin Kisa Ozeti

Teknolojinin hizla ilerlemesi, daha dayanikli ve daha saglam malzemeye ihtiyag
duyulmasi, kompozit malzemelerin {iretiminin Oneminin artmasint da beraberinde
getirmistir. Giinlimiizde olusan bu durum ve kompozit malzemelerin uygulamalarda
kullanimlarinin daha da etkin hale gelmesi bu malzemelerin farkli dis etkiler altindaki
mekanik davranislarinin matematiksel modellenmesini ve teoriksel agidan incelenmesini
gerektirmektedir. Kompozit malzemelerin genis bir alanini olusturan tek yonli lifli
kompozitlerin ¢esitli dis etkiler ve bu dis etkilerin neden oldugu i¢ kuvvetler karsisinda
gosterecekleri davranig bicimi, onemli Ol¢lide bu malzemelerin yapisal 6zelliklerine
baghdir. Tek yonlii lifli kompozitlerin en énemli yapisal 6zelliklerinden biri ise liflerin

egriligidir.(Akbarov,Guz (2000))

Baglangi¢ egrilige sahip lifler ve levhalarla giiclendirilmis kompozitler egrisel yapiya
sahip kompozitler olarak adlandirilir. Bu egriliklerin olugmasinda iki durum soz
konusudur. Malzeme dizayn1 egrilikli olarak gerceklestirilebilir (Bolotin ve Novichkov
(1980), Akbarov ve Guz (2004)) ya da iiretim sirasinda gesitli faktorlerin etkisi ile
malzeme yapisinda egrilik (Bolotin ve Novichkov (1980), Akbarov ve Guz (2004))
meydana gelebilir. Genel olarak, malzemenin egriligi teknolojik islemler nedeniyle
olusmus ise, kompozit malzemeler yerel egrilikli, egrilikli olarak dizayn edilme soz
konusu ise periyodik egrilikli olarak modelleme gerceklestirilir. Elde edilen kompozit
malzemenin basari ile kullanilabilmesi i¢in bahsedilen egrilik ele alinarak malzemedeki
gerilme—sekil degistirme durumunun belirlenmesi ile miimkiindiir. Akbarov (1981a,
1981b, 1998), Akbarov ve Guz (1985a, 1985b, 1985¢, 2000, 2002, 2004), Akbarov ve
Kocatiirk (1997), Akbarov ve Kosker (2001, 2003a, 2003b, 2003¢c, 2004), Akbarov ve
Novruzov (1987), Akbarov vd. (1982, 1997, 1999, 2001, 2004, 2005) kaynaklarindan
incelendigi iizere bu egrilikler kendi kendini dengeleyen gerilme durumlarinin
olusmasina neden olmaktadir. Bu gerilmeler egrilik ve mekanik parametrelere bagli
olarak ¢ok biiyiik boyutlara ulasarak kompozitin adhezyon (yapisma) mukavemet sinirini
asabilmektedir. Ayrica gii¢lendirici lif veya levhalarin baslangigtaki ¢ok kiiglik egriligi
tek yonlii kompozit malzemelerin stabilite kayb1 ve kirilma problemlerinin arastiriimasi

icin bir model olarak kabul edilir. Bu ve diger nedenlerden dolayr uygun mekanik



problemlerin matematik modellerinin yapilip ve teoriksel agidan incelenmesi hem teorik
ve hem de kompozitlerin uygulamasi agisindan ¢ok oOnemlidir. Tezde ele alinan
arastirmalarin 6nemini ve yerini belirtebilmemiz i¢in bu alanda yapilan ¢aligmalarin kisa

Ozetini ele alalim .

Egrilikli kompozit malzemeler i¢in iki yaklasim mevcuttur. Bir tanesi boyut olarak
egrilikten daha biiyiik alanlardaki gerilme-sekil degistirme bilesenlerinin elde edilmesin
icin kullanilan stireklilik yaklasimidir. Malzemenin normalize edilmis mekanik
ozelliklerindeki degisim, egriligin etkisidir. Digeri ise boyut olarak egrilikten daha kiiciik
olan alanlarda, egriligin etkisi dikkate alinarak, gerilme-sekil degistirme bilesenlerinin
elde edildigi yerel yaklasimdir. Yerel yaklasim gelistirilmesinde iki farkli yaklasim
kullanilmistir.Kullanilan yaklasimlar, homojen cisim modeli ve stireklilik teorileridir. Tez
kapsaminda yapilan arastirmalar parcali homojen cisim modeli ¢ergevesinde oldugundan

yerel yaklagim ile ilgili caligmalar {izerinde yogunlasalim.

Parcali-homojen cisim modellemesinde kompozit malzemenin herbir bileseni igin gerekli
denklem ve ifadeler olusturularak, bu bilesenlerin sahip oldugu ortak sinirlarda temas
kosullar1  verilerek inceleme gerceklestirilir. ~ Arastirmalarda liflerin  yerlesimi

dogrultusunda calismalar gerceklestirilmistir. Bu konudaki aragtirmalara deginelim.

Matris ve lif malzemelerinin homojen, izotrop ve lineer elastik oldugu kabul edilerek, lif
boyunca sonsuzda diizgiin dagilmis normal kuvvetlerin etkisindeki periyodik egrilikli tek
lif iceren sonsuz elastik cisimde gerilme dagilimi, Akbarov ve Guz (1985a, 1985b,
1986b) makalelerinde kompozitteki lif yogunlugunun diisiik oldugu ve lifler arasindaki
etkilesimin ihmal edildigi durum icin ele alinmistir. Ayn1 problem, Akbarov (1986b)’ de
matris malzemesinin lineer viskoelastik olmasi durumu igin de incelenmistir. Biitiin bu
aragtirmalar lineer elastisite teorisinin ii¢ boyutlu kesin denklemleri kullanilarak pargalt
homojen cisim modeli i¢in gerceklestirilmistir. Tiim bu ¢aligmalar sonucunda, Akbarov
ve Guz (1985a)’da verilen metod kompozit malzemenin lif yogunlugunun ¢ok olmasi ve
lifler arasindaki etkilesimin dikkate alindigi durumlarin ele alinmasina Akbarov ve Guz
(2000)’de deginilmis olsa da caligmalarla ilgili sayisal sonuglar Akbarov ve Kosker
(2001, 2003a, 2003c), Kosker ve Akbarov (2003b), Akbarov vd. (2004) makalelerinde
yer almistir. Akbarov ve Kosker (2001, 2003a) makalelerinde periyodik egrilikli iki



komsu lif iceren sonsuz ortamda gerilme dagilimi, elastisite teorisinin {i¢ boyutlu
geometrik nonlineer denklemleri kullanilarak incelenmisken, Kosker ve Akbarov
(2003b), Akbarov ve Kosker (2003c) makalelerinde ise yine iki komsu lif iceren sonsuz
elastik ortamda gerilme dagilimi elastisite teorisinin {i¢ boyutlu geometrik lineer

denklemleri kullanilarak pargali homojen cisim modeli ¢er¢evesinde incelenmistir.

Calismalarda sonsuz ortamdaki komsu liflerin birbirine gore farkli yerlesim sekillerinde
ve sonsuzda lifler yoniinde diizglin dagilmis yiik etkisi altinda incelenmistir. Bu
yaklasim, Akbarov vd. (2004) calismasinda periyodik egrilikli liflerin tek yonde
periyodik dizilmis sekilde bulundugu elastik ortamda gerilme dagilimi incelenmesini

gergeklestirmistir.

Ele alman c¢alismalarda giiglendirici elemanin tek yonli lif oldugu kompozit
malzemelerde genellikle liflerin periyodik egrilikli olmasi1 hali calisilmistir. Lifteki
egriligin yerel olmasi durumuna ait olarak Djfavarova (1992,1994,1995) calismasi
belirtilebilir. Lineer durumdaki parametrelerin gecerlilik siirlarinin belirlenmesi igin
geometrik nonlineeritenin malzemedeki gerilme dagilimina etkisinin belirlenmesini
iceren ¢aligma Simsek,Akbarov(2006) doktora tezinde yer almistir. Elde edilen sayisal
sonuglarin bir boliimii Akbarov vd. (2005)’de verilmistir. Simsek (2006) tezinde,sonsuz
elastik ortamin diisiik yogunluklu baslangi¢ yerel egriligine sahip lif ve sarili lif igermesi

durumunda gerilme dagilimi ele alinmis ve pek ¢ok sayisal sonug verilmistir.

Yukarida siralanan arastirmalardan goriilebilecegi gibi, daha 6nce periyodik egrilikli lifin
bagka bir malzeme tarafindan sarili olmasi (ge¢is malzemesi,ortilk malzeme) durumu

incelenmistir.

1.6 Yapilan Arastirmalarin Amaclari
Bu ¢alismada yapilan arastirmalarin amaglar1 asagida 6zetlenmistir.
1. Periyodik egrilikli sarili tek lif igeren sonsuz ortamlarin gerilme dagiliminin
pargalt homojen cisim modeli ¢ercevesinde lineer denklem sistemi kullanilarak

incelenmesi i¢in gerekli yontemin gelistirilmesi ve bu incelemenin sifirinci,

birinci ve ikinci yaklasima kadar yapilmast,

2. Formiilasyonu yapilmis sinir-deger problemlerinin incelenmesi igin gerekli



metotlarin gelistirilmesi;

3. Ele alinan sinir-deger problemlerinin incelenmesinde uygulanan yontemlerin
esaslandirilmasi ve sayisal sonuglarin elde edilmesi i¢in gereken algoritmalarin ve

programlarin yapilmast;

4. Elde edilen sayisal sonuglarin baz1 mekaniksel yorumlarinin yapilmasi.



2. PERIiYODIK EGRILIiKLi SARILI TEK LiF iCEREN SONSUZ ELASTIK
ORTAMDA GERILME DAGILIMI

Burada periyodik egrilikli sarili tek lif iceren sonsuz elastik matriste gerilme yayilimi
problemi ele alinacaktir. Ele aldigimiz malzemede lif ile matris arasinda kalinlig1 sabit
baska bir malzeme bulunmaktadir. Bu malzeme lif boyunca lif ve matris arasinda bir
gecis malzemesi olarak veya malzemenin dizayni geregi yerlestirilmis bir malzeme
olarak diisiiniilebilir. Burada lif, lifi saran malzeme olarak belirteceg§imiz gecis malzemesi
ve matris malzemelerinin temas yiizeylerinde olusan gerilmeler ve gerilmelere geometrik

nonlineeritenin etkisi ifade edilecektir.

2.1 Problemin Formiilasyonu

Sonsuz uzunlukta sarili tek bir lif igeren elastik sonsuz ortamda diisiikk yogunluklu
periyodik egrilikli sarili lif oldugunu diisiinelim (Sekil 2.1a). Burada diisiikk yogunluklu
ile lifler arasindaki etkilesimin ihmal edilebilecek kadar, liflerin birbirinden uzak oldugu
vurgulanmaktadir. Lifin orta ¢izgisine dik olan kesitlerin daire oldugunu ve bu
dairelerden birinci malzemenin ikinci malzeme sinirina kadar olan daire i¢in yarigapinin
R; lifin orta ¢izgisinden {igiincii malzeme sinir kosuluna kadar olan kisimdaki dairenin
yaricapinin R +H (Sekil 2.1c) oldugunu varsayalim. Buna gore iki daire yarigapinin
farki 2. malzeme iizerinde kalan kisim olup H kadardir. Her iki yarigap degerinin de lif
boyunca degismeyecegi kabul edilerek, lif boyunca, sozii edilen kesit dairelerin

merkezinden gecen egriyi ¢alisma boyunca lifin orta ¢izgisi olarak ifade edecegiz.

Koordinat takimi olarak baslangi¢ noktasi lifin orta ¢izgisi iizerinde olacak sekilde
Ox,x,x, kartezyen Or0z silindirik koordinat takimlarim segelim. Cismin sonsuzda lif
yoniinde (Ox, (Oz) yoniinde) p yogunluklu diizgiin dagilmis normal kuvvetler etkisinde

oldugu diistiniilmektedir.

Bu durumda incelemelerimiz lif, gecis malzemesi ve matrisin farkli lineer elastik
malzemelerden olustugu disiiniilerek, siirekli ortamlar mekaniginin kesin ii¢ boyutlu

geometrik nonlineer denklemleri kullanilarak yapilacaktir. Lifin orta ¢izgi denklemini

X, =£5(x;) = L(sinzl—nx3j, x, =0, 8(x,) = lsin(27nX3j (0.1)
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c)

Sekil 2.1 Sarili tek lif iceren sonsuz matrisin geometrisi ve secilen koordinat takimlari
olarak ifade edelim. ¢ (0<e<<I)(L egilme genligi, / egilmenin periyodu olmak {izere
8=% olarak alinmustir.) lifin egilme genligini belirten kiiciik bir parametre, o(x;)

fonksiyonu ise malzemenin p yogunluklu diizglin dagilmis normal kuvvetler etkisine
girmeden Onceki (baslangi¢ durumundaki, sekil degistirme gerceklesmeden oOnceki)
egilme formunu ifade etmektedir. (2.1) denkleminde ifade ettigimiz iizere, lifin orta

¢izgisi x, =0 diizlemi tizerindedir. Kuvvetlerin yiiklenmesinin ardindan da bu ¢izginin

ayni diizlem tlizerinde oldugu varsayilacaktir.

Yaptigimiz calismada lif ile lifi saran malzeme ara yiizeyini S;, lifi saran malzeme ile
matris malzemesi ara yiizeyi S, ile gosterebiliriz. Lif-en kesitinin sagladigi kosuldan
yararlanarak Akbarov ve Guz (2000) kaynaginda oldugu gibi lif ve matris ara yiizeyi olan

alanlarin denklemleri:
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r=(1+&> (&' (t,))’sin0)" { (e3(t, )+&’3(t, ) (&' (t,))’sin+

[R3-2(60) "3 () (1)) (14 (1) )sin’0] | 0.2)

dat,)

7, =t,-ed' (t,)r(t,)sin0+&°5(t,)d' (t,), o' (ty)= "
3

seklindedir. t;e(-o0, +o0) bir parametre olup, (2.2) denklemini kullanarak Sy (k=1,2)

ylizeylerinin birim dis normallerinin bilesenleri asagidaki sekilde elde edilir.

—1(0.6) B (a0, 1,
. {62(6, t,) or(6,t,)  r(8,t,) oz(6, ta)}[A(e,z !
00 ot, 00 oty
IO INCXST >

3

Burada

Gz(et)] [ 0z(6,t,) 6r(9,t3)_6z(6,t3)8r(6,t3)J2+
ot

AGL) [( (%) o ot &, o9

( ot )62(6 = )] ] (0.4)

3

3

seklindedir.

Ayrica life ve gegis malzemesine ait olan biiytikliikleri (1), (2) ve matrise (sonsuz elastik
ortama) ait olan biiytikliikleri ise (3) ist indisleri ile gosterecegiz. . Lif, gecis malzemesi

ve sonsuz elastik ortamda asagidaki alan denklemleri saglanir.

Denge denklemleri
V. [ in (gl +v u(k)j)]=0, (0.5)

Sekil degistirme ve yer degistirme iligkileri

26 =vau® +v u(k)+V u(k)“V ul (0.6)

jm i m
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Biinye denklemleri
& — &) alk) (k) (k) k) o) LK) 4 (k) -
O =M e™)0! +2(W e ), eV =g T e, k=1,2,3 (0.7)

Burada GE}‘H))’lar ve 88;)) ’lar sirasiyla gerilme ve sekil degistirme tansorlerinin fiziksel

bilesenleridir. Verdigimiz (0.5)-(0.6) denklemlerinde tansor notasyonu kullanilmistir ve
tekrarlanan indislere gore Einstein toplam uylasimi yapilacak, ancak tekrarlanan alt1 ¢izili

indislere gore bu uylasim uygulanmayacaktir. S, yiizeyleri ilizerinde ideal temas

kosullarinin saglandigini kabul edelim ve bu kosullar1

Wi ( ) — @i (i @) (03] e
c (gn+Vnu )sqnj—c (gn+Vnu )Sqnj, u; Sq—uj s
c" (gfl +Vnu(2)j) n, =c" (gf1 +Vnu(3)j) n, u? = ut? ) (0.8)
Sq S, q q

Bu denklemlerde n;’ler ara yiizeyin birim normal vektdrii ve n’nin kovaryant

bilesenleridir. Bunlarin yani sira asagidaki sinir kosullarinin saglandigini varsayacagiz.

T,

3 3 .o
o, — P, of — =50, (i)=zz (0.9)

Gerilme ve sekil degistirmenin fiziksel bilesenleri

|
i o =uH;=u, T (0.10)

it i

. 1 1 i,

1] 1)
o..=cHH . =0..——,¢.=s.. ——=¢*H.H.,u
(i) it ij > = (ij) it7j
HiHJ.

formiillerinden yararlanilarak elde edilecektir.
(ij) =11,00,22,10,12,20, (1) =1,0,Z dir.

c’, &' ve o,

j» € gerilme (o) ve sekil degistirme (&) tansorlerinin ele alinan silindirik
koordinat takimindaki kovaryant ve kontravaryant bilesenlerini, ui, u;’ler ise yer
degistirme (u) vektoriiniin bu koordinat takimindaki kovaryant ve kontravaryant
bilesenlerini gostermektedir. (0.10) formiilleri tansor ve vektorlerin fiziksel bilesenleri
arasindaki iligkileri gostermektedir. Bu formiillerdeki Hj’ler ise Lamé katsayilaridir.
Silindirik koordinatlardaki Lamé katsayilaridir ve bu sabitler kullanilarak iiretilen sekil

degistirme vektorii ve gerilme tansOriinlin = silindirik koordinatlardaki fiziksel

bilesenlerinin, bu vektdr ve tansorlerin kovaryant ve kontravaryant bilesenlerine bagh
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ifadeleri asagidaki gibidir.

H =r, H,=1, H, =1

= r: = 9:1 = = z
U =U'=U,, Uy =TUT="U, Uy =0, =U

— _ I _ _ 0 — _ Iz _
O =0 =0 , Oy —;Gre =IG , 0y, =0,=0 , Ogy = ;Ger

_ _ 260 _ . _
Go9) = r_zcee =I'G ", O, —;Gez =IG", Gy =04

7z

cy(zz) = cyzz =0

1

0

=IC

_ _ _
=0" Oy = O =10

70

(0.11)

(0.12)

(0.13)

Cristoffel sembollerinin silindirik koordinatlardaki ifadeleri ile Kronecker Deltasinin

indisin farkli durumlarina gore esitligi kullanilarak denge denklemlerinin silindirik

koordinatlardaki ifadelerine ulasilmistir.

r 0

o r o ot oro0 or

2 ®) ® 2 () ®
6(10(‘3 u, +laur +lj+lc<k>(25ur _28119 _u

—Ogg

ooz r 0z

®)
+o,, (2
r

aZu(K) 1 au(k) 1 W 1 a2u(K) 2 augk)
s St S -2 7 =

r 00> r 00

(k) _l
T

1

-—u

r

(k) _lj

000z 0z

0z

“ 0zt or

or

r

00

0z

2 (k) (k) 2 (k) (k) (k) (k) (k)
+E (k)[a U, aue J+G(k) 0 u, +8ur (acrr +160r9 + aGrz j

+
r 00 or r 00 oz oz or r 00
(B 1068 aol) dol 106 a0l
r or r 00 oz or r 00 0z
lcl(_rk) azu(ek) _{_l augk) +EG%) 18211;@ . 6u£k) +l +l Ezk)
r or? r or r r Orod oo 1) r

300 | 502 o 0 " | 200z

oz

1 62u(k) au(k) 2 aZu(k) au(k)
4 (k) €] + 2 r (k) +_ZG(K) 0 +—T

(2

oz

(k) (k) (k) (k) (k) (k) (k) (k)
1 0u! [acre | Laoy ooy, ]+8ur Eacrz , Ldoy) ool

0

P

oroz

r

Y74

|

+15‘ng)
r oz

1 4 0*ul
(SR

0z*

|

(0.14)
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1( ou® c® 106® oo 1 ou® (6% 106% ao®
4= 0 _ugk) Ty 0 + 1z +_2 0 0 +— 00 + 0z
r{ or or r 00 oz r- 0o or r 00 oz

Lo (50 130y ool 1( 1(“j ool 186%  ack

+ +—1+-u~ +— +

r 0z r 00 0z r r oo r 00 0z
(k

) (k) (k)
uf® 41800 00u |_ (0.15)
T ez
c® azuik) l% +EG® azuik)+6(k> 252‘1(;)#8“(}) +i0.(k) azuﬁb
"o ror ) r P o0 ¢ ooz r Oz % 00
2 ou® 0¥ (e 106¥ oo
+—('59; +GZ; B + + - +
000z oz ool or r 80 oz
K (k) k) (k) K K (k) K
lau%) do 9 +lac’ee +ac’ez +5’u§*) 5G§E)+156 +5G§2)
r 00 or r 09 0z 0z or r 00 0z
(k) ac;(k) (k)
yOom 1% Gom 1 ody_ (0.16)

or r 00 0z

Periyodik egrilikli sarili tek lif iceren ve lif yoniinde etkiyen diizgiin dagilmis normal
kuvvetler etkisindeki sonsuz elastik bir ortamdaki gerilme dagilimi problemi, (0.5)-(0.7)
denklemlerinin, (0.8) temas kosullar1 dikkate alinarak ¢oziilmesine indirgenmis, bdylece

siir-deger problemi haline getirilmistir.

2.2 Coziim Yonteminin Gelistirilmesi

Ele alacagimiz problemimizin incelenmesinde Akbarov ve Guz (1985a, 2000)’de ele
almmis olan simir-formu pertiirbasyon yontemini kullanacagiz. Bu yonteme gore
aradigimiz biiyiikliikler lifin orta ¢izgisinin denklemine dahil olan ve onun egilme

derecesini gosteren kiigiik € parametresinin serisi olarak aranir.
k k k k), k) _ k),
”—Za&” L =S ety ® 3 ey b 0.17)
q=0 q=0

Bunun yani1 sira S ara yiizeylerinin denklemlerini olusturan (0.2) ve bu yiizeylerin birim
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normallerinin bilesenlerini gdsteren (0.3) ifadeleri de €’nun serisi halinde asagidaki gibi

yazilabilir.
r=R+>€*a, (0,t;), z=t,+> b, (O,t5), (0.18)
k=1 k=1
n,=1+Y ek, (0,t;), ny=> ed, (6,t;), n,=> e"g, (6,t;) (0.19)
k=1 k=1 k=1

Serideki €* katsayilar1 (2.2) ve (2.3) denklemlerinden elde edilebilir. (2.14) ifadelerini
ise denge denkleminin acilmasi ve uzun islemler sonucunda elde ettigimiz denklemlerde
yerine koyarsak, (0.17)’de bilinen her bir yaklasim i¢in uygun denklemler takimi elde

ederiz.

(0.7)’den (0.17)’deki her bir yaklasim i¢in ayr1 ayri saglanan alan denklemleri elde
edilir.(0.18)’1 kullanarak (0.17)’deki her bir yaklasim (r=R,0,t,) civarinda seriye

acilabilir. Elde edilen son ifadeleri (0.7)’ de yerine koyar ve n;, n,, n_’lerin (0.19)’daki

ifadeleri kullanilirsa, bazi uzun ama bilinen islemler sonucunda, (0.8)’deki her bir
yaklagim i¢in r=R’ de saglanan temas kosullar1 elde edilir. Bu durumda k. temas kosuluna
onceki k-1. yaklasimlarin tiimiine ait biiyiikliikler dahil olmaktadir. Sifirinci, birinci ve
ikinci yaklasimlar i¢in elde edilen uygun denklem takimlarinin ve temas kosullarinin

ifadeleri ile galismaya devam edelim.

Stfirinct Yaklasim

Sifirincr yaklasim (0.5)-(0.7) denklemlerini saglayacaktir. (0.8) kosullar1 n, =1, n, =0,
n, =0olmak iizere r=R’de aynen yazilacaktir. Vnu(k)j’0<<1 oldugunu kabul edersek,

gfq+Vnu(k)j’0 terimleri &’ ile yer degistirirler. Kabule gore sifirinci yaklasima ait

denklemler takimi

Vo0 =0, 26000 =V u®0 4 vy
(%),0 —1 (k) 4(k),0)sn (k) o (k),0 1,0 —(k),0 4 (K),0 4 (k),0
Oy —(A €0 T2(W ey ), €7 ey TE ) TEm) (0.20)

ve temas kosullar
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(1,0 =@0 (1,0

—11@0

" O u,

@) - (i) R’ O
Iq R Iq R

: =
- @ -
qu qu

(2).0 =30 2.0 — 130

o lop u; =Uu;
() - ()] R’ O ‘ _ (@) ‘ _
u g R U Iq R ! qu ! qu

(0.21)

(ij=rr, 10,12, (i)=1, 0,2, ¢=1,2

olarak  bulunur. Boylece sifirinct  yaklasim  i¢in  (0.20)  denklemlerinin
Hata! Basvuru kaynag bulunamadi. temas kosullar1 altinda ¢6ziimlenmesine

indirgemis oluruz.
Birinci Yaklasim

Yukarida belirttigimiz (0.17) ifadesini (0.5)- (0.6) denklemlerinde yerine yazarak seriye
actigimiz €? ’nun esit kuvvetlerinin katsayilarini esitledigimiz durumda q. yaklasim i¢in

asagidaki denklemleri elde etmis oluruz.

V. [oWia 4 gMindy ;®i0)]— _qi v ((cWmamy yim) (0.22)
m=1
=0
q-1
28i(jk)'q = Vjui(k)’q + Viuﬁk)’q + Zvju(k)n’q_sviug{)’s (023)
s=1
=0

Birinci yaklasim i¢in yukarida gosterdigimiz gibi sag tarafin terimleri sifir olacagindan

alan denklemlerini agagidaki sekilde gosterebiliriz.

V,[6® 4600y y®i0y]=0 (0.24)
269" =V u®! 4V ul (0.25)
G = (MBe®)g! + oUW, =4l e k=123  (0.26)

(0.24) ve (0.26) denklemlerinin fiziksel bilesenlerinin ifadeleri,

Denge denklemleri igin:

2 (W)l 2 (k) 2. (k) 2 (k). 2 (k)
100 07U, 3 o0y w0 07U, I o0y 2 400y,

T ro® aear 0T amar % a0 1 ® 0200
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2,1kl 100 5 (k)1 )0 5 (k)1 0.0 5 (k)
0 O7uy +80n ou, +l@66r ou, +8Gzr ou,

+G(1S),
“ o or o r 00 or 0z or
1 611(@’1 1 aG(k)’O au(k)»l 1 ac(k)-o au(K),l 1 aG(k)’O au(k)»l
_ (k),0 r 0 r 00 r z0 r
— O +-— + - +—
r 00 r or 00 r° 00 09 r oz 00

(k),0 (k)1 (k),0 (k). (k),0 (k). (k).
00" qut 1ol au a0 w1y, 0ul

+-0

oo 0z r 00 o0z oz o0z r " or

L
r2

2

2

7% T %% 5 o r oo | ez ' r

1

+—0

r2

(k)1 (k)1 (k)1
1.0 OU; +lc<k>,o Ou, +£ W00, (01 2 0 Oy

0 0 0 0
! 0o r ” oz r r " or

~ O

jug

W), W, W) (). .1
o Oug 2 50 oug~ 0o, 100y 0o, 1 (c“‘)" .1

(k).0 (k).0
w0, a1 065" 1 004 u®!

0 0 0 0
: r or r* 00

10 .0
1 oy, u(k),l_lacze w1 3 0ot

—O u
0 0 o Yo
rr 00 r o0z r?
+ 1 (k),00 (k)1 _ 1 (k),0. (k)1 _ 1 (k),0..(k),l _ 0
r_zsre U, r_zcee u, 50 Uy =

(k)1
2 (k),0.. (k). 2 (k).0 aue +

2 (k) 2. (k) (k)1
1 00 07ug 2 19007y, 2 o Jug

-G 0 -0 -0, —>— +—0," ————0,
" " o r " ot " eear " 00
2 (k) ()1 2. (k) 2. (k)
+%G(k).0 07y, _EG@,O Ouy . i 1.0 0 Uq +£G(k),0 J7u,
00 0
r ° ozor Y oz r 00> ” 0z00
2 (k) (K),0 ®)0 A (k)
w0 ™ 100, wn 106, Ouy
0
” o7t r* or 00 or
(K),0 ©.0 A (k) (k)1 ®)0 A (k)
1o +l do,, " Oug _iG@.o dug +i Jo, " Oug
0 0
rr oz r oz o 1" o 1 o 00
K0 A (k) )0 A (k) ®),0 A (k) ®)0 A (k)
N 1 0Gy," Ouy N 1 0cy" Ouy 1 oo Ouy 1 0c,,” Ouy
00 00 r* 0z 00 r or 0z rr 00 oz

r

©0 A (k)] W1
1 dc,,"" du, 3 w0 3 o, 00

(k)1
3 (k)0 aue

u,” +—0
0 €]
" 00

+>c
oz o0z 1t " or "

)

(0.27)
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(k)1 (k.1 ()1 (k)1
3 (0 Ouy +£ 1.0 Ou; +2 .0 Ou; +£ (1.0 OU;

+—0o o Z o
8} 00 0
" oz 7 o r 00 7 0z
(k),1 (k)1 (k)1
100, 1 s, 100" 1004 1 0 a0
2 o 2 3 0 r
r or r r- 00 r oz r

.0 (k)0 .0 0.1
1 00, won, 1006 aor 106, o, 100"
2 ur 3 ur 2 ur 2 ue
r° or rr 00 r- oz r- or

.0 (1).0 1.0
100, aon 100 aon 106, g 3 won_ L g, 00
2 o o e ° ez 0o e

1 1
®).0 (k)1 (k).0. (k)1 _
+—=50, U, +—=6, uy =0 (0.28)
2. (k)1 2. (k). 2. (k)1 2. (k)1 2. (k).
100 0, n % G0 Oy, £ 2600 Oy, +ic®’° Oy, +LG(L<),0 Oy,
r 2 or zr 2 00 2 70
or r 090r ozor r 00 2r 0200
150 8'ul lcag,o rul  doy M ful +l dop " oul
o:
“ 0 r 000z or oo r 00 or
K0 A (k) (k)0 A (k) (k)1 (k)0 A (k)
N 0c) " ou; +l oG, ou; _lG(k)’O ou, " +i 0G,," Ou;
0
6z o r o 00 r* " 00 rr 00 00
K).0 A (k) .0 A (k) (k)10 A (k) k)0 A (k)
+l 0G,," ou; N oG ou; +l 0cy,” oOu; N oG, ou;
r 0z 09 or 0z r 00 oz 0z 0z
(k)1 ()1 (k)1 (k)1 (k).1
LLlowodu,” 1 wodu, " 1 wodu, " 0o, 100y,
0
r " o 1T Mo r “ oz or r 00
1 ol
+—op +—2—=0 (0.29)
r 0z
Sekil degistirme-yer degistirme iligkileri:
ou!
gl =—— (0.30)

1T ar

), :
2 _ Quy™ +lauik)l _lugk%l (0.31)

" o r 0 r
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ggtn 04, — | o4, (0.32)

gl _ 1o 1, 0.33
00 ae r r ( )
(k)1 (k),1
26t =1 M, o (034)
r 0 oz
(k)1
e = M (0.35)
oz

Islemleri (2.9) denklemi i¢inde ayni1 kosullar altinda yaparsak asagidaki temas kosullarini
elde etmis oluruz.

9 iy

or

(1,0 (1,0
G,. (1)’1+f + ao(i)r + c,. (D0
Mr Jo)1 1 1 Y| OG)r

+
2).0 0z 2).0 (2),0

(1,0 (1),0
70 [G(i)O }(z),o Tz [G(i)z}(z),o -
(1),0 (1),0
) }(1)’1 *fl auaﬂ o [%} s
@)1 @0 L% Joo
2,1 006,
’ ()r
[G(i)r}@),lﬁ{ or
(2),0 (2),0
"o [G(i)0 }(3),0 Tz [G(i)z}@),o 0

(2),0 (2),0
ST B R ) 0.36
[u(i)}@),l 1 ? =Y, (0.36)

or 0z
(3),0 3),0
Birinci yaklasima ait denklemler ve temas kosullarini elde etmis olduk. (0.36)

(2),0 (2),0
+, FG(DT } +Yr [G () }(2)’0 +
(3).0 0z (3).0 (3),0

denkleminde kullanilan fonksiyonlarin agik ifadeleri asagida verilmistir:



20

[(P]lz,;:(p(l)s @s . [(P]3s @) (p(3)’s, (0.37)
£=3(t, )cos0 , o=-R 220 o0 (0.38)
dt,
2

8(ty) d=3(ty) 3(ty) dd(ts)
Yr=| —25-——3"R |c0s0, yg=—3-sind, y,~——>cos0 (0.39)

R g2 t

3 3

seklindedir.

Ikinci Yaklasim:

(0.22)-(0.23) denklemlerinden ikinci yaklasim igin sirasiyla asagidaki denklemleri elde

ederiz.

vi[G(k)ij,z N G(k)in,Ovnu(k)j,2] :_vi(G(k)in,lvnu(k)j,l) 0.40)

28512’2 = vjugl;)’z +Vmu§k)’2 +Vju(k)n’lvmuflk)’1 (0.41)
.2 _ [, (k)* K)* (k)2 K).2

cgm))’ (x() (k)z)a +2(,u() Em)) ) (2 = g2 1 (02 4 (0.2, (0.42)

(0.40)-(0.42) denklemlerinden elde edecegimiz ikinci yaklasimla ilgili temas kosullari

asagidaki sekildedir.
M. .1 (1).0
M2 0o ), 0C i, 06, oG,
ou o[ ol el ]
’ @ Z dou T 2y Z )0

% (10 2 (1),0 % (1o
£ (n)r if 00y, 1 (n)r n
(f)’ 1P ( D’
oroz
(2).0 (2).0 (2).0
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B.[o (1)r +Be[0(1)9] +B, [G(l)z]gl))o =0 (0.43)
, oc,. 1% oc,. 1% oo, 1 oo, 1
|:G(i)r Tj)j +1) |: - } T - +f, - +o, — +
@ o s, 0z |, or 390 0z )0

(2)0 (20 (2)0
o’c,, 0’6, 0’6,
(f1)2 —;) +f1(P1 - _( 1) () +
or oroz
(3)0 (3)0 (3).0

@) dc,, 17" dc,, 1 @
21 (i (iyr 21
Ve I:G(i)r ](3)’1 +Hyy, {E} oY, { Py } o [%e ](3),1 "

(3).0 (3).0
(2)0 (2).0 (2)0
J5 o6 ()1 06,
lee[ a“e} +<plv{ a()ﬂ +vz[0<i>z](3)l+fﬂ{ a()} +
" Joyo 2 Je)o ’ T e
B.[o (1)r +Be[0(1)e] +B, [G(i)z]g;:(()):() (0.44)
(1)1 (1)1 (10 (1.0
(1):2 6“(1) 8“(1) 8‘1(1) 6“0)
Ot B R R o I
() Z Jon T Jey 2 Joo
(1).0 (1),0 (1.0
f ou ‘” f Tugy — 62 "’ =0 0.45
(f)’ +1¢, ( D’ (0.45)
oroz
(2).0 (2).0 (2).0
(2).1 (2.1 (20 (20
(2)2 6u(i) 8u(i) au(i) 6u(i)
[t oy *6 {ﬂ o o] e Ge] ]
()1 Z Je) (3)0 Z 310
o%u (2).0 2 (2)~0 2 (2).0
£ (n) £ 0"ug) Ju (1) -0 0.46
(f)’ +1o, ( ) (0.46)
oroz
(3)0 (3)0 (3)0

Birinci yaklagimda elde ettigimiz temas kosullar1 denklemlerinde ve (0.45)’de (i)=r,0 ,z
indislerini kullanarak elde edecegimiz temas kosullarmin fiziksel bilesenlerindeki agik
ifadeler elde edilir. Birinci yaklagim temas kosullar1 denklemlerinde ve (0.45)’de

kullanilan fonksiyon ve kisaltmalar asagida sekildedir.

[X]lz’: =X (R0,t,)-XP(R,0,t,), g=0, 1,2 (0.47)
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da(t,) _RIG®)) 2, 90
f,=0(t;)cos0, ¢,=-R——= % cosO, fz—E(T 0+H(———= 3 )J,

3 3

d6(t )8(t o [8(t3)_d25(;[3) RJCOSQ’ y 230 g )
R dt R t,
B;—{zsa 9 jt(t ) (dzig))z}osze_ % {(8(;2» P di(t D cosd)’ }
_ 1. dzéi(t3)_(é‘>(t3))2 B d6(t )
B, 2sm29{8(t3) ae R } B,= 8(t ) dt, (0.48)

Boylece ikinci yaklasimin elde edilmesi i¢in gerekli olan denklemler takimi ve temas
kosullar1 elde edilmis olunur.

Calismalarimizdaki yaklasimlar sifirinci, birinci ve ikinci yaklasim ¢ercevesinde
gerceklesecektir. Bu sebeple alan denklemleri ve temas kosullar1 da bu yaklasimlar i¢in

elde edilmistir.

2.3 Uygun Sinir-Deger Problemlerinin Coziimlerinin Elde Edilmesi

Bu kisimda, yukarida formiilasyonu verilen sifirinct ve birinci yaklagimlara ait sinir-
deger problemlerinin ¢oziimlerini elde edecegiz. Sadelik icin sirasiyla lif, gecis
malzemesi ve matris malzemelerinin v\, v® ve v Poisson oranlarmin esit oldugunu

kabul edecegiz. Buna gore sifirinci yaklasim i¢in ¢oziimler asagidaki gibi olur.

oi(jl)’o ff)o—o (ij)=tr, 10, 0z, 17,00

1) (2)
no__E 20 __E 3),0
G(Z% =P—my E(3) G(ZZ) =p E(3) > G(ZZ) =P,

w0 D0, @0 D@20, 610 __ ()6)0,

’ r 77 4

1,0 2),0 3),0 1),0_ (2),0_.(3),0_
ug) =ug) =u(e) =0 ug) —ug) —ug) ——E%)

z
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1,0__(2),0__(3),0
8(ZZ), :8;2), :g(zz)’ = 1(33) (0.49)
E
Yukaridaki ifadede yer alan E(l),E(z),E(3) sirastyla lif,ge¢is malzemesi ve matrisin

elastisite modiilleridir. (0.49) ¢6ziimlii hem aymi fazda hem de farkli fazda yerlesim

durumu olan lifler i¢in gecerlidir.

Birinci yaklagima ait olan (0.24)-(0.26) ve (0.36) problem c¢oziimiinii ele alalim.
Yaptigimiz kabuller ve sifirmner yaklasimin yukarida belirttigimiz ¢oziimii ger¢evesinde

(0.24) denklemleri asagidaki hali alir.

ool 1 po®!
Ly S Ji¢) +
oo r 09 0z

oc®L 52y
VA _(Ggs),l _ Ggé),l ) + 0%)’0 L -0,
r oz

(k),1 (k). (k).
00,4 1 00y~ | 0Oy, 2

+—0," +0, =0,
o r 00 oz r "V 7 o7
oc®1 Otk oc® oy
— 2 4ot ol —2—=0 (0.50)

o r 00 oz r ” ” o 0z?

Bu denklemler ti¢ boyutlu lineerize edilmis elastisite denklemleri ile cakigsmaktadir. Ayni
sekilde

> “ro > Crz +—
or 2{r o0 or r 2

k),1 k),1 k),1 k),1 k),1 k),1
ctoa_ 0P g 11w oug up ) g 1f 0w o
i or oz )

lé}u(k),l u(k)’l 1 81.1(19’1 18[1(19’1 au(k),l
g1 U glhl=—| 220 4“7z | W=z (0.51)

0 00 r > % 21 6z r 00 z oz

olur. Sifirinct yaklasim i¢in elde edilen ¢6ziim dikkate alinirsa birinci yaklagima ait (0.36)

temas kosullar1 asagidaki gibi elde edilirler.

Gy —Opp | =0
(R,0,t3)
1).1 2).1
cS(re) _Gge) | =0
(R,0,t3)
1 2 1 2
cF(rz),1 _ng)’l | =o' (G(zz)’0 _G(zz)’o ) cos 6
(R,0,t3)



24

up’” —Up | =0
(R,6,t3)
1 2
u(e)’l—ug M | =0
(R,0,t3)
1 2
N N
(R,0,t3)
2
e
(R+H,6,t3)
2).1 3),1
Gge) _Gge) | =0
(R+H,0,t3)
20 (3)1 (20 (3).0
G(rz) —G(rz) | :8(G(ZZ) —G(ZZ) )cosocz
(R+H,8,t3)
2
u(r )’l—u?)’l ] =0
(R+H.,0,t3)
2
u(6 )’l—ug)’l | =0
(R+H,90,t3)
2 3
L (0.52)
(R+H.,0,t3)

(0.52) denklemlerinin ¢oziimii i¢in (0.50)’1 dikkate alarak asagidaki gosterilimi (Guz,
1999) kullanalim.

w_10 4 &
" rod oroz

2
(&) (k):_g (k)_l 0

(k)
Lot =T r 000z

X

- 0’
uik) — (}\‘(k) + “(k)) 1 ((;\’(k) + zu(k))Al + (H(k) + GS;),O)JJX(H ,

¢ a0 1w

A(k) — —t ——
1 2 2 2"
or, 1 0n 1, 00

k=123 (0.53)

Yukarida yer alany® ve y ® fonksiyonlar i¢in denklemler,
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62
(Agk) + (él(k))Z _ZJW(k) =0,
0z

0’ o’
[Ai‘” +(&)’ gj(Ai“ +(&)’ g}c‘“ =0 (0.54)

seklindedir. (0.54)’deki £ ler sabit olup, asagidaki esitlikler mevcuttur.

(0.55)

(k) (k),0 (k) (k),0 (k) (k) (k),0
g = p—+o, g0 — W= +o, w (MY 20 + o,
1 - P} 2 —_— =
“(k) M(k) X(k) +2M(k)

(0.54) 1if denklemleri ve (0.52) temas kosullar1 dikkate alimrsa y® ve y ®

fonksiyonlarini agagidaki sekilde buluruz.

\y(l) =A§1)Il (é%l)ar)sinazsine

X(l) = [A(ZI)I1 (2’;(21)ocr)+Agl)I1 (égl)ar)} cosazcosH

\y(z) =a [Agz)ll (égz)ar) +B§2)K1 (égz)ar) } sino.zsinf

x(z) = [A(ZZ)I1 (é(zz)ar) + Agz)ll (&gz)ocr) + B(ZZ)K1 (&gz)ocr) + Bg?)K1 (égz)ar) J cosozcoso

\V(3) =A§3)K1 (é’;?) our)sinazsin®

x(3) = [A(;)Kl (&gz)ocr) + Ag3)K1 (&gz)ocr)] cosozcosH (0.56)

(0.56)’de a=2m/¢ ve I (x), K, (x) sirasi ile sanal argiimanli Bessel fonksiyonu ve

Macdonald fonksiyonlaridir. Bu fonksiyonlarin tiirevleri

L, Z%(In—l +L.), =1, K| = _%(Kn—l +K,.1), Ky =-K, (0.57)

n+l

yukaridaki esitliklerle verilebilir.

Ag(),Bg() n,k =1,2,3 ulagmaya calistigimiz bilinmeyenlerdir.
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(0.56)’deki denklemlerin biinye denklemleri ile u ve € ’nun fiziksel bilesenlerinin ifade
edildigi (0.51)-(0.53) denklemlerinde yerinde yazilmasi ile 12x12’lik denklem sistemi

elde edilir. Bu sistem ¢oziilerek bilinmeyenler belirlenir..

[fade ettigimz denklemlerde gecen &' ifdesini ele alirsak;

d=Isinaz d'=alcosaz o :2% seklindedir.
Buna gore her bir boyut i¢in elde edecegimiz denklemler;
Lif igin:
1 N 2u® ORPYON
o1 = {Aﬁ M2 e B ) )

(1,1 D,lg (1)1 m1)? 7\,(])’] 2 (1.1
A(zl)’1 }LKZ Il(i(zl)’llc)——?b 2% (Io(ﬁ(zl)’]K)Hz(i(zml())—(%z )( 1 T )x

2
M1 O£\ W1 (00
(7‘ +2u )(§2) B0, I (0
k(l),1+u(1),1 (&7 K) |+

(31, (20 1, (0%)) 420

Te ), M) (4 (D Nl
7\'(1)2:(21)1(Io(égl)’l]{)‘}‘lz(&gl)’lK))—i_( 3 ) (7\4 +2u )x

i AWt
Al S (20)+

( AT o )(im’l )2 — D (0
3

(311 ( gm‘{) +1; (i(sl)'lK)) +2 0 YT ~—1, (é(;)K) sinozcos0

o1 0 X[Asm ) e, 00

m)?
(§14) (31, (&%) + 1, (&) |+

2

M
= ;1>K)+i(10(gng)Hz(ggnK))}
%Il( g])K)+%(IO (&gl)K)+Iz( g”K))Hsinazsine
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g(zl) k(l)_c(zg)vo +(}\‘(1)+2“’(1))(§(2]))2
1 1 1 1
A(z) e [ 2(X(1)+u<1)) J(10( M )+I (‘i() ))

2';(1) |:}\‘(1)_ (le),0+ }\'(1)_’_2 (O] O 2:|
A = 62(%1()”(1))“ Lt (1 (&%) + 1, (&)} |eosazeosd

0 = 0[Pl ) ) )
g ) (ém (IO (éé"n) +1, (&gl)K))Hsinazcose
(1)
e LS e
—Agl) (l I ( g”K)ﬂsinoczsinﬁ
K

20 4 u(1)

() M\ M) _ ;O _ 0.0
Ag]){oL *om )(&3 )(1) H =% K, (E,.gl)K)HCOSOLZCOSG

20+

(0.58)

Gegis Malzemesi i¢in:

@) _| A0 2u o BUEY e :
of _{Al ( 247 (g 28 (Io(gg>K)+Iz(g;>K))j+

(l)é(l)

| U i, (), ) )

B(Z)( 2}#{‘ K (gm )

2 2)e (2 @\ (1@ (2)
A?[”” ()28 1 e e L 77,

2K
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2) 2) 2) 2_ 2) _ (0,0
(31 (e 1 (e 2N e 1,<a;zn<)]+

W) , ADED i X £ 2(H@ +ou®
B(zz){ - (i()) zi (KO(‘))+K (53())) ( )(4 )X

) OV @) _,,@ _ (0.0
(3K, (20 K, (2o L O)E) —u ol Kl(afm)J

2D 4 M(l)

2 2)¢(2 (2)2 (2) 2)
A@[%I (2)+ M )ag)(Io(égz)K)+I2(§§2)K))+(éa ) (A2 +2p )X

2K 4

A 4o @ OV _, @) _ (00
( s 2((5:_}1(2) - O I] (QEZ)K)}

@ @) @)
{_%Kl(égzk)_k(zg) (Ko( ) )+K ( (2>K))+( ) (7‘ 2 )X

(31, (£2%) + 1, (%)) + 2

B{)

4

(2) (2) (2) 2_ @ _ (0),0
(31() kg LN oo K,<ag2~<>ﬂ

20 4 H(l)

> @)
o® - “(1){Agz>[%ll(§;z> )+ ¢ )( 1 (EP%)+ 1, ( §2>K))_—(§‘4) (31, (&) + 1, ( ;%))}

| @)
Bgn[_%Kl(ggn )5k () ok, ) - ) (3K1(&52’K)+K3(é§2>1<))}+

A [ 2 (&) e )

K

K

B0 2k (870)+ £ (K (87) K 5 |
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R BN
B(32) (%KI(E?)K)—%(KO( 2 )+K ( (Z)K))HsinoczsinG
K
0 <[ AP L () 7L )
K
A (e () B[S () e
( (2) a@) @ ))J+B(2) [_;(KO( P )+K ( (Z)K))J}sinoczcose

Ug){Agz)(_i”(lo EPk)+ 1, (EPk )J+B (am( e%k)+K, (&%))}r
A(z)( 1 R )j ( EN)

A(32) (—lll( P )j [ ﬁ(z) ﬂsmazsm@

2

7\'(2) + M(Z)

2

AP+ H(2)

2@ 4 u(2)

@ L9 OV EDY _ @ _ 0
B@[(}L o )(§3) B 7% Kl( gz)K)J]cosazcosﬂ

AP 4 H(Z)

2

@ _| 4B 207 ey BOE : ;
o <] A2 (4] e ) 2 |
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e . ADED . . £®) 2(H® +ou®
A(23)[K_K ((:() ) 2?{ (Ko((tv(z)K)'i_Kz (E_,(z)l{))-i-( ) ( )X

4

21D L@ ) (@Y — @ — g0
(36, () ) -0 2 lff’iﬂm K é”ﬂ}

3 3 3 (3) 2 3) .
Ag3)[£1 (@3) ) 7»(2)];2()( 0( 3) )+I (E_,(”K))_F(% ) (7» +2u )X

4

A4 + M(3)

3) G\ (£®) _ B _ 530
(311(523)K)+I3(§g3)1<))+7u(3) (k 2 )@3) H % I]( fk)}]sinazcose

3)
cﬁé’=u(3){A$”(—%Kl( Gl ) E;—K(Ko( 3) )+K (é(” ))
S (3K, (&%) + K, 1%))}

Ak (e B () () )
K

A(33) (%K,( 23)K)+%(K0( ) )+K (é(” ))Hsinazsin@
K

; e
WP )

[ = (1 2 (&)

2(”3) +u(3)) (KO(§(23>K)+K2(§(21>K))}+

2
3){ . £ [k(”—ciﬂ”°+(k(3)+2u(3))(§§3)) }
3| M

2(;\(34“(3)) (Ko( Pk )+K (&m ))}cosazcose

Ul = [ ()( (&% )) (3)£ é‘;( K, (&x )+K2(&§3>K))]+
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Ag3) [—%(IO (éf)K) +1, ( fﬁ())ﬂsinazcosG

(3)

Uy = [Af) (17(1(0 (e2%)+K, (gg%))} +AY) (—%Kl (a<23)1<)]+

Ag3) (— % K, (é@”n)} } sinozsin®

of (14 260) () - -0

uP =] A
z 2 }\‘(3)_1_“(3)

K, (£5%) |+

(0.59)

2 120 (DY —p® — g0
Al ( 2((3):_1(3) = K1(§§3)K) cos0zcos0

Ikinci yaklasim igin gerekli denklem sistemleri ve temas kosullarini (0.43) - (0.48)’da

daha once ifade etmistik

Sifiriner ve birinci yaklagim i¢in elde ettigimiz sonuglar alirsak;

. . . a-! . .
vV, [G(k)u,q + G(k)m,OVnu(k)J,q 1= z vV, (G(ls)m,q—mvnu(kn,m) (0.60)
m=l

denkleminin tansor ve vektorlerin fiziksel bilesenleri asagidaki sekilde olur.

06?2 106?062 1 0*ul?
(k),2 (k),2 (k),0 — k).l k)1 k),
M o +—(csrr -olf )+c 82’2 =F (¢, M, ..., ul

or r 00 oz r i

b
o 00D ol ou® au  Pu gl g
uy,.., , yeees , yeees —, —, yer)

or 00 or 00 or 00 0200

(k),2 (k),2 (k),2 2..(k),2
00y +l 00y Jcy, n 2 602 4 50 07ug
or r 00 oz r " 7 972

— k),1 k),1 k),1
=F2 (¢, 6@, . ul,

PO po ! ! P P g
Coor 60 7 or T 00 T ot T 00* 0200 T
(k)1
a(.Szz 1 (k).1

(k).1 (k),1 2. (k)1
aGrz + 15092 + +-ct +G(zl£()’0 0 uz2 =F, (G(k),l cy(l(;),l u®i!
or r o0 oz r 0z LI

ugk),l
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(k),1 (k),1 (k)1 (k)1 2., (k)1 2., (k)1 2..(k)1
u(k)’l 8GH aGre 6ur 8ur 8 u, 6 u; 8 u,

0.61
e”@r’@@”&r’&@”&rz’882’6268’) (b

(2.55) denklemlerinin sag tarafindaki fonksiyonlarin acik ifadelerinin ¢ok kiigiik degerler
oldugu i¢in ihmal edilmektedir. Yukaridaki denklemler bu durumda asagidaki sekilde
ifade edilir.

(K).2 (k)2 (K).2 2.(k).2
do, " 100, 0o, 1 12 o2 (00" 0
+ +—(o}; Gy~ | +0,, 5 ,
or r 00 oz r oz
(K).2 ().2 (K).2 2. (k).2
00 1 Sl 00y, +zc(k),z 4 g0 07u, -0
o r 00 oz r ° ” 07 ’
0692 1602 5502 Pk
et 895 = +-00)? + ol —5—=0 (0.62)
r z r Z

haline gelir.(0.49)’daki sifirinct yaklasimla ilgili denklemler dikkate alir ve yer
degistirmelerin c¢ok kiiglik oldugunu disiiniirsek (0.43)-(0.48) iliskileri ve temas
kosullar1 asagidaki gibi yazilabilir.

w2 0u? qgn 1(1ou®? ouf? ug??) g, 1foul
€ _—’Sre Y + Cu =5
or 2\r 00 or r 2

8u(k)’2
+ I
or 0z

02 002 02 5,02 (2
glo2 21U U a2 =l(au9 + j L (0.63)

© 1T o0 ¢ 9% "o o roe | oz

Ikinci yaklasimin temas kosullarini, sifirinc1 yaklasim igin ifade ettigimiz ¢dziim, birinci
yaklasimdaki temas kosullar1 ve bunlarin ¢éziimleri dikkate alinirsa denklemler asagidaki

gibi elde edilir




| or ar |
_ B 1),1 2).1 7]
_u(l) 2 _u(z),z} __f, Guazr B Guazr
~ 2.1 3).1 ~
522 _ (5(3)’2] —_f aGgr) _ acgr) —y 20 _ 0(3)’0]
L i | or or L v

_ i 0 (2)1 P (3)1] _
Gg)’z _ Ggg),2i| —_f Cp 0049 | _ Yo 0(9?’1 _ Gse),l] —y, [Ggi),l _Gg),l]

L | oor or L
(56 a1 Tas®  agtM
[0 —o] =g - D || D Du |y [0 0M]
[ oy, [0 o], [0~
A (2)1 3),1 ]
[uzn_u(a)z]:_f ou _ou?
o o |
() 50N
[uo)z_u(a)z]:_f Ouy " Ouy
0 ‘ 1_ or or
AL (2)1 3),1 ]
[0l —ul? =, a“azr —a“azr (0.64)

Yukaridaki ifadeleri acik bir sekilde ifade etmek istersek;ikinci yaklagimin temas
kosullarinin (0.43)-(0.48) denklemleri, sifirinc1 yaklagimin ¢oéziimii (0.49), birinci

yaklagim temas kosullar1 (0.36) ile bunlarin ¢oziimleri dikkate alinirsa asagidaki gibi



34

yazilabilir.

I I rrr(i) 7z 7z

[01’2 —o*? ] =(1+cos26) {—%[K?)F(” —Xi(z)Fr(j()i)} +1° (o’ — 0(2)’0)}

T[—o -
ey D r2) 2000 _ (20
+c0s20z(1+c0s26) {E [Al Eol, — A EL J +nt(c)’ — ol )}

rtr(i) rtr (i)

. T ——O —(2) T | = —(2)
[Giéz—csf(f]:stG{—E[Ai FO _ACF®) }_Z[Ai Ny F;f;)}

AV

m(i)}

rtr(i)

+§[K§”F§&> - Kfz)Ft(zz()i) }} +cos20zsin 20 {g[KEI)F“)

t(i) t3(i)

e A AR 2[R, AR,
K

jv4 jv4

1,2 227 o: s —~ D ~ @2 Wy —2) 2
[G -c ]—s1n2az[(l+cos29)5{—[Ai Faa —Ai Egg [+ Ai By —Ai Fyg

T —®) —(2)
_2,11((082)’0 —cV0 )} +(1—cos 29)£ {— [Ai Fi — A g, }

#2n(00~o")}]

7z 7z

-2

T [ O
[ul,Z _uf’z] =(I+cos ZG)E[Ai Fr(rizi) —Ai Flilz()i)}

T

-~

—cos 20z(1 + cos 20) l[Ai FO _AY
2a

~AiEY

rrt(i)}

rrt(i)

. T | O —(2)
uy’ —uy? |=—sin20—| A; F). —A;"F%)
(%] 0 2 trt(i)

o (i)
. T [—m —@)
+c0s 20zsin 29—|:Ai F, —Ai EL }
2a
. T [—m —@)
[ulz’z - u§”2] = —sin 20z(1 + cos 20) 2—|:Ai Eio) —Ai F;iil)}
a

e rrr (i) 7z 7z

[02’2 — fo] =(1+cos26) {—g[xf2)F(2) — Ki(3)F$2i):| +7° (60 —c? )}



35
+cos 20z (1+cos26) {g [Ki(z)Fszi) - K?)Fﬁzi) } +1 (62 - )}
(0% a3 ] =sin 26{—3[1%;3&) ~AVED |- AR AT |
+ g |:Ki(2)Fl(32()i) — K?)Ft(j()i) }} +cos20.zsin 20 {g [K1(2)F1(1f()i) - KiO)FIif()i) ]

T AP _AVs0) | T APs0 _A®ro
+_[Ai Fioy —Ai F) +E Ai Fg —Ai g,

2K
(627 —c% ] =sin 20z {(1 +cos 29)3{- AR - AR || AR, - AR |
“2me (02 00+ (1 cosze)%{—[Kf”Fgg) -AES |
27 (0(2)’0 B )ﬂ
[ur ]zi = (I+cos ZG)ZL[K?)F&&) _K§3)Fr(rf()i)i|
" a
—cos20z(1+ cos 20) ZL[Ka(z)Frﬂf()i) - X?Tg?n }
o
22 . T [—® —0)
[u, ]3,2 =—sin 202—|:Ai Ft(rf()i) —A; Ft(rf’()i) }
a
+co0s20zsin 291[K§2)th()i) - sz)Ft(rf()i) }
20
[uz ]jj =—sin2a.z(1+ cos 29)22[&2)&21)@) —K?)F}(i)(i)} , k=aR (0.65)
’ o

Yukarida elde ettigimiz denklemlerin sag taraflarin1 acarsak elde edecegimiz denklemler
asagidaki gibi olacaktir.

(0.65) temas kosullarin1 ¢ozebilmek icin, sag tarafindaki ifadelere gore oz igermeyen

temas kosullar1 ve oz igeren temas kosullar1 seklinde iki gruba ayirabiliriz.

oz igermeyen temas kosullarinin ¢oziimii i¢in asagida verilen Papkovich-Neuber
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gosterilimini kullanacagiz.

o@B*) By oBY By

ugk) — 4(1 _V(k))B(k) _

u(k) — 4(1 _V(k))B(k) _

or or 80 oo
(k) (k) 2 2 2
ugk)=_a(rBr ) _ 0B, , A=8_2+12+i26_2+8_2
0z 0z or” ror r°00° oz
(k) (k) (k) (k)
AB{ =0, AB“‘)—B—z—%aB =0, Ang>—BL2+%an =0
r r- 00 r r- 09

Buna gore B{,B™, B\ fonksiyonlarm asagidaki gibi belirleriz:

B{** =0, B"? =C'r+ [Cgl)r +Cr ] c0s20, B{? = [—C(zl)r +Cr ] sin 20

o I | 1
B? =0,B?? =CPr+ D —+| CPr+CPr* + DY -+ DP — |cos 26,
T r I'

B?? = {—Céz)r +C{Pr -D ~ 1 +D{ : }sm 20
T r

B = Bgs),z = 653) l+ {6(3) 1 + C(3) ! }cos 20
T T

I'
B{? = { c<3>1+c<3> l}sm26
T

u”? =C(2-4v)k+ [C(z” (2-4v)k+C{ (-4v)K’ ] c0s 20

ul? = [C“)( “2+4v)k+CY (6-4v)K’ ]sm26

M2 _
u, =0

Om)

ol = € (~4+8v)+C" (12«) |sin 20

(1,2
Oy = 0

(0.66)

62 = CO[2(L+p)(2-4v)] {c<”[4u1 zv]+c“>[(—24,uv+12x(1—2v))1<2]}cosze
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2 = C (2~ 4v)+ D (4—4v) L+
K

{cg” (2-4v)k +C (—4v)’ + D (4 - 4v)%+ D (6- 4V)%:| c0s 20

u?? = [cg” (2+4v)+CP(6-4v) +DP 2+ 4v) V +DP (6-4v) I/, } sin 20

@2 _

z

u

o2 = CP 20 + )2~ 4v)]+ D} | 2u(4-4v) I/, |+

{2 [an(1-2v) ]+ C [(-24uv +122.(1-2v))* | +
D] [(—8;,1(1—v)+4k(1+2v))%{2}+D§ [—6(6—4v)%4J}cosze
o = [C(zz)(—4+8v)+C§2)12K2 -D? 1%2 +D§(12(—3+2v)%4)}sin26

(2).2 _
(1z) =0

(o)
u?? =CP(4- 4v) +

[C(j) (4- 4V)E +C57(6-4v) %} c0s 20

ul)? {C(”(Z + 4v) +CY(6-4v) —} sin 20

u®? =0

z

o2 :,{G 12 —+C (12( 3+2v)i4ﬂsin29
K

oyt =C) {—2u(4—4v)%}+
{C(;) {(—8;4(1 —v)+40(1+ 2\/))%} +D; [—6(6 - 4V)L4:|}COS 20
K K

32 _

Oz

(0.67)
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Yukaridaki denklem sisteminden yararlanilarak oz igermeyen temas kosullarindan olusan

.. . e —(k
asagidaki sistemi ¢ozebiliriz. Coziim sonuncunda Cg ) katsayilarina ulagmis oluruz.

COTY - COT? :—%[A?’U“) —APUQ |+ (0 -62) k=1,2; j=1,3m=16

rrr(i) rrr(i) 7z

()
Gy 30) rtr(i) rtr(i) (i) t(i)

-CP'Ty; =sinze{—E[A§”U“> —APUY, |- [AUY, AU ]
2 2K
T AMy10 @772
+E|:Ai Ut3(i)_Ai Ut3(i)]}

COTY —COT? :%[Ai(“U“) ~APUY, ], k=45 j=13 m=16

rrt (i) rrt(i)

COTM
J

@1 _ _E[ A0 A
W —CPT === APUR, -APUG, |

6(j) — 7 trt (i) trt (i)

CPT? —COTY = —g[ APUD -APUD [+ (620 —6) k=7.8; j=1,6m =13

rrr (i) rrr (i) 7z

COT®
J

9(3)

~CPTY) :sinZG{—E[Afz)U(z) ~AOUS, |- [APUS) ~APUS, ]
2 2K

9(3j) rtr(i) rtr(i) tt(i) tt(i)

t3(i) t

ZArug —Aﬁ”U%J}

CPTY —CPTY =g[A§2)U‘2) ~APUY | k=10,11; j=1,6 m=1,3

(i) (i)

COT®
J

12(j)

—C§3)T(3) __gl:Ai(Z)U(Z) —APUY ] (0.68)

12(j) — trt (i) trt (i)

Burada, bilinmeyenler arasinda kullandigimiz esitlikler verilmistir. oz icermeyen

terimler EK1’de verilmistir.

=0 , = , =) 4

c=C"a?, €' =Cy a2, € =Cat, C? =G, c? =Cy, C¥ =Cs o (0.69)
Yukarida sekil degistirme ve yer degistirme iliskileri kullanilarak

Simdi  ikinci  yaklasimda oz  iceren temas  kosullarimin  ¢Oziimii  i¢in
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62 62 62
AL +(§§k>)26—2 y® =0, | A +(a<2k))za—2 A®) +(&§k))za—2 =0 (0.70)
Z Z V4

A, ifadesi ile altinda yer alan denklemi ¢ozerek asagidaki fonksiyonlari yazalim:
v =D, (2€ ar) sin 20 cos 20z
2% = DU, (26 o)+ D, (280 )+
[]3(212)12 (ZE(;)OLr) +DI, (Z?E,.gl)ocr)} cos 29} sin 20z
y? [E(Z)I (2¢Par)+DY'K, (2&52)(11‘)] sin 20 cos 20z
2 = (BE, (2600 )+ BRI, (260ar)+ DEK, (260ar)+ YK, (260ar)+
20 30 20 30
[E(zzz)lz (2&22)ocr) +EQ'L, (2§(2) ) +DYK, (25;(22)ocr) +DYK, (2?';(2) )] cos 26} sin 20z
yP? = aDY'K, (26Par)sin 20 cos 20z

10 ={DYK, (260ar)+ BYK, (260ar) +

| DK, (26ar)+ DYK, (2600 )]cos29}sin2az O
Sol taraf ifadelerini asagidaki sekilde yazdiktan sonra az iceren denklemler verilecektir.
u? = { —DY4M], (ﬁ(zl) ) DY 4e0], (&m )

D21 (87) - D2 (1 e0') o1, ()

~-D{)2¢!" (Il (éé"x) +1 ( gl)K))J cos 26} cos 20z

u®? = [_Dilz) 51) (11 (&{”K)+I3 (al)K)) Dgz) (gm ) +D{) %IZ( g”x)}cos 20sin2az
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4[ A+ 2u®) (D 2w (le>,o}
u;“’zzknglg BTN o] )

7\‘(1) + “(l)

4[(;@ +2u® )( M )2 0 Gilz)’o}
Dglo) NG -:},l,(]) I, ( gl)K) +

{Dm 004 20) (&0 - -0
22

M
20 0 IO(§2 K)+

4[(7v(1)+2M(1))( gl))z_uu)_G(l),O}
DY S ( (I)K) c0s 20 tsin20z
3 X 03

o ={[ D[ 4(0) (20 + 201,60+ 1 (e0x) -

@ (6] @) 2_ @ _ (D),0
A (g L(fizlm” i Io(ag“K)}+

K
D[4 (E0) (17 +2u) (1, (06) +1, (%) -

() () M 2_ o _ <10
R >ﬂ

K

{D;g {_4]5_2”11( o)+ B () g%))}

DY) [—(7&” +2p)2(0) (1, (280) + 21, (260 + 1, (260 ) ) -
)4 (1) 1)

—2&'2]:“ (1,(ex)+1L (&) +%Iz (&%) +

LD LM )WY ® — 1o
87\,(1)( op 2((1});12[(1) H O 12(§(21)K)]+
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Dgy[—(x“’+2p“>)2(§g”)2(Io(zgg‘)K)ulz(zggD )+1,(28x)) -
201 ) 1, (2)+ B ()«

2.0 (A0 +2u® )(éél))il)— u® — g L g%)]}cos 2e}cos e

20 4

ot =D (") (1, (287) + 20, (27) + 1, (26))+
g( 1 1 4 1

(1 (25 1, () o (2

) 87\.1 1 8%21) 1 1
Dg{ B (ee)+ S 1 s, ) ¢

) )
Dglz{ i (‘i(l) ) &(11(2831)1() N }}sm290052az
K

8§(1)|: }\4(1) 2 @ é(l) 2_ @ _ (ZIZ),Oji
(l)’)Z_H{D(ZIO[ 2 ( +2u )( 2 ) u Y 11(2‘221)]()4_

(rz 7\,(1) + “(1)

(¢

ge [(;\(n +ou® )( ) )2 - GSZ)O}
Dglo) : AW 4 :l(l) (2&‘(1) )

_ 4@(1) [ 7\,(1) + 2M(l) &(1) 2 _ M(l) _G(le),o:|
{D}lz) [_glz (E;fl)lc)} + D(212) : ( }L(”)E- :L(l? (Il (2;;(21)]() +1 (2&21)]())

4@(1)[ A 420 (gD 2,0 (le>,0}
Dgg{ : ( “7»(”)5-;(1? e (Il(2§§1)K)+I3(2§§I)K)) c0s 20 rsin2oz
= ([ B4, (260) - BG4, (676) + DS EK, (29 +
DRAEPK, (2] ]+ (£ 21, i”K)—E;?za(”(I (222)+1,(268)) -
280 (1, (2257 +1,(227)) + D 2K, (87) 4
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D) 2¢g (Kl (&;2)1() +K, (é(zz)lc)) +D2e (K1 (gg%) +K, (ag”x))} cos 26} cos20z

w7 ={ B (1 () + 1, (67))+ B L1, () + B L, (67)

D@ 52)(K1(§§2)K)+K3(‘iiz)K))+Dg)%K2( 52)1()+D§?%K2 (&gz)K)}sinZGCOSZOLZ

4 [(;L(z) +2u? )(Eff) )2 —u®_ Gi),o}

@
2P 10(‘22 K)+

E(z) 4|:(7\’(2) +2“(2))( gz) )2 _“(2) _G(Zi),0:|
30

1 (62%) +

pa +H(2)
(20 +200) (80 - -0
D} — e ':H(Z) K, (80%)+
4 (20 +200) (&) -0
o A2

4 [(K(” +2u® )(é(zz) )2 @ @0 }

AP 4+ u(2)

E) 1, (i(zz)K) N

4|:(;\‘(2) n 2“(2) )( 2 )2 B “(1) B Gg),o}
e RS )

4l (L@ 4oy DY _pu@ ii),o_
_( H )( 2) pw'-o _K0(§§2)K)+

A2 @

4 _(7»‘2) +2u® ) (Eg) )2 IS i
D — 3 3 G KO( gl)K) co0s 20 psin2az
A @
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o2 =B85 [4(22) (12420 (1, () + 1, (%)

(7\,(2) + ZH(Z) )(‘2(22) )2 _ H(Z) _ G(Zi),o

4g5702 @)
PEE IO(éZ K) +

P (&)

ng)) [_4(;;;2) )2 (X(Z) + 2H(2) )(I ( (2) )+I (a(z) )
)1 (2) ;L(Z) 2 (2 E)(Z) @ (Zi),o
4@3](7“ I (égZ)K) ) ( e 2((2) 3+ Bl(z) i I, (égzm)} +

D[ -4(2) (1 + 207 ) (K, (286) + K, (67%) -

4509, ( AD 4 2ou® )(a(;) )2 —u® -0 N
K e K, (§2 K) +

D[ —4(2) (1 + 20 ) (K, (£276) + K, (75) -

29 @ AD 1 2u@) (D) —p® - @0
—4%]3 Kl(égz)l{)+87»(2)( - Z((z)irzl(z) S Ko( §2)K)]+

K, (£2) + 8.

[ - 2 2 25 o) 1, () |

EY [—(W +2u®)2(82 ) (1, (260%) + 21, (260 ) +1, (26 k) ) -

2
82 g LN
K

}\‘(2)4_“(2)
B[+ 202 (1, (22 + 21, (22) + 1, (260 -

&) 1D 42 @) (@) _ @ _ @0
B (g P AN e g%)}

2 _i 2 ﬁ 2 2
sz{ K, (2877)+ = (K (267) + K (287 ))}
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D8 [0 420 )2(e2 Y K, (22) 2K, (225 K, (2

2
87»(2) (au) )+8X(2) (7‘(2) +2“(2))(§(22)) ' —c K, (é(zz)K)}+

A2 4 “(2)

D [0 20287 (287 2K, (287 K, 2576)-

() DY@\ _, @ _ (2.0
8%2) (au) )+8k(2) (7“ +2u )(Ea ) n G, Kz( gz)K)]}COSZG}COSZQZ

K 7\’(2) + M(Z)

Sy =H {E“’[ (62 (1 (28) + 21, (267 + 1, (267 )+
a 2 2 4 2
(1 ) o1, (670) - 2 2 o
- ) e )|
K
E(Z)[ i (22) I, (§§2)K)+&(Il(2§§2)K)+I3(§§2)K))}
K

(82 (Ko (2876) 2K, (2870 K, (22«

@) 81> 2) &(22) 2) @
Dn{ =K, (8 + = (K (28 K)+K3(<:2’K))}+

D) 87&22) K, (égz)l() + ﬁ(KI (255%) +K, (E_,gz)l())}} sin260 cos 20z
K K
8&‘2)[ A® 4 2u@) (DY — @ _Gﬁ)ﬁ}
o - H A e a2
o[ (e O\(£@ ) _ . @ _ (20
Eg?)) 8E; [(7\. ) +2u )(83 ) p G, j|I] (2&22)1()—

AP 4 H(Z)
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2
) gE) [(K(2)+2H(2))(§§2)) —H(z)—G(Z?’O} .
Dzo 7\(2)_“1(2) K1(2E,,2 K)_
o[ (r@ O\ _ @ _ (@0
D(2)8E"3 [(k F2u)(E7) - -l }K 26
30 k(2)+u(2) 1( &3 K)

4§<2>[ 2@ Lo D)V _ @ — 2)’0}
{E@)Hu ooy RN ) DT oo s

4@(2)[ 2D 12 )(® Z_Hu)_cﬁm}
Eg{ 3 ( k(z))i ;(2? (11(2§g2>K)+I3(2§<32>K))

40| (720 (&) - —o2 |

o [-Lx () oy e (K, (26) K, (227%)
_4@2)[ 22 4 2u®) (DY —p® - (;),o}
-D§) : ( H}\.(Z))-(F:I,Q? " ° (Kl(2<:§2)1<)+1<3(2§g2)1<)) c0s20 rsin20z

2
0% = {DRAEK, (&%) + DY 4K, (&) +{ D 2K, 67w+

D{)2¢E (K1 (&fh{) +K, (&‘23)1()) +D{)2elY (K1 ( (33)1<) +K, (i(;)l())} cos 26} cos20z
u®? :{DS) 53)(Kl(§§3)K)+K3(§f3)K))+Dg32)%K2( f)K)JerZ)%Kz( 23)K)}sin2900520cz

4[(;\(3 +2u® )( @ )2 O 0(3)’0}

)R R NE))
u; " =1Dy 23 +H(3)

K, (§(23)K)+

2
o 4[(”3) +2M(3))(§g3)) _H(z) _G(Zi),o}
30

A3+ H(a)

K, (£0x) +
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2O 4 p1® 0 (‘ig)K) +

2
et e

7\’(3) + u(3)

4[ 1O L2 (eDY @ — (Zi),o}
D?z) ( " )( : ) ! ° Ko(ég)lc)}cosZG}sinZaz
M(Ko( 1(3)1(')+K2( 1(3)K))]+

/1(3) X /1(3) 3) X \ (3) 1(3)_’_2#(3)
A(23)[K_K(()) 216: (KO(“)+K(”K))+( )( )X

3 3 2u®
Uﬁr):{Ag)(_ /Klz Kl(é:l(})K)_

4

AP 12,4 )(£@ 2@ 00
(1)( - 21?1)2_'_/)1(1) a i Kl( 2(2)1(')]+

3) (3) £(3) (3) 1(3) 2 3)
A(;)[_/j(_z[l( )+ /1219: (1, (6%)+ 1, (&2 ))+( ) ( - oA )X

(3K, (6% + K, (£9)) - 4

3) 3) ®Y: 03 (30
(/1 o 3<(3)3+ )<3) - %= 11( 3(3)K)H5inoczcose
7

Ggéf — {D(a)[ (g@)) ( 0(2@53)K)+2K2 (2&53)K)+K4 (2&3)]())_'_
Q(Kl (2§1(3)K) +K, ( §3)K)) —%K2 (2&,(3)1()} +
K K

(31, (67K )+ £y (&0x) )+ 4©)

3 87\’(3) 3 8&23) 3 3
Dg{— L2 () T(Kl(zayx)ug(agnc))}

DY) {_ Sij) K, ( ' ) §<3) ( (2§(3) )+ K, (&?K))}}sinﬂ) cos 20z
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2
o 8@(23) [(k(” + 2M(3))(§(23)) _H@) —62)’0
S =K1 P AP +u®

} K, (269)-

8&?) (7\'(3) + zu(3) )( §3) )2 _M(3) — g0

7z

J (283) )

7\’(3) + “(3)

4{;(3) |:(7\,(3) + 2“(3) )({;(3)) (3) _ G(Zi),O
AP 4+ u(2)

} (K, (289) +K, (260x))

4&&3) |:(7\,(3) + 2H(3) ) (3%3) )2 _ M(3) _ G(Zi),o
32 A3 +“(3)

}(K1(2§§3) ) (Z&J(” )) c0s 20 {sin2a.z

(0.72)

Hata! Basvuru kayna@ bulunamadi. ile sifirnci ve birinci yaklagimlart igeren
Hata! Basvuru kaynagi bulunamadi. sinir kosullarinin oz ’li terimleri de kullanilirsa

asagidaki denklemler sistemine ulasilir.

PN k) PN L EP M@
Di2 M, 5 +D2(])Mn2(J> +D3(J)Mn3“) +ExM }; + EZ(J)an( p+ E3(])Mn3(J)

E[A U _ATy®
2

rrr(i) trr(m)

J+n (60 —6P%) n=12;k=1,2

Dis M) + DapME) + DsoyME) +Eis M) + Eayp M) + EsyM 2

32()) 33(J) 32() 3G) ~

T —) —(2) T | —m —(2) T —M —(2)
) Q] 2) ) Q)] : (2) ) )] (2)
{E[Al uY, —An Um(m)}X[Al Ul — Al UM}E[A, Ul —An Uﬁ(m)}}

®) 2) @) @
D1 M o +D2(])Mn2( ) +D3(J)M ) T Elz anz + EZ(J)an( p+ E3(_])M

n3() ~

2{ [A(I)Uf;}(i)—X?Ugg(m)}{&mw” —AnUZ } 2mic (o) c@)"’)}

33(1) 33(m) 7z

7z

+(—1)“%{—[A1 Ui, — Am Ufﬁzm)}an( (1.0 o<2>’°)H ,n=4,5k=12
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Dis Mfﬁ; +D2<J)Mn2(J) +D3<J)Mn3(p +Eiz Mizlz + EZ(J)MnZ( p E3(J)Mn23(n
_%[Af“Ug&‘) N Ugg(m)} ,n=67k=12
D M812 + D2(J)M32(J) + D3(J)M83(J) + E12 M) + EZ(J)Msz(J) + E3(J)M83(J)
AU, -AT U, |

D1 M(k +D2(J)Mn2( ) +D3(J)Mnk3m + E 12 ijz +E2(J)Mn22( p+ Ea(J)Mné(J)
o[ R UR, AU, | 1=9,10:k =12
D12 Mn12 +D2(J)Mnk2(J) +D3(J)Mn3(J) + E12 Mnlz + EZ(J)MHZZ(_]) + E3(J)Mn23(J)

E[A' Uﬁ)@) _AY Ug)(m)}_n (620 — ) ,n=11,12;k=2,3

@ @ )
E12 1\/[1312 E2(J)M132(J) + E3(J)M133(J)

rtr(i) rtr(m) tt(i) tt(m)

{z[A‘(z)Um' AU |+ - T AU, AN U, [+ 2[Af2>Ug()l) A;?’Uggm)}}

+ Ez(J)M ® =

n3(j) —

D12 Miﬁ; +D2(J)M +D3(J)M + E1 Mr112 + Ez(J)M

n2(j) n3(j) n2(j)

Y74

T (2) -~ - @ -3
2) 3) ) (2) 3) (2).0 (3),0
2{ [Al U2, —An Um(m)}{Al UZ), —Am U33(m)} 21k (02~ )}

7z

-1y’ %{—[Ki@U{izi) AL ngm)}+2n( @0 _ 59 )H . n=1415k=23

D1 M(k +D2(J)Mn2( ) +D3(_|)M ) +E 12 M(Z)

n3(j) nl2

@
+ Ez(J)an( Bt E3(J)M

n3(j)

o AU, - A UG, | n=16,17:k=2,3
2a

@) )
E12 Mg, + Ez(J)Mlgz(J) + E3(J)M183(J)
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T APy _A%9He

£|:A‘ Ulrt(i) —Anm Utrt(m)i|

—(k) —(k) —(k) =(2) =(2) —=(2)

D> M%) + Dz(j)Mflk;(j) + D3(j)M(nl§)(j) +E2 M%) + E2(j)M1(122)(j) + E}(j)Mg)(j) =

—f[Kfz)Ugigm —Kg)Ugi’(m)} n=1920:k=23  (0.73)
(04

FE k) 3 /7K Sk 3 /K k) 3

Diy =Dppia”, Doy = Do, Dy =D

-0 gy 3 = .
Ei = Eiz)(}c3 , Exy = E®

3 g0 pao 3
2% s Ba) = Eyja

Yukarida k=1,2,3, j=0,2 ve birinci malzeme ile ikinci malzeme sinir kosullar1 igin
1= l,_3;m = 1,_6 ; ikinci malzeme ile liglincii malzeme sinir kosullari igin 1= 1,_6;m = 1,_3

tir. Bu denklemlerin sag tarafindaki biiytikliikler birinci yaklasimdan belli olan

biiyiikliiklerdir, sol taraftaki M fonksiyonlarinin agik sekli ise Ek 1’de verilmistir.

2.4 Gerilme Yayihmina Ait Sayisal Sonuclar
Gerilme yayilimina ait incelemeler o,., o, kayma gerilmeleri ve ©,, normal

gerilmesine ait sayisal sonuglar elde etme ve bunlar1 yorumlama ¢ergevesinde yapilmstir.
Sozii edilen gerilmeler matris ve lif arakesit yiizeyi olan S ylizeyi lizerinde ele alinmustir.
Gy Ve O, kayma gerilmeleri swrasiyla S yiizeyine teget t ve e vektorleri
dogrultusundaki, o©,, normal gerilmesi ise n normal vektorii dogrultusundaki

gerilmelerdir (Sekil 2.1a). Egilmenin ihmal edilmesi durumuna karst gelen € = 0 halinde
(Sekil 2.1b) 6y, Ope» Ope gerilmeleri sirastyla 6, 6,,, o9 ile ¢akisirlar. v) =y®@
durumunda & =0 kosulu altinda 6, =06, =0, =0, =6, =6,9 =0 elde edilir ki,

bu ise asagida verilecek gerilmelerin lifin egilmesinden kaynaklandigin1 gostermektedir.
Kompozitin yapisma (adhesion) mukavemeti direkt olarak bu gerilmelere baglidir.

Dolayistyla bu anlamda da gerilme arastirmalar1 ayr1 bir 6neme sahiptir.

Sayisal sonuglara ge¢gmeden Once sozii edilen gerilme ifadelerinin elde edilmesi
konusundan kisaca soz edelim. (2.2) ifadelerini seriye acar ve bunlar1 (2.3) iliskilerinde

kullanirsak S yiizeyinin normal vektoriiniin bilesenlerini asagidaki gibi buluruz.
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5 (RZ(S'(t3))2 +(5(t3))? )sin2 0+R>(5'(t3))* cos 20
2R?

n,=1-

. , 9
ng :86(t3)s1n6 s = —86’(t3)c056—82 d(t3)d'(t3)sin” O

R R

(0.74)

Gerilme vektoriiniin bilesenlerini p,, pg, p, ile gosterirsek asagidaki iliskileri yazariz:

P(i) =O(i)rr +O(1)pNg +O(j)zNz, 1=1,6,2 (0.75)
Buradan normal gerilmenin

Onn =Py +Pelg + PNy (0.76)

seklinde olan ifadesiyle (2.12) iliskilerini de dikkate alirsak bu gerilmenin agik ifadesini

(k)l (k) 1
Cnn —scsg()l+8 { (k),2 o 8r ——3(t3)cos0— R&'(t3 )cose+20(k)lw
— 26015/ (13) cos 0+ 680 (5'(t5))? cos? O } (0.77)

olarak elde ederiz. Yiizey denkleminin t;’e gore tiirevini alir bu ifadeyi birimlestirir ve

p vektori ile skaler ¢arparsak, T dogrultusundaki kayma gerilmesinin agik ifadesini

okl (k).1
Cnr = 8(092)’1 ~ o308 (t3)cos 6) { (.2 4 8r —=—3(t3)cos0— Cory

R&'(t3)cos6

+o 5 (1 )Cos9+6(k)1—8(t3)sme o418/ (t3)cos 0 - G(k)OS(t3)8(1t§)sm 9} o

olarak buluruz. Yiizey denkleminin 0 ’ya gore tiirevini alir bu ifadeyi birimlestirir ve p

vektort ile skaler ¢arparsak e dogrultusundaki kayma gerilmesinin agik ifadesini

o ISy |
Ope = 8096()’1 +g2 699()’2 + —gf d(t3)cos0— R&'(t3)cos 6+ 08(9)’1 —6(t3I){sm 0

— o8 (t3) cos 0 - c(k)lw o815/(t5)sin 0 — G(k)O(S’(t_o,))zcosGsine} (0.79)
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olarak elde ederiz. (Kosker,2002)

Asagida buldugumuz sayisal sonuclar FORTRAN programlama dili kullanilarak elde
edilmistir. Stabilite kayb1 6ncesi gerilme yayilimina ait elde edilen sonuglar Kosker 2002
doktora tezinde yer alan sonuglara yakinsamaktadir. Asagidaki sekillerde diiz kesikli

cizgiler asimptotlar1 ifade etmektedir.

Sayisal sonuglarin incelenmesine gecmeden Once belirtelim ki, ele alacagimiz
gerilmelerin lif ve matris ara yiizeyindeki yayilimi nitelik bakimindan Akbarov ve Guz
(1985a) yayminda oldugu gibidir. Yani bu yiizeyin (0=0, at3=mn/2), (6=0,
otz =0), (06=n/2, aty =n/2) koordinatlarina kars1 gelen noktalarinda sirasi ile &,
Gpyr Ve Ope gerilmeleri mutlak maksimal degerlerini almaktadirlar. Simdi yukarida elde
ettigimiz degerleri goz oniine alarak ,,, 6, G, gerilmelerinin belirtilen noktalardaki

degerlerine basing ve ¢ekme durumlarinda geometrik nonlineerite etkisini problem

parametrelerinin  bazi degerlerinde inceleyelim. Geometrik nonlineerite etkisini,

€= p/ E® degerleri aracilig1 ile ele alirken; k = oR = %R , Y =% parametrelerinin de

gerilmeye etkileri incelenecektir Bilindigi lizere geometrik lineer durumda s6z konusu
gerilmeler i¢in elde edilen sonuglar gekme (e> 0) ve basing (€< 0) durumlarinda ancak

isaret farki gdstermektedir. Incelenen durumda ise cekme ve basing, sadece isaret farki

degil degerce de belirgin etki yapmaktadir. Sdylenenleri Cizelge 2.1°de siras1 ile 6, / |p

2

Ont / |p| V€ Ope /|p|’ler icin verilen degerler kanitlamaktadir. Cizelgedeki degerler

k=2mR/(=0.5, £=0.015, v =v? =v® =0.3 durumunda E”/E® ve e’nin farkli
degerlerinde elde edilmistir ve bu degerler birinci ve ikinci yaklasimlar ¢ercevesinde

verilmektedir. Ancak v =v® =y®

olmasindan dolay1 sifirinc1 yaklasgimda bu
gerilmeler 6zdeslikle sifira esittir. Dolayisi ile bu gerilmelerin tablolardaki degerleri lifin

baslangic egilmesinden kaynaklanmaktadir.
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Spn/ [P
06 — 0 G,/ [D
0.5 3 0.1
3 02 3 -0.005
04 3
3 03 3 // €=-0.00005
] = ’
03 4 0.4 S /1
3 05 3
0.2 — 4+—
] 06 3
0.1 _: -0.7 —z
3 08 3
0 3— — L T/
AR RN LR LR R R '0'9_|||||||||||||||||||||||||||||
0 2 4 6 8 10 Y12 o ) A . s 10 71
a) Cekme b) Basing

Sekil 2.2 EV/E® =50 E®/E® =1/50 k=0.5 £=0.015 degerlerinde o, /|p| nin,

ayni parametre degerlerinde sarili olmayan lif degerlerine yakinsamasi.

o U_mt/ Ip| o4 fnr/ Ipl
0.1 3 o
02 3 7
3 1.6 -
03 3 €005 005 000005 ]
3 7 1.2 —
04 4 7
= 0.8 3
05 3 ]
06 _: 0.4 —:
_0'7_||||||||||||||||||||||||||||| 0 |||||||||||||||||||||||||||||
0 2 4 6 8 10 7 12 0 2 4 6 8 10 712
a) Cekme b) Basing

Sekil 2.3 EV/E® =50 E®/E® =1/50 k=0.5 £=0.015 degerlerinde o, /|p|’nin,

ayn1 parametre degerlerinde sarili olmayan lif degerlerine yakinsamasi.
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Sne/ Ope ! 7l
0 — 0 —
-0.1 —E 0.1 —E
-0.2 —E -0.2 —E
-0.3 —E -0.3 —E
0.4 —E 04 —E
05 —E 05 —E
'0'6_IIII|IIII|IIII|IIII|IIII|IIII '0'6_IIII|IIII|IIII|IIII|IIII|IIII
0 2 4 6 8 10 T2 0 2 4 6 8 10 T2
a) Cekme b) Basing
E(l) E(3) 1
Sekil 2.4 e 50 0 " 30 k=05 £=0.015 degerlerinde G, /|p|’nin, ayni

parametre degerlerinde sarili olmayan lif degerlerine yakinsamasi.

s(l)nn/\pl G(l)nn/‘p‘
04 — 0.6 —
03 3 — 0.005 .
3 — 0.0005, 0.00005 0.4 o
0.2 - 7
01 3 0.2
0 3 o0 0 3 -0.0005, -0.00005
01 3 .
3 02 4
-0.2 o ]
3 . ~ T-0.005
0.3 o 04 .
04 3 ] -0.05
3 06
05 3 3 Te=-0.08
-0.6 _||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||| -0.8 |||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||
0 01 02 03 04 05 06 07 08 09KH1 0 01 02 03 04 05 06 07 0.8 09K1
a) Cekme b) Basing

Sekil 2.5. Lif-ge¢is malzemesi arakesit yiizeyinde ¢ekme (a) ve basingta (b) ¢esitli €

o) @
degerlerinde 6\ /|p| ile x arasindaki iliski (% =50, Foke 40, y=0.5,£=0.015)
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o3 /ol
06 o™/ Ipl
] 0
7 __ —e=0.00005, 0.0005 E
05 — 0,005 3
] 02 7 €=-0.00005, -0.0005
0.4 04 _:
03 — 06 e
] -0.8
02 — ]
. 4 3
0.1 - ]
] 1.2 -
0 ]
|||||||||||||||||||||||| 14 IIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIII
0 0.2 0.4 0.6 08 K 1 "
0 0.2 04 06 08 1
a) Cekme b) Basing

Sekil 2.6 Gecis malzemesi-matris arakesit ylizeyinde ¢ekme (a) ve basingta (b) ¢esitli €

o) )
degerlerinde 6 /|p| ile x arasindaki iliski (% =50, % =40,y=0.5,£=0.015)

oD,/ in oD/ in
] 5
7 45 3
05 B _ €=0.00005, 0.0005 . 3
-1 35 3
] _0.08 4 005
— 3 3 ~
1.5 0.05 3
] - 25 3
-2 = _0.005 2 3
25 3 15 3 €=—0.00005, -0.0005
E 3
3 4 3
. 0.5 —
-3.5 TTT T[T T T T[T T T T[T T T T TTTT 0_||||||||||||||||||||||||
0 0.2 0.4 0.6 08 K 1 0 0.2 0.4 0.6 08 K 1
a) Cekme b) Basing

Sekil2.7 Lif-ge¢is malzemesi arakesit yiizeyinde ¢cekme (a) ve basingta (b) cesitli €

E®D E®
D /|p| ile k arasindaki iliski (W =50, Fok 40, y=0.5,£=0.015)

(
nt

degerlerinde o



-0.2

-0.25

-0.3

-0.35

-0.4

-0.45

-0.5

-0.55

/o

0.0005, 0.00005

0 01 02 03 04 05 06 07 0.8 09K1

a) Cekme
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/bl
1.1

0.9

0.8

0.7

0.6

0.5

0.4

’
-0.0005, -0.00005
0.3

0.2 L LN L LN L LR LN LANnmnan

0 01 02 03 04 05 06 07 08 09 K1

b) Basing

Sekil 2.8 Gecis malzemesi-matris arakesit ylizeyinde ¢ekme (a) ve basingta (b) ¢esitli €

degerlerinde 6 /|p| ile x arasindaki iliski (F=

oD e/

)
N
pe o b b b bera byera laaag

€=0.08

— —0.05

— — — 0.005

— =0.0005, 0.00005

o

0.2 0.4 0.6 08 ¥

a) Cekme

1

M E®
50, F:40, ¥=0.5,£=0.015)

oW e/l

0.9

0.8

0.7

0.6

0.5

0.4

0.3

-0.0005, -0.00005
0.2

0.1

0 TT T T [T T T T[T T T T[T T TT[TTTT1]|
0.2 0.4 0.6 08 K 1

b) Basing

o

Sekil 2.9 Lif -gecis malzemesi arakesit ylizeyinde ¢ekme (a) ve basingta (b) ¢esitli €

M E®

degerlerinde 6\ /|p| ile x arasindaki iliski (% =50, FEk 40, y=0.5,e=0.015)



-0.1

-0.2

-0.3

-0.4

-0.5

-0.6

— 7 0.0005, 0.00005

0

0.2 0.4 0.6 08 K 1

a) Cekme
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1.2

0.8

0.6

0.4

0.2

o0

Doe /19l

-0.0005, -0.00005

0

0.2 0.4 0.6 08 K 1

b) Basing

Sekil 2.10 Gegis malzemesi-matris arakesit ylizeyinde ¢ekme (a) ve basingta (b) cesitli €

Q)

degerlerinde 6 /|p| ile x arasindaki iliski (F=

-0.1

-0.2

-0.3

-0.4

0.5

0.4

0.3

0.2

0.1

N
0.005, 0.0005, 0.00005

0 1 2 3 4 Y

a) Cekme

5

50,

0.4

0.2

-0.2

-0.4

-0.6

-0.8

E®
F:40, y=0.5,£=0.015)

—

oD/ o

0 1 2 3 4 Y5

b) Basing

Sekil 2.11 Lif-gecis malzemesi arakesit yiizeyinde ¢ekme (a) ve basingta (b) cesitli

degerlerinde 6\ /|p| ile x arasindaki iliski (

M

E®

13(2)

50, — =40, =0.5,2=0015)



0.6

0.5

0.4

0.3

0.2

57

0(3)nn/|P‘ 0 0(3)nn/|pl

7 Je=-0.00005, -0.0005

] N . | N

] —  €=0.00005, 0.0005 02 : 0.003

] — —0.005 04 —

7 06

] 0.8

g -1

] 12

_|||||||||||||||||||||||| -1.4 ||||||||||||||||||||||||

0 1 2 3 4 7 s 0 1 2 3 4 T s
a) Cekme b) Basing

Sekil 2.12 Gegis malzemesi-matris arakesit ylizeyinde ¢ekme (a) ve basingta (b) cesitli €

) )
degerlerinde 6 /|p| ile y arasindaki iliski (% =50, % =40,k =0.4,£=0.015)

M
c pl

(1) nt

o /Ip| 7
0 nt :

. 6
-1 — :

] 5
-2 €=0.00005, 0.0005, 0.005 7

. 4 __
3 ]

. 3 __

. 3 -0.005, -0.0005, -.00005
-4 ] 2
5 4 1 -

: 0 ||||||||||||||||||||||||
-6 TTTT | TTTT | TTTT | TTTT | TTTT

0 1 2 3 4 ¥ 5
0 1 2 3 4 Y5
a) Cekme b) Basing

Sekil 2.13....Lif-gecis malzemesi arakesit yiizeyinde ¢ekme (a) ve basingta (b) cesitli

M E(Z)

degerlerinde 6\ /|p| ile y arasindaki iligki (F =50, e =40, x=0.4,=0.015)
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Q
—
)
=
=
a
~
=3

3
-0.2 c /Ipl
- 11 0=
-0.25 1 3
03 _: 0.9 —:
] 0.8 3
-0.35 — 3
4 0.7 3
3 0.0005, 0.00005 3
04 — ’ 06 3
045 05 o
. 0.4 \
05 J0.000, -0.00005
] 0.3 o
'0-55_|||||||||||||||||||| =
I I I I 0.2 |||||||||||||||||||||||||
0 1 2 3 4 Y 5
0 1 2 3 4 ¥ 5
a) Cekme b) Basing

Sekil 2.14 Gegis malzemesi-matris arakesit ylizeyinde ¢ekme (a) ve basingta (b) cesitli €

o) )
degerlerinde 6 /|p]| ile y arasindaki iliski (% =50, % =40,k=0.4,£=0.015)

1 1
o Vne/i 14 Oae!
0.1 12 3
] 1
02 3
] 0.8
03 ]
. 06
4 0.0005, 0.00005 .
04 ]
7 ~ 04 —
. 0.005 .
-0.5 —: 0.2 E
06 T T T T T T T T T T T 0
0 1 2 Y o3 0
a) Cekme b) Basing

Sekil 2.15 Lif-gecis malzemesi arakesit yiizeyinde ¢ekme (a) ve basingta (b) cesitli

M E(Z)

degerlerinde 6\ /|p| ile y arasindaki iligki (F =50, e =40, x=0.4,=0.015)
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®
S ne’ Ipl
0 6(3)ne/‘p‘ 1.4 ]
. 12 3
01 — ]
] . 3
02 4 3
] 0.8 —
03 7 06 3
N 0.0005, 0.00005 ]
04 - 0.4
] 02 3 '
05 - 2 -0.0005.-0.00005
: 0 T T T T | T T T T | T T T T
-0.6 T T T T | T T T T | T T T T

1 2 Y 3

o
o

1 2 Y 3

Sekil 2.16 Gegis malzemesi-matris arakesit ylizeyinde ¢ekme (a) ve basingta (a) gesitli €

o) )
degerlerinde 6\ /|p| ile y arasindaki iliski (% =50, % =40, k=0.4,£=0.015)

Sekil 2.2, 2.3, 2.4’ler ayn1 parametre degerlerinde g’nin biiytimesi ile (Kosker 2002)

kaynagindaki verilere ulagildigim gostermektedir. Burada kesikli ¢izgilerle verilen

asimptotlar kaynaktaki degerleri ifade etmektedir.

M) &)
Sekil 2.5, 2.6 , 2.7, 2.8, 2.9, 2.10° de E“) =50, %:40, v=0.5e€=0.015 parametre
degerlerinde sirast ile ')/ |p|, a©/|p|, ¥ /|p|, sV /|p|, o)/ |p|, o/ |p| ile k

arasindaki iliski goriilmektedir. Ayn sekilde Sekil 2.11, 2.12 , 2.13, 2.14, 2.15, 2.16’ da

E® E® 5 . ‘ "
FEk 50, Rk 40, k=04, €=0.015 parametre degerlerinde swast ile o, /[p]|,
sV /pl, oV /|pl, s/ pl, s/ |pl, ol /|p| ile y arasindaki iliski verilmistir.

Grafiklerden goriildiigii gibi,

e| degerleri kiiciildiik¢e ele alinan gerilmelerin degerleri

geometrik lineer durumundaki (Akbarov ve Guz, 1985a, 2000) degerlere yaklasmakta ve
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|e| =5.10" durumunda ise ¢akismaktadir.

Cizelge 2.1 €=0.015,x=0.4, y =0.5 degerlerinde o, /|p| (Bu degerler bityiik
oldugundan bunlar1 incelemek yeterli goriilmiistiir.

€
% % é Cekme Basing
~
5107 5.10° si00 | 5107 | =500 | =507 | -3107 | -5.107
10 1 -1.098 | -1.096 | -1.079 | -0.951 1.098 1.100 1.118 1.399
2 -1.098 [ -1.096 | -1.079 [ -0.951 1.098 1.100 1.118 1.399
50 20 1 -1.545 | -1.542 | -1.517 | -1.328 1.546 1.548 1.576 2.013
2 -1.545 | -1.542 | -1.517 | -1.328 1.546 1.548 1.576 2.013
(1-2) 30 1 -1.942 | -1.938 | -1.903 | -1.652 1.942 1.946 1.984 2.591
2 -1.942 | -1.938 | -1.903 | -1.652 1.942 1.946 1.984 2.591
40 1 -2.299 | -2.295 | -2.251 | -1.938 2.300 2.305 2.353 3.139
2 -2.299 [ 2295 | 2251 | -1.938 2.300 2.305 2.353 3.139
10 1 -0.468 | -0.467 | -0.460 | -0.403 0.468 0.469 0.477 0.599
2 -0.468 | -0.467 | -0.460 | -0.403 0.468 0.469 0.477 0.599
50 20 1 -0.487 | -0.486 | -0.477 -0.41 0.487 0.488 0.497 0.637
2 -0.487 | -0.486 | -0.477 -0.41 0.487 0.488 0.497 0.637
(2-3) 30 1 -0.499 [ -0.498 | -0.489 [ -0.421 0.500 0.501 0.511 0.670
2 -0.499 [ -0.498 | -0.489 [ -0.421 0.500 0.501 0.511 0.670
40 1 -0.510 [ -0.509 | -0.498 [ -0.426 0.510 0.511 0.522 0.699
2 -2.299 | -2.295 | -2.251 | -1.938 2.300 2.305 2.353 3.139

Yine tablolardan, |e| =5.10" durumunda gerilmelerin ¢ekme ve basingtaki mutlak
degerleri hemen hemen ayni oldugu izlenebilmektedir. Bundan baska Cizelge 2.1 de
verilen sonuglarin karsilastirilmasi gosterir ki, ¢ekme durumlarinda |e| degerlerinin

artmasi ile gerilmelerin mutlak degeri kii¢lilmekte, basing durumunda ise biiyiimektedir.
Dolayisi ile ele alinan gerilmelerin hesaplanmasinda geometrik nonlineeritenin géz dniine

alinmasinin 6nemi goriilmektedir.

Cizelgelerde, birinci ve ikinci yaklagimlarda elde edilen sonuglarin karsilastirilmasinda,

uygulanan ¢6ziim yonteminin sonuglarin yakinsakligi acisindan c¢ok etkili bir yontem
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oldugunu gostermektedir. Belirtelim ki, Cizelge 2.1°de verilen sayisal sonuglarin elde

edilmesinde kullanilan € degerleri tek lifin sonsuz matristeki i¢ stabilite kaybina uygun

gelen €. degerlerinden (Babich, 1973; Guz, 1990) ¢ok kiiglik yani |e| << |ecr.| olarak

almmustir.

Grafiklerden de goriildiigli gibi geometrik nonlineeritenin etkisi basingta ¢cekmeye gore

daha biiyliktlir. o, kayma gerilmesinin parametrelere gore degisimi incelenen diger

gerilmelere gore daha belirgindir. Bu duruma paralel olarak o, gerilmesinin daha etkili

oldugunu sdyleyebiliriz. Gerilmeler ile «k ve yzg parametreleri arasindaki iligki

dogrusal degildir. % degeri biiyiidiikge ele aldigimiz malzeme sarili olmayan periyodik

egrilikli tek lif iceren sonsuz elastik ortam gibi davranmaktadir.
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3. SONUCLAR VE DEGERLENDIRME
Tezde yapilan arastirmalardan elde edilen sonuglar1 asagidaki gibi 6zetleyebiliriz.

1. Akbarov ve Guz (2000) yaklagimi sonsuzda lif yoniinde yogunlugu p olan diizgiin
yayilmis normal kuvvetler etkisindeki diisilk yogunluklu periyodik egrilikli saril1 lifler
iceren sonsuz elastik ortamda gerilme dagilimina geometrik nonlineeritenin etkisinin
incelenmesine uygun olarak gelistirilmistir. Malzemede diisiik yogunluklu lif olmasi,
lifler arasindaki etkilesimin ihmal edilebildigi anlaminda kullanilmis ve lifin baslangig
periyodik egrilik genliginin (amplitudun) egrilik periyoduna gore kiiclik oldugu kabul

edilmistir.

2. Uygun smir-deger problemlerinin matematiksel formiilasyonu, parcali-homojen cisim
modeli g¢ercevesinde elastisite teorisinin kesin geometrik nonlineer denklemlerinden

yararlanilarak yapilmistir.

3. Formiilasyonu yapilmis smir-deger problemlerinin ¢6ziimii i¢cin Akbarov ve Guz
(1985c, 2000)’de verilmis sinir formu pertiirbasyon yontemi kullanilmistir. Buna gore
aranan biiyiikliikler, egrilik derecesini ifade eden kii¢iik parametreye gore seri halinde
yazilmigtir. Sifirinci, birinci ve ikinci yaklagima ait kismi tlirevli diferansiyel denklemler
takimi ve uygun sinir ve temas kosullar1 elde edilmistir. Birinci ve ikinci yaklasim i¢in

elde edilen lineer denklem sistemleri ¢ozilmiistiir.

4.Periyodik egrilikli ge¢is malzemeli tek lif durumu igin lif-gegis malzemesi-matris
araylizeyinde, sarili tek lif durumu igin ise lif-6rtilk malzemesi, ortilk malzemesi-matris
arayiizeylerinde etki gosteren normal ve kayma gerilmeleri i¢in ¢ok sayida sayisal
sonuglar elde edilmis ve bu sonuglarin yorumlar1 yapilmistir. Bu gerilmelere geometrik

nonlineeritenin etkisi detayli bir bi¢im de incelenmistir.
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EKLER

Ek 1 Boliim 2°de Yer Alan Denklemlerdeki Fonksiyonlarin Acik Ifadeleri
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Ek 1 Béliim 2’de Yer Alan Denklemlerdeki Fonksiyonlarin Acik ifadeleri
(0.65) fonksiyonlarin agik ifadeleri:
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