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OZET
Bulanik gruplar ve bulanik halkalar adli tez beg bélimden olugmaktadir.

Birinci boliimde bulanik kiime kavrami tezin diger kisimlarinda kullanilan temel kavramlar ve

teoremler verilmistir.

Ikinci baliimde Bulanik grup kavramu verilip érneklendirildikten sonra gériintii ve ters

gorintii kavrami yardimiyla klasik cebirdeki teoremlerle uyumlu oldugu gosterildi.

Uglincil boliimde bulanik normal alt grup kavranu ile ilgili degismeli cebirdeki yapiya
benzeyen beg egdeger tanimu verilip. kiimelerin bulanik normal alt grup olmasi ile iki bulanik

alt grubun normalligi Gizerine teoremler gelistirildi.

Sonraki bolimde Bulanik homomorfizma tanimlanip degismeli cebirdeki dogal
homomorfizma teoreminin ve izomorfizma teoremlerinin bulanik degigsmeli cebirde de gegerli

oldugu gosterildi.

Tezin son bélimiinde bulanmik halka bulamik ideal kavrami verilip idealler 1le bulanik idealler
arasindaki iligkiler incelendi. Halkalardaki temel teoremlerin bulanik degigmeli cebirdeki

yansimalart verildi.

Anahtar Kelimeler: Bulanik alt grup, Bulanik normal alt grup, Homomorfizma, Bulanik
halkalar, Bulanik idealler.
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ABSTRACT
This thesis with the title “fuzzy groups and fuzzy rings” consists of five chapters.

In chapter 1, the concept of the fuzzy sets and the basic properties and teorems which is used

the other part of the thesis is given.

In chapter 2, after the concept of the fuzzy subgroups is given and exemplified, we showed
that it compatibles with classical algebra’s teorems by assistance of the concept of image and

mverse image.

In chapter 3, five equivalance definition which resembles the the structure of normal
subgroup in commutative algebra interested in fuzzy normal subgroups is given . When the
sets are fuzzy normal subgroups, the teorems which interested in two fuzzy normal subgroups

18 improved.

In following chapter, we are defined the fuzzy homomorphism and showed that the
homomorphism and isomorphism theorems of commutative algebra is valid for the fuzzy

commutative algebra.

In the last chapter, the concepts of fuzzy rings and 1deals are given and the relations between
ideals and fuzzy ideals i1s analized. In fuzzy commutative algebra the reflection of the basic

teorems of rings is given.

Keywords: Fuzzy subgroups, Normal Fuzzy subgroups, Homomorphism, Fuzzy rings, Fuzzy

ideals.

vii



1. GIRIS

Bulanik Mantik’in ilk kez 1965 yilinda L.A.Zadeh tarafindan ortaya konulmasindan kisa bir
stire sonra, bu mantiZa olan gereksinim, ona karsi olan ilginin hizla artmasiyla, kendiliginden
kanitlanmigtir. Ozellikle 1980 1i yillarin ortalarindan itibaren, gerek bilimde ve gerekse
teknolojide kullanilmaya baglanilmasi ile bu iki alanda da farkli diozeylerde inanilmaz

gelismelerin yaganmasina neden olmugtur.

L. A. Zadeh’in 6grencisi C. 1. Chang 1968 wyilinda “Bulanmik Topolojik Uzaylar” adhi
makalesinden sonra bir cebirci olan Azriel Rosenfeld , “Eger Chang bunu topolojik uzaylar
igcin yapabiliyorsa, ben de bunu cebirsel yapilar i¢in yapabilirim 7, diverek yola koyuldu ve
1971 wyilinda “ Bulamk Gruplar” adli makalesini yayinladi. Bu bulanik cebir alaninda
yvayinlanan ilk eserdi. Daha sonra birgok bilim adamu tarafindan cebirin hemen hemen biitiin

yapilarinda kullanilarak geligtirilmigtir.

Bu tezimizde yiiksek lisans ve doktora 6grencilerine temel tegkil edecek bicimde bulanik
degismeli cebirdeki bazi yapilani inceledik. Ilk dért béliimde bulamk gruplardaki temel
yapilar ve bunlarin klasik degigsmeli cebir deki vapilar ve bunlar arasindaki iligki

incelenmistir. Orneklerle beraber temel teoremlerin varligim gosterdik.

Son boélimde ise bu yapimin halkalar i¢in gegerli oldugunu belirttik. Yani bulanik halka ve
bununla ilgili temel yapilar ve teoremler incelendi. Bu tezde verilen kaynaklar tezin iginde

yogun bir gekilde kullanilmagtir.
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2.BULANIK KUMELER
Bu kisimda tezimizle ilgili temel tamimlar ve teoremler verilecektir.

Tanmm 2.1: S herhangi bir kiime olmak tzere, u: S—>[O,1] seklinde tamimlanan u
fonksiyonuna S nin bulanik (fuzzy) alt kiimesi denir. S nin biitin bulanik alt kiimelerinin

olusturdugu kiimeye S nin bulamk kuvvet kiitmesi denir ve [O, I]S seklinde gosterilir.

Tanmm 2.2: ue [O, l]S olmak tizere { t(x):x €S} ile tammlanan kiimeye & nlin gorinti
kiimesi denir ve #(S) va da Im( &) seklinde tanumlanar.
Tanmm 2.3: ue [O, l]S olmak iizere £ = {x: u(x) > 0,x €S} kiimesine u niin destekleyicisi

denir. Eger 4 sonlu bir kiime ise # ye sonlu bulanik kiime, x sonsuz bir kiime ise u ye de

sonsuz bulanik kiime denir. Ayrica 1 € #£(S)1se & ve S nin birimli bulanik alt kiimesi denir.
Tanmm 2.4: Y S ve a€ [0,1] olmak lizere aye [(), 1]3 su sekilde tammlanur.

(x) a, xet @2.1)
a (x)= }
7 0, xgV¥

Ozel olarak; efer Y={x} ise ay kiimesi a(y) seklinde ifade edilir ve [0,1]- nokta (point) veya

[0.1] singleton adi verilir.

Eger a=1 ise

1 (x) 1 xe¥ 2.2)
x) = )
4 0, xeS\Y

fonksiyonuna karakteristik fonksiyon denir.

Tanm 2.5: u,ve [0, l]S olmak lizere ¥x eS8 igin u(x)<v(x) isev bulamk kiimesi, i«

bulanik kiimesini kapsar denir ve u c v geklinde gosterilir.

Tanmm 2.6: u.ve [O, l]S olmak tizere umv,uuv e [O, l]S kiimeleri su sekilde tamimlanir.

Yx €S igin

1X



(1)) = p(x) A v(x) (2.3)
Uy ) ()= s(x) v v(x) (2.4)

dir

Tanim 2.6’da verilen ki bulanik fonksiyon arasindaki kesigim ve birlesim 1glemleri her hangi

bir bulanik fonksiyon ailesi 1¢in su sekilde genellestirilir.

3= { oo oiel } seklinde S nin bulanik alt kiime ailesi olsun. ¥x €S igin

(ﬂ;e ](x) = AH(X) (2.5)
[U # ](x) = /4 (%) (2.6)
dir.

(= ﬂ,uj A N, M, (2.7)
iel

Uu= U,uI U U U (2.8)
iel el

seklinde ifade edilir.

Tanmm 2.7: ue [O, I]S olmak tizere ae [0,1] igin g ={x :xe8, w(x)=a} kiimesine g nin

seviye alt kiimesi denir.

Teorem 2.8: u,v e [O, I]S olmak Uizere, agagidaki ifadeler dogrudur.

) pcv, ae[0l]=u, cv, (2.9)
iy asb, abel0l]= 1 cp, (2.10)
i)y p=vep =v, , Yae[0,1] (2.11)



ispat:
1) gcv olsun. Vx €8 igin g(x)<v(x) dir. a€ [O, l] igin ye ¢ ise a < u(y) dir. Ayrica
4, =S ve gcv oldugundan #(y)<v (y) dir. Dolayisiyla a < u(y)<v (y) ve a <v(y) dir.

asv(y)iseyev, dir. Yam gz c v, elde edilir.

i) a,be [0,1] olmak tizerea < b olsun. x e g4 olsun. O taktirde b < u(x) ve a <b < u(x)
dir. a < p(x) sonucu bulunur ve x € g dir. Boylece 14 < g elde edilir.

1) g=v olsun. ae [0, 1] igin xe pu 1se gx)=2a dir. g=v oldufundan Vxe§ igin
xy=v(x) dir. g(x)=v(x)za ise xev, dirve g cv, elde edilr.

Benzer gsekilde v, < x oldugu kolaylikla gosterilebilir. Sonug olarak ¢ = v elde edilir.

Bukez Vae [0,1] igin g =v_ olsun. Vx eSigin u(x)=v(x)=a ve u=v elde edilir.

Teorem 2.9: {M. ie I} c [0,1]S olmak tizere her hangi bir a € [0, l] icin

D J(x) QUJ”]a (2.12)

el a iel

i) [)(2) =[ﬂgl (2.13)

iel a el

dir.

ispat:

i)er(,uE) =(;:1)3U(,uz)aU ........... U()uk)aU ....... (2.14)

iel a

olsun.

O taktirde x, ( H )a nin en az birinde meveuttur vek € / iginx € ( H, )a olsun.

xe(m), = as(s)(x)

xe(UM] : (2.15)

iel
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Ve
l400 E“JM] (2.16)

elde edilir.
i) xe( V() =(m), N(ag), N (2.17)

el a

olsun.

xeﬂ(/uj) e xe(,ul)cI = ai,ul(x)

el a

xe.(,uz)a aS.,uz(x)

o @ < 14 ($) At (¥)A oo =£ﬂM]@); @.18)

iel

ve

rKM)=UWM] (2.19)
iel a el a

elde edilir.

Teorem 2.10: € [O, I]S ve {aI = ]} C [0, 1] olmak tizere

b=na ., c¢=wva kn
el el

D UJu, cu (2.20)
iel

i) (g, =1 (2.21)
iel

dir.

ispat:

1) xe U 4 olsun. a = ,u(x) olmak tizere en az bir ¢t € [ vardir.

iel

b= A a <a olduguna gore

el

b<a S,u(x):bs;l(x)
= XE U, (2.22)
=Jx, cu,

el
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1) x € ﬂ,uaj olsun. Vie 7 i¢in a < ,u(x) dir.

el

c=va igin ¢ < ,u( ) elde edilir ve

el

xeu =\u, cu (1) (2.23)
iel
x€ u olsun.  ¢= v« olmak lizere Vie/ igin
iel
va=c<u(x)=a < pu(x) , (Viel) (2.24)

iel

Dolayisiyla x € ﬂ 4 dir

iel

=uc(\u, @ (2.25)

el

(1) ve (2) den ﬂ 4, =y elde edilir.

el

Teorem 2.11: iz € [O,I]S olmak Gizere u= U a, = U a, dir.

ae[0,1] a€ pf 5)

Ispat: x €8S olsun.

Ua#(x)=\/a v{ae[Ol } (o

ael0] ¢ agf0]
=u=Ja,

ae[O,l]

(2.26)
U ()= v a, (x)=viacu(s): asu(x)) = ulx)

ae 4 5) asp(s)
=u= ] q,

acu(5)
Tanmm 2.12: £={ S; - iel} kume ailesinin S:HSI = {(Jq )ld : x el ,ie I}

iel

geklinde kartezyen ¢arpimi tanmimlansin. Vi e [ i¢in u e [O,I]SE olmak tizere Vx = (x. )1-5 L €8

i

1gin ,u(x) = AL (x) gseklinde tanimlanmig € [O, l]s bulamk kiimesine g lerin tam direkt

el

carpimi denir ve 1= H 4 seklinde gosterilir.

iel
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Eger I = {1, 2, e , n} ise S = HS = S,x8, X xS, seklindedir ve

H M= @ O ® 1, seklinde tanimlanar.

el

Eger 1.,v, € [O, l]sj ve Viel 1gIn 4 Cv, ise H)uj c HVE oldugu agiktir.

el iel
Tanmm 2.13: XY herhangi iki kiime ve pe [0,1] X ve [O, 1] Yayrica f: X—Y bir tasvir

olsun. f(y) € [0, 1] Yve (V) € [O, 1] X bulanik kiimeler olmak tizere

Yy eY igin,
: X. = S A DTN
D = {v{ ux): xe X, f(x)=y} o) 227
0 . TO)=9
Vx e X igin,
)x)=vf(x) (2.28)

seklindeki fonksiyonlara sirasiyla f nin g altindaki gorontiisii ve f nin v altindaki ters

goruntiist denir.

Teorem 2.14: f: X — Y, g:Y — Z birer fonksiyon olsun. O taktirde agagidaki iddialar

dogrudur.

(1) Her hangi # € [O,I]X ve Viel igin

f[UM-]=Uf(M-) (2.29)

el iel
ve V. 11, € [0, I]X icin
Mo =f(n)cf(w) (2.30)
dir.
(2) Her hangi v, [O,l]y ve VjeJ icin

f‘l[UwJ= Us=(v) (2.31)

JES JeJ

Ve
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f‘l[ﬂw}ﬂﬁ ()

yeJ e
dir. Ayrica Vv, v, €]0, I]Y icin
v,ov, = (v)c s (v,)
(3) Yue[0,1]" igin

S ()2 m

eger [ 1-1ise
FHf ()= s

dir.

@) ¥vel0,1] igin
r(ri()er

oer f orten ise
Frtm)=v

dir.

Yue [0, I]X ,Yve [O, l]y igin.

6) Vue[0,1] igin
g(/(m)=(go/)(n)
ve Ve e [0,1]Z i¢in

g (e)=(ge /) ()

ispat:

(1) Yy e Y igin

(2.32)

(2.33)

(2.34)

(2.35)

(2.36)

(2.37)

(2.38)

(2.39)

(2.40)



f[g,uj](y)zv{gyi(x) D oxeX, f(x):y}
=v{1_\efl_;tj.(x) . xeX, f(x)zy}
=vidu () o xe X s@)=f=Ur ()() @.41)

Yy, 4L, € [O,I]X igin 4 g, olsun. Vx e X igin 24 (x)S 73 (x) dir. Vye?Y igin

Sv{,u,l(x) xeX,f(x)zy}
=/ ()(¥)
= f(u)c /() (2.42)

= v (7 ()= U 7)) (2.43)
VxeX igin
a [ﬂ E J(x) =)= 2 () =077 0)F) (2.44)

ve Yv,,v, € [O,I]Y,‘v’er igin

oy, =y (y)<v,(») (2.45)

dir. y= f(x) olsun.

Vxe X igin

f (V )(Jc)=vl(f(x)):>Vl(f(x))SV2 (f(x)
= () (x)< 7 (v,)(x) (2.46)
= (n)cr(n)

(3)Vue [O,l]X ve Vxe X igin
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FHAR)E = A () =vAu(s)  m e X fm)=F (2 al) @47

Eger f.1-11se Vx.,xeX i¢in

fx)=7f(x)=x=x (2.48)

v{;zx :xeX,f(x)zf(xl)} (2.49)

(2.50)

Eger f orten ise f(f’l (v))(y)# 0 ve f(f’l (V))= v dir.

(5) VYue [O,I]X, Vve [O,I]Y olmak lizere Vxe X ve Vye f(X) i¢in

= u(x)<v(f(x)) (2.51)
)<

S(F()()=vAr (w)(s) = eV g(r)=7)
)

=V ;t(x) :xeX,gof(x)=z} (2.51)
~(zo )

Xvii



VxeX ve Vee [0,1]‘Z i¢in

(go /) (e)(x)=2(2(/(x)) =" (2)(/(x))= /" (7 (£))() (2.52)

XViil



3. BULANIK ALT GRUPL AR

Bulanik cebirsel yapilardan olan bulanik gruplar ve bunun sonucu olan bulamk grup
yapilarinin degismeli cebirdeki gruplar vapisina benzedigi ve benzer teoremlerin burada
caligtig1 gosterilecektir. Bu agamada degigmeli cebirdeki grup vapisi ile bulamk degismeli
cebirdeki grup vapilar arasindaki gegigler incelenecektir.

Tanmm 3.1: G bir grup ve Vv € [O, I]G bulanik kiimeleri olmak tizere
Vxe G igin (pov)(x)= v{/,z(y)/\v(z) : y,zeG, yz= x} dir.
! (x) = ,u(x"l) olarak z bulanik kiimesinin tersi tammmlanir.

Teorem 3.2: GG bir grup ve y,v, it € [O,I]G (1’ € I) , a= v{,u,(x) P xe G} olsun.

(1) ¥Yx e G igin,

(rov)(x)= v (22(x) A v (¥ 'x))

- (o)) "
(i) Vx,y € G igin,
(a, 0 ) (x) = pe(7'x) (3.2)
(iii) ¥x,y € G igin,
(zeoa,)(x)=p(y™) (3.3)
w)(u) = 3.4
WMpcve ' v’ (3-3)

(Vi)[UM] =Ju" (3.6)

el el

(vii) (ﬂ M] =N 3.7)

el iel

(viii) (ov) =v'ou’ (3.8)

dir.

XX



ispat:

(1) ¥x e G igin,

(#OV)(JC)=V{[J(}J)/\ V(y’lx) : y(y’lx)=x}
=v{,u,(xy*1)/\v(y) : (xyfl)y=x}

(1) Vx,y € G 1gin,

(ayoy)(x)zv{ay (y)/\,u(y‘lx) - ye@, xzy(y‘lx)}

=v{a/\,u(y’1x) : ye @, x=y(y’1x)}

v{v{,u(x): xeG}A,u(y’lx) : e, x=y(y’1x)}

- i(5)

(11) Vx, y € G 1igin,
(o, ()= e, () €6 x=(o7)3)
-l el ) e 5= (o))

- )

(iv) Vx e G igin,

(1) ()= s ()= (7)) = sl

(v) Vx e igin,

pove pu(x)sv(x)e /“(x_l)S ‘”(x_l)

(vi) Vxe G igin,

(U ) 0= Une )= ()= =0 0

(vii) Vx e G igin,

XX

(3.9)

(3.10)

(3.11)

(3.12)

(3.13)

(3.14)



(M) 0= )= )= i (9= 9 a.15

el
el el

(viii) Vx e (& igin,

(o) (x)=(mov)(x")

=v{ﬂ(2"1)/\v(y"l) s y,zeG, x =2"1y"1}

V{V"l(y)/\,u"l(z) s y.ze(r, x=yz}
= (v ou)(x) (3.16)

Tammm 3.3: G bir grup ve ue [O, I]G olsun. Eger u asagidaki kogullan saghiyorsa u ve G

nin bulanik (fuzzy) alt grubu denir.

(G 1) ¥x,y e igin,

w(xy)z p(x) A p(y) (3.17)
(G2) Vxe G igin,

p(x)z p(x) (3.18)
Tanim 3.4: G bir grup, g, G nin bulanik alt grubu ve ¢, G nin etkisiz elemam olmak

tzere i = {x €eG: u(x)= ,Lt(e)} seklinde tanimlanir.
Ayrica nell olmak tizere Vx € (& igin ((& 1) kosulundan ,u(x” ) > )u(x) elde edilir.

Teorem 3.5: & bir grup olsun. 4, G nin bulanik alt grubu olmasi igin gerek ve yeter kogul
Vx,y e G igin ,u(xy_l) > pu(x)A p(y) olmasidur.

Ispat: 4, G nin bulanik alt grubu olsun

Vx, v e (G i¢in,

(™) 2 u(x) A p(y™) = w(x) A p(y) (3.19)

dir. Bukez ¥x, y € G igin,

a7 ) 2 () A pa(y) (3.20)

olsun.
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JAp(y)
x)Au(y) (3.21)

Sonug olarak g, grubunun bulanik alt grubu oldugu elde edilir.

Teorem 3.6: & bir grup ve w«,G grubunun bulanik alt grubu olsun. Vx € GG igin,

() u(e) = u(x) (3.22)
(i) pe(x)= pe(x") (3.23)
dir.

Ispat: ¥x e G icin,
() p(e)= p(x™) 2 pa(x) A pa(x) = ma(x) (3.24)
(i) pu(x)= ﬂ((xl )1) > p(x") 2 p(x) (3.25)

Teorem 3.7: (& sonlu bir grup olmak tizere eger ;z(xy) = ,u(x)/\;z(y) ise £, grubunun

bulanik alt grubudur.

Ispat: Vxe G olsun. G sonlu bir grup oldugundan x in biitiin pozitif kuvvetleri birbirinden

farkli olamazlar. Su halde » > s >0 olmak lizere r,5€ Z tamsayilart igin x" = x° dir.

Kisaltma ézelliginden x° =e e G dir. Béylece r—5—120 olupx ' = x "' € G elde edilir.
,u(x’1 ) = ,u(xH’l) > ,u(x) (3.26)
elde edilir ve g, G grubunun bulanik alt grubudur.

Teorem 3.8: G bir grup ve .G grubunun bulanik alt grubu olsun. Vx, v € G igin

XX11



,u(xy) = ,u(y) olmasi i¢in gerek ve yeter kosul ,u(x) = ,Lt(e) olmasidir
Ispat : ¥x,y e G icin ,u(xy) = ,u(y) olsun. y = e olarak alinirsa ,Lt(x) = ,Lt(e) elde edilir.

Bukez Vx, v e G igin ,u(x) = ,u(e) olsun. Su halde

p(x)z p(y) (3.27)
olup

2(w) 2 p(x) A p(y) (3.28)
den

)z u(y) D) (3:29)
elde edilir.

#(y) = plx"xy) 2 pu(x) A pe(xp) (3.30)
dir,

u(x)= ule) (3.31)
Oldugundan

w(y)z p(xy) 2) (3.32)
elde edilir.

(1) ve (2) den u(xy)= u(y) oldugu gorilir,

Teorem 3.9: G bir grup ve .G grubunun bulanik alt grubu olsun. Vx,yeG igin
plx)<p(y) ise p(ay)= p(yx) = p(x) (3:33)
dir

Ispat : Vx,y e G igin p(x)<pu(y) olsun.

#(x0) 2 p(x) A p(y)=p(x) ve p(xy) 2 p(x) olur.

p(x)= 0y )2 p(oy) A p(y) den p(x) < p(x) olur.

Sonug olarak ,u(xy) = ,u(x) elde edilir.

Vx, vy e gin ,Lt(x) < ,u(y) olsun.
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1a(3) 2 pa(x) A pe( ) = p(x) ve ()2 u(xc) olur.

2(2) = g 373%) 2 a(y) n a(3) den uy) < a() olur.

Sonug olarak u( yx)= p(x) elde edilir.

Teorem 3.10: G bir grup ve x,G grubunun bulanik alt kiimesi olsun. £, G nin bulanik alt

grubu ise Va € [O, ,u(e)] igin z kumesi (G nin bir alt grubudur.

Ispat: ¥x e G icin ,u(e) 2 a dir ve ee y olur.Dolayisiyla g # & dir.

Vx,y € u, igin ,u(x) 2a ,,u(y) 2 a dir.

1(xy) = p(x)A pu(y)=ana=a oldugundan xy e 4, dur.

Vx € g, igin y(x"l) = ;z(x) 2 a oldugundan ;z(x"l) >ave x' e di

Sonug olarak 4« . G nin alt grubu oldugu elde edilir.

Teorem 3.11: G bir grup ve .G grubunun bulanik alt kiimesi olsun. Va € Im( ,u) 1gin

4 . G ninalt grubu ise #,G&  grubunun bulanik alt grubudur.

Ispat: x,yeG ., ju(x)=a, u(y)=b ve anb=a olsun.O taktirde a<b dir ve
4 g dir. Yani ye g dir. g, G nin alt grubu oldugundan xy~ € g elde edilir.
,u(x_}fl) >a=anb= ;z(x)/\,u(y) dir.

Suhalde #,G grubunun bulanik alt grubudur.

Teorem 3.12: (G bir grup ve .G grubunun bulanik alt grubu ise #, . G nin alt grubudur.
ispat:

i = {x e : /,t(x)= ,u(e)} dir. x=e¢ igin /J(x) = y(e), eec i, ve u, #J dir.

Vx,y e p igin ()2 p(x)n p(y)=p(e)n u(e)= p(e) ve xy e g, drr.

Vx € 4, igin ,u(x‘l)z w(x)=p(e) ve x' € p, dur.

Sonug olarak g, G grubunun alt grubudur.

Teorem 3.13: G bir grup ve u,G grubunun bulanik alt grubu ise « ', G nin alt grubudur.

XX1V



ispat:

i ={x m(x)>0,xe G} dir ,Lt(e) >0 ve ee g oldugundan g # @ dir.
Vx,ye i igin ,Lt(xy_l) 2 ,u(x)/\,u(y) >0 ve xp' € i elde edilir.
Sonug olarak &, G grubunun bir alt grubudur.

Teorem 3.14: G bir grup ve 4, grubunun bulanik alt grubu olmasi igin gerek ve yeter

kosul

(i) o e p (3.34)
(i) ' cpuveya g p veya p= (3.35)
olmasidir.

ispat:

£, grubunun bulanik alt grubu olsun. ¥x e GG igin

(o p)(x)=vAu(p)n u(z) + p.z€G.x = yz}
=u(t)
x=tk tkeG oldupuna gdre u(x)= p(th)= u(t)n p(k)= p(t) elde edilir.
Sonug olarak (e #)(x) < u(x) ve gou < u bulunur.
Ve igin 4 (x)= p(x" )= po(x) oldugundan g= g elde edilir.
Bu kez
(i) poprc

(i) u= ' olsun.

Vx,y,ze (G igin z=xp olsun

w(z)2 (o u)(z)=vi{u(x)n u(y)  x.ye G, z=x}

(3.36)
p(x)n uly

\Y
=

Yx e igin y(x) =1 x) = y(x‘l) dir. Su halde #,G grubunun bulanik alt grubudur.
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Teorem 3.15: & bir grup ve u,v,(G grubunun bulamk alt gruplar olmak tizere wov,G

grubunun bulanik alt grubu olmasi igin gerek ve yeter kosul gov =v o 1 olmasidir.

Ispat: #ov,G grubunun bulamk alt grubu olsun.Teorem 3.14 | (i) den u= ' vev=v"

dir. Dolayistyla grov= g ov™ = (VO/.J)_I =vo u elde edilir.
Bukez gev =vo g olsun.
(mov)e(uov)=uo(vou)ov
= #o(#ov)ov
= oy (3.37)
(pov) ' =(vou) =p'tov = pov
dir.
Dolayisiyla Teorem 3.14 ten wgov , G nin bulanik alt grubudur.

Teorem 3.16: & bir grup ve «,(G grubunun bulanik alt grubu ve A de bir grup olsun.

1 .G den H ye bir izomorfizma olmak iizere ( ,u) ,H grubunun bulanik alt grubudur.
Ispat: Vu,ve H icin f(x) =u , f(y) =v olacak gekilde Ix, v € G vardir.

(A )= Au(z) 2 €6 £(z)=in]
zv{,u(x )i xyeG, f(x)=u, f(y)zv}

IV
<
tam,
E

S \C
>
=
=
Rat
et
m
)
=
=
[

)( ) ( (4 ))(") (3.38)

=(f(#))(“) (3.39)

Sonug olarak [ ( ,Lt),H grubunun bulanik alt grubudur.
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Teorem 3.17: H bir grup ve v,H nin bulanik alt grubu ve G de bir grup olsun.
.G den I ye homomorfizma olmak tizere /' (V),G nin bulanik alt grubudur.

Ispat: Vx, v e G igin,

= () E)A T (V)) (3.40)
) =v (7)) =r (7 (@) =v (7 () =7 (v)(x) (3.41)
Sonug olarak /' (v).G nin bulanik alt grubudur.
Teorem 3.18: G bir grup ve Vi e [ igin g, G nin bulanik alt gruplar olmak tizere

ﬂ 4 . G nin bulanik alt grubudur.

iel
Ispat: Vx, v e G icin,

(ﬂ p ](xy_l) =~ n (57) 2 A (1 () A e ()

el

=(na () (nn ()
=(DMJ(J€)A(HMJ(M G-42)

iel iel

ve ﬂ 4, G nin bulanik alt grubudur.

iel

Tamm 3.19: G bir grup ve «.G grubunun bulanik alt kiimesi olmak tizere

() = ﬂ{v cpucv , v,G nin bulamk alt grubu} kiimesine G nin g ile dretilmis alt grubu

denir.

Ayrica () , g viigeren en kugik alt gruptur. {(#) vapisi tizerindeki bagka bir gdsterim ise

w=pve ' =" ouvnel ,n>1 seklinde tammlanir,

Ornekler 3.20:
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(1) Z tamsayilar kiimesi + iglemine gore bir gruptur. #:0 — [0, 1] e Vxell igin ;t(x) =
olarak tanimlanan # bulanik kiimesi Z tamsayilar kiimesinin bulanik alt grubudur.
(2) p:0 —[0.1] "e ¥xeD igin

1 1 xe2L

Mx)=13 (3.43)
0 ;xes-27

olarak tanimlanan g bulanik kiimesi Z tamsayilar kiimesinin bulanmik alt grubudur.

(3) #:0 —>[0.1] "e VxelD igin
3/4 ;x=0

H(x)=31/3 ;xe22-{0f (3.44)
0 cxe s —27

olarak tanimlanan gz bulanik kiimesi Z tamsayilar kiimesinin bulanik alt grubudur.

(4) G, Klein 4’1t grup G = {e, a, b, ab} ve a’ =b*=¢ , ab=ba iken

w.G— [0, 1] dontigimi asagidaki gibi tammmlansin.

ule)=1, pla)=pu(b)=1t (0<r<1), u(ab)=1 olsun.

Suhalde # , G grubunun bulanik alt grubudur.
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4. NORMAL BULANIK ALT GRUPLAR
Tanmim 4.1: G bir grup ve u4,G nin bulamik alt grubu olmak tzere Vx,ve(s igin

,u(xy) = ,u( yx) 1se ¢ ye (G nin normal bulanik alt grubu (bulanik normal alt grubu) denir.

Teorem 4.2: G bir grup ve £, nin bulanik alt grubu olmak tizere Vx, y € G igin agagidaki
ifadeler birbirine denktir.

(N1 pe(xy)= pa(3) (4.1)

(N2) w(agot)=u(y) (4.2)

COWICE EVIEY (4.3)
(

(N4) pe29x7 )< () (4.4)

(N1)=(N2)

Vx,yeG igin

p(ox )= oy )= p(x" o) = w() (4.5)
elde edilir.

(N2) = (N3)

Vx,yeG igin

uloox) = pu(y) (4.6)
oldugundan

w(gxt )2 p(y) (4.7)
dir.

(N3) = (N4)

¥x,ye G igin

y(xyx"l) < ,u(x"l.xyx_l.(x"1 )_1 ) = )u(x_1 .xyx‘l.x) = ,u(y) (4.8)

dir.
(N4) = (N1)
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vx,ye G icin

pl) = ploon )= (e ) S p(3x) @) (4.9)
u(y)= p(3oy™) = w(yay™ )< p(w) G (4.10)

(i) ve (ii) den ge(xy)= u(3x) oldugu elde edilir.

,v G nin iki bulamk alt grubu olmak iizere Syle bir u# e G vardir kiVxe G icin
ﬂ(x)=v(uxu*1) dir. Su halde 4 vev ye u vya gore esleniktir denir ve z=v_  seklinde
gosterilir.

Tamm 4.1 den 1, ve 1, & nin normal bulanik alt grubu oldugu agiktir ayrica eger G grubu

degigmeli ise her bulanik alt grup da normaldir.

Teorem 4.2 denG nin g bulanik alt grubunun normal olmasi igin gerek ve veter

kosul Vz € & igin g = g olmasidir.

Teorem 4.3: G bir grup ve x, G nin bulamk alt grubu olsun. Vx,yeG igin

/,t(xy)= y( yx) olmast 1¢in gerek ve veter kosul v.(G bulanik alt grubu olmak tzere

fov =vo i olmasidir.

Ispat: Vx,y e G olmak iizere ,u(xy) = ,u(yx) olsun.

(or) ()=o) av(y): yeG)

=v{u(y x)av(y): yeG}

—(vou)(x) @.11)
Boylece sov =vou elde edilir.
Bukez grov = vo i olsun

Vx,yeG 1gin 1{ }o,uz,uol{ }Ve

! !

(l{yl} o,uj(x)=v{l{y1}(yl)/\,u(yx)  ye G}= p(yx) ) (4.12)
[#ol{y_l})(x)zv{)u(xy)/\l{y_l}(y_l): yeG}=,u(xy) (1) (4.13)
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(i) ve (ii) den ,u(xy)= ;l(yx) elde edilir.
Terem 4.4: G bir grup ve «, (¢ nin bulanik normal alt grubu olmasi igin gerek ve yeter

kogul fe [0,1] igin g seviye alt kiitmesinin G nin normal alt grubu olmasidir.

Ispat: «., G nin bulanik normal alt grubu olsun. Teorem 3.10 dan 4, G nin bir alt

grubudur.

VxeG ve Yye u igin ,u(xyx'l)=y(y) >t=xyx ' ey ve g, G nin normal alt
grubudur.

Bukez g, G nin normal alt grubu olsun. Teorem 3.11 den g, & nin bulanik alt grubudur.

x,ye@ ve ;z(y) =t olsun. Boylece ye g dir ve g normal alt grup oldugundan
xyx ! e g dir.

Dolayisiyla y(x}ac’l) >t =pu(y) elde edilir. Teorem 4.2 den y(xyx’l)z () oldugundan
£, G nin bulanik normal alt grubudur,

Teorem 4.5: G bir grup ve u, G nin bulamk normal alt grubu olmak tizere s ve 1

kiimeleri & nin normal alt grubudur.

Ispat: Teorem 3.12 den 1 = {x e : ,u(x) = ,u(e)}, (G nin alt grubudur.

Yy e i 1gin ;l(y)=,u(e) dir.

Vx e G igin y(xyx’l)z w(y)= ,u(e) dir ve xyx" € g dir. Sonug olarak s, , G nin normal
alt grubudur.

Teorem 3.13 ten 4 = {x: (x) > 0,x € G}, G nin alt grubudur. ¥y € 4 igin /,z(y) >0 dir.
Vx e G igin ,u(xyx’l)= p(¥)>0 dirve xyx™ e g dir.

Sonug olarak £ , G nin normal alt grubudur.

Teorem 4.6: G bir grup ve g, G nin bulanik alt grubu olsun.

N(,u) = {x xeC, ,u(xy) = ,u(yx) ,Vye G} kiimesi G nin bir alt grubudur. Ayrica & nin

N ( ,u) altindaki kisitlanigt g | (s de N ( /J) nin bulanik normal alt grubudur.
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ispat: G bir grup oldugundan Vx € G igin u(ex)= u(x)= u(xe) ve ee N(u) = dir.
(i) Ya,be N(u) ve Vxe€ G igin

p(abx)= p(abx)= p(bxa)= u(bxa)= p(xab)= p(xab) (4.14)
ve abe N () elde edilir.

(ii) Yy e N(u) ve VzeG igin

u(yiz)= /u((zly)1 ) = p(zy)=p(oz )= /u((zy1 )1) = u(2v) (4.15)
ve y ' € N( ) elde edilir.

(i) ve (if) den N (), G nin bir alt grubudur.

4, G nin bulamk alt grubu ve N(,u), G nin alt grubu oldugundan Vy € N(,u) icin ye (G
dir.

Dolayisiyla Vx,y € N(,u) igin ¢ |N(ﬂ) (xy) = U |N(11) (yx) elde edilir

Sonug olarak | Wai ? N ( ,u) nin bulanik normal alt grubudur.

Teorem 3.6 daki (G grubunun N ( ,u) alt grubuna & nin G deki normalizatéri denir.

Teorem 4.7: G bir grup ve v, (& nin bulanik alt grubu olmak tizere ﬂ v, G nin bulanik

ues

normal alt grubudur ve v nin igindeki en biiyiik bulanik normal alt gruptur.

Ispat: Vu e G icin v,, & nin bulanik alt grubudur. Teorem 3.18 den ﬂ v, (G nin bulanik
uels

alt grubu olur. Her hangi x € 7 i¢in {VM e G} = {Vm ‘U € G} dir.

Vx,y e G igin

AV, (xyx’l)= A V(wgzx’lu’l)

uels ueF
= Av,(») (4.16)
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elde edilir ve Teorem 3.2 den ﬂ v, , G nin bulank normal alt grubudur.

ue’F

i, G nin g c volacak gekilde bulamik normal alt grubu olsun. Vu e & igin =y cv, ve

buradan i c ﬂ v, elde edilir. Sonug olarak ﬂ v, . v ninigindeki en biiylik bulanik normal

ue’ ueld

alt grubudur.

Tammm 4.8: G bir grup ve x,y € G olsun. x 'y 'xy elemanina x ve y nin komiitatorii denir
ve [x, y] ile gosterilir.

Teorem 4.9: G bir grup ve , G nin bulanik alt grubu olsun. «, & grubunun bulamk
normal alt grubu olmasi i¢in gerek ve yeter kogul Vx,y e (G olmak tzere )u([x, y]) = ,u(e)
olmasidir.

Ispat: 4, G nin bulanik normal alt grubu olsun.

Vx,y € G igin

pu(xty )= p(y) (4.17)
dir.

wlx "y oy )= p(y )= ([ ]y")=u(y?) (4.18)

Teorem 2.8 den ,u([x,y]) = u(e) elde edilir.

Bukez Vx,y e G i¢in ,u([x,y]) = )u(e) olsun.

Teorem 2.8 den

-1

w([x ]y ) = w7 ) = u(xy oy ) = w7
= ()= u(ye?)
< uf yx)= wu(xy) (4.19)

Sonug olarak t, G grubunun bulanik normal alt grubudur.
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Teorem 4.10: G bir grup ve u, (G nin bulanmik alt grubu olsun. #, G grubunun bulamk
normal alt grubu olmasi i¢in gerek ve yeter kosul Vx,y € G olmak tizere ,u([x, y]) > /u(x)
olmasidir.

Ispat: 2, G grubunun bulanik normal alt grubu olsun.

Vx, ¥ € G olmak tizere

([ y])= (v )2 (o)A (3 )

> px)Ap(x)

= u(x) (4.20)
elde edilir.

Bukez ¥x,y e G igin ,u([x,y]) > u(x) olsun,

()= (e y ) = p(x[x3]) 2 (%) A pe([x.3])

2 p(x) A pi(x)

= 1(x) (4.21)
elde edilir ve Teorem 3.2 den g, G grubunun bulanik normal alt grubu olur.

Tanmm 4.11: # sonlu bir & grubunun indeksi » olan bulanik alt grubu olsun. & nin

mertebesi 0(,u) ;

o pt) = °(9) (4.22)

seklinde gosterilir.

Teorem 4.12: ( bir grup ve v, G nin bulanik alt grubu olmak tzere {vu T G}
kiimesinin kardinalitesi, [G N (V):I nin indeksine egittir.

Ispat: u,v e G olsun. Su halde Vx € G igin

vV, =V, <= V(qu_l)Z V(vxv"l)

=20 % (uv'l.x) =y (x.uv"l)
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SuvleN (V)

S u'N(v)=v'N(v) (4.23)
Dolayisiyla {Vu CuE G} den {HN(V) 7= G} ve vV, = u"lN(V) seklinde bire bir ve orten
fonksiyon vardir.

Tanmm 4.13: G bir grup ve x, G nin bulanik alt grubu ve x € G olsun. ,u(e){x} ol ye u
nin x’e gore bulanik sol koseti denir ve xgu ile gosterilir. o ;t(e){x} ye g nin x’e gore

bulamik sag koseti denir ve wx ile gosterilir. Eger g, G nin bulamk normal alt grubu ise

x = pux dir.
Bulanik koseti agagidaki gibi de tammlanabilir.

Tanmm 4.14: G bir grup ve z, G nin bulanik alt grubu olsun. Vx e G igin

,qu G — [0,1] ile g € G igin

o

1 (g)= p(ex) (4.24)
déniigimii 1le tamimlanan gz e x ile tammlb 4 nin bulamk sag koseti denir.

y7 ( g) = ;t(x"l g) dontisimu ile tammlanan 4 e x ile tammh g nin bulank sol koset1

denir.

Tanmm 4.15: # sonlu bir G grubunun bulanik alt grubu ve /', & nin bulanik kosetlerinin
ktimesi olsun. O taktirde /' nin kardinalitest 4 nin indeksidir.

Tanmm 4.16: x sonlu bir (7 grubunun bulanik alt grubu olsun. Eger 1. G nin degigmeli alt

grubu ise u ye bulanik degigmeli alt grup denir.

Teorem 4.17: p asal tamsay1 olmak iizere p* mertebeli G grubunun bulanik alt grubu

degigsmelidir.
Ispat: O(ﬂ) = p” olacak sekilde #,G grubunun bulanik alt grubu olsun. Teorem 3.5 ten 4,

(7 nin normal alt grubudur.
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o(y): - (4.25)
den

o(u)=—219) .

)= ety ) 429
elde edilir.

p’> mertebeli bir grubun degismeli oldugu grup teoriden bilinir. Boylece 1, degismelidir ve

sonug olarak 4« bulanik degigmelidir.

Teorem 4.18: G bir grup ve g, < nin bulanik alt grubu olsun. Vx,yeG igin

D) xp=yu<xp =yu (4.27)
2) ux =gy = (X = 4Ly (4.28)
dir.

ispat :

1)  xu= yu olsun. O taktirde Vz € G igin ,u(x'lz) = ;z(y'lz) dir.

z = y olarak alinirsa ,u(x"ly) = ,u(y"ly) = ;t(e) ve x 'y e dir.
Sonug olarak xg, = v, elde edilir.
Bukez xu = yu, olsun. Suhalde x'y e 11, ve y'x e 1, dir.

Yz e igin

(=)= 72) 2 o) )

= u(y7'z) (4.29)

Yz e (s 1gin

=)=y 2) ) a2
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= u(e)n p(x7z)

= pu(x'z) (4.30)
Sonug olarak x(x”'z) = u(y™'z) ve xu=yu elde edilir
2) 1) deki ispata benzer sekilde yapulir.

Teorem 4.19: G bir grup ve u, G nin bulanik normal alt grubu olsun. Eger x,y € G igin

XpE= yu ise /u(x)= ,u(y) dir.

Ispat: xz= yu olsun. Teorem 3.18 den x'y € 11, ve y'x € g, dur.

= u(y)ru(e)

= () (1) (4.31)
p(y)= plc )2 p(x)n pl(x'y)

= u(x)npfe)

= u(x) (2) (4.32)

(1) ve (2) den y(x)= y(y) elde edilir.

Teorem 4.20: G bir grup ve g, G nin bulanik normal alt grubu olsun.
L:% — [0,1] \ ;1( ;L*x)= y(x) olarak tammlanan ;z tasviri iyl tammmhdir ve 21,
% i bulanik normal alt grubudur.

Ispat: VYx yeG igin px=y 1se Teorem 3.19 dan ;z(x)z,u(y) dir.

A

,u(x)= ,u(y) = L(Mx) = ,u(,uky) ve ;l iyl tamimli oldugu gortiliir.
¥x,ye (G igin

iy o

p(pexpey)=p(xy) = p(xy)= p(x)r p(y) (4.33)

Ve
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N o

wi )2 ) m 1)
wpx) = u(x)= p(x) = p( ) (4.34)
Buradan ;t, % in bulanik alt grubu oldugu gorilir.

FaY A FaY .

plpxpy)= p(pxy)= u(xy)= p(yx)= p(pyx) = p( .y px) (4.35)
Sonug olarak ;,t, % n bulanik normal alt grubudur.

Teorem 4.21: G bir grup ve u#, G nin bulanik normal alt grubu olsun. Vxe G ve ge G

igin

u, (xg)= 1, (gx) = u(g) (4.36)
dir.

ispat:
u,(xg)= pe(xgr™ ) = uu(g)
u.(gx)= (g )= u(g) (4.37)

Sonug olarak Yxe G ve g € G igin ;zx (xg) = /qu (gx) = ;z(g) elde edilir.

Teorem 4.22: G bir grup ve 4, G nin bulanik normal alt grubu olmak iizere

% = {xy Coxe G} kiimesi verilsin. O taktirde,

1) (xp)o(yp)=(xy)u Vx,vel (4.38)
G/ o

2)( A , ) (4.39)

yapis1 bir gruptur.

3) % = % * (4.40)

4 ,u(*) (xy) = #(x) , ¥x e G iletanmimlanan ,u(*) , % nin bulanik normal alt grubudur.
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ispat:

1) ¥x,ye G igin
(xae)o(y1e) =(se( )y, o se)o (sa(e) o 12
= ule)yyo(mon(e)y )ou

- (’u(e){x} O,u(e){y})O(,uo ,u)

=(xy)
2) 1) den % , o iglemi altinda kapalidir.

Vx, v,z e (G igin

(e °(z) :( g ” ){y}°”))°(“(8){z}°”)
(“ {x}”‘) (( ){y}w) (”(Q){z}w))

(" {}°“) (( (€)yy (e ){z})”‘)

(%) o(yuozp)

vxeG igin

poxp)=(ep)o(xp) = (ex) p=xp

vxeG igin

(x Yo (xe) = (x"x) pr=epe = pa

3) % den % a f:xu—> xu, bir fonksiyon olsun.
vx,y e G igin

flxpoyu)=fxyu)=xyu = (xu )y )= f(xa) f(vpe)

ve [ bir homomorfizmadir. ¥x,x, € G 1gin

XXX1X

(4.41)

(4.42)

(4.43)

(4.44)

(4.45)



Fxp)=f(xu) = xqum =x,u

S X U= XM (4.46)
[, 1-1 dir. Vxp e% icin f(a)=x/u* olacak sekilde 3 a=x,ue% vardir ve [

ortendir.

Sonug olarak Cy =~ C7 elde edilir.
H pes

4) ¥x,ye (G icin

w1 (xpo ypn)= 1 (xy )

= (o) 2 p(x)npe(7)

= (xp) n il (ae) (4.47)
Vx € (7 icin
A ((eaa)™ ) = (7 1) = e ) = aafx) = 1 () (4.48)

,u(*) , % nin bulanik alt grubudur. ¥x,y € &G gin

1 (xpo y )= 1 (xype)

= 1 (ympe)
:ﬂ(*)(}}#oxﬂ) (4.49)
ve )u(*), % nin bulanik normal alt grubudur. Teorem 4.22 deki % grubuna G nin u

bulanik normal alt grubuna gére boliim grubu denir.

Teorem 4.23: & bir grup, v, & nin bulanik normal alt grubu ve N de G nin normal alt
grubu olsun. 86[0,1]% oyle ki VxeG igin g([x])=v{v(z) :Ze[x]} ve [x]=xNV

seklinde tamimlanan & , % bolim grubunun bulanik alt grubudur.
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Ispat: Vx.yeG icin

(DD =vir(2) s ze[w]}
=viv(uw) suelx]. ve[y]}
>y ()av(v) ruelx]. ve [y}
(Vi) sue [P A(Av () sve )
=)o () o

VxeG igin
o(11") =)
e ze[x )
~por) v <[]
> () :we[xl}
= ([x]) (4.51)
Sonug olarak &, G/ nin bulanik alt grubudur. Teorem 4.23 deki bulanik alt grup &’a v

bulanik alt grubunun N normal alt grubuna gére bolim grubu denir ve VN geklinde
gosterilir.

Teorem 4.24: G bir grup, x#, G nin bulanik normal alt grubu ve H de bir grup olsun.

f fonksivonu G den FH ye izomorfizma olmak tizere f ( /u) bulanik kiimesi /' grubunun

bulanik normal alt grubudur.
ispat:

Teorem 3.16 dan | ( ,Lt) , H nin bulanik alt grubudur.

[ orten oldugundan f (u) =x € /1 olacak gekilde u € G vardir.

Vx,yeHin
f(#)(xyx’l)=V{ﬂ(W) we(, f(W)=xJ/x71}
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=vfu(utwn) swe G, f(uwi)=y)

s}

=v{,u(w) we, f(w)zy} =71 (u)(y) (4.52)

= v{y(u‘lwu) wtwue G, f(w)

Teorem 3.2 den f( ,Lt) , H nin bulanik normal alt grubudur.
Teorem 4.25: H bir grup ve v, H nin bulanik normal alt grubu olsun. f', G grubundan

H grubuna bir homomorfizma olmak fizere ;' (V), (G grubunun bulamik normal alt

grubudur.
Ispat: Teorem 3.17 den /™ (V) . G nin bulanik alt grubudur.

Vx,ve G i¢gin

=/ (v)(x) (4.53)

Teorem 3.2 den /™' (v), G nin normal bulanik alt grubudur.
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5. HOMOMORFiZMALAR

Tammm 5.1: G bir grup, & < v olacak sekilde . v, G nin bulanik alt gruplari olsun.

Eger Vx,ye G 1¢in ,u(xyx"l) = ,u(y)/\ v(x) ise g ye v nin bulanik normal alt grubu denir
ve u<iv geklinde gosterilir.

Teorem 5.2: & bir grup olmak iizere asagidaki ifadeler dogrudur.

(1) Eger G, .G, , G nin iki alt grubu ise G, , G, nin normal alt grubu olmasi i¢in gerek ve

yeter kosul 1, . 1, nin bulanik normal alt grubu olmasidir,

(2) g v olmak tizere g, G nin bulamik normal alt grubu ve v, G min bulamk alt grubu 1se

4, v nin bulanik normal alt grubudur.
(3) Her bulanik alt grup kendisinin bulanik alt grubudur.

(4) . G nin bulanik normal alt grubu olmasi 1¢in gerek ve yeter kogul 4, 1 nin bulamk

G

normal alt grubu olmasidir.
ispat:
D (:>) G, , G, nin normal alt grubu olsun.

Yxe G, ve Vy e, igin

xxT =y (5.1)
dir.
L, (v)=1, (xyx’l)z L, (»)A L, (%) (5.2)

oldugu agiktir ve 1, <1, elde edilir.

(=) vxe G, ve VyeG, igin

= ]G1 (Jg;xil) (5.3)
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ve 1, (mxt)=1, (¥)=1 elde edilir.

Sonug olarak vx e G, ve ¥y e G, igin gx™ €, ve G, . G, nin normal alt grubudur.
(2) ¥x.yeG igin pu(nx)z u(y) ve v(xy)2v(x)Av(y) dir.

v olduundan Vx € G igin u(x)<v(x) ve

p(ox7 )2 pe(y) A v(x) elde edilir.

Sonug olarak u<1v dir.

(3) Yx,v e G igin g, (3 nin bulanik alt grubu olsun .

w027 )2 p(x)n () A u(x7)

> u(x) () G4

Sonug olarak g kendisinin bulanik normal alt grubudur.

(4) (=) Vx.yeG igin 4 G ninbulanik normal alt grubu olsun ve x c 1, dir.
()= u(y) = pu(ox) = p(y) AL, (%) oldugu agiktrr

Sonug olarak s <1, dir.

(=) vx,yeG igin p<1,olsun.

w(mt) 2 p(p) Al (x) = pu( p) dir ve

4, G nin bulanik normal alt grubudur.

Teorem 5.3: G bir grup ve «,v, G nin bulanik alt gruplan olmak iizere, g <1v olmasi igin

gerek ve yeter kosul Va e Im( ,u) igin ¢ , v, mn normal alt grubu olmasidir.
ispat :

(::>) <V olsun.

Yani Vx,yeG igin ,u(x},ac’l) > u(y)Av(x) olsun. Yae Im(,u) igin g, cv, dir. Vye y

ve Vx ev, 15in
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,u(xyx’l)z,u(y)/\v(x)z a (5.5)

dir ve xyx~! € g, elde edilir. Sonug olarak z£ ,v_ mn normal alt grubudur,

(<:) Vae Im(,u) igin g <v_ olsun. x,y e igin

a2z () A pa( )

> p(y)nv(x) (3.6)

ve u<v elde edilir.

Teorem 5.4: G bir grup ve z,v, G nin bulanik alt gruplan olsun. Eger g <v ise
i , v, mve g4 ,v mnormal alt grubudur.

Ispat: z<v olsun. ¥y € 1, ve Vx e v, icin

,u(xyx"l)z,u(y)/\ v(x)=u(e) (5.7)
ﬂ(e)zy(agfx’l) (5.8)

oldugundan ﬂ(xyx’l) = p(e) ve xyx7 ey, dir. Sonug olarak g4, v, m normal alt
grubudur. ¥y e i’ ve ¥x e v igin

;L(xyx‘l)z;i(y)/\v(x)>0 (5.9
ve xyx ' € g dir. Sonug olarak £ ,v" m normal alt grubudur.

Teorem 5.5: G bir grup ve # ,G nin bulanik normal alt grubu ve v,G nin alt grubu olsun.
O taktirde u«[)v <v dir.

Ispat: Teorem 3.18 den (v, G nin bulanik alt grubudur. Ayrica z(\v v dir.
vx,y e G igin
() ) = o) v ()

> u(y)av(x)av(y)a v(x’l)

> () nr(9))Ar()
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=(uNv)(y)av(x) (5.10)

Boylece wu[v <tv elde edilir.
Teorem 5.6: G bir grup ve x,v,&, G nin bulanik alt gruplari olsun. Ayrica g,v bulamk

alt gruplart £ nun bulanik normal alt gruplart olsun. O taktirde #()v , £ nun bulanik normal

alt grubudur.
Ispat: Teorem 3.18 den (v .G nin bulanik alt grubudur.Ayrica () v < ¢ oldugu agiktur.

Vx,ye (G 1gin

(W) (o) = p (o) v (g

=(uNv)(y)re(x) (5.11)

Sonug olarak (v , & nun bulanik normal alt grubu oldugu elde edilir.

Teorem 5.7: & bir grup, u,v, G nin bulanik alt gruplari ve g, v nin bulanik normal alt
grubu olsun. A bir grup olmak iizere f. G den H ve bir izomorfizma olsun. O taktirde

¥a ( ,u) . I (V) nin bulanik normal alt grubudur.

Ispat: Teorem 3.16 dan f(u) , f(V) , H nin bulanik alt gruplaridir ve f(/,z) c f(V) dir.

Yx,yeH igin

(f(#))(xyxil)zv{#(z)3ZEG:f(Z)=xyx’l}

(A (v)(x)) (5.12)
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Sonug olarak f ( ,u) . f (V) nin bulanik normal alt grubudur.

Teorem 35.8: / bir grup ve u <1v olacak sekilde g,v , H nin bulanik alt gruplan olsun.
£, G grubundan // grubuna bir homomorfizma olsun. O taktirde 7' ( ,u) < f (v) dir.
ispat:

Teorem 3.17 den [ (,u), f_l(V) , (& nin bulanik alt gruplandir ve f_l(;z)c £ (V)

oldugu agiktir. Vx, y e G igin

() (o) = (07))

= £()7 (7)1 ("))

> (7 () Ar(7 ()

=/ ()W) )(x) (5.13)
Sonug olarak £~ () < £ (v) oldugu elde edilir.
Teorem 5.9: G bir grup ve u,v, uc v olacak sekilde G nin bulantk alt gruplart olsun.
O taktirde asagidaki ifadeler denktir.
(1) pav (5.14)
(2) ¥x,y e G igin
() z p(xy)nv(y) (5.15)
(3) Vxe G igin
w(e),y o2 (pople)y, )Ny (5.16)
dir.
Ispat:

M=)

<y olsun.

Vx,yeG 1gin
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()= w(3oy™ )= u(yay™ )z w()av(y) (5.17)
(2)=@3)

Vx,yeG 1gin

w(yx) = p(xy)av(y) (5.18)

olsun.

= (e (e)y ) ) A v ()

= (o (), Nv)(») (5.19)
3)=(1)
Vx,yeG
ﬂ(e){x}oy;)(ﬂoﬂ(e){x})ﬂv (5.20)
olsun.

(o) = ey o) )
S (ZOR g

> u(y)nv(x) (5.21)

Sonug olarak < v elde edilir.

Tanmm 5.10: G ve H birer grup ve u,G nin v ,A nin bulanik alt gruplari olsun 7, G den

H ye bir homomorfizma olmak tizere,

(i) Eger [ ( y)zv ise f ye u den v ye bir homomorfizma denir. Ayrica f, u den v ye

bir homomorfizma ise g« ile v homomorfiktir denir ve =~ v ile gosterilir. ', G den H ye

bir izomorfizma olmak tizere
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(11) Eger f(,u) =v ise f ve u den v ye bir izomorfizma denir. Ayrica f, u« den v ye
bir izomorfizma ise g ile v izomorfiktir denir ve u=v ile gosterilir.

1, v, G nin @<v olacak sekilde bulanik alt gruplari olsun. O taktirde gz , v' 1 normal alt

grubudur. v |V* ,v" 1 bulanik alt grubudur. Su halde Teorem 3.23 ¢ gore v . m 1 a gore
boéliim grubu vardir. Uygunluk i¢in bu bélim grubu %1 seklinde tanmimlanir ve bu bolim

grubuna v nin g ye gore béliim grubu denir.

Teorem 5.11: G bir grup ve u <1v olacak gekilde g, v , G nin bulanmk alt gruplan olsun.

O taktirde v |, ~ % dir.

fspat: 7, v dan V*/,u* a dogal homomorfizma olsun. f ortendir. ¥x e v’ igin [x] =xu

f(v | - )([x]) = V{V - (2) ze[x], f(2)= [x]} = v{v(y) cye [x]} = (%L)([x]) (5.22)
Sonug olarak v | . = %z elde edilir.

Teorem 5.12: G ve 4 birer grup ve v ,G nin ¢ .H nin v = g olacak sekilde bulanik alt

gruplari olsun. v nin g gibi dyle bir bulanik normal alt grubu vardir ki %1 =g|. dir.

Ispat : v~ g oldugundan f, G den # ye bir epimorfizmadir.
e [O, I]G olsun ve ¥Yxe (7 igin

v(x) ; xeKerf

(5.23)
0 ; x¢Kerf

mm={
seklinde tammlansin.

Vx,yeKerf igin

plxy)=v(w)zv(x)rv(y)

p(x)=v(x")zv(x)= u(x) (5.24)

Vx,yeG\Kerf igin u(x)=0 oldugundan . G nin bulanik alt grubudur ve g c v dir.
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xeKerf ve Vye (G igin yxy™ € Kerf dir.

,u(yxy’l)=V(yxy’l)zv(x)/\v(y)=y(x)/\ u(y) (5.25)
x e G\Kerf igin p(x)=0dir. ¥y € G igin
,u(yxy’l)z w(x)av(y) (5.26)

dir. Sonug olarak . v nin bulamk alt grubudur. v = & oldugundan f (V*) =g dir. g=F |

olsun. g, v dan & &rten homomorfizmadir ve Kerg = &' dir. Su halde 4 , %* dan ¢'a

bir izomorfizmadir 6yle ki ¥x e v’ igin h([x]) =g (x) = f(x) dir. Vz e & igin

=¢(z) (5.27)
Sonug olarak % =gl dir.
Teorem 5.13: G bir grup ve #, G nin bulamk normal alt grubu ve v de G nin

. . oV .
ﬂ(e) = V(e) olacak gekilde bulanik alt grubu olsun. O taktirde %ﬂ ) U (u % dir.

Ispat: Teorem 4.5 ten ', G nin normal alt grubudur. Gruplarm ikinei izomorfizma

teoremine gore

* - (V*#‘y
Hoioy= S (5.28)

dir. Ayrica

()uﬂv)* =u Nv ve (/uov)= Hv (5.29)

dir. Boylece



: _ (vou)
%,uﬂv)* = . (5.30)

elde edilir 6yle ki Vxev' icin f(x(y N v)*) =xu dir. Vyev igin,

f[%ﬂﬂv)](yﬂ*)=[%ﬂﬂv)](y(yﬂv)*) (f .1-1 oldugundan)

= {v(e) s zex(unv)}
<vi(mor)(a) =ex(wnv) }

Sv{(;tov)(z) zeyu } (,u(e)=v(e) oldugundan)
) (5.31)

:((#OV%](W*

Dolayisiyla

f(%ﬂﬂv)Jg((#w%J dir ve %,uﬂv)m (#OV% (5.32)

Teorem 5.14:G bir grup t,v.¢ , G nin bulanik alt gruplan olmak {izere . v nin bulanik

normal alt grubu, wu,v de & nun bulamik normal alt grubu olsun. O taktirde

(50/(72) = 5 e

Ispat: Teorem 5.4 ten 4 .v" in ve u ile v' da £ m normal alt gruplaridir. Gruplarin

tigtincti izomorfizma teoremine gore

(% )/(g/v) = g%* (5.33)

dir 5yleki ¥x e & igin,

f[x,u*.[%* D =xv' (5.34)

* 4 .
dir. Yxeg igin,

(AL A CaR (FAY I E2 A
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6. BULANIK HALKALAR VE IDEALLER

Buraya kadar tezimizde bulanik grup yapisindan bahsettik. Simdi bu benzerligin ve iligkinin

halkalar i¢cinde oldugunu gosterecegiz.

Tanmm 6.1: R bir halka z,v R halkasimin bulanik alt kiimeleri olsun. g+v,—p, gi—v, trov

bulanik alt kiimeleri agagidaki gibi tanimlanir. ¥V x € R,

() = vi{u(y)av(z)|y.zeR y+z=x}, (6.1)
(—4)(x) = pa(—x), (6.2)
(=YX =vip(MNAv(D)|y.zeRy-z=x}, (6.3)
(1oV)(x) = Vi) AV(2)|y.2 € R yz = x§. 6.4

H+v, u—v ve wpov sirastyla g vev min toplami, farki ve ¢arpimi olarak adlandirilir. —g,
£ nin negatifi olarak tanimlamr. Tamimdan R bir halka; s« v. R halkasinin bulanik alt
kiimeler1 u+v=v+u, g—v=pu+(—v) dir. R halkasi degismeli oldugundan gov=vou
dir.

Tanmm 6.2: Tanimdan R bir halka; v, £ R halkasimin bulanik alt kiimeleri olsun.

Bu durumda agagidakiler saglanir:

1. uovg uv

2. vcé= uvcus

3. (uv)g=pu(vs)

4 ()t y) 2 (uv)a(uv)(y) Vx,yeR

5. Eger R halkasinin birim elemani 1 ve 1y Cv ise g pv dir.

6. lroucu

R bir halka ve Yw e R i¢in,

(()uv)f)(w) =V{Af=1(;t(xi)/\v(yi)/\ E(z)|x,y.,z eRI<i< n,neN,Zn:xEyizg = w} (6.5)
i-1

dir.
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Tanmm 6.3: Rbir halka ve g, Rhalkasimin bulanik alt kiimesi olsun. ' ve ;z(”)

R halkasinin bulanik alt kiimeleri olmak tizere ne N,n=1 igin 4" ve ,u(”) yi1 asagidaki gibi

tanimlayalim.
M= u

po= o p
i =g

#(ﬂ) — #(1) (1)

Tanmm 6.4: R bir halka ve g, R halkasinin bulanik alt kiimesi olsun. Bu durumda eger;

(Rp) ;z(x—y)z ;z(x)/\ ;z(y) Vx,yeR (6.6)
ve
(Ro) p(xy)z u(x)ap(y)  Vx.yeR (6.7)

saglamrsa gye R halkasinin bulanik alt halkasi denir.

Tanmm 6.5: R bir halka ve &, Rhalkasimin bulanik alt kiimesi olsun ve g, (R;) sartint

saglasin. Eger u,

(R3) p(xy)2 u(x)vu(y) Vx,yeR (6.8)

sartint saglivorsa R halkasmm bulanik 1deali olarak adlandirilir. Eger R bir halka; #. R nin

bulanik ideali ise, bu durumda;
1, ={xeR‘,u(x)=,u(0)} (6.9)

R bir halka ve g, Rhalkasmin bulamk alt kiimesi olsun. R halkas1 degigmeli oldugundan

4 niin (R3) G saglamasi igin gerek ve yeter kosul

,u(;g;) = y(x) Vx,yenRr (6.10)

olmasidir.
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Ornekler 6.6:

(1) Z tamsayilar halkasi i¢in @:0 — [0,1] e Vxell igin ;t(x) =% olarak tanimlanan g
bulanik kiimesi Z tamsayilar kiimesinin bulanik alt idealidir.

(2) p:0—[0.1] e Vxel igin

E . Xxe 27

wx)=43 (6.11)
0, xe/Z-27

olarak tanimlanan g bulanik kiimesi 7Z tamsayilar halkasinin bulanik 1dealidir.

(3) #:0 —[0,1] "e Vxel igin
1; x=0

wx)=12/5, xe2zZ-{0} (6.12)

1/5;, xeZ-27
olarak tanimlanan # bulanik kiimesi 7 tamsayilar kiimesinin 7 tamsayilar halkasinin bulanmik
idealidir.

Teorem 6.7: Ac R olsun. A4 nmn R nin bir ideali olmasi igin gerek ve yeter kogul 14 nin R

halkasimin bir bulanik ideali olmasidur.

Teorem 6.8: R bir halka ve g, Rhalkasinin bulanik alt kiimesi olsun. g niin R nin bulamk
ideali olmasi icin gerek ve yeter kosul Vae ,LL(R) U{b € [0, 1] ’b < ,LL(O)} igin g mn
R halkasinin bir ideali olmasidir.

Ispat: R bir halka ve 4, Rnin bulanik idealler kiimesi olsun. a < ,u(O) veva ae€ ,u(R)
olacak  gekilde bir a€[0,]] olsun. x,yepy.,reR olsun. Bu durumda
p(x—y)z p(x)Au(y) ve p(rx)=pu(x)za dir. Buradan x—y,rxepu, dir. Yani g, R

halkasimin bir idealidir. Tersine g, Vae ,u(R)u{b € [0,1”6 < /J(O)} igin R halkasinin bir

ideali olsun. R bir halka, Vx,yeR ve a= u(x)A u(y) olsun. Bu durumda a< u(0) ve

x,yeu, dir. Yani x—ye g dir. Budurumda p(x—y)za=u(x)ap(y) dir. b=pu(x) e
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#(R)olsun. Yani x € wub dir. b R nin bir ideali oldugundan rx € pb dir. Yani g(rx)
= b= p(x) dir. O halde g R halkasinin bulanik idealidir.

Teorem 6.9: R bir halka ve «,v R nin bulanik ideali olsun.
() o) = w(x) ¥ x € R
(2) R halkasi birimli oldugundan x(1) < w(x) ¥vx € R

(3) x,y € R olsun. u(x—y)= p(0) ise w(x)= u(y) dir.

(4) g R nin bir idealidir.
(5) 4 [0.1] deise R nin bir idealidir.

(6) v, < (L),

Ispat:

1) w(0)= pe(x—x) 2 p(x) N p(x) = pu(x) (6.13)
(2) w(x) = p(xl) = (1) (6.14)
() x)= p(x=py+y) 2 (x=y) N (y)= pO) A 1(y) = 14(¥) (6.15)

Benzer gekilde

My) = a(x). (6.16)
Yani
w(y)= ua(x) (6.17)

(4) ve (5) benzer gekilde vapilir.

(6) x € 1, A v, olsun. u(x)= 1(0) ve v(x)=v(0) oldugundan

(unv) (x)=pm(x) N v(x)=wWO)Av(0)=(urv)(0) (6.18)
Buradan x € (uAv) dir. Yam

wnv, c(uav), (6.19)
Tanim 6.10: Regilerlik: V a.b € [0,1] igin a=0,b=0 olmak tizere anb=0 ave b ye
reguler denir.

Genel olarak tanmim 5.8(6) nolu esitlik durumu saglanmak zorunda degildir.
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Ornek 6.11: L=[O,1] olsun. R bir halka ve v R nin bulanik alt kiimeleri olacak
sekilde ;t(x)z% VxeR ve V(JC)Z% eger x=0 1se ve v(0)=1 Bu durumda z,v R nmn
bulanik idealidir. Yanm f, v, = R {0}={0} ve (unv), =R

Yardimei teorem 6.12: R bir halka z,v R nin bulamk ideali olsun ve #(0)=v(0) olsun.

Bu durumda i, nv, =(unv), dir.

Ispat: x e (unv), olsun. Bu durumda (V)= v)0). Yani
Hxymv(x)= ,u(O)mV(O). Bu durumda gx)= x(0)=v(0)=v(x) tir. Bundan dolayi
x € u, v, buradan (unv), c g, v, dir. Yani g, Ny, C (,uﬁv)* tir. (Teorem 5.10 dan).
Yani g nv, =(unv), dir.

Teorem 6.13: R bir halka ve zv,77 R min bulamk idealleri olsun. Bu durumda gov < 7

igin gerek ve yeter kogul v < 7 dir.

Ispat: Acik¢a, pov < auv. Yani uv cn dir. Bu durumda wov cn dir. Tersine uov

< n oldugunu kabul edelim. x € R olsun ve

x=>yz.yzeR, i=l..,n (6.20)

=1

Bu durumda

N =n(X32)2 AL 77 (621)
Yani,

nyz)z(uev)(yz)zmyi)nviz) Vi=l..,n (6.22)
Yani,

ALY AV(Z)F S AL (20 S 7(x) (6.23)
Buradan

v{;:l(y(yl)/\v(ziﬂ x=Zn: yvz,ne N}<n(x) (6.24)

i=1

Yani puv(x)<#.Budurumda gv c# olur.
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Teorem 6.14: R bir halka, ¢ R nin bulanik ideali ve v R nin bulanik alt halkasi olsun. Bu

durumda gy R nin bulanik ideali ve pv = </uov> dir.
Ispat: x.y e R olsun. Agik¢a

(pv)(—x)= pv(x) (6.25)

dir. Tanim 5.2(4) ten dolay1

(1) (4 3)2 () () () (3) 626

dir. Yani

(yv)(xy)Zv{/\f_l(ﬂ(xul.)/\ v(vg))’ui,vi eR1<i< n,neN,Z;ulvi = y}
Zv{/\fl(,u(uf)/\ v(vi.))

=(uv)(y) Vx,yeR. (6.27)

. n
.V, €ER1<i<mneN,> " uv =y}

Bundan dolayi R halkadir. xv, R halkasimin bulanik idealidir. Tamim 5.2(1) den dolayi

povc pv dir. £, R nin bulanik ideali ve pov <& olsun. x € R olsun.

{(/\ (ZI)))’yI,ZEeR,lSiSn,neN,Z?zlygzzzx}

(/\_1 yov yII ’yj,zleR1<z<nneNZ vz = }

=£(x) (6.28)
Bundan dolay1 puv < & dir. Yani uv = < 1o V) dir.
Teorem 6.15: R bir halka, g, v R nin bulanik ideali olsun. Bu durumda uv < v dir.

Ispat: Teorem 5.13 yardimuyla kolaylikla gosterilebilir.

Tanmm 6.16: R bir halka & R nin bulamik alt halkasi olsun ve xe R olsun. Bu durumda

4(0),, + ¢, g nin bir koseti olarak adlandirilir.

x, ¥ € R olsun. Bu durumda;
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(£0) oy + 1)) = v{p(0) o, (O A p(V)| u,v e Rou+v =y}
= i0),,(x) Ap(x—=y)

= (x~y) (5.29)

#(0),,y + 4 igin x+ 1 olsun. Bu durumda

(x+p8)(,) = (X~ ¥) (5.30)
YVye Rdir.

Teorem 6.17: R bir halka #,R nin bulanmik ideali ve x,yeR olsun. Bu durumda
x+ = y+ u i¢in gerek ve yeter kosul u(x—y)= (0) dir.

Ispat: x+u=yv+u olsun. Bu durumda (x+ z)(x)=(y+)(x) ve buradan
HO) =y —x)= p(x—y) (3.31)
dir.

Tersine 1(0)= u(x— y) olsun. Buradan

(x+ u)(z)= p(z—x)
=p(z=-y+y—x)
2 u(Z=y)Npx=y)
=u(z-y)
=(y+pu)Xz) VzeR. (6.32)

Bu durumda x+g>oy+u dir. Benzer sekilde (v+u)ox+pu. Yam x+u=y+u
R/ pu={x+ u|xe R} olsun. + ve. y1 R/ i de asagidaki gibi tammlayalim.

(xX+)+(y+)=(x+y)+u (6.33)
(xX+).(y+)=xy+u (6.34)

+ ve . iyl tammmhidir. x, y,u,ve Rve x+ y¢=u+ u olsun. Bu durumda

p(x—u)=pu(y—v)=u(0) (6.35)

dir. Buradan,

,u(x+y—u—v)Z,u(x—u)/\;z(y—v)=,u(0) (6.36)

Buradan
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p(x+y—u—v)=u(0) (6.37)

olur. Bu ytizden
(x+y)+p=(u+v)+u. (6.38)

(uv xy) (uv uy +uy — y)

2 p(u(v=y)) A pl(u=x)y)
2 (u(u)v (=)l =x)v ()
= u1(0) (6.39)
Bu durumda
Xy+ p=uv+ (6.40)

Buradan + ve . iyi tamimlidir.
Agikga, —(x+p)=(—x)+u VxeR ve O+ =y R/ g nin sifir elemamdur.

Tanmm 6.18: R bir halka # R nin bulanik ideali olsun. Bu durumda R/ &z halkast R nin

boliim halkasi olarak adlandirilir.
Teorem 6.19: R bir halka; g, R nin bulanik ideali olsun. Bu durumda R/ u[0 R/ g, dir.
ispat:

f:R—)R/,u,f(x)zx+,u,VxeR dir. Bu durumda Cek /= g, ve R den R/ ye Uzerine

ise f bir homomortizmadir. Yam R/ gl R/ g, dir. R ve § halkalar ve g R nin bulanik

ideali, v de § nin bulanik ideali olsun. f: R — S halka homomorfizmasi olsun. &' § nin

sifir eleman olarak adlandirilir.

Teorem 6.20: R, S, i,v ve f yukandaki gibi tanimlansin.

(n (v) Cek [ tizerinde sabit olan bir bulamk idealidir.
@ £ ()= (11 ("),
(3) Eger f tizerine ise (fof"l)(v) =y dir

(4) u Cek f tzerinde sabit ise(f"1 Of)(y)= £ dir.
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ispat:

(1) ¥x, y € R olsun. Bu durumda

=v(/(x)/(»)
2v(f(=)vr(/(»)
=)V ))

bu durumda ( ) R nin bulanik idealler kiimesidir. x € Kerf olsun. Buradan,

£ )= (7 ()= (7(0)=v(0)

Bu durumda /' (v) Kerf iizerinde sabittir.

(2) x € Rolsun. Yani

ve [ (n) = v(£(x)=(0)v(7(0).
= () E)=77()(0)

= xe(f"l(v))*
Buradan,
FH)=(7()
dir.

(3) ye S olsun. Bu durumda y = f(x) igin x€ R. Yani

(£ NN =7 (7 ())).
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=1 (1 ()7 (%))

=/ (v)(x)

=v(/(x))

=v(y). (6.46)
Bu durumda
(Fof™)v)=v (6.47)

dir.

(4) x e R olsun. Bu durumda g Cek f tizerinde sabit oldugundan

(7o) w))x)= 77 (f (1)(x)

=/(u)

= 7((x)

= u(x) (6.48)
dir.
Bu durumda
(/o) ()= (6.49)

dir.
Teorem 6.21: f,R, S ve u yukaridaki gibi tanimlansin. f i¢inedir. Bundan dalayr S bir
halka, f ( ,u) S nin bulanik idealidir. Cek f* Gzerinde u sabitise f ( ,u*)= ( I ( /u))* dir.

Ispat: u,ve S olsun. Buradan u =f(x),v=/(y) x,yeR Yani
f(,u)(u—v):v{,u(zﬂz eR,f(z)zu—V}
2v{(x—y)|x,ye R,f(x)=u,f(y)=l/}
zv{y(x)/\y(ynx,yeR,f(x)=u,f(y)=l/}
=(v{,u(x)|xeR,f(x)=u})/\(v{y(yﬂyeR,f(y):v})
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= () )nF (1) (v) (6.50)

Diger taraftan,

S () (uv) = v{,u(z)|z €R, f(z) =uv}

2v{u(x)

x,yeR,f(x)=u,f(y)

vy
zv{,u(x)v,u(y)’x,y € R,f(x)u,f(y)z V}

=(v{u(x)x e R 1 (v (Al e R (3)=7})

=/ () (u)v S ()(v) (6.51)
Buradan S bir halka /(#). S nin bulamk idealidir. ue(f(u)), olsun. Boylece
F()()=F(#)(0")=p(0). Bu yizden xeR,pu=f(x) olacak sekilde 1 uzerindedir.
Buradan Teorem 6.20.(5) ten dolayr /'(2)(u)= p(x) tir. Yani z(x)=#£(0) veya x e g dur.

Bundan dolayt # = f(x)e f(/u*) dir.

Teorem 6.22: (Bulanik idealler icin Correspondence Teoremi)

R ve S birer halka olmak tizere f:R— S bir epimorfizm olsun. Bu durumda Cek f

tizerinde sabit olan S nin fuzzy idealleri ile R nin fuzzy idealleri arasinda birebir egleme

vardir.

Ispat: Bulanik idealler kiimesi Cek f tuzerinde sabit ise f(R) dir. © :F(R) — LI (S) ve
YLl (S) - F(R) olarak tamimlansin. Buradan Vue F(R) ve VYvell (S) igin

(D( ,u) =f ( ,u) ve ‘P(V) =7 (V) dir. @ ve ¥ iyi tanimh olduklarindan ve tiim elemanlarin

tersi oldugundan teorem 5.18 ve 5.19 geregince birebir benzerliktir. Agiktir ki benzerlik

siralamay1 koruyacak.

Teorem 6.23: R bir halka «, R nin bulanik ideali olsun. Bu durumda R/ z bir halka &,
R/ u niin bulanik ideali ve £, R/ g nin bulanik alt halkasinda 2 (x+ ,u) = ,u(x) VxeR

tammlanir.

Teorem 6.24: R bir halka v, R nin bulanik alt halkasi olsun ve A4, R nin bir ideali olsun.

&, R/ A halkasinda £, R/ A mn alt halkasi1 asagidaki gibi tanimlanir:
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([x])=v{r(z)z e [x]} (6.52)
YxeR, [x] =x+ A dir. Bu durumda R/ A halka &, R/ A mn bulamk alt halkas: olur.

Ispat: x,y e R olsun. Bu durumda

$([]-[pD) =5 ([x- )

V{V X—y+z |ZEA}
viv( j
i

VRSV x+a /\V y+b)’a beA}

v

= (V{V(x+ a)|lae A})/\(v{v(y+b)|b € A})
=5([=)~ <] (6.53)

= v{v(xy+z)|ze A}

v
<

{V(Jg;+(xv+uy+uv))|u,ve/l}
= v{v(x+u)(y+v)|u,veA}

2v{v(x+u)/\v(y+v) ,

j
=(V{V(x+u)|u eA})/\(v{V(y+v)|veA})

=¢()ne([]) (6.54)
Buradan R/ A4 halka £, R/ A nin bulanik alt halkasidir.

Teorem 6.25: R bir halka g, R nin bulanik alt kimesi ve v R nin bulanik alt halkasi

olsun. Bu durumda # niin v nin bulanik ideali olmasi icin gerek wve yeter kosul

Vaep(R)ulbeL|b<u(0)), u,,v, ninidealidir.

Teorem 6.26: R bir halka v, R nin bulanik alt halkasi ve g v nin ideali olsun. Bu durumda

i, v, in idealidir. Ayrica L regiilerse bu durumda 4 ,v" in idealidir.
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Teorem 6.27: R bir halka &, R nin bulanik ideali ve v, R nin bulanik alt halkas1 olsun. Bu

durumda g~v, v nin bulanik idealidir.

Ispat: Agikca unvcv ve unv, R nin toplamsal grubunda bulanik alt gruptur. Bundan

bagka,
(s ()= p(x)nv(xy) 2z p(y)av(x)av(y)=v(x)a(zgrv)(y) x.yeR (6.55)
Buradan z~v, v nin bulanik idealidir.

Teorem 6.28: R bir halka £, R nin bulamk alt halkasi, g ve v £ nin iki bulanik ideali

olsun. Bu durumda u#nv £ nin bulanik idealidir.
Ispat: Actkea umvc & ve wnv, R halkasinin toplamsal grubunun bulanik alt grubudur.

Bundan bagka x, y € R

(uov)(ay)=u(xy)av(sy)

(S A (A E(F)AY()

£(
=g (x)n(mov)(y). (6.56)

Bundan dolay1r gz~v, £ nin bulanik idealidir.

R bir halka &, R nin bulanik alt halkasi olsun. Buradan § degigmeli halka ve v § nin

bulanik alt halkasi olsun. Bu durumda /', § den R ya bir homomorfizma ise f ( ,u), S de

bulanik alt halka ve /' (V) , R de bulanik alt halkadir. Boylelikle istenilen elde edilmig olur.
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Teorem 6.29: R bir halka v, R nin bulanik alt halkasi ve 4, v nin bulamk ideali olsun. S
bir halka ', R den S igine bir homomorfizma olsun. Bu durumda [ ( /u) . [ (V) nin bulanik
idealidir.
Ispat: f(,u) ve f(V), R nin toplamsal grubunun bulanik alt grubudur ve f(,u) c f(V)
dir.
F () () =viu(w)we R f(w)=x}

2 \/{,u(uv)|u,v e R, f(u)= X, f(v) = y}

> v{v(u)/\,u(v)

u,veR,f(u)=x,f(v)=y}

= (v{v(u)’u eR,f(u)= x})/\(v{y(v)|veR,f(v)=y})
=f(v)(x)n (1) (y) vx.yes. (6.57)

Bundan dolay1 f ( ,Lt) . (V) nin bulanik idealidir.

Teorem 6.30: § bir halka /', R den § nin igine bir homomorfizma olsun. v, S nin bulamk
alt halkasi ve &, v nin bulanik ideali olsun. Bu durumda [ 71( ,Lt), / 71(1/) nin bulanik
idealidir.

Tanmm 6.31: 5 degigmeli bir halka g, R nin v § nin fuzzy alt halkasi olsun.

/., R den § ve bir homomorfizma(izomorfizma) olmak tizere,

(i) Eger [ ( ,u) cvise f ye u den v ye drten zayif bir homomorfizma (izomorfizma) denir.
£ ye v nin homomorfik(izomorfik) goriintiisii denir. Ayrica f, ¢ den v vye bir
homomorfizma(izomorfizma) ise g ile v homomorfiktir(izomorfik) denir ve u=~v (u=v)
ile gosterilir.

(ii) Eger f ( ,u)=V 1se f ye u den v ye O0rten homomorfizma (izomorfizma) denir. u ye v

nin  homomorfik(izomorfik) goérintiisi  denir. Ayrica f, u den v vye bir
homomorfizma(izomorfizma) ise g ile v homomorfiktir(izomorfik) denir ve u=v (u=v)

ile gosterilir.
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i, R nin ve g, v nin bir fuzzy ideali olsun. O taktirde ¢z , v’ m bir idealidir. v |V* V' m
bulanik alt halkasidir. $u halde Teorem 4.23 ¢ gbre v|. m i a gore boliim alt halkasi

vardir ve % ile gosterilir.
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7. SONUCLAR

Bu tezimizde gruplar ve halkalardaki temel yapilar ve bu vapilarin bulanik degismeli
cebirdeki kargiliklarmin ne oldugunu gosterdik. Bulamk degigmeli cebir hakkinda bilgi

edinmek isteyenler i¢in temel teskil edecek niteliktedir.
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