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OZET

Kontrol teorideki bazi sistemler ve kontrol edilebilirlik karakterizasyonlar incelenmis ve bazi

mevcut matematik modelleri verilmistir.
Bu calisma ii¢ boliimden olusmaktadir.

Birinci boliimde, kontrol teorinin temel kavramlari olan manifold, tanjant vektorii, tanjant
uzay1 ve vektor alanmi tanimlarina yer verilmektedir. Ayrica Lie grubu, Lie cebiri, onlarn iistel

tasvir ve adjoint gosterilimi ile olan bagintilar1 ve 6rnekler yer almaktadir.

Ikinci boliimde, kontrol sistemlerinin bazi cesitlerinin tamimlari ve mevcut kontrol

edilebilirlik karakterizasyonlar1 verilmektedir.

Uciincii boliimde ise, kontrol sistemlerinin kontrol edilebilirlikleri ¢esitli matematik modeller

tizerinde incelenmektedir.

Anahtar kelimeler: Kontrol sistemler, kontrol edilebilirlik, matematiksel modeller, Lie grup,

Lie cebir



ABSTRACT

Some Systems in Control Theory and their controllability characterizations are studied, and

some existed mathematical models are given.
This work consists of three chapters.

In the first chapter, manifold, tangent vector, tangent space and vector fields notions which
are fundamentals in Control Theory are contained. Moreover, Lie group, Lie algebra, their

connection via exponential map and adjoint representation, and examples are contained.

In the second chapter, definition of some classes of control systems and their existed

controllability characterizations are given.

In the third chapter, controllabilities of control systems are studied on some mathematical

models.

Keywords: Control systems, controllability, mathematical models, Lie group, Lie algebra
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1. GIiRiS

Matematigin soyut kavramlarinin somut Orneklerle incelenmesi her zaman ilgi cekici
olmustur. Bu tez calismasi bu temel iizerine kurulmustur. Oncelikle soyut kavramlar, genel
kontrol sistemlerin, Lie gruplarinin, Lie cebirlerinin kurulmasinda temel yapiy1 olusturan
manifoldlar, ona bagh olarak tanjant vektorii, tanjant uzayi, vektdr alam1 tanimlarina yer
verilmisgtir. Ayrica Lie grubu, Lie cebiri onlarn {istel tasvir ve adjoint gosterilimi ile olan
bagintilari ve 6rnekleri incelenmistir. Bu tanimlar ve incelemeler tamamlandiktan sonra bir >,
genel kontrol sisteminin, durum (state) uzay1 denilen sonlu boyutlu diferansiyellenebilir bir M
manifoldundan ve sistemin stratejileri denilen vektér alanlarinin bir smifi olan D
dinamiginden olusan ». =(M,D) ikilisi oldugu soylenmistir. Bu 2 kontrol sisteminin kontrol
edilebilirliginin, xe M ’in M ve D iizerinde hangi kosullar altinda D deki vektor alanlarinin
neden oldugu negatif olmayan zamanhi yerel difeomorfizmlerin tiim bileskeleri
kullanildiginda x den baglayarak M ‘nin her bir y noktasina ulasilmasina bagh oldugu

belirtilmistir. Genel kontrol sisteminin kontrol edilebilirligi olduk¢a zor bir problemdir.

Dolayisiyla sistemler bazi 6zel manifoldlar iizerinde incelenmistir. R" {izerindeki lineer
kontrol sistemleri, R" iizerindeki bilineer kontrol sistemleri, R" iizerindeki afin kontrol
sistemleri, Lie grubu iizerindeki invaryant kontrol sistemleri tanimlar1 ve bunlarin mevcut
kontrol edilebilirlik karakterizasyonlar: verilerek sistemler 6rneklerle gosterilmistir. Tezin son

boliimiinde ise kontrol sistemlerin modeller iizerinde incelenmesi yapilmustir.



2. LiE GRUPLARI

Bu béliimde kontrol teorinin temel kavramlari olan manifold, tanjant vektorii, tanjant uzayi,
vektor alan1 tanimlarina yer verilmistir. Ayrica Lie grubu, Lie cebiri olma kosullari, onlarin

tistel tasvir ve adjoint gosterilimi ile olan bagintilar ve 6rnekler yer almaktadir.
2.1  Manifoldlar

Tamm: M bir Hausdorff topolojik uzay1 olsun. M ‘nin her noktasinin R"’ nin bir agik alt

kiimesine homeomorf olan bir komsulugu var ise M ye n boyutlu yerel 6klid uzay: denir.

M n boyutlu topolojik manifold olmak iizere, ¢ de U — M nin agik alt kiimesinden R"’ nin
acik alt kiimesine giden homeomorfizm ise, (U ,q)) cifti M’nin koordinat civar1 olarak

adlandirilir.

¢: U c M — R"homemorfizm olmak iizere, (U,¢) koordinat civardan ((U ,xl,xz,...,xn)
seklinde de gosterilir.) x, =r, o @ koordinat fonksiyonu yardimiyla r, : R" — R, r,.(a): a,,

a= (al,...,an )e R" olmak iizere R ’ye gidilebilir. (U ¢ M —2—R" —i—R)

Tanmm: 3= {(U a’¢a)| ae A} koordinat civarlarinin olusturdugu kolleksiyon asagidaki

sartlar1 sagliyorlarsa M iizerinde C* sinifindan bir yap1 olustururlar.
@ ,.,U.=M
(b) Va,fB e A igin goaog[); C~ simifindandirlar.

(¢) S kolleksiyonu maksimaldir.

Bu ii¢ sart saglaniyorsa M ‘ ye C~ siifindan n boyutlu diferansiyellenebilir manifold

denir.

Ornek: 1-boyutlu S',R?'de 0 merkezli 1 yaricapli gember olsun.
U, ={p=(xyes'1y>0}
Vi={p=(xnes'1y<o}
U, :{p:(x,y)e s! |x>0}
v, :{p:(x,y)e s! |x<0}

olmak iizere S' =U,UU,UV,UV, dir. U, veV, kiimeleri S' ‘in agik alt kiimeleridir.



I ={re R:—1<1<1}, Rnin bir acik alt arahigidur.

¢ U —1

(x,y) = x

[ (x, y) = x fonksiyonu siirekli , tiiretilebilir, 1-1 ve iizerinedir.

-1

o 1->U,

x— (x,\ll—)c2 )

o (x)= (x, V1-x? ) fonksiyonu da 1-1, siirekli ve U, lizerine bir tasvirdir. Dolayisiyla, ¢ bir
homeomorfizmadir.

o, (x, y) =X;0, (x, y)= Vi, (x, y)= x5y, (x, y) =y izdiisim fonksiyonlar1 da birer

homeomorfizmadir.

S' in diferansiyellenebilir oldugunu gosterelim. Bir  pe U, NU,noktast segelim ve

J =1{t:0 <t <1} arahgm alalim.

U =T 0,:U, > J

ve

fa=o0

fo = 0,007 ()= 0, e,V =27 ) =T =22
f21:x—>m

i,j=12icin fl.j ler C*fonksiyonlaridir.

S :{(Ul,qJ1 ),(Uz,qJ2 ),(Vl,l,u1 ),(Vz,l//2 )} koleksiyonu S'’ in diferansiyellenebilen yapisidir.

Dolayistyla S' 1-boyutlu bir diferansiyellenebilir manifolddur.

Tanmm: M bir manifold ve pe M olmak ilizere p noktasi civarinda tanimlanmis tiim
C* fonksiyonlarinin kiimesini 3(p)ile gosterelim. f e 3(p) ‘ye asagidaki sartlar saglayan

v(f)e R sayis1 karsilik gelirse v : 3(p) — R tasvirine M’nin p ‘deki tanjant vektorii denir.
f.g€3(pkA peRigin;

@ v(Af +ug)=Av(f)+p(g)



@) v(fg)=v(f)g(p)+ f(p)v(g)

vve v, M 'nin p noktasinda tanmimlanmis tanjant vektorleri olsunlar. A€ Rigin

b+ XA =v()+v (F) (NF)=20(F)  (£eS(p))

vektor uzay1 yapisini saglarsa manifoldun p noktasindaki tanjant uzay: denir ve 7, (M) ile

gosterilir.

Teorem: M n boyutlu bir manifold ise, T, (M) tanjant vektor uzayida n-boyutludur.

Yani,

dimM =dimT, (M)

n ; i
V= ;V(X {axi jp

olur. Her v vektorii bu sekilde ifade edilebilir.

Tanmm: M analitik bir manifold ve p € M olsun.

T(M)=0,.,T,(M)

kiimesine tanjant demeti denir. Tanjant demeti diferansiyellenebilir manifold yapisindadir.

Tamm: M bir manifold olmak iizere U < M nin acik alt kiimesinden 7'(M) e giden siirekli

X :U c M — T(M) fonksiyonuna vektor alam denir.

Tanmm: dom(X) acik ciimlesi M diferansiyellenebilir manifold ve X vektor alami iizerinde
tanimlansin. Vp e M olmak iizere p noktasindaki teget vektoriin integral egrisi 7(X , p,.)

seklinde tanimlanir. t zamandaki egrinin teget vektorii;

X x.pa) = ;’(X,PJ)

seklinde tanimlanir.

Ozel olarak integral egrisinde t=0 ise;
y(X, p,0)= p dir.

Tamm: X, Y; M iizerinde diferansiyellenebilir vektor alanlari iseler, [X ,Y] ‘de bir

diferansiyellenebilir vektor alanidir. Burada, [X , Y] ’ye X ve Y ‘nin Lie parantezi denir ve



[x.v],(F)= X, (f)-7,(xf)

seklinde tanimlanir. Burada, f € C”ve me M dir.

Lie Parantezinin Ozellikleri

a) [X, X ]=0. (Refleksiflik 6zelligi)

b) [X,Y]=-[v, X] (Ters simetri 6zelligi)

o [x.[v.z]|+|v.[z, x]|+[z.[x.Y]]=0 (Jakobi 6zdesligi)

Tammm: M ve N iki manifold olsun. pe M ve f:M — N diferansiyellenebilir fonksiyon
olmak iizere, p noktasm iceren (U ,q)) koordinat civari, (V,l//) koordinat civarinda f(p)

noktasi var ise,

UcM —L> N

ol Ly
P(U) —L2 5y (V)

¢( p) noktasini gotiiren diferansiyellenebilir bileske fonksiyonu vardir.

2.2  Lie Gruplar:
Lie Gruplart manifold ve grup yapisinin her ikisine birden sahip kiimelerdir.

Tamm: G diferansiyellenebilir bir manifold ve grup yapisina sahip olmak lizere GXG - G

tasviri (0,7) - o 7' € C~ise G’ye Lie grubu denir.

Uyart: G bir Lie grubu olsun. e ‘de bu grubun birim elemani olmak iizere; 7 — 7' tasviri

diferansiyellenebilir, diferansiyellenebilir tasvirin bilesimi
r>(e,7)>7r'eC” dur
Ayni zamanda;

GxXG—->G
(6,7) > ore C” 'dur.

Dolayisiyla diferansiyellenebilir tasvirin bilesimi
(0.7)> (0,77 )> or
olur.

Boylece,



GxXG—->G
(o, 7)>or'eC”

ifadesiyle,
GxG —G GG
ve
(0,7) > ore C” r1'eC”

ifadelerinin birbirine denk olduklar1 goriiliir.

Genel lineer grup en ¢ok bilinen Lie grubu 6rnegidir. Lie grubuna ilging bir 6rnekte SU (2, C)
olarak isimlendirilen 2x2 lik elemanlar1 kompleks sayilardan olusan transpozesinin eslenigi

tersine esit olan ve determinanti 1 olan matrislerdir.
Ornek: SU(2,C) = {A A" =A™ vedet A= 1} climlesinin Lie grubu oldugunu gosterelim.

z ve w kompleks sayilarini alalim.
|Z|2 +|w|2 =1 olsun.

SU(2,C) nin bir eleman: olan A matrisini sdyle yazabiliriz.

Z w
A:(_ _ _Je SU2,0) (1)

w Z

Tersine, Ae SU(2,C)ise o zaman Oyle z vew’ye sahip A vardir ki (1) denklemini saglar.
z=x+iyvew=u+ivise detA=1 esitliginden x>+ y>+u’+v>*=1 olacag goriiliir.
Determinant fonksiyonu bir homeomorfizma oldugundan SU(2,C) ciimlesi manifold
yapisina sahiptir. SU(2,C) ciimlesinin agik alt ciimlelerine ve bunlara karsilik gelen tasvirleri

inceleyelim.

Z:x+l?) olmak iizere;
w=u-+1iv

U ={A1x>0}, U, ={A1x <0}
U,={Aly>0}, U, ={A1y <0}
Us={Alu>0}, U, ={Alu <0}
U,={Alv>0}, U, ={A1v<0}



cimleleri  SU(2,C) nin acik alt ciimleleridir. z = x+iy vew =u+iv kompleks sayilari
yukaridaki kosullara gore degerler alirlar ve bu degerler SU(2,C) nin acik alt ciimlelerinin

elemanidir. Bu degerleri determinant fonksiyonuna uygulayacak olursak, agik alt climlelere

karsilik gelen tasvirler su sekilde olur.

.(4)=(v.u.v). ¢,(4)=(y,u.v)
). 9.(4) )

su(2,c); {U i,gol.)li =1,...,.8} atlasi diferansiyellenebilir manifold yapisma sahiptir ve

belirlenen matris ¢arpimiyla gruptur.
SU (2, C ) ciimlesini R*e gotiiren bir ¢ tasvirini alalim.
@:SUQ2,C) - R*

Tamimdan @(A) = (x, y,u,v)dir. Elemanlan z, = x, +iy, vew, =u, +iv, olan bir A matrisini
ve elemanlar1 z, = x, +iy, vew, =u, +iv, olan A, matrisini alahm. Bu iki matrisin ¢arpimi

sonucunda;

X3 =X Xy =YV Yo “U Uy, — ViV,
Y3 =X, t X,y t UV, Uy,
Uy = XUy + XU, — YV, + Y,V

V3 =XV, X0+ YU, — YU

elde edilir. Buradan da anlasilacagi gibi ¢(A1A2):(x3,y3,u3,v3) diir ve matris ¢arpimi

diferansiyellenebilirdir.

Simdi de matrisin tersine bakalim; z=x+iy vew=u+iv kompleks sayilar1 A matrisinin
elemanlari olsun. SU(2,C) ciimlesinde A’ = A™ oldugundan go(A'l): (x,—y,—u,—v) bulunur.
A matrisinin tersi de diferansiyellenebilirdir.

O halde SU(2,C) ciimlesi bir Lie grubudur.

Tanim:

l,:G—>G

l(t)=o0t1



[, :G = G tasviri bir sol 6teleme olarak adlandirilir. /_’nin tiirevi;

dl :T(G) > T(G),
dl_(T.G)cT,.G

dir.
Tamm: X bir vektor alani, eger Vo € G igin
Xol, =dl_(X)

ise G lizerinde sol invaryanttir denir.

Teorem: G bir Lie grubu ve g sol invaryant vektor alanlarinin bir ciimlesi ise o zaman g bir

reel vektor uzayidir ve «': é — T (G)tasviri a(X)= X, seklinde tanimh (;’, G ‘nin birim

tanjant uzayina 7,(G) ’ye izomorftur.

Ispat: é ‘nin bir reel vektor uzayi oldugu agiktir. X,Y € é vea,be R

a(aX +bY)=(aX +bY)(e)
=aX(e)+bY(e)
=aa(X)+ba(Y)

oldugundan ¢ lineerdir.

Eger a(X)=a((Y)veVo e Gigin

X(o)=dl (X(e))=dl,(Y(e))=Y(0)

ise X=Y ve burada & (1-1) dir. Bununla beraber, eger X € 7,(G)i¢in
X(o)=dl (X), VoeG

saglaniyorsa ¢ Ortendir.

O zaman a(X) = X dir ve X sol invaryanttir. Vo,7 € G i¢in

X(or)=dl_(X)=dl dl (X)=dl (X (o))
dir. Boylece, (;, =T,(G) olur. Sonug olarak,

boy é =boyT,(G) = boyG

dir.



2.3  Lie Cebiri
g, bir K cismi {izerinde bir vektor uzay1 olmak iizere

gxXg—g
(X,Y)—>[X.Y]

tasviri asagidaki 6zelliklere sahip ise g’ ye Lie cebiri denir.
1. K iizerinde bilineer (ikili-lineer)

[ale +a2X2,Y]:al[Xl,Y]+a2[X2,Y]
[X’alYl +0!2Y2]=0!1[X,Y1]+0!2[X,Y2]
Va,,o,e K

2. Ters simetrik:

[x.v]=-]r.x]

3. Jakobi 6zdesligi:
[x.[v.z]]+[r.[z. x]]+[z.[x.Y]]=0

Uyari: G Lie grubunun Lie cebiri, G iizerindeki sol — invaryant vektor alanlarinin Lie cebiri

olarak da tanimlanir.
Bundan baska, G ‘ nin Lie cebiri birimdeki 7,(G) tanjant uzayi olarak da verilir.

Ornek: 3- BOYUTLU HEISENBERG GRUBU

1 x z
G=4/0 1 yl|lx,y,ze R

0 0 1

1 ¢t 0
yt)=|0 1 0|eG

0 0 1

Ve Rigin, G’ de bir notaya sahiptir ve ¥(r), G iizerinde bir egridir.
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1 00
70)=|0 1 0|=e,

0 0 1

010
H0)=|0 0 0|=XeT.(G)

0 0 0

0 0
alf)=|0 1 t]eG

00 1

Benzer sekilde, V¢ e Rigin, G’ de bir noktaya sahiptir ve a(t) , G iizerinde bir egridir.

1 00
a(0)=[0 1 0|=e,

00 1

000
a(0)=|0 0 1|=YeT.(G)

000

1 0 ¢
B)=l0 1 0leG

0 0 1

Benzer sekilde, V¢ e Rigin, G’ de bir noktaya sahiptir ve ,B(t) , G lizerinde bir egridir.

1 00
B0O)=|0 1 0|=e,

0 0 1

0 0 1
B0)=|0 0 0|=ZeT.(G)

0 0 0

01 0Y(0 0 0
T.(G)=40 0 0|0 0 1

00 0)l0 00
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00 1
[x,¥]=|0 0 0|=2Z,

000
[x.z]=0velr,z]=0.

2.4 Ustel Tasvir

G’ nin L(G) Lie cebrini G iizerindeki tiim sol invaryant vektor alanlarinin kiimesi veya
birimdeki tanjant uzay1 olarak diisiinebilecegimizi gordiik. Bu kisimda ise bir parametreli alt

gruplarin kiimesi vasitasiyla Lie cebrinin ii¢iincii tanimini gorecegiz .

Tanmm: ¢: R — G seklindeki homomorfizmaya G’nin 1-parametreli alt grubu denir.

G bir Lie grubu ve L(G) ‘ de onun Lie cebiri olsun.

24 ax
dr

R’ nin Lie cebirinin L(G) i¢ine bir homomorfizmidir. Reel dogru basit baglantili oldugundan

(yani, temel grubu agikar olan baglantili topolojik uzay),

d exp(/lij =AX

dr
olacak sekilde exp, : R — G tek 1-parametreli alt grubu vardir.

Diger bir deyisle, t — exp, (t) sifirdaki teget vektore X(e) olan G* nin tek 1-parametreli alt

grubudur.
exp(X) =expy (1) alinarak
exp: L(G) — G iistel tasviri elde edilir.

X e L(G)
expt(X),te R
exptX e G
exptX =e”

Teorem: X, Lie grubunun L(G) Lie cebrine ait olsun.

1. exp(tX) =exp, (), Vte R.
2. exp(tl 1 )X = (exp(th))(exp(th)), .t € R.

3. exp(—1X ) = (exp(rx))™".
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Ispat:

1. ¢ ve ¥ ; R’ den G icine
w(t)=exp,y (t)

ve

olr)=exp, (s7)

seklinde tanmimlanan tasvirler olsunlar. Burada se Rdir. sX’ in tek integral egrisi y ’dir ve

w(0)=e dir.

d d
dw(; |tj = deXpX (SZ |S;j = SX |epr(St)

Boylece ¢, sX’ in integral egrisidir ve ¢(0) = e dir. integral egrileri tek oldugundan ¢ =y
dir. Boylece,

exp,, (1) =exp, (s1),(s,t€ R; X € L(G))

Yukanidaki esitlikte t yerine t=1 yazalim ve s yerine t yazalim
exp,y (D) =exp 4, ()

elde ederiz.

2. Burada, exp, R’ den G i¢ine bir homeomorfizmadir ve 1 den

exp(t, +1,)X =exp, (t, +1,)
= expy!,.€Xpyt, = exp(t, X ).exp(t, X)
3. exp(—tX) =exp (—1) = (expy (1)) = (exp(X))”'
Teorem: ¢: H — G tasviri bir homeomorfizma olsun. O taktirde,
L(H)—“— L(G)

exp | lexp (2

H— G
diyagrami degismelidir.

Ispat: X e L(G)olsun. O zaman ¢@(exp(X0)e G. t— @(exp(tX)), 0’ daki tanjanti

dp(X(e)) G’ de diferansiyellenebilir egridir. ¢ bir homeomorfizma oldugundan bu aym
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zamanda G’ nin 1-parametreli alt grubu olur. Fakat, r — exp(t(d@(X)))’ in 0’ daki tanjanti

(dp(X))(e)olan bir tek G’ nin 1-parametreli alt grubudur. Buradan,

p(exp(tX)) = exp(t(dp(X)))
olur. t=1 alirsak

p(exp X) = exp(dp(X))
@oexp=expe d¢

elde ederiz.

Ornek: A, n x n ‘lik bir matris olsun ve ¢ : R — GL(n, R) tasviri

t2A2 t3A3
+
2! 3!

ot)=1+tA+ +...

= Zt A =exp(tA)
n=0 I’l!

seklindedir. Burada, exp(tX)=exp,(f)ve exp,, R’ nin bir homeomorfizmasidir ve
(dp)o(t)=A dir. ¢, GL(n)" nin 1-parametreli alt grubudur. Boylece, bir matris grubu icin
tistel tasvir

2 3

exp(A):I+A+7+§+...

olur ve Lie cebiri biitiin matrislerin vektor uzaymin bir alt uzayidir.

Ornek: G, 3-boyutlu Heisenberg grubu ve L(G) onun Lie cebiri olsun.

exp: L(G) > G
010
X={0 0 0|eLG)
0 0 O

X ? =0 olmak iizere;

exp(tX) = Zt—‘X”
= n!
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0 ¢t 0
(tX)*=|0 0 0| =0
00 0
0 ¢t 0 (1 ¢t 0
=expX)=I1+/0 0 0|=|0 1 O
000/ (001

Buradan,

- O O

11
expX =(0 1
0 0

bulunur.
2.5  Adjoint Gosterilim

M diferansiyellenebilir bir manifold ve G’ de bir Lie grubu olsun. G’ nin M iizerindeki soldan

etkisi seklinde meydana gelen diferansiyellenebilir tasvir

U GXM - M

u(otr,m) = pu(o, (t,m))
Ule,m)=m; Vo,7e G veVme M

seklindedir. Eger ¢/:GXM — M tasviri G’ nin M {lizerinde soldan bir etkisi ise sabit bir

o€ G i¢in m — p(o,7) tasviri M’ nin bir difeomorfizmidir. Bu g ile gosterilir.

Benzer olarak G’ nin M iizerinde sagdan bir etkisi ile meydan gelen y: M xG — M bir

diferansiyellenebilir tasvirdir. Vo,7€ G ve Vme M igin:
u(m,ot) = p((m,0),7)

u(m,e) =m

seklindedir.

Tanmm: Bir G Lie grubunun kendisi iizerinde soldan etkisi ile olusan i¢ otomorfizmasi

1:GxXG—->G
i(o,7) =010 =i_(7)

seklindedir. Ozdeslik, bu etkinin bir sabit noktasidir, Vo e G igin i, (e) dir. O taktirde
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o—di |, T,(G)=L(G)
tasviri G’ nin Aut(L(G)) i¢ine bir gosterilimidir. Bu adjoint gosterilimi diye adlandirilir ve
p:G — Aut(L(G))

seklinde gosterilir. (2)’ deki degismeli diyagramimizdan, asagidaki degismeli diyagramlar

elde edilir:

L(G)—— End(L(G) L(G)—22 > 1(G)
exp exp | exp | dexp
G —2>  Aut(L(G)) G —=s G

exptp(o)(X) = o(exptX)o ™
expo p, =i, oexp
2.6  Lie Tiirevi

Vte Rigin X,(m) =y, (t) secilerek

D, ={me M |t e (a(m),b(m))}

tanim kiimeli bir X, doniistimiinii tanimlayalim. Burada,
v, - (a(m),b(m)) > M

0e (a(m),b(m)) ve y,(0)=m olacak sekilde X’ in bir integral egrisidir.

’

Eger her t i¢cin D, = M ise, yani(Vme M i¢in ¥, ’ nin tanim kiimesi (— oo, )) M iizerinde
diferansiyellenebilir X vektor alan1 tamdir. Bu durumda, X, doniistimleri X’ in 1-parametreli
grubu olarak adlandirilan reel sayilar vasitasiyla parametrelenen M’ nin doniigiimlerinin bir
grubu seklini alir.

Eger X tam degilse, tamim bolgeleri t’ ye bagl oldugundan X, doniisiimleri bir grup bi¢imini

almazlar. Bu durumda X’ in lokal I-parametreli grubu olarak X, doniisiimlerinin

koleksiyonuna bagvurabiliriz.

Bir M manifoldu iizerinde sabit bir diferansiyellenebilir X vektor alani alahm. X,, X ile
iliskilendirilmis doniisiimlerin lokal 1-parametreli grubunu gostersin. Y’ de M iizerinde diger
bir diferansiyellenebilir vektor alam olsun. me M noktasinda Y’ nin X’ e gore tiirevini

tanimlayacagiz. ilk olarak, X’ in integral egrisini m’ den X, (m) noktasina takip ediyoruz ve
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orada Y’ yi degerlendiriyoruz. O taktirde Y, " 1, X, difeomorfizmasmnin dX , diferansiyeli
vasitastyla 7, (M)’ ye geri tasiyoruz. 7, (M)’ de dX (Y4 ) ve Y, vektorlerinin farkim
alip, t ile farkina boliiniir ve daha sonra ¢+ — 0 giderken limit alinir. Diger bir deyisle 7, (M)
degerli diferansiyellenebilir ¢ — dX _, (Yy (,,,) fonksiyonu gozoniine alinir ve t=0" daki tiirevi
almr. 7, (M)’ de farkl olan dX _, (Yy ) fonksiyon degerini disiinelim ve t=0" da kendi
tiirevlerini alalim. Sonug olarak 7, (M), m noktasinda X’ e gore Y’ nin Lie tiirevi olarak

adlandirilir ve (L,Y), ile gosterilir.

Buna gore,

. dX* (YX (m))_Ym d
(LXY)m :12‘1_1})1 d ,[ =E|t:0 (dX—t (YX,(m) ))
olur.

Onerme: M iizerinde X bir diferansiyellenebilir vektor alani olsun. Buradan, M iizerinde her

bir diferansiyellenebilir Y vektor alani igin

LY =[x.Y]

dir.

Onerme: L(G) Lie cebriyle bir Lie grubu G olsun. X,Y € L(G) i¢in
dp(X)(¥) =[x Y]

dir.
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3. GENEL KONTROL SiSTEMLERI

M bir diferansiyellenebilen bir manifold olsun ve X (M )M’ nin acik alt kiimeleri iizerinde
tanimhi tiim piirlizsiiz (smooth) vektor alanlarinin ailesini gostersin. Piiriizsiiz (smooth)

kavrami C* veya analitik anlaminda kullaniyoruz.

Her bir Xe X(M), M iizerinde ki yerel difeomorfizmlerin bir 1-parametreli grubunu

tamimlar. Yani X i¢in olanakli her bir te Rigin manifoldlar iizerinde vektor alanlart

vasitasiyla tiretilmis adi diferansiyel denklemlerin varlik teklik teoreminden dolay1
X, :dom(X,)cM —-M

nin bir yerel difeomorfizm oldugu elde edilir ve eger 7” (., x),x noktasindaki vektor alaninin

integral egrisi ise bu taktirde

X,(x)=y" (%)

ile tanimlidir.

X, icin as@idaki ozellikler mevcuttur.

1) X, oX =X,

i) (X)"' =X,

i) X, =1d

Tammm: . bir kontrol sistemi > =(M,D) seklindeki bir ikili olarak tanimlanir. Burada, M
diferansiyellenebilen bir manifold ve D, X(M) ‘in bir alt ailesidir.

M, 2 ’nin durum uzayidir.

D’ nin elemanlar1 sistemin stratejileri ve 2. kontrol sisteminin kontrolleridir.

> kontrol sistemi;

Gy ={X!oX?o..X/1X'€D,t,e R,re N}

sozde (pseudo) grubu tanimlar ve 2 tarafindan M’ de x’in yoriingesi, x’de Gy’ nin etkisi
(action) ile verilir.

Gy ={p(x)1pe G, }

Tamm: Eger Gy (x) = M olacak sekilde xe M varsa X kontrol sistemine gegislidir denir.
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x~y&e ye Gs(x)

olacak sekilde Gy, M iizerinde bir “~” bagintisin1 tamimlayalim. “~” bir denklik bagintisidir.
2. kontrol sistemi gegisli ise Gy (x) =M , Vxe M ’dir.

Ayrica . ile birlegmis,

Sy ={X!oX2o..X/1X'€D,t,20,re N}

sozde yar1 (pseudo-semi) grubu elde edilir ve bu Sy x’ den X ’min ulasilabilirlik
(accesibility) ciimlesi denilen 2. ile M’ deki x’ in pozitif yoriingesi

Sy =lo 1 pe 5.}

seklindedir.

Sy (x) Gy (%), VxeM

9
~

Sy tarafindan tammlanan M iizerindeki bagintisi simetrik bir baginti degildir. t > 0 ise

X_, 7 nin S5’ ya ait olmasi gerekmez.
xe D= -xe D’ dir.

Kontrol edilebilirligin temel problemi S (x) =M olacak sekilde M, D ve xe M altindaki
kosullar1 bulmaktir. Problemimizin ¢oziimii bir X baglangi¢ noktasindan baslayarak 2.’ nin D
negatif olmayan stratejileri ile M’in her noktasina ulagsmaktir. Yani Sy (x) =M ne zaman

dogrudur?
Ss(x)cGs(x)cM

oldugunu biliyoruz. X ’nin gegisliligi bu problemi ¢6zmek i¢in gerekli bir kosuldur ancak

yeterli degildir. Ornegin;

2= (R,{i}J alinirsa o zaman
dx

S+(0) = [O,OO)C Gy (0) =R olur. Bu basit drnek kontrol edilebilirlik probleminin ¢ok zor bir
soru oldugunu gosterir.
Kontrol Edilebilirlik

2. = (M, D)bir kontrol sistemi ve x€ M olsun. 2.’ ya
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Eger Sy (x) =M ise, x’ de kontrol edilebilirdir.
Eger > kontrol sistemi M’ nin her elemaninda kontrol edilebilir ise kontrol edilebilirdir
denir.

Simdi, teorik acidan 6nemli bir sonu¢ olan sistemin dinamiginin tim 6zelliklerini koruyan,
M’deki herhangi bir baslangic kosulu icin durum uzayinin yoriingesine indirgenmesine olanak

veren “Yoriinge (Orbit) Teoremi” ni inceleyecegiz.

Teorem: > =(M,D) bir kontrol sistemi ve xe Mise, Gy (x)yoriingesi bir
diferansiyellenebilen manifold yapisina sahiptir.

3.1 R" Uzerindeki Lineer Kontrol Sistemleri

Lineer kontrol sistemleri, uygulamalar agisindan kontrol sistemlerinin en 6nemli siniflarindan

birini olusturmaktadir. R" iizerinde

x= Ax+ Bu

dinamigi ile > =(R",D,,,.,) seklinde tanimlanir. Burada Ae M, (R), Be M ,(R) ve

lineer lineer nxn

U= {u : [0,00) — R* lu pargali sabit bir fonksiyon} kisitlanmayan kabul edilebilir

kontrollerin sinift olmak iizere u € U’ dur . Bu durumda
D,... ={Ax+Bulue U}
dur.

R" tizerindeki lineer kontrol sistemi 2., = (R” , Dlineer) kontrol edilebilirdir ancak ve ancak

rank(BABA’B...A"'B)=n

Bu sonug lineer kontrol sistemlerinin kontrol edilebilirligi i¢in rank kosulu olan gerek ve yeter

bir cebirsel kosul veren Kalmann Teoremi olarak bilinir.

Ornek: Asagidaki lineer kontrol sistemleri 6rneklerinde kontrol edilebilirlige karar vermek

icin sadece rank kosulunu kullaniyoruz.

& HERRWENIED

x= (RZ,D) kontrol edilemez.
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Ornek:

x) (1 1Yx) (0

D= = +| ulueR
y 0 1My 1

ile ¥ = (R?, D) kontrol edilebilirdir.

3.2 R" Uzerindeki Bilineer Kontrol Sistemleri

o o . .
2oviineer = (R", D, ) bilineer kontrol sistemi

. k _
x:Ax+ZujA’x

j=1
diferansiyel denklemleri ile tanimlidir.

Burada, xe R"; A,AjeMn(R); j=12,...k ; ueU (M, (R)tim n kare matrislerin

kiimesi)

3.3 R" Uzerindeki Afin Kontrol Sistemleri

. P
x:Ax+a+2ui(Bix+bl.)

i=1

ile belirli 2, . =(R",D . )kontrol sistemi afin kontrol sistemini tanimlamaktadir. Burada

ajn

afin

xeR", A,B,e M, (R), a,b, € R" (vektor olarak) ve u,’ lerde kontrollerdir.

Kontrol Edilebilirlik Karakterizasyonu

2., kontrol sistemi eger singiiler bir noktaya sahip degilse ve ilisik olan > kontrol

bilineer

sistemi kontrol edilebilirse kontrol edilebilirdir. 2, kontrol sistemi;

bilineer
. P
X =Ax + ZuiB X
i=1
diferansiyel denklemleri ile tanimli olan sistemdir.

Bu durumun bir genellemesi genellestirilmis Heisenberg Lie grubu iizerindeki afin sistemlere

yapilabilmektedir.

V ve Z sonlu boyutlu reel vektor uzaylart ve f:V xV — Z simplektik tasviri (yani; dejenere
olmayan ters-simetrik bilineer tasvir) olmak {izere V x Z vektor uzayi

[(vs2,),(v,,2,)1=(0, B(v,,v,)) parantez islemi ile bir Lie cebiri yapisina sahiptir.
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Genellestirilmis Heisenberg Lie grubu ise buna karsilik gelen 6zel bir Lie grubudur. R"
tizerindeki aynm karakterizasyon Genellestirilmis Heisenberg Lie grubu iizerindeki afin kontrol

sistemlerine de genellestirilmektedir.

Ornekler

1 ... =(R*D,,,) olmak iizere;

(~)_10x1+ 0
R IS Y A b

2) X = (R*,D )olmak iizere;

bilineer

oy Jfaldo 3

3) X, =(R*,D,.)olmak iizere;

ajn

o=y )4 30

Afin kontrol sistemleri genel olarak lineer ve bilineer kontrol sistemlerinden daha genis bir
sinif1 temsil ederler. Yukaridaki ornekte yer aldigi gibi afin sistemdeki siitun vektorler sifir

vektorii olarak alindiginda sistem bilineer kontrol sistemine doniismektedir.

Ayrica, afin kontrol sisteminde drift vektor alanindaki siitun vektorii sifir vektorii ve ayni
zamanda kontrolle birlesmis vektor alani ise sadece siitun vektdriinden meydana geliyorsa,

sistem lineer kontrol sistemidir.
3.4  Lie Grubu Uzerindeki invaryant Kontrol Sistemleri

G bir Lie grubu ve L(G)’ de G iizerindeki sol-invaryant vektor alanlarinin kiimesine izomorfik

olarak onun Lie cebiri olmak iizere

. d )
g=X +u,®)yY/

j=1
ile belirli > =(G,D)kontrol sistemi G Lie grubu iizerindeki invaryant kontrol sistemini
tanimlar. Burada ge G, X JYLYEL Y e L(G) ve u i kontrolleridir.

h(G)=Span , , Y, Y*,.., Y}

kontrol vektorleri ile tiretilmis L(G)’ nin bir alt Lie cebiridir.
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Verilen bir Y. invaryant kontrol sistemi i¢in, L(G) G iizerindeki sol-invaryant vektor alanlart

tarafindan {iretildiginden
Sy(g)=g-Sx(e)

dir. Dolayisiyla, invaryant kontrol sistemi Y. “nin kontrol edilebilirligi i¢in birim eleman e ‘de

kontrol edilmesi yeterlidir.
3.5 Baz invaryant Kontrol Sistemleri icin Kontrol Edilebilirlik Karakterizasyonu

2. nilpotent, basit baglantili Lie gruplari tizerindeki invaryant kontrol sistemi ancak ve ancak

L(G) =h(G)
ise kontrol edilebilirdir.

Onerme : Y =(G,D) baglantili kompakt bir Lie grubu iizerinde bir invaryant kontrol sistemi
olsun. O taktirde, > =(G,D) ‘nin kontrol edilebilir olmasi i¢in gerek ve yeter kosul transitif

(gecismeli) olmasidir.

Ornek : 3-boyutlu Heisenberg Lie grubu iizerindeki asagidaki kontrol sistemini goz oniine

alalim :
x =1
y =2u

z=y.

Bu durumda,

I x z 010 0 0 0|l x z
0 1 y[=30 0 O0+ul0 O 2{y0 1 y
0 0 1 0 0 0 0 0 0)jl0 0 1
010 0 00
dir. Burada, X={0 0 O| ve Y=|0 0 2| Heisenberg grubunun Lie cebirinin
0 00 0 00

elemanlandirlar ve u da kontrolii gostermektedir.
h(G)=Span , , {¥'}

dir. L(G) # h(G) oldugundan bu sistem kontrol edilemezdir.
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Z 010 0 0 O\l x z
y|=qu/0 0 0|+v|0 0 20 1 y
1 0 0 O 0 0 0J|]L0 0 1

S O =

X
1
0
seklindeki sapan vektor alan1 olmayan u ve v kontrollerine sahip sistemi goz Oniine alalim.

h(G)=Span , , {X.,Y }=L(G)

oldugundan ikinci sistem kontrol edilebilir bir sistemdir.
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4. MATEMATIKSEL MODELLER

Bu boliimde kontrol sistemleri ve kontrol edilebilirlik problemleriyle ilgili baz1 6rneklere yer

verecegiz.

Ornek : Goldeki sandal 6rnegi ;

Goldeki motorlu bir sandali goz oniine alalim. Golii R ’nin bir X alt kiimesi ile 6zdesleyerek
ve sandalin durumunu ()cl ,xz)e X olacak sekilde belirleyerek bir koordinat sistemi
secebiliriz. Sandalin hareketinin en basit bir matematik modeli asagidaki kontrol sistemidir.
x=u

Burada, u=(u,,u,) kontroli U = {u e R’ ||u|| < m} kiimesine ait olan hiz vektoriidiir.

||u|| =./u} +u; w nun normudur ve m ise sandalin miimkiin olan en biiyiik hizidir.

Eger motorlu sandal ( veya kiirekli bir sandal ) nehir iizerinde g6z Oniine alinirsa problemin

farkli bir uyarlamasi elde edilir. O taktirde sandalin hizlariin kiimesi F(x) sandalin nehirde

bulundugu noktadaki akintisina baglidir. Bu durum ise modelimizdeki x =u denkleminin

x=f(x)+u
denklemi ile degigmesi anlamina gelir.

Burada u kontrolii U = {u e R’ ||u|| < m} kiimesinin elemanidir ve f(x) nehrin x noktasindaki

akintisinin hiz vektoriinii gosterir.

Ayni zamanda x=u denklemini U (x)= f(x)+U kontrol kiimesini x’ e bagh secerek
alabiliriz. Ozetle, F(x)= f(x)+U mevcut hizlarin kiimesi 0 ‘1 iceriyorsa, o taktirde sandal
yeterli zaman kullanilirsa herhangi bir baslangic konumundan herhangi bir bitis konumuna
gidebilir.

Ornek : Goldeki yelkenli 6rnegi ;

Riizgarin yon ve kuvvetinin sabit oldugunu kabul ederek asagidaki denklem ile géldeki bir

yelkenlinin hareketini modellestirebiliriz.

x=v(0),



25

Burada, @ yelkenlinin ekseni ile riizgarin arasindaki acidir. @ acis1 kontrol olarak goz Oniine
almir ve U = (.27 —«) kiimesinden degerler alir. Burada « yelkenlinin riizgara karsi

gidebilecegi en kiiciik acidir. @’ nin bir fonksiyonu olarak v hizi riizgara bagli olarak

yelkenlinin karakteristiklerine baglidir ve genellikle asagidaki sekil 4.1.a © da ki gibidir.

{ Wind
o G
‘\{"’ 1 ‘-:‘.‘//
e |
|
(o)

Sekil 4.1 Goldeki yelkenli modeli

Yelkenci i¢in ilging bir problem, hedefin baslangi¢ noktasindan baktigimizda yelkenlinin “6li
koni” de oldugu zaman ortaya c¢ikar. Bu durumda yelkenlinin hareketi, 6lii koni de olsa bile
hedefe ulasacak sekilde secilen hareket serilerinden meydana gelir. Gergekten, riizgara karsi

yelkenlinin hareketi 8 =6, sadece iki kontroliin kullamlmasina kisitlanabilir. Burada 6,,
riizgara kars1 yonelmis olan v(8) riizgar bilesenine paralel olarak biiyiitiir. Bu durumda sistem

iki uygun v =v(@

opt

) v =v(-6,

) hizlart ile iki dinamik sisteme indirgenir. Sirastyla her

bir sol ve sag hareket i¢in harcanan zaman ile hareketleri 4, ve A (A, +A4_=1) sabitlerine

Y+ A v(-6

degistirilmesi ile yelkenli v, = A, v(8, -

- ) ortalama hiz ile gidiyormus gibi durum

alir.

Yukarida ki 6rnegin gézlenmesi asagidaki formal olmayan duruma genellestirilebilir.

Sonu¢ (Konvekslestirme prensibi): Sistemlerin  kontrol edilebilirlik 6zelliklerinin
incelenmesinde, uygun F(x)={f(x,u):ue U} hizlarnmin kiimesi konveks kabuguyla yer
degistirebilir. Konvekslestirilmis sistemin c¢oziimleri orijinal sistemin ¢oziimleriyle (C°
topolojisinde) yaklastirilabilirler. Ozellikle, eger tiim xe X icin O€ int co F(x) ise, o taktirde

sistem tamamen kontrol edilebilirdir. Yani herhangi bir durum herhangi bir diger durumdan

ulasilabilirdir.
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Ornek : Araba park etme ornegi ;

Sokagin kenarinda iki araba arasina bloke olmus arabamizi park yerinden c¢ikarmak

istedigimizi diisiinelim. (Sekil 4.2.a ¢ ya bakiniz)

Bunun i¢in en basit olan ancak her zaman uygulanamayabilen strateji arabay1 sokaga cikarana
kadar hareketlerin bir serisini uygulamaktir. (Sekil 4.2.b’ye bakiniz)

Bu problem icin asagidaki matematik modelini kullanacagiz. x;, ve x, arabanin arka
tekerleginin geometrik merkezinin Oklid koordinatlarin1 ve ¢ x, ekseni ile arabanin ekseni
arasindaki agryr gostersin. Sokagin x; ekseni ile  paralel oldugunu varsayiyoruz.
Direksiyonun iki ekstrem hali ile hareketinin goz oniine alinmast yeterlidir. Eger arabanin + b
sabit agisal hiziyla hareket ettigini kabul edersek, o taktirde 6n tekerleklerin merkezinin hizi
bir cember cevresi boyunca hareket eder. (Direksiyonun her bir pozisyonunda) x = (x,, x,,9)
koordinatlarinda ki arabanin kinematik hareketleri asagidaki iki vektor alami ile

R* X (=7, 7) c R?de tammlanabilir:
f =(rCos@,rSing,b)" g =(rCos¢,rSing,~b)"
Burada r bir sabittir. Stratejimiz esit uzunluktaki kisa hareketlerin bir serisini kullanmaktir.

Burada direksiyonun en soldaki hali ile ileriye hareketi ve en sagdaki hali ile geriye hareketini
degistiriyoruz.(-g vektor alanidir) Tiim hareket f ve —g vektorlerinin bir lineer kombinasyonu

olan vektor ile yaklasik olarak tanimlanabilecektir. Hareketlerin serisinin tam bir doniis ile

yaklastirabilecegini 6neren (%) f- (%) g =(0,0,b)’yi elde ederiz.

\
1
I | | |g0|: ! . e
(a) (b) (e)

Sekil 4.2 Araba park modeli

Bu strateji, eger arabalar yaklasik olarak dikdortgensel bicimde ise ve 6n ve arkadaki arabalar
cok yakin park etmislerse uygulanamaz. Ciinkili arabanin donmesine geometrileri uygun

olmayacaktir. Bu durumda ise vektor alanlarmin Lie parantezi kavramini temel alan daha



27

sofistike bir strateji kullanmaliy1z. Bu strateji neredeyse arabamizi sokaga dik bir dogrultuda

siirmemize olanak verir. (Sekil 4.2.c’ye bakiniz)
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