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OZET

Ozdeger ve dzvektor problemleri birgok miihendislik alaninda karsimiza ¢ikar.

Bu tezde, 6zdeger ve Ozvektorleri uygulamada 6nemli olan bazi matrisler ele alinmustir.
Bunlar, kiitle ve alan eylemsizlik, gerilme ve sekil degistirme tansorlerinin kartezyen
koordinatlardaki bilesenlerinden olusan matrislerdir.

Calismada ele alinan matrisler ve ilgili 6zdeger ve 6zvektér problemlerinin uygulamada nasil
karsimiza ¢iktigi, bu 6zdeger ve 6zvektorlerin fiziksel anlamlarinin ne oldugu ve bunlarin
kullaniminin getirecegi kolayliklardan bazilar1 gosterilmeye c¢alisilmistir.

Ayrica, bu matrislerin, doniistim bagintilar1 elde edilmis ve kartezyen koordinatlarda tansor
tanimina uydugu gosterilmistir.

Anahtar Kkelimeler: Simetrik matris, 6zdeger, 6zvektor, kuadratik form, eylemsizlik
momenti, egilme, gerilme, sekil degistirme
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ABSTRACT

Eigenvalue and eigenvector problems arise in many engineering applications.

In this thesis, we consider some matrices which are important ones in applications. The
elements of these matrices consist of cartesian components of the mass and area inertia
tensors, stress tensor and strain tensor.

We give the physical meanings and some facilities of eigenvalues and eigenvectors of these
matrices. Moreover we obtained the transformation equations of the mentioned matrices and
we showed that they are actually the tensor transformation relations.

Key words: Symmetric matrixes, eigenvalue, eigenvector, quadratic form, moment of inertia,
flexure, stress, deformation.
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1. GIRIS

Son yillarda matris yontemleri iizerinde yapilan caligmalarin fizik, mekanik, yoneylem ve
ekonomi gibi uygulamali bilimlerde verimli bir ortam saglamasi, matrislerin 6zdeger ve
ozvektorleri konusunun Onemini artirmigtir. Uygulamada kullanilan matrislerin simetrik
matris olarak secilmesi ile simetrik matrislerin 6zelliklerinden dolayr uygulamalar daha da

kullanigh hale gelmistir.

Ozdeger ve 6zvektor ifadelerinin Ingilizce karsiliklar1 eigenvalue ve eigenvector diir. Eigen
terimini ilk olarak David Hilbert ( 1862-1943 ) kullanmistir. Hilbert eigenfunktion ve
eigenwert ifadelerini ilk olarak integral denklemlerle ilgili bildirilerinde kullanmistir. Hilbert
in ¢ikis noktast homojen olmayan integral denklemlerin, bir A parametresiyle matrissel

karsihginin (I -4 4A) x=y olmas1 idi. Hilbert bu esitligin sifirdan farkli homojen ¢6ziimii

icin A degerlerine eigenwerte adm vermistir ve A degerleri A matrisinin karakteristik
koklerine kars1 gelmektedir. Eigenvektor kavrami ise ilk olarak Courant ve Hilbert tarafindan

sonlu boyut ifadesi aciklanirken kullanilmistir.

John Von Neuman ( 1903-1957 ) bir eserinde f # 0 sart1 altinda R f =4 f ifadesindeki 4 y1

eigenwerte, [ y1 ise eigenfunktion olarak adlandirmistir. Bu yaygin bir kullanim haline
gelmistir. 1946 da H.&B. Jeffreys in “ Methods of Mathematical Physics  adli eserinde
0zdeger kavrami karakteristik deger ve gizli kok kavramlariyla es anlamli olarak ifade

edilmistir.

Bu tez calismasi, giris ve sonugla birlikte alti boliimden olusmaktadir. Ikinci béliimde
matrislerin 6zdeger ve 6zvektdrleri hakkinda bilgiler verilmistir. Ugiincii boliimde kiitle ve
alan eylemsizlik tansorleri, dordiincii boliimde gerilme tansorii, besinci boliimde de sekil

degistirme tansorii ele alinmistir. Son olarak altinc1 boliimde ise sonuglar 6zetlenmistir..



2. OZDEGER VE OZVEKTORLER

2.1 Tamm

A, nxn lik bir matris ve X sifir vektor olmamak iizere; AX ¢arpimi X vektoriiniin bir kati,

yani,
AX=1X (2.1)
ise, 4 ya A nin ozdegeri ve X e A nin A ya kars1 gelen dzvektorii denir.

AX ile X vektorii arasinda genellikle geometrik bir iliski yoktur (Sekil 2.1a). Bazi
durumlarda, sifir olmayan 6yle X vektorleri bulunabilir ki, X ile AX carpimui birbirlerinin bir

kat1 olurlar (Sekil 2.1b). Bu durumda X vektoriine A matrisinin 6zvektorii denir.

(a) (b)

Sekil 2. 1 Matris ve Ozvektor Iliskisi

0

; 1 3
Ornegin X 2[2} vektori A= [ 9 } matrisinin 6zvektoriidiir. Burada X vektoriine karsilik gelen

Ozdeger 3 tiir. Yani,



e[} 2 B

dir.

Geometrik yorum, A nin degerlerine bagli olarak Sekil 2.2 de verilmektedir.

AX = AX X
X X
AX = AX AX = AX
Biiyiiltme (A4 >1) Kiigiilltme (0 < 4 <1) Yin Dedgistirme (4 <0)
(@) (b) (c)

Sekil 2. 2 Matris ve Ozvektdriin Geometrik Yorumu

2.2 Ozdeger Ve Ozvektoriin Hesaplanmasi

A= |: : : | nxn tipinde bir matris olsun. O zaman, (2.1) denklemi 7, birim

matris olmak tizere,

AX =X
AX-A4X =0



(A, —A)X =0 (2.2)

seklinde yazilabilir. (2.2) ifadesi (4—-A41,)X =0 seklinde de yazilabilir ve (1/, — A) ifadesi

icin verilecek tanimlar (4 — A7) ifadesi i¢in de dogrudur.

(A1, — A) ifadesi matris formda,

Z’_an —d -4,
—ay; A-a, -4,

Al — A= :
- anl - anZ o /1 - ann

seklinde gosterilebilir. Bu matrisinin determinantina A matrisinin karakteristik polinomu

denir. (2.2) ifadesinin X # 0 ¢Oziimii i¢in,
p(A)= det(Al,—A4) =0

olmalidir. Buna A matrisinin karakteristik denklemi denir. Bu denklemin kokleri A matrisinin
ozdegerlerini verir. Bu 6zdegerler (2.2) ifadesinde yerine yazilirsa bu 6zdegerlere kars1 gelen

ozvektorler elde edilir.

det(A1, — A) ifadesini hesapladigimizda n. inci dereceden bir polinom elde ederiz. A

matrisinin karakteristik polinomunda A" ,

(A-a)(A~-ay)(1~a,)

carpimindan elde edilir ve boylece A" ifadesinin katsayisi 1 olur. O zaman,
det(Al, - A)=p(A)=A"+a " +a,A" > +...+a, A+a,

ifadesini yazabiliriz. =0 alirsak, det (11, —A) =det(—4) =a, olur. Yani, a, =(-1)" det 4

olur.



2.3 Kosegenlestirme Ve Benzer Matrisler

Tanim 2.1

P tekil olmayan bir matris olmak iizere, B=P ' AP esitligi ile birbirleri arasinda iliski

kurulabilen A ve B matrislerine benzer matrisler denir.

Teorem 2.1

Benzer matrisler ayn1 6zdegerlere sahiptir.

ISPAT:

A ve B benzer matrisler olsun. O halde P tekil olmayan bir matris ( PP~'=1, ) olmak lizere

B=P" AP yazlabilir. A ve B matrislerinin karakteristik polinomlari olan p,(1) ve p,(A) nin
ayn1 oldugu gosterilsin.
py(A)=det(Al, — B)=det(Al, — P AP)

=det(P'Al P— P AP) = det(P"' (11, — A)P)

= det(P ") det(A1, — A) det(P)

= det(P ") det(P)det(A1, — A)

=det(Al, — A)

=p,(A)

dir. p,(4)= p,(A) oldugundan, A ve B ayn1 6zdegerlere sahiptir.

Teorem 2.2

nxn tipindeki bir A matrisinin bir D kdsegen matrisi ile benzer olmasi i¢in gerek ve yeter



sart, A matrisinin 6zvektorlerinin R" de bir baz olusturmasidir. Ayrica, D matrisinin esas

kosegeni tizerindeki elemanlar1 A matrisinin 6zdegerleridir.

Not: Eger bir A matrisi, bir kdsegen matrisi ile benzer ise A ya késegenlestirilebilir matris

denir.

ISPAT:

Eger nxn tipindeki bir A matrisi bir D kdsegen matrisine benzer ise tekil olmayan (tersi

bulunan) bir P matrisi i¢gin P"'AP =D dir. Simdi P matrisinin nasil bir yapida oldugunu

arastiralim. AP = PD dir.

A 0.0
0 4 ...0
D=|: :
0 0-- 4,
ve P nin j. situnu (j = 1,2, ..., n) X, olsun. AP nin j. sitununun 4X; ve PD nin j.

stitununun 4,X; olduguna dikkat edelim. Boylece,
AX ;= ﬂ,jX ;

dir. Bunun anlami, A nin bir 6zdegerinin A, ve buna karsilik gelen 6zvektériin X, olmasidir.
Tersine, nxn tipindeki bir A matrisinin 6zdegerleri 4,,4,,...4, ve bunlara karsilik gelen
ozvektorler X, X,,... X olmak iizere X, X,,...X,, R" de lineer bagimsiz vektorler ise P yi,
J- sttunu X, olacak sekilde segebiliriz. Rank P =n, dolayisiyla P tekil degildir. Buna gore
AP nin j. situnu AX; seklindedir. AX; =A X, oldugundan AP nin j.siitunu A jX. ; olur. Ote
yandan PD nin j. sitununda A X, oldugu kolayca gortilebilir. O halde, AP = PD veya

P ' 4P = D olur. Bunun anlami ise, A matrisinin kdsegenlestirilebilir olmasidir.

Sonu¢ olarak nxn tipindeki bir A matrisinin n tane Ozvektori X,,X,,...X, ve bu



ozvektorler R" de lineer bagimsiz ise, j. siitunu X, olan bir P matrisi yardimiyla A matrisi

kosegenlestirilebilir. Yani P matrisi yardimiyla P~' AP = D olacak sekilde bir D matrisi elde
edilebilir.

Burada kdsegen matrisin esas kodsegeni iizerindeki elemanlar A matrisinin 6zdegerleri olur.
Bunlara karsilik gelen vektorler ise 4 matrisinin 6zvektorleridir. P nin siitunlarinin sirasi, D

matrisinin esas kosegeni lizerindeki elemanlarinin sirasini belirler.

Teorem 2.3

Eger nxn tipindeki bir A matrisinin karakteristik polinomunun kokleri reel ve hepsi

birbirinden farkli ise A matrisi kosegenlestirilebilir bir matristir.

ISPAT:

{4,2,...4,}, A matrisinin farkli 6zdegerlerinin ciimlesi olsun. Bu degerlere karsilik gelen
zvektorlerin ciimlesi de S ={X,X,...X,} olsun. S nin R" i¢in bir baz oldugu ispat etmek
isteniyor. Bunun i¢in S nin lineer bagimsiz oldugunu gostermek yeterlidir.

S nin lineer bagimli oldugunu varsayilsin. Bu durumda bir X, vektord, S deki vektorlerin
birlesimi olarak yazlabilir. S, ={ X, X, X, } ciimlesinin lineer bagimsiz oldugu kabul

edilsin. Aksi halde S, climlesinin vektorlerinden biri digerlerinin lineer birlesimi olarak

yazilabilir. S lineer bagimsizdir dolayisiyla X, ,
X, =aX +a,X,+...+a, X, (2.3a)

seklinde yazilabilir. Buradan,

AX, = A(a X, +a, X, +...+a, X, )

(2.3b)
= qAX, +a,AX, +...+a, | AX,

ifadesi elde edilebilir. Buradan, AX ;= A X oldugundan,



AX; = aAX +a, X, +. +a, A, X, (2.3¢)
elde edilir. (2.3a) denkleminin 4, ile ¢arpilmasiyla

AX, = laX +AaX,+.. . +Aa, X, (2.3d)

j A
olur. (2.3c) den (2.3d) nin ¢ikarilmasiyla,

0=a(4-4)X +a,(L, - A) X, +...+a, (4, ,—4)X

j-1
bulunur. §, lineer bagimsiz oldugundan,
a(4-4)=0, a4L-2)=0 .., a, (4 ,-4)=0

olur. A lar farkli oldugundan , (4, -4,)#0, (4,-4,)#0,...,(4,,—4,) # 0 olur.Buradan,

bulunur.

Yani X, =0 olmalidir. X, bir 6zvektor oldugundan bu imkénsizdir. O halde S lineer

bagimsizdir ve dolayisiyla A kdsegenlestirilebilirdir.

NOT: Teorem 2.3 iin ispatindan, su 6nemli sonug elde edilir: A, nxn tipinde bir matris ve

AsAy,... A4 A nin k tane farkli 6zdegeri ve bunlara karsilik gelen 6zvektorler de X, X, ... X,

ise X|,X,...X, lineer bagimsizdir.

A nm karakteristik polinomu » tane ¢arpan olarak yazilabilir. Bunlarin her biri A-4,

formundadir ve A4, karakteristik polinomun bir reel kokiidiir. Yani karakteristik polinom,
A=) (A=2)" oo (A=2)"

seklinde yazilabilir. Burada 4,,4,,...4, A nin farkli 6zdegerleri ve k,,k,...k, toplamlari n
olan tamsayilardir. Bu k, tamsayisina A, nin katliligi denir. Buradan, "A nin karakteristik

polinomunun kdoklerinin hepsi reel ve her bir £ katli 4 6zdegeri i¢in k tane lineer bagimsiz

0zvektor bulunabilirse A matrisi kdsegenlestirilebilir bir matristir" sonucu ortaya ¢ikar.



2.4 Simetrik Matrislerin Kosegenlestirilmesi

Simetrik matrisler 4" = A sartin1 saglarlar. Simetrik matrisler, genel matrislere gore daha
kullanighdirlar ve bircok uygulamada yer alirlar. Bu boliimde simetrik matrislerin 6zellikleri

incelenecektir.

Teorem 2.3 ten n tane farkli Ozdegeri olan bir nxn tipindeki A matrisinin

kosegenlestirilebilir oldugu biliniyor. Aksi halde A matrisi kdsegenlestirilemeyebilir.

Simetrik matrisler ise her durumda kosegenlestirilebilir. Yani A matrisi bir simetrik matris ise

P'AP = D olacak sekilde tekil olmayan bir P matrisi vardir. Burada D bir kdsegen matrisdir.

Teorem 2.4

Bir reel simetrik matrisin karakteristik polinomunun biitiin kokleri reeldir

ISPAT:

A matrisinin karakteristik polinomunun herhangi bir kokii 4 olsun. 4 nin bir reel sayi

oldugunu yani A nin kompleks eslenigi A olmak iizere 1=1 oldugu gosterilecektir.
AX = AX ifadesinin iki yan1 soldan X" ile carpilsin,

XTAXx=X"1X
=1XTX

(2.4)
olur. Her iki tarafin eslenik transpozesi alinirsa,
X'A"Xx=2X"X

veya

X'AX=2X"X (Areel ve A= A" oldugundan)



10
(2.4) ifadesi de kullanilarak,
AX"X =2X"X
elde edilir. Dolayisiyla,
(A=2)(XTX)=0

bulunur. X #0 oldugundan, X" X #0 dir. Boylece A=A =0 veya A =1 olur.

SONUC 2.1

A bir simetrik matris ve A nin biitiin 6zdegerleri farkl ise A kosegenlestirilebilir bir matristir.

ISPAT:

A simetrik bir matris oldugundan, karakteristik polinomunun biitiin kdokleri reeldir.

Ozdegerler farkli oldugundan Teorem 2.3 ten A nin kdsegenlestirilebilir oldugu anlagilir.

Teorem 2.5

A bir simetrik matris ise, A nin farkli 6zdegerlerine karsilik gelen 6zvektorleri birbirine diktir.

ISPAT:

A nm A4 ve A, farkli 6zdegerlerine karsilik gelen 6zvektorleri X, ve X, olsun.
AX, =\ X,
AX, =\, X,

dir. Yukaridaki ilk denklem X 7 , ikincisi X | ile soldan garpilirsa,
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XTax =rXxT1X, (2.52)
XTAX, =0, XX, (2.5b)

olur. (2.5b) nin her iki tarafinin transpozesi alinarak A nin simetrik matris oldugu goz oniine

alinirsa,

XJAX =k, X X, (2.6)
Bulunur. (2.6) ifadesi (2.5a) ifadesinden ¢ikarilirsa,

0= 1) X X,

olur. A, # A, oldugundan X ] X, =0 elde edilir.

A kosegenlestirebilen bir matris ise P tekil olmayan bir matris olmak iizere P~'4 P kosegen

matristir. Ayrica P nin siitunlar1 A matrisinin 6zvektorleridir. A simetrik ve 6zdegerleri farkl
bir matris olmak ilizere A matrisinin 6zvektorlerinin dik climlesi S ise A matrisinin bir
ozvektoriinii, sifirdan farklt bir say1 ile carptigimizda yine A matrisinin bir 6zvektori

olacagindan S ciimlesini normalize edebiliriz. Bu ortanormal ciimle, A matrisinin

ozvektorlerinden elde edilen ciimle olarak 7 ={X,,X,,...,X,} seklinde yazilabilir. P nin j.

situnu X, Ozvektdrii olsun. Bu durumda P nin ne tir bir matris oldufunu anlamak

miimkiindiir. P yi P=[X,X,,...,X,] seklinde satir matrisi olarak yazabiliriz. Buradan

P = olur. Burada X,” , nxl1 tipindeki X, matrisinin ( vektdr ) transpozesidir.

Buradan P'P matrisinin ( i; ) bileseninin X" X, oldugu goriilir. i=j igin XX, =1 ve

i# jigin X" X, =0 oldugundan P"P=1,. Yani P' = P™ olur.
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Tanim 2.2

A bir reel kare matris olmak iizere efer 4 = A" ise A ya ortogonaldir denir. Buradan,

A" A=1, ise A nin ortogonal oldugu sdylenebilir.

Teorem 2.6

nxn tipindeki bir A matrisinin ortogonal olmasi i¢in gerek ve yeter sart A nin siitun

vektorlerinin bir ortonormal baz olusturmasidir.

Teorem 2.7

A, nxn tipinde bir simetrik matris ise P~ AP = P" AP = D kdsegen matrisi olacak sekilde bir

P ortogonal matrisi vardir. A nin 6zdegerleri D nin esas kdsegeni lizerindeki elemanlardir.

ORNEK 2.1 4=

S O N =
S O = BN
NN = O O
— N O O

olsun. A nin karakteristik polinomunun
p(A)=(A+1)*(2-3)’
oldugu bulunur. Buradan,

A=-1, A =-1,A4=3ve 4, =3
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bulunur. Simdi 6zvektorleri ve P ortogonal matrisini hesaplayalimn. Katlilig1 (2) olan -1

0zdegerine karsilik gelen 6zvektorler (—1/, — 4)X =0 homojen sisteminin ¢éziimleridir.

|
oS O O O

r ve s reel sayilar olmak iizere, biitiin vektorlerin climlesi,

7 1 0
—r -1 0
=r + s

S 0
- 0 -1

seklindedir. Boylece -1 degerine kars1 gelen 6zvektorler,

1 0
-1 0
ve
0 1
0 -1

olarak segilebilir. Bu iki vektoriin dik oldugu agiktir. Ortonormal baz aradigimizdan, 4, ve A4,

ye karsilik gelen 6zvektorler sirasiyla,
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-

-1

2
X, = ve X,= %
0 -1
2

0

seklinde almabilir. Katlilig1 iki olan 3 6zdegerine karsilik gelen 6zvektorler (37, —4)X =0

homojen sisteminin ¢ézlimleridir.

2 2 0 0]x] [o
2 2 0 0fx| o
2 2% o

0

r ve s reel sayilar olmak iizere, biitiin vektorlerin climlesi,

7 1 0
7 1 0
=r + 5
S 0 1
S 0 1

seklindedir. Boylece 3 6zdegerine karsilik gelen 6zvektorler,

veE

OO#—‘D—*
—_— - O O
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olarak secilebilir. Bu iki dik vektoriin normalize edilmesiyle A, ve A4, e karsilik gelen

Ozvektorler sirasiyla,

- -

- -

bulunur. Farkli 6zdegerlere karsilik gelen 6zvektorler diktir ve boylece, {X X, X5, X 4} R*

i¢in bir ortonormal bazdir. P matrisi, j. siitunu X, (j=1,2,3,4) olan matristir. Yani,

1 1
— 0 — 0
N NG
-1 1
— 0 — 0
72 72
P=
1 1
0 — 0 —
N NG
-1 1
0 — 0 —
RN 7 |
olur.

A, nxn tipinde bir simetrik matris ise P"' AP bir kdsegen matris olacak sekilde bir P

ortogonal matrisinin nasil bulunabilecegi biliniyor. Tersine, P"' AP =D bir kdsegen matrisi
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olacak sekilde bulunabilecek P ortogonal matrisi i¢in bir A matrisi goz Oniine alinsin. A ne tiir
bir matristir? P"' AP = D oldugundan 4 = PDP~" dir. Ayn1 zamanda P ortogonal oldugundan
P =P" dir. Boylece,

A" =(PDP"Y =(P"Y'D"P" =PDP" = 4
olur, yani A matrisi simetrik bir matristir.

Bir¢ok uygulamada, sadece verilen bir A matrisine benzer olan D kdsegen matrisini bulmaya
ihtiya¢ duyulur. Yani P~'AP =D olacak sekilde dzvektdrlerin normalize edilmesiyle olusan
P matrisini agik¢a bilme zorunlulugu yoktur. D matrisi A matrisinin 6zdegerlerinin kdsegen

matris formunda yazilmasiyla elde edilebilir.

Ozdeger problemleri bircok miihendislik ve matematik uygulamalarinda yer alir. Bunlar,
aerodinamik, esneklik, niikleer fizik, mekanik, kimya miihendisligi, biyoloji, diferansiyel
denklemler ve bunun gibi alanlardir. Uygulama problemlerindeki bir¢cok kdsegenlestirilebilir
matris simetriktir. Ya da karakteristik polinomunun biitiin kokleri reeldir. Ilerleyen

boliimlerde 6zellikle mekanik alanindaki uygulamalar incelenecektir.
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3. EYLEMSIZLiK TANSORU

Bundan sonraki boliimlerde miihendislik mekaniginde karsimiza c¢ikan bazi matrisler ele
aliacaktir. Bu matrislerin 6zdeger ve 6zvektorlerinin 6nemli anlamlart ve islevleri vardir.
Ayrica, bu matrisler tansor doniisiim 6zelligi gostermektedirler. Dolayisiyla bu matrislerden

genellikle tansor diye soz edilir.

Bu boliimde eylemsizlik tansorii ele alinacaktir.

3.1 Eylemsizlik Ve Carpim Eylemsizlik Momentleri

Eylemsizlik momentleri bir cismin, ya da bir diizlemsel yiizeyin, belirli bir yonelim ve
baslangi¢ noktasina sahip, verilen bir koordinat sistemine gore kiitle ya da alan dagilimim

Ozel bir sekilde belirler.

re )<

®)
Vv
<

Sekil 3.1 Kiitle Eylemsizlik Momentleri
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Sekil 3.1 de gosterilen rijit cismi ele alalim. Cismin donme hareketi incelenirken karsilasilan,

cismin hacmi lizerinden alinan,

I, :Irf a’m:j(y2 +2°)pdv
m Vv

I, =[rdm=[("+2")pdv 3.1)
m V

I :jrf dm :_[()c2 +y)pdv
m Vv

integrallerine eksenlere gore ( sirasiyla X,y,z) kiitle eylemsizlik momentleri,

Ixy :Iyx :—Ixy pdv
4

S~
Il

Xz

=1, :—jyz pdv
Vv

I_=1_ :—J-xz pdv
vV

(3.2)

integrallerine de kiitle carpim eylemsizlik momentleri ad1 verilir. Burada p yogunluktur. Dik

diizlemlerden biri veya her ikisi kiitlenin simetri eksenleri ise bu diizlemlere goére carpim

eylemsizlik momentleri sifir olur.

Benzer sekilde, Ornegin cubuklarin egilmesi ve diizlemsel yiizeylere gelen akiskan

kuvvetlerinin incelenmesinde karsilasilan,

I, :Iyz dA,
A

I,=[x*d4, I, ,=—[xpdd (3.3)
A4

A

alan integrallerinin, ilk ikisi alan eylemsizlik momentleri, sonuncusu da alan ¢arpim

eylemsizlik momenti olarak adlandirilir. Sekil 3.2.
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Sekil 3.2  Alan Eylemsizlik Momentleri

Alan, bir eksene gore simetrikse ¢carpim eylemsizlik momenti sifirdir.

3.2 Bir Eksene Gore Eylemsizlik Momenti

Sekil 3.3 teki cismi goz Oniline alalim. Cismin, O noktasindan gecen ve n birim vektorii

dogrultusundaki bir eksene gore eylemsizlik momenti,

Sekil 3.3 Keyfi Bir Eksene Gore Eylemsizlik Momenti
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I, = [d*dm=[ pd*dv (3.4)
m V

olarak tanimlanir. Cismin herhangi bir noktasinin O noktasina gore yer vektori r ise,

goriilebilecegi gibi,

d’ = |r X n|2

yazilabilir. Bu esitlikte,

r=xityj+zk, n=ni+n, j+nk (3.5
oldugu goz oniinde tutulursa (3.4) ,

I, = j[(ynz —zny)2 +(zn, —xn.) +(xn, —ynx)zdev

Vv

olur. Parantezler acilir ve koordinatlardan bagimsiz olan n _,n, ve n. nin g¢arpimlari

integrallerin disina ¢ikarilirsa,

I, =1_n’ +Iwny2 +1_n°+2I n n,+21 nn +2I _nn (3.6)

xy "xy yz 'y'tz xz""x""z

ifadesi elde edilir. Bu ifade bir kuadratik formdur.

Buradan, bir diizlemsel alanin koordinat merkezinden gegen ve n birim vektorii

dogrultusundaki eksene gore eylemsizlik momentinin,

I,= Ixxnx2 +Iyyny2 +1 _nn (3.7)

Xy xy

olacagi soylenebilir.



3.3 Asal Eylemsizlik Eksenleri

Cismin eylemsizlik momentinin ekstremum degerler aldigi eksenlere asal eksenler, bu

eksenlere gore eylemsizlik momentlerine de asal eylemsizlik momentleri denir. Ayrica, bu

eksenlere gore ¢arpim eylemsizlik momentleri de sifirdir. Oxyz sisteminin O noktasindan

gegcen n(n,,n,,n.) birim vektori dogrultusundaki eksene gore eylemsizlik momentini veren

I

w =1, (n,n,,n.) fonksiyonunun ( Bkz.(3.6) ) ekstrem (ug) degerler aldigi dogrultular ve

bu ekstrem degerler bulunmak istenirse, n,n,,n, bilesenlerinin bagimsiz olmadigi, yani,

2 2 2 _ - .. .
n”+n~+n~ =1 oldugu hatirlanmalidir. Bu durumda Lagrange ¢arpani yontemi kullanilarak

¢Oziime varilabilir. Buna gore, / Lagrange carpimi olmak iizere,

G :](n)(nx,ny,nz)—](nx2 +7’ly2 +n’-1)

n

_ 2 2 2
=In"+I n"+I n"+2 nn +2I nn +21

denirse, ekstremum kosullari,

%, _d, -2In_=0
on, On,

oG, _dI, 20 =0
on, On, y
%G, 9, _ 2In_=0
On. On,

olur. Buradan,

(. —D)n_+ Ixy n, +1_n, =0
I,n+ (,-Dn, +1_n, =0
I_n_+ [yzny +(_, -1)n =0

—I(n’+ ny2 +n°-1)

(3.8)

(3.9)
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elde edilir. Bu, n_,n ,n_ cinsinden homojen bir denklem sistemidir. Bu denklem sistemi

matris formda yazilirsa,

(.—1) I, - n.| [0
L, (Z,-0) I, n, =0 (3.10)
Ixz Iyz (Izz - I) nz 0

olur. Bu ifadenin (4—A41,)X =0 denklemi formatinda oldugu gorilir. Dolayisiyla, 1,

eylemsizlik momentinin ekstremum deger aldigi dogrultular yani asal eksenler, (3.6)

kuadratik formunun katsayilar matrisi olan, simetrik

Xx Xy Xz

I=|1_ 1. I (3.11)

Xy Yy yz

Xz vz zz

matrisinin 1,,1,, I, dzdegerlerine kars1 gelen n”, n'®, n® 6zvektorleridir. Teorem 2.5 e gore

n", n?, n® 6zvektorleri karsilikli olarak birbirlerine diktir. (3.9) denklemlerinin birincisini

n, , ikincisini 7, ve ti¢iinclsiindl n, ile ¢arpip taraf tarafa toplarsak / =/, buluruz

Buna gore | matrisinin 6zdegerleri olan 1,1, ve I, ,sirastyla, dogrultulari n”,n®, n®

vektorleri ile belirli x, y, z, eksenlerine gore asal eylemsizlik momentlerinden ibarettir. Bu li¢

asal eylemsizlik momentinin biri cismin eylemsizlik momentinin maksimumu, bir digeri

minimumudur.
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3.4 Eylemsizlik Momentlerinin Déniisiimii-Tansor Ozelligi

Eylemsizlik momentleri kartezyen koordinatlarda tanimlanmistir. Dolayisiyla bu kesimde

Oxyzve OX yz gibi iki kartezyen koordinat sisteminin eksenlerine gore alinan eylemsizlik

ve ¢arpim eylemsizlik momentlerinin yer aldig1 7 ve 7 matrislerinin doniisiim bagintisini elde
edecegiz. Bu amagla, cismin n birim vektorii ile verilen eksene gore eylemsizlik momentinin

Oxyz sistemindeki ifadesini veren (3.6) kuadratik formunu ele alalim. Bu form matrislerle,

I)cx Xy Xz l’lx
](n) :[nx n, nz} ]xy Iyy ]yz n,
Xz vz zz nz

(3.12)

T
=n In

seklinde yazilabilir. Bir P noktasinin konum vektoriiniin Oxyz kartezyen sistemindeki
bilesenleri ile bir OX yz deki bilesenlerini birbirine baglayan doniigiimiin J Jacobi matrisinin
dogrultu kosiniislerinden olusup, ortogonal oldugu (J'=J") kolayca goriilebilir. Bu

doniisiim siitun vektorlerle,

>

=JX

seklinde yazilabilir. Benzer sekilde, n birim vektoriiniin Oxyz deki bilesenleri (n,,n,,n,) ile
Oxyz deki (n,n,n) bilesenlerini baglayan bagmtilar siitun vektorler ve J nin

ortogonalligi kullanilarak,

=Jn , n=J"#n (3.13)

S|

dir. (3.12) ve (3.13) den
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1

wm=n JIJ' 7 (3.14)

olur. Diger taraftan /,, in OX y z koordinat sistemindeki ifadesi,

T =2 ,7 =2 ,7 =2 T == T == T ==
I(n) =1 n +[yyny +1_n, +2[xynrny+21yznynz+2]xznx )
Irx Ixy [xz _x
I(Vl) = |:ﬁr ﬁy ﬁz:l Ixy Iyy Iyz ﬁy (315)
Irz Iyz zz nz
=n'In

seklindedir. (3.14) ve (3.15) karsilastirilacak olursa,

I=J1J" (3.16)

elde edilir. Bu ise ikinci basamaktan kartezyen tansorler i¢in doniisiim bagintisidir. Bu

nedenle / ya eylemsizlik tansorii denilmektedir.

Buradan, bir kuadratik formun katsayilar matrisinin kartezyen tansor doniisiim kuralina

uydugu sonucu ¢ikarilabilir.

(Oxyz) takiminin (Ox, y, z,;) asal eksen takimi olarak alinmasi halinde, P, ikinci boliimde
sOzii edilen, yani, / nin 6zvektorlerini siitun kabul eden ortogonal matris olmak {izere,
J =P’ olacaktir. Bu durumda 7 = P" I P olur (3.16). Bu matrisin 7 nin 6zdegerlerinin yer
aldig1 kosegen matris oldugu ikinci boliimde agiklanmisti. Dolayisiyla (3.6) kuadratik

formuyla verilen /

) asal eksen takiminda, (n,,n,,n,) n vektoriiniin bu takimdaki bilesenleri

olmak tizere,
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I, =In>+I,n’+In’ (3.17)

olacaktir. Dolayisiyla, asal eksenlere gore eylemsizlik momentlerinin ( ekstrem degerler )

eylemsizlik tansoriiniin 6zdegerleri olan /,,/,,/; oldugu buradan da goriilmektedir. Ayrica

buradan bu eksenlere gore ¢arpim eylemsizlik momentlerinin sifir oldugu sdylenebilir.

Bir noktadan gecen asal eylemsizlik takiminin pratik acidan en 6nemli 6zeligi o noktada asal

eksenlere gore carpim eylemsizlik momentlerinin sifir olmasidir.

(3.6) ve (3.7) kuadratik formlar1 karsilastirilacak olursa, kesim 3.3 ve bu kesimde kiitle
eylemsizlik momentleri ile ilgili olarak elde edilen sonuclarin, iki boyutta, alan eylemsizlik

momentleri i¢in de gegerli olacagi sOylenebilir.

3.5 Rijit Cismin Sabit Nokta Etrafinda Donme Hareketi

Kiitle eylemsizlik momentleri ile rijit cismin bir nokta etrafindaki donme hareketinin
denklemleri elde edilirken karsilasildigi belirtilmisti. Burada kisaca, bu denklemlerin elde
edilisi verilecek ve asal eksenlerin yarar1 vurgulanacaktir. Rijit cismin bir nokta etrafindaki
donme hareketinin denklemleri M ve H, sirasiyla, bu noktaya gore, kuvvetlerin toplam

momenti ve cismin ac¢isal momentumu olmak {izere,
M=— (3.18)

denklemlerinden elde edilir. Cismin toplam agisal momentumu tanim geregi,

szrxvdmzj(rxv)pdv (3.19)

m
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dir, (Sekil 3.4).

dm y

Sekil 3.4 Sabit Bir Nokta Etrafinda Donme

Cismin anlik agisal hiz vektorii @ ise dm kiitlesinin anlik hizinin,

V=wWXr

(3.20)

olacag: kolayca goriilebilir. (3.20), r, @ ve H vektorlerinin Oxyz dik koordinat sisteminde,

r=xit+y+zk, o=wito j+wk, H=Hi+H j+H_k seklindeki bilesenlerle ifadeleri

kullanilirsa, (3.19) dan

Hi+H j+Hk= a)xj(y2 +zz)dm—a)ijy dm—a)zj.xzdm}

+ —a)xJ‘xydm+a)y'|.(x2 +2%) dm—a)z_[yza’m Jj

+ —a)xj-zx dm—a)yJ‘yzafmJra)zj(x2 +y*)dm |k

(3.21)
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bulunur. Integral ifadelerinin eylemsizlik ve carpim eylemsizlik momentlerini gosterdigi goz

Oniinde bulundurulursa,

H =1 o + ]xya)y +1_ o,

H =10+, 0 +]. 0, (3.22)

H =1 o +Izya)y +1_ o,

elde edilir.

Bu denklemler asal eylemsizlik eksenleri segildiginde daha da basitlesir. Bu eksenler

kullanildiginda, carpim eylemsizlik momentleri I,=1_=1,=0 olur.
I.=1,1=1, ve I =I_ ilegosterilirse, agisal momentumun g bileseni,

H=1lo, H=10o, H =10

X X X

olur. Ayrica cisim asal eylemsizlik eksenlerinden biri boyunca yonelmis @ agisal hiziyla
donecek olursa, cismin, bu eksene gore eylemsizlik momenti / olmak {izere, agisal

momentumun H =/w® olacagt aciktir. Yani cismin agisal momentumu bu eksen

dogrultusundadir.

Ayrica, bir A vektoriiniin sabit (X,Y,Z) ve @ agisal hiz1 ile hareketli (x,y,z) koordinat

sistemlerine gore degisim hizlar arasinda,

(%) (%) +oxa (3.23)
dt )y, \dt),,.

bagintis1 oldugu bilinmektedir Bu durumda (3.18)

M =H)_ +wxH (3.24)

xyz

sekline gelir. xyz eksenleri cisim i¢inde sabit olacak ve cisimle birlikte hareket edecek sekilde
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secilebilir. Bu durumda cismin, bu eksenlere gore eylemsizlik ve g¢arpim eylemsizlik
momentleri hareket siiresince sabit olacagindan, bu vektérel denklem agisal momentum

bilesenleri i¢in (3.22) esitlikleri kullanilarak,

M =1 o —(Iyy —Izz)a)ya)z +Ixy(a')y -0.0,)

H (0, -0 (60, -0,0)

My = Iyya')y -, -1 )00, +Iyz(a')z —a)xa)y)
(3.25)
H (0 -0t (0, +0,0,)

My =1 o -, —Iyy)a)xa)y +1_(o, —a)ya)z)

2 2 .
(0 -0 Y (0, +0.0,)

seklinde {i¢ skaler denklem haline getirilebilir. Cisimle birlikte hareket eden x.y ve z eksenleri

asal eylemsizlik eksenleri olarak segilirse, carpim eylemsizlik momentleri sifir ve /=1 vs.

olur ve denklem (3.25),

M, =1lo -, -1)oo,
M, =10,-(1.-1)0.0, (3.26)
Mz = Iza')z _(Ix _Iy)a)xa)y

sekline doniisiir. (3.26) denklem takimi Euler hareket denklemleri olarak bilinir. Burada asal
eylemsizlik eksenleri kullanildiginda (3.25) denklemlerinin ne kadar kullanilabilir hale geldigi

goriilmektedir.

3.6 Dogru Eksenli Cubuklarin Egilmesi

Alan eylemsizlik momentleri ile g¢ubuklarin egilmesinin incelenmesinde karsilasildigi
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belirtilmisti. Bu kisimda dogrusal g¢ubuklarin basit egilme gerilmelerinin hesabi kisaca

verilecek ve alan eylemsizlik tansériinlin 6zdeger ve 6zvektorlerinin islevi vurgulanacaktir.

Basit mukavemet hallerinden biri, kesitte yalniz egilme momentinin bulundugu basit egilme
halidir. Egilme momenti genellikle kesme kuvvetiyle birlikte bulunmasina ragmen, baz1 6zel

yiikleme hallerinde tek basina da bulunabilir.

Bu kisimda, basit egilme denilen bu durumda gerilmelerin hesab1 incelenecektir. Once bazi

tanimlar verilecektir.

Egilmeden once dogru olan ve z ekseni ile ¢akisan ¢ubuk ekseninin, egilmeden sonra aldigi
egri sekle elastik egri, ¢gubuga tesir eden kuvvetlerin i¢inde bulundugu diizleme kuvvetler
diizlemi denir. Kuvvetlerin i¢inde bulundugu diizlemle elastik egriyi i¢inde bulunduran
diizlem c¢akisiyorsa diiz egilmeden, aksi halde egik egilmeden soz edilir. Egilme halinde boy
degisimine ugramayan c¢ubuk liflerini i¢inde bulunduran diizleme tarafsiz diizlem, bu

diizlemle ¢ubuk en kesitinin ara kesitine tarafsiz eksen denir.

Ayrica, basit egilme halinde gerilme dagilisini tespit edebilmek icin asagidaki kabuller
yapilir:

Egilmeden 6nce ¢ubuk eksenine dik olan diizlemler, egilmeden sonra da elastik egriye dik ve

diizlem kalirlar (Bernoulli-Navier Hipotezi).

Malzeme lineer elastiktir. Yani gerilme ile sekil degistirme iliskileri dogrusaldir, o= E¢ dir

(Hooke cismi).(Not: Gerilme ve sekil degistirme tanimlari 4. ve 5. boliimlerde verilmistir.)

Sekil 3.5 te simetrik olmayan herhangi bir gubuk kesiti goriilmektedir. Bu ¢ubuk, herhangi bir

ekseni dogrultusunda tesir eden M egilme momentinin etkisi altinda olsun,
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Sekil 3.5 Egik Egilme

Yukarida sozii edilen kabullere dayanarak kesit iizerinde alinacak bir d4 alan elemanindaki

normal gerilme,
o, =f(xy)=cx+c,y (3.27)

seklinde ifade edilebilir. Burada, c¢; ve ¢, tayin edilmesi gereken sabitlerdir. Kesite etkiyen

bileske normal kuvvet N igin,

NIJ.O'ZCZ’A
A

Moment bilesenleri M ve M i¢in,

Mx:Iyasz My:—Ixaz dA
A4 A
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esdegerlik denklemleri saglanmalidir. Bunlara gore,

N=[o.dd=[(cx+c,y)dA=c [xdd+c, [ yda (3.28)
A A A A
M = jyaz dA = J(clx+czy)ydA = cl_[xydA+czjy2dA (3.29)
A A A A
M, = —'[XGZ dA :—I(clx+czy)di = —cljx : dA—czj.xydA (3.30)
A A A A

yazilabilir. Basit egilme halinde N = 0 olacaktir. Bunun i¢in (3.28) ifadesindeki integrallerin
sifir olmas1 gerekir. xy eksen takimi agirlik merkezinden gectiginden, bu sart kendiliginden

saglanir ( Herhangi bir kesitin agirlik merkezine gore statik momentleri sifirdir ).

Boliim (3.1) de verilen eylemsizlik momentleri tanimlar1 geregince (3.29) ve (3.30) ifadeleri,

M,=—cl +c,1

X X

M, =—c1, +c,1

xy

seklini alirlar. Bu iki denklemden c¢; ve ¢, elde edilip, bu degerler (3.27) de yerlestirilirse,

-M 1, —-M,I, M. I,-M I,
o, = - 5 X+ — — (3.31)
I1,-1, 1,1,

gerilme formiilii elde edilir. Boylece en genel egilme halinde normal gerilme ifadesi

cikartilmis olur.

Ozel olarak x y eksen takimmin, kesitin asal eylemsizlik takim olmasi halinde 1,,=0

olacagindan, normal gerilme i¢in,
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(3.32)

bulunur. M vektoriiniin asal eksenlerden biri, 6rnegin x dogrultusunda ( y ekseni kuvvetler

diizlemi i¢inde ) olmasi halinde,

olur. Bu durumda, gerilmeler y nin fonksiyonu oldugundan, egilme diiz egilme olur. Tarafsiz
eksen x eksenidir. Sonug olarak, kuvvetler diizlemi kesitin asal eksenlerinden birini igerirse,

egilme diger eksen etrafinda diiz egilme olur.
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4. GERILME TANSORU

Bu kesimde sekil degistiren cisimler mekaniginde onemli yeri olan gerilme tansorii ele

aliacak ve bu tansoriin 6zdeger ve 6zvektorlerinin fiziksel karsiliklar belirtilecektir.

4.1 1I¢ Kuvvet Ve Gerilme

Bir cismin, zihnen diisiiniilen ¢esitli parcalari arasindaki etki ve tepkiye i¢ kuvvet denir.
Ayirma ylizeyinin secilen tarafina gore, i¢ kuvvet belirli bir yon kazanir. Segilen taraflarda

degisiklik yapilirsa i¢ kuvvet de yoniinii degistirir.

I¢c kuvvetlerin esas 6zelliklerinden biri de, kesit yiizeyi boyunca siirekli bir tarzda dagili
olmalaridir. Yiizeye dagili i¢ kuvvetin herhangi bir noktada dagilma siddetini belirtmek i¢in, o
civarda birim alana isabet eden degerinin verilmis olmas1 gerekmektedir, bu siddete gerilme

denir.

Sekil 4. 1  Gerilme Vektorii

Sekil 4.1 de gosterilen kesitin B noktasi civarinda alinan AA ile gosterilen alan elemanina

isabet eden i¢ kuvvet tutar1 AF ile gosterilirse, bu civarda gerilme vektori,
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p=lim 4.1)

AA—0

2e

seklinde tanimlanir. Gerilme vektorii genel olarak ayirma yiizeyinin normalinden farkli

dogrultudadir.

Gerilme vektoriiniin ayirma yilizeyinin normali dogrultusundaki izdiistimiine normal gerilme,
ayirma yiizeyi iizerindeki bir dogrultudaki izdiistimiine o dogrultudaki kayma gerilmesi adi

verilir.

Nokta civarinda goz Oniine alinan bir kiiplin bir yiiziinden diger yliziine gerilmelerin
degismesi ve iceride hacim kuvvetlerinin (atalet) bulunmasi ihtimalleri mevcuttur. Once a, b,
¢ boyutunda bir eleman diisiiniiliip sonra limite gidildiginde, bu terimlerin yliksek mertebeden

kiigiik oldugu, dolayisiyla ihmal edilebilecegi goriiliir.

z
cSZ
_’TZY
I/‘EZX T,
1
I T xz L Gy
dz o) I PR
/ d7 y
/ GX Txy / X
dy
X

Sekil 4. 2 Uc Eksenli Gerilme Hali
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Sekil 4.2 de normalleri x,y,z dogrultularinda olan yiizeylerdeki gerilmeler, segilen eksen
sistemindeki bilesenleri ile gosterilmistir. Kars1 yiizlerdeki gerilme bilesenleri ters yonlerde

olacaktir.

Kayma gerilmelerindeki birinci indis gerilmelerin bulundugu yiiziin normalinin dogrultusunu,

ikincisi ise gerilmenin dogrultusunu belirtir. Moment denge denklemlerinden,

T, =T , T.=7,. , T, =T (4.2)

oldugu kolayca gosterilebilir.

4.2 Bir Noktada n Normalli Yiizey Uzerindeki Normal Gerilme

Gerilmenin taniminda bir AA kesit alan1 elemaninin sec¢ilmesi 6ngoriilmiistii. Buna goére bir
noktadan gegen, ¢esitli dogrultulu ylizey elemanlar diisiiniilebileceginden, ayni nokta i¢in her
defasinda bagka bir gerilme bulunacaktir. Kisaca sdylemek gerekirse n degistikce p gerilme
vektorii ona bagh olarak degisecek demektir. S6z konusu nokta civarinda, kenarlar1 sonsuz
kiigiik bir dort yiizliiniin dengesi diisiiniilerek bu iki vektor arasindaki vektor fonksiyonu

belirlenebilir.

Bu amagla sozii edilen nokta civarinda alinan Sekil 4.3 teki dortylizliiyli goz ontine alalim.
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Sekil 4.3 Dik Ug Kesit

n birim vektoriiniin bilesenleri sirastyla (ny, ny, n,) ve bu yiizeydeki gerilme vektoriiniin
bilesenleri de p., p,, p- olsun. Sekildeki cismin dengesinden, (x) ekseni dogrultusunda

yazilacak izdiisiim denklemi,

A A A A
Py-abc =0 ,.0bctT.oact7T..oab

seklindedir. Halbuki gesitli yiizlerin alanlar1 arasinda,

A A A A A A
obc=n..abc , oac=n,.abc , oab=n..abc

bagintilar1 mevcut oldugundan, denge denklemi,

Py =N,.0,+Nn,7, +Nn,.7, (4.3)

haline gelir. Benzer sekilde diger eksenler boyunca izdiisiim denge denklemlerinden de,
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Py =N,Ty +N,0,+n,.7, (4.4)

p.=Nn,T,, +n,7,+n,0, 4.5)

elde edilir. (4.3), (4.4) ve (4.5) denklemleri, p(p,,p,.p.) gerilme vektori ile n(n ,n,.n.)

normal vektorii arasindaki lineer vektor fonksiyonunu tarif eden ifadelerdir. Bu vektor

fonksiyonunun,
O-x xy Xz
T X Gy z-yz (4 . 6)
TZX zy JZ

ile verilen katsayilar matrisine gerilme tansérii ad1 verilir.

Matris formda (4.3) ,(4.4), (4.5) bagintilari,

p=n'oc 4.7)

seklindedir. (4.2) simetri bagintilart géz 6niinde bulundurulursa, gerilme tansoriiniin simetrik

oldugu goriiliir. Dolayisiyla gerilme vektorii igin (4.7) ifadest,

p=on (4.8)

olarak yazilabilir. abc kesitindeki normal gerilme,

O =pn=n.p. +n.p +n.p,
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eder ki (4.3), (4.4) ve (4.5) denklemleri yardimiyla o, i¢in,

O,

2 2 2
w =M O tn.o, +n;.0 +2n.nt +2nnt._ +2nnt (4.9)

x"z%xz y' 'z yz

yada matris formda,

Oy = n'on (4.10)

bulunur.

4.3 Asal Gerilmeler, Gerilme Bilesenlerinin Doniisiimii Ve Tansor (")zelligi

Bir cismin bir noktasindan gegen ve birim normali n(n.,n ,n ) olan yiizeydeki normal
gerilme (4.9) kuadratik formu ile verilmistir. Bu ifade 7, eylemsizlik momenti i¢in verilen

(3.6) ifadesinin benzeridir. Dolayisiyla (3.6) ifadesi kullanilarak, 3.3 ve 3.4 kesimlerinde elde

edilen sonuglar gerilmeler i¢in de kullanilabilir.

Ornegin, normal gerilmelerin en biiyilk ve en kiiciik degerlerinin bulunmas: istenirse,

n’+n?+n? =1 kosulu altinda (4.9) da verilen,

2 2 2
Oy =n,.0,+n,.0,+n..0 . +2n.nr +2nnt_+2nnr,

x"z%xz y' 'z yz

kuadratik formunun ekstremumu aranacaktir. 3. bolimde elde edilen sonuglara gore, o, nin
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ekstremum oldugu degerler (4.9) kuadratik formunun katsayilar matrisi olan,

X Xy Xz
O=\Ty g, vz
Xz 3 vz O_z

), (2 . 03)

simetrik matrisinin &,,0,,0, dzdegerleridir. Sirastyla bu 6zdegerlere kars1 gelen n”, n'*, n

Ozvektorleri de bu gerilmelerin dogrultularini vermektedir. Bu ekstremum degerlere asal

gerilmeler denmektedir. Bu degerlerden biri en biiyiik, digeri en kiigiik normal gerilmedir.

Yine O noktasinda bir Ox yz dik koordinat sisteminde Sekil 4.3 tekine benzer olarak alinan

bir dortyiizliiniin dik ylizeylerine etkiyen gerilme bilesenlerinden olusan,

X Txy sz
c=|7, O, T,
Xz 3 yz O-z

matrisi ile o matrisi arasindaki doniisiim bagintisi, koordinat doniigiimiiniin Jacobi matrisi J

olmak iizere,

dir. Buradan, o nin en azindan kartezyen koordinatlarda tansoér 6zelligi gosterdigi sonucu
cikar. Gerilme bilesenlerinin genel koordinatlarda da tansor Ozelligine sahip oldugu

gosterilebilir.

Ayrica gerilme tansoriiniin 6zvektor dogrultularinin belirledigi eksen sisteminde, n(n,,n,,n,)

olmak iizere,
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_ 2 2 2
o, =0,n +0,n, +0,n,

(n)

dir. Yani normali 6zvektorler dogrultusunda olan diizlemlerde (asal gerilme diizlemleri)

kayma gerilmeleri sifirdir.
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5. SEKIL DEGISTIRME TANSORU

Bu boliimde sekil degistiren cisimlerin incelenmesinde 6nemli bir biiytlikliikk olan sekil

degistirme tansorii ele alinacaktir.

5.1 Sekil Degistirmenin Tanim

Sekil degistiren cisimler mekaniginde dnemli bir kavram olan sekil degistirme, diger 6nemli

bir kavram olan gerilmeden soyutlanabilir ve ondan bagimsiz olarak tanimlanip incelenebilir.

Bir cismin sekil degistirmesinin biri uzunluk degisimi digeri a¢t degisimi olan iki ana elemant

vardir.

Bu incelemede degisimlerin ana biiytikliikler yaninda ¢ok kii¢lik, matematik deyimi ile sonsuz
kiiciik olduklari, kabul edilecektir. Boylece, bu degisimler sonlu biiyiikliiklerin yaninda ihmal
edilebilecekleri gibi degisimlerin kareleri ve daha yukari mertebe degerleri de kendileri

yaninda ihmal edilecekler demektir.

Uzunluk degisimi: Ana elemanlardan uzunluk veya boy degisiminin tanimlanmasi ig¢in
baslangigta bir x dogrultusu iizerinde bulunan A ve B noktalar1 géz 6niine alinsin, Sekil 5.1

AB dogru pargasi sekil degistirmeden sonra A'B’ durumuna gelmis olsun.

Bl

A"TTC TR >

Sekil 5.1 Uzunluk Degisimi

Simdi,
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A'B'— 4B
8x0 s
AB

orani diisiiniilsiin. Bu oran x dogrultusundaki AB dogru par¢asinin icerisindeki birim boylarda
meydana gelen ortalama boy degisimini tanimlar. Eger yalmiz A noktasinda ve x
dogrultusundaki boy degisimi tanimlanmak isteniyorsa B noktas1 A ya yaklastirilarak limite

gecilmelidir. Boylece A da x dogrultusundaki birim boy degisimi,

g, = lim = >—22 (5.1)

seklinde tanimlanabilir. Herhangi bir noktada ve herhangi bir dogrultudaki boy degisimini

tanimlayan boyle degerlere uzama orani veya birim boy degigimi adlar verilir.

Ac¢1 degisimi: Sekil degistiren cisimler mekaniginde ve mukavemette dik acidaki degisim, ag1
degisimi birimi olarak kullanilir. Bu degisimi tanimlamak i¢in bir A noktasindan gegen

birbirine dik x ve y dogrultulari ile tanimlanan bir dik a¢1 diistiniilsiin, Sekil 5.2.

B' n

Sekil 5.2 Ac1 Degisimi

Baslangicta x ve y dogrultular iizerinde ve A ya yakin bir konumda bulunan B ve C noktalari

ile A noktasi, sekil degistirme sonucunda B’,C’ ve A" konumlarina gelirler. Boylece Sekil 5.2
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den de goriilecegi lizere, baslangigta 90° olan x4y agisinda y=a+f kadarlik bir degisim
meydana gelir. Bu deger, sekil degistirmenin birinci mertebeden sonsuz kiigiik bir deger
oldugu hakkinda daha 6nce yapilan varsayima gore, ¢ok kiigiiktiir ve bunun radyan cinsinden
degeri A daki x ve y dogrultular ile tanimlanan dik agidaki ortalama degisimi tanimlar. B ve
C noktalar1 A ya yaklastirilarak limite gegildiginde, A noktasindaki xAy dik agisindaki
degisim,

7, =lim (a+p)

B—A4
C—4

olarak tanimlanir

Boylece n/2 radyanlik acidaki degisimi yine radyan cinsinden tanimlayan y., ye A daki x, y

dogrultularina ait a¢t degisim orani ya da kayma agisi adi verilir.

Bu sekilde tanimlanan sekil degistirme elemanlar1 kati cismin belirli bir noktasinda, bu
noktadan gegen her dogrultu ve tepesi bu noktada bulunan her dik a¢1 i¢in birbirlerinden
farklidirlar. Bir noktadaki sekil degistirmenin bilinmesi, somut olarak, bu noktadaki sonsuz
kiiciik bir hacim elemaninin sekil degistirmeden sonraki yeni bi¢iminin bilinmesi anlaminda
tarif edilebilir. Bu hacim elemani, kenarlar1 dx, dy, dz olan bir dikdortgenler prizmasi olarak
almirsa, Sekil 5.3a, bu sonsuz kiiciik prizmanin sekil degistirmis halinin, Sekil 5.3b,
bilinebilmesi i¢in her kenarinin yeni boyunun ve A kosesindeki her {i¢ a¢inin yeni degerinin
bilinmesi, yani, x, y, z dogrultularindaki &, &, & boy uzama oranlar ile xA4y, x4z, y4z dik

acilarindaki yyx, Yxz, Yy- ac1 degisimi oranlarmin bilinmesi gerekir.

Boylece A daki sekil degistirme halinin bilinmesi i¢in gerekli alti eleman, 7/; =&, v.b.

tanimlari ile simetrik bir matrisin elemanlar1 olarak,

e=le, &, ¢ (5.2)
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seklinde gosterilebilir. Bu matris tansér doniistim kuralina da uydugundan, bu matris sekil

degistirme tansorii olarak adlandirilir.

z
!
I
dz J_é__ ]
e dx y
» X dy
X

Sekil 5.3 Sekil Degistirme Durumu

Ozel durum olarak, cismin sekil degistirmesi esnasinda noktalarin yer degistirme vektdrleri
daima belirli bir diizleme paralel kaliyorsa, boylesi sekil degistirme haline diizlem sekil

degistirme hali ad1 verilir. Diizlem sekil degistirme halinde (5.2) ifadesi,

& &, 0
e=|¢, & 0| veya 5:[ ' xy}
£
0 0 0 v

seklinde yazilabilir.
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5.2 Sekil Degistirmelerin Yer Degistirmeler Cinsinden Ifadesi

Burada geometrik gosterimlerde kolaylik saglayacagi icgin, ifadeler, diizlem sekil degistirme
durumu i¢in elde edilecektir. Cismin A noktasinda alinan ve boyutlar1 Ax, Ay olan bir ABCD
dikdortgeni, sekil degistirdikten sonra 4'B'C'D' sekline doniisecektir, Sekil 5.4. AA4' yer

degistirmesinin x, y eksenleri dogrultularindaki bilesenleri u ve v olsun,

u—}-@ AX
15).

Sekil 5.4  Sekil Degistirmelerin Yer Degistirmeler Cinsinden Ifadesi

A noktasindan Ax mesafedeki B noktasinin u, yer degistirme bileseni,

Uy, =u+—A~Ax
X

olur. Su halde x dogrultusundaki &, birim uzamasi,
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( 8uj2 (8\/)2

Ax, | 1+— | +] — | —Ax 2 2
A'B'—- AB ox Ox \/{ 8uj (8\/)

& = = 1+ + -1

* AB Ax B o) \ox

olarak bulunur. % ve ? degerleri sonsuz kiigiik olduklarindan, yiliksek mertebeden
X X

terimler terk edilmek sartiyla,
- (5.3)

seklinde elde edilir. Benzer sekilde ¢, i¢in,

2 2
. _AC-AC dy Oy _\/( av] +(8u] »

! AC Ay
£, =— (5.4)
elde edilir. BAC dik agisinda meydana gelen ag1 degisimi yyy ise,

2¢, ,=y,=BAC-B'A'C'=q,+q, (5.5)

olacaktir.
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Diger taraftan B noktasinin v, yer degistirme bileseni

V, =Vv+—Ax
X

olur. Buna gore a; agist,

v+2vAx—v ?
a Ry = x@u - )éu
U+Ax+—Ax-u  1+—
ox ox

X
ov
o =—_— 5.6
' ox (5.6)
olur. Ayni sekilde,
=2 57)
oy

g =12 :l(ﬁﬁ_“J (5.8)
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seklinde bulunmus olur.

5.3 Herhangi Bir Dogrultudaki Birim Boy Degisimi

Cismin bir noktasindaki uzama oranlarinin bu noktadan gecen her dogrultuda farkli oldugu

belirtilmisti Burada n birim vektori ile belirli bir dogrultudaki ¢,, uzama oraninin

(n)
n(n.n,,n,) ile iligkisi sekil 5.4 teki AD vektoriiniin degisimi incelenerek elde edilecektir.

Yine sekil degisimlerinin kiiglik oldugu wvarsayilacak ve koordinatlarin artimi yerine

diferansiyeli kullanilacaktir.

Sekil 5.4 te D noktasinin yer degistirme vektorii DD' niin bilesenleri,

u, =u+du :u—i-a—udx—i-a—udy

ox oy (5.9
ov ov '
Vv, =v+dv=v+—dx+—dy
ox oy

seklinde yazilabilir. Sekilden, A'D'-AD=DD'—AA' oldugu goriilmektedir. Bu esitligin

sol tarafi AD=dr diferansiyel vektoriindeki degisimi gostermektedir. Bu vektorii matris

formda
o
du| | ox Oy ||dx (5.10)
dv| |ov v | dy '
ox Oy

seklinde yazabiliriz. Bu esitlik, kare matris simetrik ve ters simetrik kisimlara ayrilarak,
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]| 1fou o o |l ey
2\ 0y ox oy 2\ oy oOx

ou 1fou ov 0 1fou_ov
du ox 2\ 0y oOx)||dx 2\ 0y Ox )| dx
+ (5.11)
1 dy

seklinde yazilabilir. Bu esitligin sagindaki birinci terimdeki kare matris ¢ sekil degistirme

tansortdiir. ( Bkz.(5.4)(5.8)(5.9) )

Ters simetrik olan ikinci terimdeki kare matris Q ile gosterilirse, (5.11) ifadesi matrislerle,

d(dr)=edr+Qdr (5.12)
olarak yazilabilir. Diger taraftan ds, dr vektoriiniin boyunu gostermek tizere,

d(ds*)=d(dr)

dir. Buradan,

ds d(ds)=dr.d(dr) (5.13)
olur. Bu da, (5.12) kullanilarak, matrislerle,

ds d(ds)=dr" edr+dr" Qdr (5.14)

seklinde yazilabilir. 2 matrisi ters simetrik oldugundan, esitligin sagindaki ikinci terim sifir

olur. Dolayisiyla,
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ds d(ds)=dr" edr
olur. Her iki taraf ds > ye béliiniip, % =n oldugu g6z Oniine alinirsa,
s

d (ds)

ds

=n"en (5.15)

olur. (5.15) in sol tarafi n birim vektérii dogrultusundaki birim boyun degisimini

gostermektedir. Bu terim ¢, ile gosterilecek olursa,

_ T
Emy =N &N

yani,

_ 2 2
Egy =ELMN, FEN"+2 nn,

bulur. Benzer sekilde, ti¢ boyutlu sekil degistirme durumunda, &, nin,

_ 2 2 2
Emy =€, tE N +E N +26 nn +2¢ nn +2¢ nn (5.16)

xy xy xz'x"tz

()

olacagi agiktir. (5.16) ifadesi, katsayilar matrisi sekil degistirme tansorii olan bir kuadratik

formdur.
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5.4 Asal Sekil Degistirmeler, Sekil Degistirme Bilesenlerinin Doniisiimii Ve Tansor

Ozelligi

Cismin bir noktasindaki uzama oranlarinin bu noktadan geg¢en dogrultuya bagliligi kisim 5.3

te incelenmis ve n(n,n, ,n ) birim normali ile belirlenen dogrultudaki uzama orani &,

(5.16) kuadratik formu ile verilmistir. Bu ifade (3.6) da ve (4.9) da verilen kuadratik formlarin
benzeridir. (3.6) ifadesi kullanilarak 3.3 ve 3.4 kesimlerinde ¢ikarilan sonuglar burada da

gecerlidir.

Ornegin, uzama orammnin en bilyllk ve en kiiclik degerleri bulunmak istenirse

n’+ ny2 +n =1 kosulu altinda

_ 2 2 2
Egy =ELMN, FE N +E N +26 nn +2e nn +2¢ nn,

()

Kuadratik formunun ekstremumu aranacaktir. Bu kuadratik formun katsayilar matrisi olan

x Xy Xz
e=\g, &, &, (5.17)
gxz gyz 82

matrisinin &, &,, &, 6zdegerleri &, nin ekstremum degerleridir. Bu ekstremum degerlere asal
sekil degistirmeler denmektedir. & matrisinin ¢,,¢,,&; 0zdegerlerine, sirasiyla, karsi gelen ve
birbirlerine dik olan n”, n'”, n® 6zvektorleri asal sekil degistirmelerin dogrultularmi (asal

eksenleri) belirtmektedir. Bu eksenlerde n(n,,n,,n,) olmak lizere,

_ 2 2 2
Emy =N ten ten,
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dir. Yani bu eksen sisteminde kayma sekil degistirmeleri sifirdir. Ayrica bir OX ¥z koordinat

sisteminde tanimlanan sekil degistirme elemanlarindan olusan,

el
M|
&

=
=
<
i

gl
I

el
il
™|

5
taf
<
N

™|
™
™

i
5

yZ

N

matrisi ile, Oxyz de (5.17) ile tanimli & matrisi arasindaki doniisiim bagintisi, koordinat

doniisiimiiniin Jacobi matrisi J olmak {izere,

dir. Buna gore sekil degistirme elemanlar1 ya da sekil degistirme bilesenleri kartezyen
koordinatlarda, tansor doniisiim kuralina uyar. Sekil degistirme bilesenlerinin de gerilme

bilesenleri gibi genel koordinatlarda tansor 6zelligine sahip oldugu sdylenebilir.
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6. SONUCLAR

Bu calismada matris 6zdeger ve 6zvektorlerin mekanikteki bazi uygulamalar1 incelenmistir.
Uygulamalarda kullanilan matrisler simetrik matrislerdir. Calismada ele alinan matrislerle
ilgili 6zdeger ve 6zvektor problemlerinin uygulamada nasil karsimiza ¢iktigi, bu 6zdeger ve
ozvektorlerin fiziksel olarak anlamlarinin ne oldugu ve bunlarin kullanimmin getirecegi

kolayliklardan bazilar1 gosterilmeye ¢alisilmistir.



54

KAYNAKLAR

Anton H. ,Elementary Linear Algebra, John Wiley & Sons, Newyork

Anton H.,Rorres C.,Elementary Linear Algebra-Applications Version, John Wiley & Sons,
Newyork

Bakioglu M.,Kadioglu N.,Engin H., Mukavemet Problemleri-Ciltl,Beta Yayinlari

Hibbeler R.C.,(2004) Miihendislik Mekanigi/Dinamik, Cevirenler:Soyucok A., Soyucok
O.,Literatiir Yaynlari

Hibbeler R.C., (2005), Miihendislik Mekanigi/Statik, Cevirenler:Soyugok A., Soyucok
O.,Literatiir Yaynlar1

Hill D.R., (2002) ,Uygulamal1 Lineer Cebir ,Ceviri Editorii Akin O., Palme Yayincilik
Inan M, (1973), Cisimlerin Mukavemeti, Ofset Matbacilik

Johnson, Art., (1994), History of Mathematical Terms, Classic Math: History Topics for the
Classroom,. Dale Seymour Publications,.

Kocatiirk T.,(2000) , Mukavemet Ders Notlari

Kokliice B., (2005), Kuadratik Say1 Cisimlerinde Carpanlara Ayirma, ideal Sinif Grubu, ve L
Fonksiyonlar1, YTU Fen Bilimleri Enstitiisii

Omurtag H.,M., (2005), Mukavemet, Birsen Yayinevi

Ozbek T., Mukavemet, Birsen Yayinevi

Rizaoglu E.,Siinel N. ,(2002), Klasik Mekanik , Tokat

Soyugok Z., Soyucok A. (2003), Tansor Analizi ve Uygulamalari, YTU Basim-Yayin
Suhubi E.S.,(1981) , Rijit Cisimler Dinamigi , Fatih Yayimevi Matbaasi ,istanbul
http://members.aol.com/jeff570/




OZGECMIS

Dogum tarihi 02.11.1979
Dogum yeri Afyon
Lise 1995-1998
Lisans 1998-2003

Yiiksek Lisans 2003-

Cahistig1 kurum(lar)

55

Eskisehir Ertugrulgazi Lisesi

Yildiz Teknik Universitesi Kimya-Metalurji Fak.
Matematik Miihendisligi Boliimii

Yildiz Teknik Universitesi Fen Bilimleri Enstitiisii
Matematik Miih. Anabilim Dali, Matematik Miih.
Programi

2005-Devam ediyor YTU Fen Bilimleri Enstitiisii Arastirma Gorevlisi



