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OZET
TEMEL GRUPLAR
Secil ERGENE

Matematik, Yiiksek Lisans Tezi

Bu tezin amaci; cebirsel topolojide dnemli bir yeri olan temel gruplari, tamimlar ve teoremler
yardimiyla agiklamaktir.

Egrisel baglantili bir X kiimesinin temel grubu, homotopi denklik bagintist altinda p tabanli ilmek
kiimelerinin denklik siniflarinin kiimelerinden olusan gruptur.

p tabanli ilmek; p noktasimi baslangic ve bitim noktas: kabul eden yoldur. Yol; x,,x;€ X

igin[O,l] kapali araliginin O noktasini X, noktasina, 1 noktasin1 x; noktasina gotiiren tasvirdir;

bu tasvir X ’dan x;’e bir yoldur.

p noktasin1 iceren dejenere yola homotopik olan tiim yollarin kiimesi, bu grubun birim
elemanidir. Homeomorfik uzaylarin temel gruplari izomorfiktir. Aslinda temel grup, sadece X’in
homotopi tipine baglhdir.

a ilmegi ve b ilmeginin grup carpimi a*b, art arda gelen a ve b yollar1 seklinde gosterilir. Birim
eleman, sabit yol; a’nin tersi onun ters yoniindeki yoldur.

Her ilmegi sabit ilmege homotopik olan temel gruba asikar temel grup adi verilir. Asikar temel
gruba sahip bir uzaya basit baglantili uzay denir.

Bu ve benzeri tamimlardan yola ¢ikarak temel grubun o6zellikleri ispatlanabilir ve bu ispatlar
bircok homoemorfizm problemlerinin ¢6ziimiinde kullanilir.

Anahtar Kelimeler: Egrisel baglantili, homotopi, ilmek, denklik sinifi, yol,homotopik.

JURI:
1. Prof. Dr. Semin Akdogan Kabul tarihi: 07.07.2006
2. Dog. Dr. Ayse Kara (Danigsman) Sayfa Sayist: 55

3. Dog. Dr. Omer Gok



ABSTRACT
FUNDAMENTAL GROUPS

Secil ERGENE
Mathematics, M.S. Thesis

This research work the fundamental groups which take an important part of the algebraic
topology.

The fundamental group of an arcwise-connected set X is the group formed by the sets of
equivalence classes of the set of all loops, under the equivalence relation of homotopy.

A path that begins and ends at p is called a loop at p. Given points x( and x; of the space X, a
path in X from x( to X is a continuos map f: [0,1] — X, such that f(0) =x( and (1) = x;.
The identity element of this group is the set of all paths homotopic to the degenerate path

consisting of the point £. The fundamental groups of homeomorphic spaces are isomorphic. In
fact, the fundamental group only depends on the homotopy type of X.

The group product a*b, of loop a and loop b is given by the path of a followed by the path of b.
The identity element is represented by the constant path, and the inverse of a is given by

traversing a in the opposite direction. The fundamental group is independent of the choice

The fundamental group whose every loop is homotopic to constant loop called trivial
fundamental group. A space with a trivial fundamental group is called simply connected.

The properties of the fundamental groups can be proved by those explanations and those
properties are used in the solution of the homomorphism problems.

Keywords: Arcwise connected, homotopy, loop, equivalence relation, path,homotopic.

JURY:
1. Prof. Dr. Semin Akdogan Date: 07.07.2006
2. Dog. Dr. Ayse Kara (Supervisor) Page: 55

3. Dog. Dr. Omer Gok
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1. HOMOTOPIiLER VE HOMOTOPIK TASVIRLER

1.1 Tanim:

X ve Y iki topolojik uzay olmak iizere f ve f’, X’den Y’e i¢ine iki siirekli tasvir olsun. Eger

Vxe Xicin,
F(x,0)=f(x) ve F(x,])=f"(x) (1.1)

olacak sekilde F : X x [0,1] — Y tasviri varsa f ve f tasvirlerine homotopiktir denir ve F’ye
de f ve f” arasinda homotopi denir.

f ve f” homotopik ise f =f” ile gosterilir.

F(x,t)
X
X
0 |
Sekil 1.1a
veya,
Xx1 —
(x,0) )
(x,1)

Sekil 1.1b



O halde bir homotopi X’den Y’e siirekli tek parametreli tasvirler ailesidir.
t € [0,1]’ i zaman parametresi olarak kabul edersek, o zaman F homotoposi f tasvirinden f’

tasvirine bir siirekli defarmasyonu temsil eder.

1.2 Tanim:

f:[0,1] - X tasviri xq ,Xx; € X icin,

f(0) = xq ve (1) = x4 (1.2)

olacak sekilde siirekli bir tasvir ise f’ye X topolojik uzayinda x ’dan x;’e bir yol denir.
X( — tasvirin baslangi¢ noktasi

X; — tasvirin bitis noktasi denir.

£ X

T
—

Sekil 1.2

1.3 Tanmim:

fve £’ :[0,1] —» X olacak sekilde iki yol goz Oniine alalim. Eger bu yollar ayn1 baslangi¢ ve

bitim noktalarina sahip ise yani her ikisi i¢in X, baslangi¢ noktasi ve x; bitim noktasi ise ve

Vse [0,1] vete Ligin,

F(s,0)=f(s) ve F(0,t)=x, (1.3)

F(s,)=f"(s) ve F(Lt)=x, (1.4)

olacak sekilde siirekli bir F: [0,1] x I — X  tasviri varsa f ve f’ tasvirlerine yol
homotopiktir ve F’e de f ve f” arasinda yol homotopisidir denir.

f ve f” homotopik ise f =p f* ile gosterilir.



/(1)

Sekil 1.3a

t4 " Fsp T

| F(s,1) = f'(s) X
F(0,t) =x, F(1,0) =x,
> g
F(s,0)=1(s) 1
IxI
Sekil 1.3b
1.4 Ornek:
fve g, X’den R 2’e siirekli iki tasvir olsun.
V x € Xigin
F(x,t) =(1-t).f(x) + t.g(x) (1.5)

seklinde tanimlanan bir F, f ve g arasinda bir homotopidir.



1nceleyelim;

F(x,0) = (1- 0).f(x) + 0.g(x) = f(x)
F(x,1) = (I- 1).f(x) + 1.g(x) = g(x)

Dolayisiyla F, f ve g arasinda bir homotopi, f ve g homotopik tasvirler olurlar.

Bu homotopiye 6zel olarak dogru homotopisi denir.

Acaba F, f ve g tasvirleri arasinda bir yol homotopisi midir?

f ve g tasvirleri x(,’dan x, ’e iki yol olsun. Yani

f0) = xo ,  20)= xg
f(h=x ., gb=x

F’nin yol homotopikligini inceleyelim;

F(s,0) = (1- 0).f(s) + 0.g(s) = f(s)
F(s,1) = (1- 1).£(s) + 1.g(s) = g(s)

F(0,t) = (1-1).£(0) + t.g(0)
= £(0) - t.f(0) + t. g(0)  (f(0) = g(0) =x¢ )
F0.0) = f(0) = x,

F(L,t) = (1-t).f(1) + t.g(1)
=f()-tf(l) +t. g(1) (f(1) =g) =xy)

F(Lp) = f(1) = x,

Dolayisiyla F, f ve g arasinda bir yol homotopisi f ve g yol homotopik tasvirler olurlar.

1.5 Teorem:

“="ve “=p” bagmulan denklik bagintilaridir.

(1.6)
(1.7)

(1.8)
(1.9)

(1.10)
(1.11)

(1.12)

(1.13)
(1.14)

(1.15)



1.6 Tanim:

Bir f tasviriyle yol homotopik olan tiim tasvirlerin kiimesine yol homotopi simifi denir ve [ f ]

[TPT] [T

ile gosterilir “=" ve “=p” bagintilar1 denklik bagintilar1 olduklarina gore [ f ] , f yolunun

113

=p ” bagintisina gore denklik sinifidir.

1.7 Tamm:

X topolojik uzayimnda f, x, noktasindanx;’e bir yol ve g de x;’den x, e bir yol olsun. f ve

g'nin h =f * g carpim da X topolojik uzayinda bir yoldur.
h(s) = (1.16)

h(s) , X topolojik uzayinda x, vex, arasinda bir yoldur. h yolunun ilk yaris1 f yolu, ikinci

yarisi g yolu gibi diisiiniilebilir.

. Eger f ve g yollarinin f * g seklindeki ¢arpim tanimli ise yol homotopi siniflarinin

bir ¢arpimini;
[fl*[gl=[f*g] (1.17)

seklinde tanimlayacagiz.
Yol ¢arpim islemi homotopi siniflar1 arasinda iyi tanimlidir. Bunu gosterebilmek igin f ile f”

arasinda F yol homotopisini ve gile g’ arasinda G yol homotopisini alalim.

F(2s,t) se{o, ﬂ

H(s,t)= (1.18)

G(2s-Lt) se{%, 1}

Vt igin F(1,t) = G(0,t)= x, oldugundan H iyi tammlidir. H'nin f * g ve f’*g" arasinda

aranan yol homotopisi oldugu kolaylikla gosterilebilir.



@)}

(\\\\\

Sekil 1.4

1.8 Teorem:

“#x” islemi asagidaki ozellikleri saglar.

Birlesme ozelligi:
[f1=([gl*[h])=C[f]*[g])*[h] (1.19)

Sag —sol birim eleman: xeX igin e, : 1 — X olacak sekilde I'nin biitiin elemanlarin1 X’in

(73 3]

sabit bir eleman1 olan “x” e gotiiren tasvir olsun.
[f1#[eg 1= [f] (1.20)

ley, 1% [£]=[f] (1.21)

Ters eleman: f, X topolojik uzaymnda x, noktasindan x;’e bir yol olsun. f ifadesi de X|

noktasindan x’a f(s) =f(1—s) yolu olsun.

[f1%[f]=1e,] (1.22)

[F1%[f]=1[e] (1.23)



1.9 Ornek:

hveh’: X — Y homotopik iki tasvir

k vek” : Y — Z homotopik iki tasvir olsun.

koh ve k’oh” tasvirlerinin homotopik olduklarini gosterelim.

h ve h” arasindaki homotopi H, k ve k” arasindaki homotopi K olsun.
H: Xx[0,1] =>Y

K: Y x[0,1] > ZH

vxeX H(x,0)=h(x) €Y H(x,])=h'(x) e Y
vyeY K(y,0)=k(y) €Z K(yl)=k'(y) e Z
yazilabilir.

H ve K tasvirleri arasinda KoH : X — Z tasvirini tanimlayalim.

K(y,t) 0 H(x,t) : X = Z tasviri koh ve k’oh’tasvirleri arasinda bir homotopidir.

Ciinkii,

t=0 icin K(y,0) o H(x,0) = koh
t=11i¢in K(y,1) o H(x,1) =k’oh’

oldugundan koh ve k’oh” tasvirleri homotopikdir.

(1.24)

(1.25)

(1.26)
(1.27)



2. TEMEL GRUPLAR

2.1 Tanim:
X bir topolojik uzay olsun. f:[0,1] - X
f(0) =xo ve f(1) =x, (2.1)

olacak sekilde bir x,€ X var ise baslangic ve bitimi x, ’da olan bu yola ilmek denir.

[0,1]

Sekil 2.1

2.2 Tanim:

“*” islemiyle x( ’daki ilmeklerin yol homotopi simiflarinin kiimesi X’in temel grubudur ve

nl(X,XO) seklinde gosterilir. nl(X,xo) bir gruptur.

2.3 Ornekler:
1- R", n boyutlu OKlit uzayidur. Jtl(R“,xo) asikar gruptur yani T, (Rn,xo) grubu R’nin

birim elemaniyla olusturulan gruptur. f, R" "nin x,, da bir ilmegi ise ,

F(s,t) = txo+ (1-t) 1(s) (2.2)

dogru yol homotopisi f ve sabit e X, ilmegi arasinda yol homotopisidir.

2- R"’nin her konveks alt kiimesi bir agikar gruptur. Ozellikle B" < R"

B" :{x: X2 Xt +xn231}. (2.3)



KONVEKSLIK: x,ye X icin x ile y arasinda { tx+(1-t)y ‘ 0<t<1 } diiz dogru parcasi

yine X tedir.

2.4 Tanim:
o , X uzayinda x noktasindan x;’e bir yol olsun.

a: m(X,xg)—= (X, x;) tasviri

G(fD)=la]*[f]*[a] 2.4)

seklinde tanimlansin.

&, x tabanli bir temel gruptan x; tabanli bir temel gruba tanimlidir.

o
f X

Sekil 2.2

O tasviri iyi tammmhidir. Ciinkii “*” iglemi iyi tanimlidir.

f, X, tabanl bir ilmek ise o (f = o), X, tabanli bir ilmektir.

Sekil 2.3
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2.5 Teorem:

& tasviri grup izomorfizmasidir.

ispat:
& ‘nin homomorfizma oldugunu gosterelim.

f ve g, X’te tanimh yollar olmak iizere

G([fD*a([gl)=a([f1*[g]) mdr?
G([fD*a([gh=([al*[fl+[al)*([al*[gl*[a])
= ([ol*[f)*([al*[aD*([gl*[al)
=(lal«[f*e *([gl*lal)
=[a]*[fl*[g]*[a]
=6 ([fl*[g])
=6 ([fxg])

&’ nmin izomorfizma oldugunu gosterelim.

s (Xoxg) = (X))

[*)

o

XO o

Sekil 2.4

o = B olsun. B, &’ nin tersidir.

B5 Wl(XvX1)* 7‘1(va0)

[h]e Tcl(X,xl) secelim.

B(Lh1)=[B1*[h]1*[B]

=[o]*[h]*[a]

(2.5)

(2.6)

(2.7)
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@(BLhD=[ol*([ ol*[hl*[al)*[ol
=[e, 1*[h1#[e,]
= [hl*[e,]
= [h]

Not:

f
Oxl
X0 f

Sekil 2.5

[f1x[f]=[e,]

Benzer sekilde
B(al[f])=[f]midir?
[ fle m(X.xq) icin,

Glfl=[al=[f]l=[a]
=[BI*[f1*[B]

[f1)=[B1*[BI*[f1*[B1=[B]
=ley 1#[f1%[e, ]

=[f]

(o)

B (

Demek ki, B, & * nin ters homomorfizmasidir.

(2.8)

(2.9)

(2.10)

@2.11)

2.12)
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2.6 Tanim:
Bir X topolojik uzayinda,

f(0) = x4 ve f(1) =x, (2.13)

olacak sekilde f: [0,1] — X siirekli bir f fonksiyonu varsa X yol baglantihdir denir.

Sekil 2.6

SONUC:

Xg,X; € X olmak iizere X yol baglantili olsun. Bu taktirde m;(X,x,), m;(X,x;)

izomorfiktirler. Yani bu iki temel grubu o6zdeslestirebiliriz. Elemanlar1 arasinda bire bir

esleme vardir ve ortenlik s6z konusudur.

2.7 Tanim:
X uzay1 yol baglantil1 ise VxpeX icin

(X, x9)=0 (2.14)
ise (yani T; (X, XO) agikar grup ise ) X basit baglantihdir.

2.8 Ornek:

R" uzayi basit baglantihdir. Yani

T (Rn , XO) =0 (sadece birim elmandan olusur. ) (2.15)
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2.9 Lemma:

Eger X basit baglantili ise ayn1 baslangi¢ ve bitim noktalarina sahip olan herhangi iki yol
homotopiktir.

Ispat:

XO g

Sekil 2.7

fve g, Xy ’dan x; e iki yol olsun.

f* g, X, da bir ilmektir.

[fxgl*[gl=[e, l*[g] Cinkii (f*g), e, ileyol homotopiktir.

=[ey*gl
=lgl (2.16)

[fxgl#[gl=[(=*g)*g]

=[fx*(g*g]

=[f*ey]

=[f] 2.17)
(2.16) ve (2.17) den
[f1=1[g] (2.18)

olur. Dolayisiyla f ve g yol homotopiktir.

2.10 Tanim:
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h: X — Y siirekli bir tasvir ve x5€ X, yge Yolsun.h: (X,x,) — (Y,y() , yani
h(x,)=1y, (2.19)

f, X’te X tabanl bir ilmek ise ; hof: [0,1] — Y, y( tabanl bir ilmektir.

Y
X

Sekil 2.8
2.11 Tanim:
h: (X, x¢g)— (Y,yo) siirekli bir tasvir olsun.
h(xg)=yo (2.20)
h,: ﬂ:l(X,XO)—> nl(Y,yO)tasviri
h,([ £ ])=[hof] (2.21)

seklinde tanimlanir.

h, tasvirine h vasitasiyla iiretilmis homomorfizma denir.

1- h, iyi tanimlidir.

F, fve f” arasinda yol homotopisi olsun.

F:IxI —-X
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X Y

F/>

IxI h

Sekil 2.9

hoF de , hof ve hof” arasinda bir yol homotopisi olur.

(hof ) * (hof”)

ho( £ £7)’ dir.
[hof ] * [hof’] (2.22)

I¢ carpim iyi tanimli oldugu icin h, da iyi tanimlidir.

2- h,’ 1n homomorfizma oldugunu gosterelim.

f(2s) , se [O, %}
fg(s)= (2.23)

1
2s—1) , se|—, 1
s-) o se| 3]
varsa;

hs) . SG{O, ﬂ
h((f *2)s) = "dur. (2.24)

hle(2s-1) , se B 1}
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Dolayisiyla ;

(hof ) ve (hog) = ho (f*g)oldu. (2.25)

3- Homomorfizma olmasi :

h, ([ f1)*h,([g]) midir?

h, ([ f=*g])

[ ho(f * g) ]

[ (hof) * (hog) |

[hof] * [hog]

h, ([f D) *h.([g]) (2.26)

h ([f1#[gl)

h,, htasviri ve x(’ a bagli oldugu i¢in (h, ). seklinde gostermek uygundur.(taban x )

(hy ). = m(X,xo)—> 7 (Y.yp)

2.12 Ozellik :
1) f:X—>Y,g:Y>Z

(gof), =g, of, (2.27)
2)f(xp)=1yo . 8(yog) =29 (2.28)
(id), =id m;(X,xy) (6zdeslik (birim) tasvir) (2.29)
2.13 Teorem:

h:(x,xy) = (y,¥0) (h(xy)=ygp)

k:(y,yo) — (z29) (k(yg)=zy) siirekli iseler

(koh), =k,oh, ve (2.30)
i (X, xg)—(y,yp) birim tasvir ise (2.31)

i, : TCI(X,XO)% nl(Y,yO) tasviri nl(X,XO) grubunda birim homomorfizmadir.



Ispat:

(koh) , [ f ]= [ (koh)of ]
= [ ko(hof) ]
=k, ([hof])
=k, (h, [f])

i, [f]=liof]=[f]

17

(2.32)

(2.33)
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3. ORTU UZAYLARI

3.1 Tanim:
p: E — B siirekli orten tasvir olsun. Uc B alalim. ( U acik kiime )

Vo € E’ nin ayrik agik alt kiimeleri olsun. Eger

p H(U)=uv, 3.1)

ve Vo icin P‘V : Vo — U bir homeomorfizma ise U’a p vasitasiyla muntazam ortiilityor

denir.

Sekil 3.1

Sekil 3.2
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{ Vg } topluluguna dilimlere ayrilmis p_1 (U)’nun bir ayrisum, her bir V.. ’a da dilim denir.

3.2 Tanim:

p: E — B siirekli Orten tasvir.
V be B’nin U — komsulugu p vasitasiyla muntazam ortiiliityorsa o zaman p tasvirine ortii tasviri

denir.

E’e, B’nin ortii uzay1 B’e taban uzayi denir.

Not: p:E — B iizerine ve siirekli tasvir olmak {izere V be B i¢in E ‘nin p_l(b) alt uzay1
ayirtik topolojiye sahiptir.

VvV V, E’de aciktir ve p_l (b)’lerin kesisimi tek noktadur.

Bu nedenle bu nokta p_1 (b) kiimesinde agiktir.

Not: p:E — B ortii tasviri ve A , E’nin agik alt kiimesi olsun.

x € p(a) cBalalim . x’in U komsulugu p tarafindan tamamen Ortiilmiistiir.

3.3 Ornek:

Xuzayri¢in i:X — X birim tasvir olmak tizere U < X (U acik kiime) alalim.

i(U)=UcX idi. (3.2)

i"'(U)=V, (3.3)
oldugundan 1 Ortii tasviridir.

3.4 Teorem:

p:R— s! ,p(x)=(cos2mx , sin 27t x) Ortil tasviridir. 3.4)
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Burada p, R reel dogrusunu s! cemberinin etrafini ¢eviren tasvirdir ve bu islemde her bir

[n,n+1 ] aralig S! iizerinden tasvir edilir.

Ispat:
S"in birinci bileseni pozitif olan noktalarin kiimesine U diyelim.

p_1 (U), cos 2mx’ in pozitif oldugu noktalari igerir.

p_l(U) , 'V, :[n—%,n+ij olmak iizere (3.5
p~'(U)=UVa (3.6)
neZ

seklinde ikiserli ayrik ve agik V, ’lerin birlesimi olarak yazabiliriz.

3.5 Aykir1 Ornek:
p: RT ¢! , p(x)=(cos2mx , sin 27x) iizerinedir ve yerel homeomorfizmadir. Fakat ortii
tasviri degildir.

(0,1) € S noktasinin R* tarafindan rtiilen bir acik komsulugu yoktur.

3.6 Teorem:
Eger p:E—B ve 7p :E'— B’ ortiitasvirleriise px p’ : Ex E'— B xB’ de ortii

tasviridir.

Ispat:
p, p siirekli ve orten tasvirler ise p x p” de siirekli ve ortendir.
Ux U’ < B x B’ agik kiime olsun.
Burada UcB
U’ c B’ acik kiimelerdir.
pxp :ExE —-BxB’

(e, ¢ ) ( ple) ple) )
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( pxp )_l (U X U'):p_1 (U) x (p)'(U")  (tammdan) 3.7)

p vep’ ortii tasviri oldugundan,

p ' (U)=JVq (3.8)
(p) ' (U)= UWB olsun. (3.9)
p'(U) x () '(U)= U Vo X Wg (acik kiimelerin birlesimi agiktir) (3.10)

Tanimin ikinci kismina gegelim.

p‘ v Vg —=U
homeomorfizmadir.

plw,: WU

Plvo X p" w,: Va x Wp o U x U” homeomorfizmadir.

3.7 Ornek:
T=S'x§s! uzayini alalim.(torus)

pxp:RxR—»S1 x St
carpim tasviri T’nin Ortii tasviridir. RXR’'ninV [ n, n+1 ] X [ m, m+1 ] birim karesi p X p carpim

tasviri ile T’yi tamamen Orter.

pXxXp

Sekil 3.3
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3.8 Ornek:

p(x) = (cos2mx , sin 27x) ve i birim tasvir ise
pxi:Rx R*— S' x R* olmak iizere, eger R? —{0} ile S! x R* arasinda x x t — tx seklinde

tanimli standart homeomorfizma alirsak bu ¢arpim tasviri bize iist yar1 diizlemi delikli diizleme

gotiiren tasviri verir.
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4. CEMBERIN TEMEL GRUBU

4.1 Tanim:

p: E— B seklinde bir tasvir olsun. Eger f herhangi bir X uzayindan B’ye siirekli bir tasvir ise

% : X = E olmak iizere
pof=f 4.1)

seklinde f tasvirine ; f’nin kaldirmasi denir.

}'E
xf\( ]lgp

Sekil 4.1

Not: Ortii uzaylart ve temel grubu incelerken p tasvirinin ortii tasviri oldugu durumlarda,

kaldirmasinin varlig1 daha 6nemli bir rol oynar.

4.2 Ornek:
p:R—>S ' olmak iizere

p(x) = (cos2 X, sin2 wx ) seklindeki Ortii tasvirini gdz Oniine alalim.

nf:[0,1] —» S! olmak iizere b=(1,0) noktasindan baslayan f(s) = ( cos X, sinTx ) seklindeki

f yolu icin , O ‘da baslayip % ‘de biten f (s)= % yolu f’nin bir kaldirmasidir.
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i1) g(s) = (cosms, -sins ) seklindeki g yolu i¢in , 0’da baslayip —% "de biten g(s) = - % yolu
icin g’nin kaldirmasidir.(g, g ile taginabilir)

i) h(s) = (cosdms ,sindTs) seklindeki h yolu icin 0’da baslayip 2’de biten

h (s) = 2s yolu h’nin kaldirmasidir. h tasviri [0,1] aralifin1 ¢emberin etrafin iki kez dolar.

-1 0 1 2 -1 0 1 2 -1 0 1 2
I S N < 1 gl 3
f/ff) g/g/> }K
I I Q I

Sekil 4.2

4.3 Lemma:
p: E—B olmak iizere p(e;)=b seklinde bir ortii tasviri olsun.

€ 'da baslayan herhangi bir f : [0,1] — B yolunun E’de, e, noktasindan baslayan bir tek f

kaldirmasi vardir.

ispat:
B’nin p tarafindan ortiilen U agik kiimelerini alalim.

[0,1] arahgm Viigin f([s;,si41]1)< U olacak sekilde sg,s;......,s,, araliklarina bolelim .
f(0)= e seklinde ve f(s),0<s<'s; i¢in tanimli olsun.

[s;,8;47] detammli f tasvirini sdyle tanimlayalim;
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f ([s;,s;41]) kiimesi, p tarafindan tamamen ortiilen acik herhangi bir U kiimesindedir. {Va},

p_1 (U)’nun dilimlere ayrilmis hali ve her bir V,, p tarafindan U kiimesine homeomorfik olarak

tammlansin. f (s;) bu kiimelerden birindedir. Bu kiimeye V diyelim. f(s) , se[s;,s;,]1i¢in
£ (s) = (p| f (f(s)) 4.2)

seklinde tanimlayalim. p|V :Vy = U bir homeomorfizma oldugu i¢in f , [s;,s;,;] lzerinde

surekli olacaktir.

Bu sekilde f tasvirini [0,1] aralifinda tanimlayabiliriz. f , tanimindan pof ={ bulunur.

f tasvirinin tekligini gosterelim.
f , €¢  dabagslayan f’ nin bagka bir kaldirmasi olsun.
£(0)=eqy= f(0) dur. (4.3)

0<s<s; olacak sekilde
f (s)=f (s) oldugu varsayalim. “4.4)

V1 yukandaki gibi tammladigimizda her se [s;,s;41] i¢in f (s)= (p| y (f(s)) idi.
1:, f nin bir kaldirmas1 oldugu igin [s;,sj;;] arahigindap ' (U) = U V,, kiimesine i¢ine tasvirdir.

V o, dilimleri agik ve ayriktirlar . f ([s;,s;41]) baglantili oldugu i¢in V o larin birindedir.
V,’da f( s;j) =1 (s;,) oldugundan £ ; [8;,8;41] ‘In tiimiinii V ; kiimesine tasir.

[si.Si+1] i¢in £ (s)e Vo Cp_l(f(s))’dir.
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Fakat bu sekilde sadece biry € (p|V F (f(s)) vardr.

Dolayisiyla se [s;,s;,1] icin £ (s)= f(s)’tir.

4.4 Lemma:

p(ey) =b olacak sekilde p: E— B bir ortii tasviri olsun .
F:I1xI =B, F(0,0) =b, olacak sekilde siirekli bir tasvir olsun. F’nin, F(0,0) = e olacak

sekilde siirekli ve 15: Ix I - E seklinde tanimli bir kaldirmas1 vardir .

Eger F bir yol homotopisi ise F de bir yol homotopisidir ve F t,ektir.

Ispat:

to < tleeeeen. <t, seklinde iki farkl alt parcaya bolelim.

Ftasviri, I;xJ; = [s;_y,s;]1 x [t;_,t;] dikdortgenini, B'nin p tarafindan ortiilen agik bir kiimesine

goturir.

F kaldirmasim I; xJ; dikdortgeninden baslayarak alt siradaki diger I, xJ; ,I; xJ, ve devami

dikdortgenleriyle tanimlariz.

Genel olarak iy ve jy i¢in, F’'nin; OxI, Ix0 ve Iio xJ i dikdortgenlerinden 6nce olan tiim
dikdortgenlerin A kiimesi iizerinde tanimlandigini farz edelim. Ayrica F’nin f A “nin siirekli bir

kaldirmas1 oldugunu farz edelim . F’i L xJ; izerinde tanimliyoruz. p tarafindan tamamen

ortillen ve F(I; xJ; ) kiimesini kapsayan B’nin bir a¢ik U kiimesini secelim . Her bir V, p

vasitasiyla homeomorfik olarak U iizerine tasvir edildiginden {Va} , p_l(U) ‘nun dilimlere

ayrilmis parcalanisi olur.
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Simdi F ,.C=A n (I; xJ; ) kiimesinde tanimlanmis oldu. Bu kiime I; x7J; = dikdortgeninin sol

ve alt kenarlarmin birlesimi oldugu ic¢in baglantihidir. Boylece F(C) baglantilidir ve V

kiimelerinin birinde tam olarak yer almak zorundadir. V ;’da yer alsin.

/ IiOXJiO

Sekil 4.3

pPo: Vo = U p’nin V a kisitlamisini belirtsin. I}, F A "nin bir kaldirmasi oldugu icin xe C igin;
po (F(x)) = p(F (x)) = F(x) oldugunu biliyoruz. 4.5)
Boylece F(x)=p, " (F(x)) dir. (4.6)

Buradan xe Ii0 xJ i icin F'i F(x)= po_l (F(x)) seklinde genisletebiliriz. Bir 6nceki lemmadan

genisletilmis tasvir siirekli olacaktir. Boyle devam ederek tiim 1% iizerindeki F’i tamimlariz.

F’nin yol homotopisi oldugunu varsayalim. F’in bir yol homotopisi oldugunu gostermek

istiyoruz.
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F, 12’ nin tim O x I sol kenarmm1 B’nin basit bir by noktasina tasir. F , F'nin bir kaldirmas:

oldugu i¢in bu kenari p_l( b()) kiimesine tasir. Fakat bu kiime E’ nin alt uzayr olmasindan

dolay1 ayirtik topolojiye sahiptir. O x I baglantili ve Fsiirekli oldugu icin F(0 x I) baglantilidir

ve bu bir nokta kiimesine esit olmalidir. Aym sekilde F(1 x I) da bir nokta kiimesi olmalidir.

Yani F bir yol homotopisidir.

4.5 Teorem:

p: E-=B , p(e() olacak sekilde bir ortii tasviri olsun . f ve g, B’de b(’dan b;’e birer yol olsun

ve f ve g sirastyla bu yollarin E’nin ey noktasinda baslayan kaldirmalar olsun. Eger f ve g

yol homotopik ise o zaman f ve g , E ‘nin aym noktasinda sonlanirlar ve yol

homotopiklerdir .

Ispat :
F:I1x I —B, f ve g arasinda bir yol homotopisi olsun. O halde F(0,0) = b, dir.

F: I x I-E tasviri de F(0,0)= e olacak sekilde F’nin E’ye bir kaldirmas: olsun .Bir 6nceki

lemmadan F bir yol homotopisidir ve F(0 x I) :{eo} ve F(1xI) = {el} tek nokta kiimelerine

esittirler. F’nin, I x I'nin alt kenarina kisitlanisi olan F Ix0 » E'nin ey noktasinda baslayan bir

yoldur. Yol kaldirmalarin tekliginden F(s,0) = f (s) elde etmeliyiz.

Benzer sekilde F 1x1. E’de bir yol ve F|jy; nin bir kaldirmasidir. F(Ox1)={e(} oldugundan

e noktasinda baslar. Yol kaldirmalarin tekliginden F(s,1)= ;;(s)’dir. Sonug olarak f ve g

e; ‘de sonlanir ve F de f ve g arasinda bir yol homotopisidir.
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4.6 Teorem :

Cemberin temel grubu sonsuz devirseldir.

Ispat :

by, s!in (1,0) noktas1 olsun.
T (Sl,bo) grubunun tamsayilarin (Z,+) grubuyla bir izomorfizmasini olusturacagiz.

Bunun icin , p(x)=(cos2nx,sin 2ntx) seklinde ifade edilen p: R—S! tasvirini ele alalim. Eger
f, s!in by noktasinda bir ilmek ise f, f nin R’nin 0 noktasindan baslayan bir yola

kaldirmasidir. f (1) , p_1 (b ) kiimesinin bir noktas1 olmalidir, yani f (1) n gibi bir tam say1ya

esit olmalidir. Bir onceki teoremden bu tam sayinin f’nin yol homotopi sinifina bagl oldugu

biliniyor. Sonug olarak ¢ ([f]) tam say1 olacak sekilde

o:m (Sl,bo) — 7 tasvirini tanimlayabiliriz.

¢ tasviri Ortendir: n , p_1 (b )’in bir noktasi olsun. R yol bagmtili oldugu i¢in R’de

f :[0,1] =R olacak sekilde O’dan n’ e bir f yolunu secebiliriz . f = pof seklinde tanimlayalim.

Bu durumda f , sl inb o noktasinda bir ilmek ve E de f’nin R deki 0 noktasindan baslayan bir

yola kaldirmasidir.Tanimdan ¢ ([ f ])=n’dir.

¢ tasviri 1-1’dir:

¢ ([f])=n=0 ([g]) olsun. 4.7
Buradan [ f ] =[ g ] oldugunu gosterecegiz. f ve é sirastyla f ve g’nin R’nin 0 noktasinda

baslayan yollarina birer kaldirmalar1 olsun. Hipotezden f ve é de n’de biter. R basit baglantili

oldugundan f ve é yol homotopiktirler. F, f ve é arasinda bir yol homotopisi olsun. F =poF

tasviri de f ve g arasinda bir yol homotopisi olur.
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¢ tasviri homomorfizmadir: f ve g , S"in h, noktasindaki iki ilmek olsun. f ve é de

sirastyla f ve g’nin R’nin 0 noktasinda baslayan yollarina birer kaldirmalar: olsun.

f(1)=n ve g(1)= malalim. (4.8)
f(2s) selo, L]
L 2]
h(s) = - (4.9)
n+g2s—1) = %,1

seklinde R’de bir yol ele alalim. Yani, h R’nin 0 noktasinda baslayan bir yoludur.
h’nin f* g’nin bir kaldirmasi oldugunu iddia ediyoruz.
VX i¢gin p(n+x) = p(x)’tir . Ciinkii  siniis ve cosiniis fonksiyonlarinin periyodu 27’ dir. O

zaman;

p(f(2s)) = £(2s) se o,

| =

p(h(s)) = (4.10)
p(n+g(2s-1)) =p(g(2s—-1)) =g(2s-1) s€

p—

1
2’

Buradan poh =f* g oldugui¢in h, f* g ‘nin 0’da baslayan bir kaldirmasidir.

Tanimdan
0 ([f* g])="h(l)=n+m ‘dir. Boylece ; (4.11)
O ([f*gl)=0 ([f])+0 ([g]) eldeedilir. (4.12)

4.7 Teorem:

p: (E.eqg)—(B,b() Ortii tasviri olsun.
Eger E yol baglantili ise ¢ :7t;(B,by) — p_l(bo) ortendir.

Eger E basit baglantili ise ¢ :7;(B,by) — p_l(bo) 1-1 * dir.
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4.8 Tanim:

Eger E basit baglantili bir uzay ve p:E — B ortii tasviri ise E , B ‘nin evrensel ortii uzayidir.
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5. DELIKLi DUZLEMIN TEMEL GRUBU

5.1 Teorem:

X,E S ! olsun.

j: (S ! X,)—(R 2.0 , X,) tasviri temel gruplarin bir homeomorfizmasidir.

Ispat:
[

r: RZ2 -0 —S! siirekli tasviri

; x ile orijin arasindaki mesafeyi belirtmek {izere ;

r(x) = S.D

X
[ <]
seklinde tanimlansin.

r tasviri R —0’ daki her bir radial 1sin1, 1$1nin St ile kesistigi noktaya biiker.Yani her

xe S! noktasint kendisiyle esler.

P .

r,’1,],’ in tersi olarak ele alalim.

! I 2 Tl
’Xo)%(R _O’Xo) _)(S ,Xo)

Bu tasvir S'’in birim tasvirine esittir.

Kisith ~ homeomorfizmanin fonksiyonel ozelliklerinden dolay1 r,o0j,’ in
T, (R*-0 ,X)’1in birim izoformasi oldugunu gostermek icin , R?-0’da X, tabanli bir

f ilmegi alalim . j,(r, [f]);

_ f(s)

esitligiyle verilen
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g=jorof :I->R%*-0 (5.3)

ilmeginin homotopi siifidir.
g =p {7 1 gostermek kolaydir. Sekilde goriildiigii gibi f (s) noktasim1 g (s) noktasina

gelinceye dek yavas yavas radial 1s1n1 boyunca hareket ettiririz.

Sekil 5.1
Daha genel olarak;
f(s) .
f(s;t)y=t . m + (1—1t)f(s) olacak sekilde 5.4
S

F:1xI—>R?>—-0 tasvirini tanimlayalim.

L + (1-t)#0 ve f(s)#0 i¢in F(s, t) ‘nin hi¢bir zaman sifira esit olmadig1 aciktir.

[t®]
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Ayrica V't igin
f(0,t) = f(1,t) = x , "dur. (5.5)

5.2 Teorem :
Eger x € S™ ige:

J: ( Sn_l,xo) - (R2 —0,x) tasviri temel gruplarin bir izomorfizmasidir.

Hatirlatma :

A, X’in bir alt uzay1 olsun.

Vae A i¢in r(a) = a olacak sekilde bir r: X — A siirekli tasviri varsa , A’ya X’in retrakti
denir.

r tasvirine de X’in A iizerindeki retraksiyonu denir.

5.3 Tanim :

A, X’in bir alt uzay1 olsun .

VvV xe X icin H(x, 0) = X (5.6)
VvV xe X icin H(x,1)e A

V ae A vetelicin H(a,t)=a 5.7

olacak sekilde H: X x =X siirekli tasviri mevcutsa A’ya X’in giiclii defermasyon
retrakti denir.

H tasviri de giiclii defermasyon retraksiyonu seklinde adlandirilir.

Veya; X yavas yavas A’ya deforme edilirken , A nin her bir noktas1 sabit kaliyorsa , A
uzayma X’in giiclii defermasyon retrakti denir. Deformasyonun sonunda X’i H(x,1) ile

eslesme yaparak X’i A’ya kisitlamis oluruz.
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5.4 Ornek:

H(x,)=t——+ (1—t)x (5.8)

[x]

H: (R"=0) x I->(R"=0) seklinde tammli tasviri R™ —=0’in S™' iizerine giiclii

defermasyon retraktidir.

H(x,t) tasviri her bir 151m1 S 21 le kesistigi noktaya biiker .

5.5 Teorem:
A, X’in giiclii defermasyon retrakti olsun.
a,€ A igin;

j:(A,a,) > (X, a,) tasviri temel gruplarin bir izomorfizmasidir.

5.5 Ornek:
B, R*’ de z ekseninde olsun. R®-B uzaymi alalim. Bu uzayimn delikli xy diizlemi;

(R?=0)x0 bir giiclii defermasyon retraksiyonudur.
H(x,y,z,t) = (x,y,(1-t),2) (5.9

seklinde tanimli tasviri z eksenine paralel dogrulari, xy diizlemiyle kesistikleri noktaya

biiker. Dolayisiyla H tasviri bir giiclii defermasyon retraksiyonudur.

5.6 Ornek:
R? —-p—q, cift delikli diizlemi ele alalim . Figiir sekiz uzay: R? —p—q’nun giclii

defermasyon retraksiyonudur.



o} e} —>
p q
-
S~ ()
Sekil 5.2
5.7 Ornek:

0=S' U x[-1,1]) (theta uzayi) R? - p —q nun strong deformasyon retraktidir.
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6. S" ’NiN TEMEL GRUBU

6.1 Van Kampen Teoremi:
Uve V, X ‘te acik kiimeler olmak iizere X =UuUV ve UNV yol baglantili olsun.

xg€ UNV olsun.
1: (U, x9)—=> (X, x¢)
j: (V.xg)—=>(Xxg) kapsamlar1 temel  gruplarin sifir homomorfizmasi ise;

TCl (X, Xo) = (0'dir.

Sifir Homomorfizma:
h: (A,ag)—(Y,yq )igin,
h.:m(Aag) =7 (Y)yy) tim elemanlar1 birim elemana gotiiren (asikar)

homomorfizmadir.

U ve V basit baglantili ise i, ve j, sifir homomorfizma olmalidir.

Ispat:

f: I-X xy’da bir ilmek olsun. f’nin sabit bir ilmege yol homotopik oldugunu
gostermek istiyoruz. Ciinkii 7, ( X,x ;)= 0 olsun istiyoruz.

1. Adim :

Lebesgue numara yardimci teoreminden her bir i igin f ([ai_l,ai]) kiimesi U veya V

acik kiimelerinin birinde yer almak iizere [0,1] araliginin;
=1 (6.1)

seklinde bir alt boliintiisii vardir.
Tiim bu alt boliintiilerin arasina da Oyle birini secelim ki; alt araliklarin n.incisi minimal

olsun . Bunun ardindan her birii¢in f(a,), UN 'V de yer alir.
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Ornegin , f(a,)¢ U olsun. O zaman ne f([a;_j,a;]), ne de f([a;,a;,;]) kiimesi
U’da yer alir . Her ikisi de V’de yer almalidur.

a,’1 olusturdugumuz alt boliintiiden attigimizda , her bir alt araligin goriintiisii U’da veya
V ‘de yer alan, [0,1] araliginin alt boliintiileri mevcuttur.

Burada celiski elde ederiz. Dolayisiyla, f(a;) € U olmaldir.

2. Adim:
f’nin [ai_l,ai | arahigina kisitlamasini ele alalim.

se [0,1] olmak iizere
f (s)=f((1-s)a,_; +sa;) 6.2)

olacak sekilde f’i tekrar parametrelendirelim. f,’nin U’daki bir yola yol homotopik
oldugunu gosterelim .

Eger f, U’daysa
F. (s, t)=f, (s) (6.3)

olacak sekilde f ve f, arasinda bir yol homotopisi tanimlariz.

Eger f. U ’dadegilse, o zaman f ; V’de olmalidir .

UV yol baglantili oldugundan ,UNV ‘de yer almalidir.

g, UN V’nin x ; noktasindan f, (0)’a

h, UN V’nin x ; noktasindan f; (1)’e iki yol secelim.
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Sekil 6.1

(g*f, )H bileskesi V kiimesinin x, noktasinda bir ilmektir.
j : (V’XO)%(X’XO)

J«:T (Vxg)— 7 (X,Xxq) icin (g* 1, )h ilmegi j vasitasiyla X’in x , noktasindaki bir
ilmege gider.

J« stfir homomorfizma oldugunda bu ilmek X’te e, sabit ilmegine yol homotopiktir. Bu
yizden f; , X’te g* h yoluna yol homotopiktir.

F,, f; ve g#h arasinda yol homotopisi olsun. Yani F;, X ‘te f; ve Un V’deki bir yol
arasinda yol homotopisidir.

VE :[a;_;,a; ]JxI = X bir tasvir olacak sekilde parametrelendirelim. Pargalar1 bir araya
getirdigimizde;

F:1xI—X; se ([a;_,a;]) igin,

F(s,t) =F, (& tj (6.4)

a; —aj
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olacak sekilde f ve U'nun bir yolu arasinda bir yol homotopisi olur. Ciinkii her F, yol

homotopisinin bitis noktas1 sabittir. F iyi taniml1 oldugundan 6nceki lemmadan F siirekli

bir tasvirdir.
f’(s) =1(s,1) olsun. (6.5)

3. Adim:
f’nin (X kiimesinde) ,U’nun f” ilmegiyle yol homotopik oldugunu gostermistik .

01 (Uxo)— T (X,x o) nin sifir homomorfizma olmasinda dolayr f” ilmegi X'te e X,

sabit ilmegine yol homotopik olmalidir.
f=ptf'=pe, (6.6)

Bunu gostermek i¢in f’nin U’nun bir yoluyla homotopik olmasindan yararlandik.
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7. YUZEYLERIN TEMEL GRUPLARI

7.1 Teorem:
T (XXxY,XxgXxyq) temel grubu 7 (X,x) x T (Y,yq) ile izomorfiktir.
Ispat:

Hatirlatma: A ve B “e” [slemine gore grup iseler, o halde AxB Kkartezyen carpimi
(axb) e (a’xb’)=(a®a’)x (beb’) (7.1)

islemine gore grup ozelligi gosterir.

Egerh: C>A ve k:C—B grup homomorfizmalar ise
@ (c) =h(c) x k(c) (7.2)

seklinde & tasviri grup homomorfizmasidir.

p: XxY—>X ve q XxY—Y tasvirleri izdiisim tasvirleri olsun . Eger teoremin
ifadesinde belirtilen temel noktalar1 kullanirsak ;

P 1T XXY,Xx,XYy,)— T, (XX,)
g T (XXxY,xgxyg)— T, (Yyy) homomorfizmalarini elde ederiz.

T (XXY,XgXyg) = T (Xxg)x 1w (Y,yq) olmak iizere ;

S[fD=p.(fDxq. ([(f])=[pof]x[qof] (7.3)

seklinde bir homomorfizma tanimlayalim.

@ ’nin bir izomorfizma oldugunu gosterelim.

Ortenlik: g: 1—-X x,’da,h:1—=Y vy da birer ilmek olsunlar.

[g]x[h] elemaninin & 'nin goriintii kiimesinde yer aldigim gostermek istiyoruz.
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f: 1 ->XxY olacak sekilde

f(s)=g(s) x h(s)

tasvirini tanimlayalim. O zaman f, XxY nin

X X Yo noktasinda bir ilmek ve;

([ fD)=[pof]x[qof]=[g]x[h]olur.

® ’nin i¢i yok olur.

(7.4)

(7.5)

f: I->XxY , XXY ‘nin x,x y,noktasinda bir ilmek ve ® ([ f ]) =[ pof ] x [ qof ] birim

eleman olsun.

Yani  pof =,e x, Ve qof=,e y, dir.

G ve H yol homotopiler olsun . O halde F: I x =Y olacak sekilde ;
F(s,t) = G(s,t) x H(s,t)

tasviri fve x xy, noktasindaki ilmek arasinda yol homotopisidir.

Sonug:

T=S'x S! torusun temel grubu ZxZ grubuna izomorfiktir.

7.2 Tanim:

(7.6)

(7.7)

P2 diizlemi (projektif diizlem), S?’nin her x noktasi, onun kutupsal -x noktasiyla

bagdastirilarak S 2>den elde edilen bir uzaydir.

S2’de x~x ve x~(-x) olacak sekilde bir denklik bagintis1 tanimlayalim.O halde p?

denklik siniflarinin kiimesidir.
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Eger p: S2 P? tasviri her bir x noktasini onun denklik bagintisina gotiiriiyorsa

p! V), S%°de acik oldugu siirece; V’nin S%°de acik olmast tamimlanarak p?

topolojiklestirilir.

7.3 Teorem:

P2 diizlemi bir yiizey ve p: S 2 5 P? tasviri bir ortii tasvirdir.

Ispat:
Oncelikle p’nin acik oldugunu gosterelim. U , S 2> de acik bir kiime olsun .
a: S? —S? olmak iizere a(x) =-x kutupsal tasviri bir homomorfizmadir. Buradan , a(U)

S? de aciktir.
p ' (p(U)) = Uua(U) (7.8)

oldugu i¢in , bu kiime de S 2> de aciktir. Boylece tanimdan p(U) , P 2> de aciktir.

p’nin Ortii tasviri oldugunu gosterelim .
ye P2 icin bir xe p_1 (y) secelim. R’’iin oklidyen metrigini kullanarak €<1 icin x’in

S?2’de bir U-¢ komsulugunu secelim.

d(z, a(z))=2 (7.9)

oldugu icin U, S 2>nin kutupsal noktalarinin higbir {z, a(z) } parcasini icermez.
Sonu¢ olarak p: U—p(U) tasviri 1-1'dir. Siirekli ve acik oldugu icin de bir

homomorfizmadir. Benzer sekilde ;
p: a(U) —p(a(U))= p(u) da bir homomorfizmadir. (7.10)

Buradan p ' (p(U)) kiimesi,her biri p tarafinda homomorfik olarak p(U)’a tasvir edilen U
ve a(U) ayrik acik kiimelerinin birlesimidir. O halde p(U) , p tarafindan tamamen ortiilen

p(x) = y’nin komsulugudur. Boylece p bir ortii tasviridir .
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S?2’nin {Un} seklinde sayilabilir bir taban1 varsa , p? uzayimnin da {p(Un)} seklinde

sayilabilir bir taban1 vardir.
P 2’nin Hausdorff oldugunu gosterelim.

y,.y,€P 2 igcin p -1 (yp)u p I y,) kiimesi dort nokta igerir. 2€, bu noktalarin
aralarindaki en kisa mesafe olsun. Uy, p! (y;)in; U,de p! (y,) ‘nin € komsuluklar
ise UyuvaU;) ve U,ua(U,) aynkur. p(U;) ve p(U,) sirastylay; ve y,’ nin
P2 de ayrik komsuluklaridir.

S? bir yiizey ve P 2>nin her bir noktast S %’nin acik bir alt kiimesi ile homoemortfik olarak

komsuluga sahipse , P 2 uzay1 de ylizeydir.

Sonug:

T, (P 2 ,y) sira 2’nin grubudur.

Ispat:
p: S?-S? tasviri ortii tasviridir. S2 basit baglantili oldugundan , p_1 (y) ve

T (Pz,y) arasinda birebir esleme vardir. Bu kiime iki elemanli oldugundan w; (Pz,y)

sira2’nin grubudur.

7.4 Lemma:

Figiir sekizin temel grubu degismeli grup degildir.

Ispat:

Figiir sekiz , x, ortak noktal1 A ve B gibi iki dairenin birlesimidir .Figiir sekiz i¢in E gibi
bir Ortii uzay: tanimlayalim.

E uzay: x ve y eksenlerini iceren diizlemin alt uzayidir. x ve y eksenleri boyunca kiigiik

cemberler birbirine tegettir. Bir cember , her bir 0 say1 noktasinda y eksenine tegettir.
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BO
A2
A
0x1 !
B 2 B—l - Bl B2 B3
g
A ~
f >
1x0 Ay
A
p
BA
Sekil 7.1

p tasviri, X eksenini A ¢cemberi etrafina, y eksenini diger B ¢cemberi etrafina dolar. Her bir
durumda tamsay1 noktalar1 p vasitasiyla x , temel noktasiyla eslenirler.

x ekseninin bir tamsay1 noktasina teget olan her bir cember p etrafinda B’ye homomorfik

olarak tasvir edilir.
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£ 1E, f (s)=sx0 (7.11)

tasviri x ekseni boyunca orjinden 1x0 noktasina giden bir yol olsun.

2 I5E, g (s)=0xs (7.12)

tasviri y ekseni boyunca orijinden Ox1 noktasina giden bir yol olsun.

f:p0~f ve gzpolg olsun. (7.13)

Boylece f ve g sirasiyla A ve B cemberleri etrafinda ilerleyen , figiir sekiz’de x, tabanlh

ilmeklerdir. f*g ve g#*fnin yol homotopik olmadigini yani figiir sekizin temel
grubunun degismeli olmadigini iddia ediyoruz. Bunu gostermek i¢in , bunlarin her birini
orijinden baslayan E’nin bir yoluna kaldiralim .

x ekseni boyunca orijinden 1x0’a giden yol f* g’nin kaldirmasidir ve bu kaldirma bir kez
daha 1x0 noktasinda x eksenine teget olan ¢emberin etrafinda gider. Bunun yani sira y
ekseni boyunca orijinden Ox1 ‘e giden E’nin  bir yolu g*{'nin bir kaldirmasidir ve bu
kaldirma bir kez daha Ox1 noktasinda y eksenine teget olan ¢cemberlerin etrafinda gider .

fxg ve g*f yol homotopik olamazlar.

7.5 Teorem:

Cift torusun (T, ) temel grubu degismeli degildir.

Ispat:

Torusun iki kopyas1 alinip her birinden kiigiik acik bir disk silinir, geriye kalan parcalar
kenarlarindan birlestirilir ve ¢ift torus elde edilir . T, nin kisitlanis1 figiir sekizdir.

j’nin varhigi;

Jx T (8xg)—=> M (TH,xg)a bir 1-1 homomorfizma olusturur. Boylece m;(T,,x()

degismeli degildir.
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Sekil 7.2

Sonug :S*,P*, T ve T, yiizeyleri topolojik olarak farklidirlar.



8. SONUCLAR:
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Asagidaki tabloda bazi uzaylarin temel gruplari verilmistir.

UZAY (S) SEMBOL | ™ (S) (TEMEL GRUP)
Cember s! zZ
Kompleks Projektif Uzay] CP" 0
Figlr Sekiz Zx7
n-torus T" z"
Reel Projektif Uzay R P’ Z,
Kiire s? 0
Torus T ZxZ
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