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OZET

Bu calismada Volterra integral denklemlerinin ¢6ziim yontemleri tizerinde ¢alisilmistir.

Girig boliimiinden sonra II.boliimde Volterra integral denklemleri hakkinda genel bilgi
verilmigtir. Bunlar integral denklemlerinde resolvant, resolvantin diferansiyel denklem
yardimiyla bulunmasi ve ardisik yaklastirma yontemi seklinde siralanmistir. Ayrica Volterra
integral denklemlerinin ¢6ziimiinde Leibnitz kurali bir bagka yontem olarak kullanilmustir.
Diferansiyel denkleme doniistiiriilen integral denklemin ¢6zlimii bu kural ile de elde
edilmigtir. I. cins Volterra integral denklemlerinde Laplace doniisiim yontemi, Gama-Beta
fonksiyonlari ile ¢6ziim yontemleri incelenmistir. Burada I. cins Volterra integral denklemi II.
cinsteki denkleme indirgemeden fark ¢ekirdegi ile ¢oziilmiistiir. II. cins Volterra integral
denkleminde ise Runge-Kutta ve Neumann serisi ile yaklagim yontemleri kullanilmistir.
Burada integral denklem K(x,t) ¢cekirdek fonksiyonu iizerinde herhangi bir kisaltma
yapmaksizin itere ¢ekirdeklerden yararlanarak bir denklem elde edildigi ve bu denklemin de

integral denklemin ¢6zlimii i¢in bir yontem oldugu gosterilmistir.
II1. boliimde bu yontemlerle ilgili 6rnekler ¢oziilmiistiir.

IV. boliime gecildiginde ise Volterra integral denklemlerinin sayisal ¢oziimleri, birim
uzunluklu homojen kirisin esneklik problemini esas alinarak incelenmistir. Once Volterra-
Fredholm ve Fredholm integral denkleminde homojen olmayan diferansiyel denklemin
baslangi¢ sartlari ele alinarak genel ¢6ziim hesaplanmistir. Bundan yararlanarak adi ardisik
yakinsama ve genellestirilmis ardisik yakinsama yontemiyle ¢éziim bulunmustur. Elde edilen

¢Oziimler t'nin 0, 0.1, 0.2, ...... 1 degerleri icin belirlenmistir.

Anahtar kelimeler: Fredholm operatorii, Volterra operatorii.
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ABSTRACT

In this study, the solution methods of Volterra equations were analysed.

After the introduction part, in the second section the general information about Volterra
equations were presented. This information consist of resolution in Volterra equation, solving
the resolution by means of differantial equation and the basic successive substitute
approximations method. Also, in the solution of Volterra equations the rules of Leibnitz was
used as another method. The solution of integral equtaion, which was turned into differantial
equations, was acquired through this rule. In the first type of Volterra equations Laplace
transformation method, Gamma-Beta functions and their solution methods were analysed.
Here, first type of Volterra equation was solved by not reducing to the equation into the
second type. However, in the type of volterra equations the approximations methods of
Runge-Kutta and Neumann were used. In this part it was indicated that an equation is
acquired by not condensing upon the function of K(x,t). This equation is a method for the

solution of an integral equation.

In the third section, the examples about these methods were solved.

When we come to the fourth section, it was analysed the numerical solutions of Volterra
equations by taking into consideration the flexibility problem of homogenous chord. Firsly,
the general solution was calculated by analysing the starting conditions of differantial
equation which is not homogenous in Volterra-Fredholm and Fredholm integral equation. By
using these findings the solution was acquired by the basic successive substitute
approximations method and modified successive approximations method. These solutions

were determined for the values of t=0, 0.1, 0.2,.....1.

Key words: The operator of Fredholm, the operator of Volterra.
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1. INTEGRAL DENKLEMLERIN TARIHSEL GELIiSiMi

Integral denklemler bu yiizyilin baslarinda incelenmeye ve iizerinde arastirmalar yapilmaya
baslanilmis bir konudur. 1823 yilinda, ABEL tarafindan bir integral denkleme rastlaniimasi
ve ilk defa integral denklem deyiminin 1888 yilinda De Bais REYMOND tarafindan
kullanilmasi, konunun baslangi¢ yillar1 hakkinda bir fikir vermektedir. (Bocher M, 1913)
Onceleri daginik ve rastgele yapilan galismalar, gittikge diizenli ve daha bilimsel ydntemler

uygulanarak yapilmaya baslanilmis ve zaman igerisinde konu, bugiinkii asamasina ulagmustir.

Genelde, teknigin gelismesine paralel olarak matematik gelismelerin saglanmasi, matematik
gelismelerin ise teknikte yeni ufuklar agmasi, bu yiizyilin simgesi gibidir. Pek ¢cok konunun,
cesitli gereksinmeler sonucu ortaya konularak ve zamanin problemlerine cevap verecek
sekilde gelistirilerek olgunlastirilmasi, bu konular hakkinda bir¢ok ¢alismanin ve eserin ortaya
¢ikmasina neden olmustur. integral Denklemler de bdyle bir konudur. Integral Denklemlerin,
Diferensiyel Denklemlerle olan iligkisi ve Diferensiyel Denklemlerin teknikte ¢ok kullanilir
olmasi nedenleriyle, integral Denklemler teknigin problemlerine gitgide daha ¢ok girmeye

baslamistir. Bu nedenle de 6nemi gittik¢e artmaktadir.

Integral Denklemlere olan ilgi her gecen giin artmaktadir. Bu konular giderek giincellesmis ve
de teknolojide ve oOzellikle de bircok miihendislik alaninda yaygin olarak kullanilmaya

baslanmig olmasindan 6tiirii, ilgi alan1 o oranda genislemistir. (Aksoy Y, 1988)

Son zamanlarda Volterra-Fredholm integral denkleminden yararlanarak yeni ¢6ziim teknikleri
tizerinde caligilmistir. Adi ardigik yakinsama yontemiyle sinir deger problemleri ¢oziilmiistiir.
Buradan elde edilen ¢ozlimler degisken katsayili homojen kirisin esneklik probleminin sayisal
¢Ozlimlerinin bulunmasinda kullanilmistir. (Celik E., Bayram M. 2003) Ayrica geciken
argiimentli bir diferansiyel denklemin sinir deger problemlerinin ¢oziimii i¢in yeni bir
yaklagim Onerilmistir. (Celik E., Bayram M., Aykut A. 2003) Buna baglh olarak geciken
arglimentli bir diferansiyel denklemin simir deger problemlerinin ¢éziimii i¢in etkili sayisal

yontemler sunulmugstur. (Celik E., Bayram M., Aykut A. 2002)



2. VOLTERRA INTEGRAL DENKLEMLERI

u(x) bilinmeyen fonksiyon ve K(x,t) ¢cekirdek fonksiyonu olmak iizere

u(x) = f(x)+ XJ-K(X, tyu(t)dt seklindeki bir ifadeye 2. cins lineer volterra integral denklemi
denir. f(x) = 0 ise u(x) =A j K(x,t)u(t)dt dir. Bu tiir denklemlere de 2. cins lineer homojen

volterra integral denklemi denir. jK(x,t)u(t)dt =J(x) seklindeki ifadeye de I. Cins volterra

integral denklemi ad1 verilir.

2.1. Volterra Integral Denklemin Diferansiyel Denkleme Déniistiiriilerek Coziimii

Bir integral denklem diferansiyel denkleme doniistiiriilebilir. Genellikle Volterra tipindeki
integral denklemlerin analitik ¢6ziimiinde kullanilir. Bir integral denklem “Leibnitz formiilii”
olarak bilinen kural yardimiyla integral denklemde esitligin sag tarafindaki integralden

kurtuluncaya kadar tiirev alinir. Leibnitz formiili;

d B(x) B(x)

— .[ F(x,t)dt = _[ %d‘[ + F{X,B(X)}j—]j - F{X,A(x)}i—i seklinde tanimlanir.

dx \7 Ax) X

2.1.1. Volterra Integral Denklemlerinde Resolvant
u(x)=f(x)+ KJ. K(x,t)u(t)dt seklinde ifade edilen 2 cins volterra integral denkleminde K(x,t)
0

fonksiyonu 0<x<a; 0<t<x ve f(x), 0<x<a araliklarinda tanimhi ve siireklidirler.

Buradan, u(x)=u,(x)+Au,(x)+Au,(X)+......... AU, (X)) F e A parametresine baglh



u,(x) =f(x)

u,(x) = j‘K(x, t)u,(t)dt

u,(x) = jK(X,t)ul(t)dt

u, (x)= IK(X, t)u, ,(t)dt olur.
u,(x) =f(x) olduguna gore u,(x) = IK(x,t)f(t)dt elde edilir.
u,(x) = jK(X,t)ﬁ K(t,tl)f(tl)dtl}dt

f(t,)dt, j K(x, K (t, t,)dt = j Ko, (x,t)F(t)dt,  dir.

4 0

S S ¢

K (%t = j K(x, K (t,t,)dt ve Kqy(x,H)=K(x,t)

4

Kaen(60= [ KX, y)K (v, )dy  ve
t
u,(x)= j K ) (%, OF (t)dt (=123 ... )
0

u(x) =f(x)+ ikiiK(i)(x, Hf (t)dt

D N K, (x,1) serisine resolvant denir ve I'(x,t;1)= Y MK, (x,t) seklinde ifade edilir.
i=0 i=0
Resolvant hesaplanabildigi takdirde volterra integral denkleminin ¢oziimii;

)=+ A [T(x,t)F(t)dt olur. (Aksoy Y, 1988)
0



2.1.2. Resolvantin Diferansiyel Denklem Yardimiyla Bulunmasi
K(x,t)=a,(x)+a,(x)(x—t)+......... + é(l“‘—(f))' (x—t)""  seklindeki fonksiyon icin volterra
n—1)!

integral denkleminin resolvant1 diferansiyel denklem yoluyla bulunacaktir.

u(x)=f(x)+ XJ-F (x,t;A)f(t)dt yardimiyla integral denklemin ¢oziimii bulunur.
0

K(x,t) ifadesinde a,(x),a,(X),..ccccee... ,a,,(x) fonksiyonlari (0,a) aralifinda siirekli ve tanimli
fonksiyonlardir.
n n-1 n-2

Sj —k{ao(x)%Jr a,(x) :x“_% S S + a(n_l)(x)g} =0 diferansiyel denklemi,

_dg e o,
gl = == T =— ,

dx|_ dx7| dx"7|
n-1
= d fl 1
dx™|

Buna gore resolvant,

1dg(x,52)

r'x,t;A)= X olur. (Aksoy Y, 1988)

n

2.2. Ardisik Yaklastirma Yontemi

Bu  yontemle u,(x)sifirnct  yaklagtirma  olarak  diisiiniiliip A=1 icin
u(x)=f(x)+ XI K(x,e)u(e)de ifadesinde yerine konursa u,(x) birinci yaklastirma elde
edilir.

u,(x)=f(x)+ TK(X, t)u,(t)dt

u,(x)=f(x)+ IK(X, t)u, (t)dt

u (x)=f(x)+ ](‘K(X, t)u, ,(t)dt olur.



2.3. L Cins Volterra Integral Denklemleri

L. cins volterra integral denkleminin 6zel hali,
f (x)=kJK(X,t)u(t)dt,K(x,x)¢0 ve x’e bagl olarak tiiretilmek tiizere 2. cins volterra
0

integral denklemine indirgenebilir. Denklemde her 2 tarafa x’e bagli olmak iizere Leibnitz

kurali uygulanacak olursa;

% = Kl‘ %u(t)dt +AK(x,x)u(x)
B 1 daf o1 OK(x,t)
u(x) = —XK(X,X) xS Ko x u(t)dt , K(x,x) =0
1 df
gx) = AK(x,X) “dx
H(x.t) = — 1 oK (x,t)
’ K(x,x) 0x

u(x)=g(x)+ IH(X, tyu(t)dt eldeedilir.

2.3.1. I Cins Volterra integral Denklemlerinde Fark Cekirdegi Laplace Doniisiim
Yontemi:
L. cins volterra integral denklemi fark ¢ekirdegi i¢erdiginde

K(x,t) =K(x,t)
f(x)= KIK(X —t)u(t)dt

F(s) = LK (s)u(s)

_ F@s)
~ AK(s)

u(x) = Lo {%S))} elde edilir.
s

u(s)

, ters Laplaceile

A



2.3.2. I. Cins Volterra Denkleminin Gama ve Beta Fonksiyonlarindan Yararlanarak

Coziilmesi

(x—t)nu(t)dt =x" geklindeki  Volterra integral denklemini géz Oniine alalim.

© Ly ¢

m >0, n>—1 olup m ve n gergel sayilardir. Denklemin her iki tarafi r > -1 ve re R o.1i. (z-x)"

ile carpilir ve x’e gore 0 ve z arasinda integre edilirse;
J.(Z — X)r{[(x - t)“u(t)dt}dx = Ixm(z —x)"dx olur.
0 0 0

X = vz alinsin.

z 1

J.xm(z -Xx)'dx = zm”“jvm (1-v)'dv

0 0

T(m+ DI +1)

— Zm+r+l m+1 , I +1 — Zm+r-¢—l
b ) I'm+r+2)

(m+1+1>m2>0) olur. Soltarafise,
j(z - x)rﬁ (x— t)“u(t)dt}dx = _Z[[X (z—x)"(x— t)“u(t)dt}dx

= iﬁ(z -x)'(x—t)" dx}u(t)dt , X=t+v(z—t) alahm

j.(z —-x)'(x—t)"dx=(z- t)“””J-Vn (1-v)'dv
n+r+l 1—‘(n + l)r(r + 1)

=(z=0)"" B+ Lr+1)=(z—t) Fnrre2)

j‘ F(n + l)r(r + 1) (Z _ t)n+r+1 U(t)dt — Zm+r+1 F(m + 1) : F(r + 1)
vy IT(n+r+2) I'm+r+2)

h>0ven+r+1=h
I'm+r+2)=I'(h+1) I'=h-n-1 ise m+r+2=m+h-n-1+2 olup

I'm+r+2)=T'(m+h-n+1) olur.

j‘(z - t)hU(t)dt — Zm+h—n F(m + l)F(h + 1)
0 C(n+DC(m+h-n+1)

I'(h+1)=h! old.dan,

j‘ (Z B t)h U.(t)dt — F(m + 1) . Zm+h—n
,  h! Fn+DI'(m+h—n+1)



z’ye gore her iki tarafin h+1 kez tiirevi alinirsa,

u(z) = [(m+1) """ bu sonug J(x —t)"u(t)dt =x™ denkleminin ¢oziimiidiir.
I'n+DHI'(m—n) 0

(Aksoy Y, 1988)

2.4.11. Cins Volterra Integral Denklemleri
2.4.1. 1L Cins Volterra Integral Denklemine Runge-Kutta Yontemiyle Yaklasim
f(x)=g(x)+ ZW(X,s,f(s))ds denkleminde f(x,), g(x) ve x, <x<b dir.
x=0
R- derecede bir Runge-Kutta metodu denklem integrali bazi sabit x’ler i¢in yaklagtirmada

kullanilabilir. R-derecede Runge-Kutta metodu,

y(X,.,)=y(x,)+ I Z(x,y(x))dx olarak tanimlanmgtir.
Burada,
Xn+1 R
[z, y()dx =h-Y Ck,
X, r=1
k, =7(x,,y,) ., k, =Z(x, +ha, , y(x, +ha,)) r=23,....,R

r—1
y(xn+har)=y(xn)+h2bmks—>O:a1£a2S ........ ,a, =1
s=1

r—1
a = Z_;brs (r=12,........ ,R)

Asagidaki esitliklerden faydalanarak

n+

y(x, +1)= ¥(x, )+ [2(x,y00Kx, [2(x,y(0kx-h-D Ck,

Xy Xn

x,+ah

r—1
J-Z(x,y(x))dx = thrSZ(Xn +ha_,y(x, +ha,))
X, s=1
Volterra denkleminde,

Xy+ah
f(x, +a,h)=g(x,+ah)+ [W(x,+ah,s,f(s))ds

X0

X,+ah

r—1
[ 2y 00Nx =0 b, 20, + b, (x, + ha,)
X, s=1

Bu yaklasim kullanilarak,



f(x)=gx)+ i W(x, S, f(s))ds denklemi

X0

r—1
f(x, +a,h)g(x, +ah)+hY b W(x, +a,,x, +a,f(x,+a,)) (r=23,...R)

s=1

Genellestirilirse,

f(x)=g(x)+ IW(x,s,f (s))ds asagidaki bigimde ¢oziiliir.

Xo

r—1
f(x, +a,h)=g(x, +ah)+ > W(x, +ah,x,ah,f(x,+a,h)) (r=23,.....R)

s=1

Burada, 0=a,<a, <........... <a, =1, f(x,+ah)=1(x,+ah)
x=Xx,+Ph,P2>1
r—1
f(x, +a,h)=F (x, +ah)+h> b W(x, +ah,x, +ah,f(x, +ah))
s=1
r—1 r-1

F (x, +ah)=g(x, +a,h)+h> > b W(x, +a,h,x, +a,h,f(x, +a,h))

s=1 s=1
f(xp +ajh): f(xp_1 +aRh) dir.

2.4.2. IL Cins Volterra Integral Denklemine Neumann Serisi ile Yaklasim

u(x)zx{iwi“fKi(x,y)f(y>dy}+f<x)

i=I 2
Bu denklemde ilk amag¢ x <y iken a<x <b ve K(x,y) = 0 kosullarinda bir itere ¢ekirdek

fonksiyonlar1 olusturmaktir.

I<1 = (Xa Y)

a y
K, = [KxOK, (Ly)dt . K, = [K(x 0K, (ty)dt
b X

y
K, = I K(x,t)K, ,(t,y)dt ¢oziicii ¢ekirdegi hesaplanmis bir Volterra integral denkleminin
¢Ozimil,

u(x) =f(x) + kJ- I'(x,t,A)f(t)dt olacaktir.
0



3. UYGULAMALAR

X

3.1. Leibnitz Kural icin Test Problemi: x’ —3x = J‘[4—3(X —t)]u(t)dt integral denklemini

0

alalim.
3x—3=3 j u(t)dt + 4u(x)
0

6x = —3[0 + u(x)]+ 4u'(x)
6x =4u'(x) —3u(x)
4u'—3u=06x
4r-3=0=r=3/4

u, = Ax+B i¢in
u, =A=4A-3Ax-3B=06x
8
A=-2, B:_E bulunur.

3. o
u(x)=ce* —2x -3

w2, -bng, 22
4 3 12
3x
u(x)=—3e4 —2x—§
12 3

3.2. Resolvant Kurah I¢in Test Problemi: u(x)=x — je"".u(t)dt integral denklemi i¢in
0

K(x,t)= e, A =—1dur.

K, (x,t)=K(x,t)=¢""

Koy (5,0 = [K(x, YK (y, Oy = [, 'dy = (x 1)
t t

K5 (%,0) = [K(x, y)K 5, (v, )dy
t

I S

¢ (y-edy =" [(y—t)dy
t



— ex—t (X - t)
2!

(X)

KX t)=e"" oldugu goriiliir.

— ex—t 7 _yt]
2 t

Mt =Y (-1yer E0 _'t) 3 X
n=0 n n=0 n!

I(x,t;-1)=e ™" =1

2

u(x)=x—Itdt=x—X?
0

3.3. Resolvantin Diferansiyel Denklem Céziimii I¢in Test Problemi:

u(x)=x+ .[(6x -6t + S)u(t)dt integral denklemini alalim.
0

Buna gore,
K(x,t)=6(x-t)+5
a,(x)=5,a,(x)=6, A=1 ve n=2 seklindedir.

2
de 598 g

, ' =5r-6=0, r=6,r,=-1 olu
dx’ dx ! g P

g(x,t;1)=C,e”™ +C,e™ bulunur.

g(x,t;1) = C,(t)e™ +C,(t)e™ =

dg(X7 t;l) — 6C1(t)eéx _ Cz(t)e_x
dx

1

1
C,()e™ +C, (e = 0} C/(ty==e™
N 7
C2 (t) = —7et

6C,(t)e” —C,(t)e™ =1
g(x,t;1) = —e®* Y %e_“‘_” olur. Bu ifade iki kez tiiretildiginde,

I'(x,t;1)= Eeﬁ(x‘t) — le_("_”

2% 7 7

u(x)=x+ J.[E e _ l e~V }tdt
oL 7 7

u(x) = X+ 6"]"[ e fdt — Ite dt

10



u(x):x+3 o ot —6t_ie—6t _le—x(t'et_et
6 36 o 7 0
u(x):x+3—eéx( X o Lo Lj—le_"(xe"—e"+1)
7 6 36 36) 7

3.4. Ardisik Yaklastirma Yontemi Icin Test Problemi:

denkleminde u,(t) =0 kabul edilip u,(x)’i bulalim.

u,(x)=x-0=x

X

u,(x) = x—jf(x—t)tdt = X—(%—%SJ

u,(x) = X—I(x—t)[t—g]dt = X_Xg_{] .

x> x*) x* X’ x* X
=X—-X———|+—————=X-————

2 4

2n+l

X° X . X
U  (X)==X————— . -
v (%) 315 D (2n +1)!
© X2n+1
sinx = " ve u(x)=1limu_, (x)=sinx
D Gy ve w0 = fimu,, (0

integral

3.5. I. Cins Volterra integral Denklemini 2. Cinse Indirgeme Yéntemi Icin Test

Problemi: sinx = J.e"*tu(t)dt 1. cins volterra integral denklemini 2. cinse indirgemek i¢in

0
t=x,Kxx)=e" =e"=1%£0

f(x) =sinx, A =1

11



g(x) = _ L dr_ cosx ve H(x,t)= —¢e*" ifadeleri bulunur.
AK(x,x) dx

u(x) = g(x) + IH(x,t)u(t)dt

u(x)=cosx — _[ ¢“"u(t)dt  Bu denklem Laplace doniisiim yontemi ile ¢dziilebilir.
0

S 1
———u(s
s?+1 s-—1 ®)

u(s) =

[1+Lju(s)= Sy =St
s"+1

s—1 s +1

Ters Laplace uygulanirsa;

u(x) = Ll{szs—l -~ 1+ 1} = u(x) = cosXx —sin x
% = x!%u(t)m + AK (%, X)u(x)

K(x,x)=0 olmas1 durumunda da denklem 1. cins volterra integral denklemidir. %((x,x) =0

ise tekrar tliretme yontemi ile denklemi 2. cinse ¢evirmek miimkiindiir.

3.6. I. Cins Volterra Integral Denkleminin Fark Cekirdegi Yontemi Icin Test Problemi:
sin X = I e 'u(t)dt integral denklemini alalim.
0

I. cins Volterra denklemi fark ¢ekirdegi olan K(x,t) =¢*™" ye sahiptir.

2

L{K(x)}:L{eX}:ﬁ . Lisinx}= 5

1 1
=A——u(s
s?+1 s—1 )

u(s)= L. 371 l( s 1 )

h s+l Alsi+l s2+41

Ters Laplace ile,

1 4| s 1
=L -
u) A {sz+1 sz+1}

u(x) = %(cos X —sinx) olur.

12



3.7. Gama Fonksiyonu i¢in Test Problemi: I(x —t)u(t)dt = x* integral denkleminde
0

n=1,m=2 olduguna gore
(m+1)=r3)=2!=2
'n+1)=T(2)=1 bulunur.
'(m-n)=T1)=1

m—n— 1 =0 yerine yazilirsa,

u(x) = %xo =2 ,u(x)=2 ¢oziimii bulunur.

3.8. Gama Fonksiyonu icin Test Problemi: j(x—t)%u(t)dt =x+x" integral denklemini
0

¢Ozelim.

u(x) =u;(x) +u,(x)
. 1
u,(x) 191n,n:Z ve m=1
[(m+1)=T2)=1, T(n+1)=I'(5/4)
F(m—n)—F(ij ve m—n—l——l olu
4 4 P
! %

(0 = s
5
4

. 1
u,(x)i¢in, n = 1

olur.

I
8
[
[\S]

Im+1)=T3)=2,T(n+1)= r[%}

7 3
I'm-n)=I|—-| ve m—n—-1=— olu
( ) (4) 5 Olup

uz(x) = % X% olur.
)
4) (4
x 2.x% x % 1 2x

EHEERNESLEED
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3.9. Runge-Kutta Yontemi i¢cin Test Problemi: f(x)=e™ (1+x>)+x—1- I x*e*f(s)ds
0
integral denklemini 0 < x <2 i¢in katsayilar ile birlikte 4. dereceden Runge-Kutta yontemini

kullanarak ¢6zelim.

1 1
a, =0 a2=5 a3=5 a, =1
¢ =1 o =2 =2 -1
¢ P 6 6 ' 6
1 1
b21:5 b32:§ b43:1

Adim uzunlugu h=0,1 olarak alinsin. Bu integral denklemin kesin ¢oziimii f(x) = x tir.
g(x)=e"Xz (I+x*)+x-1, x,=0

f(x, +a,h)=g(x,)den f(0+00,1)g(x,)— f(0)=g(0)=e’(1+0)+0-1=0

f(xp + arh): g(x, +ah)+ hrz_l:brSW(xp +ah, x, +ah,f(x,+ ash))

s=1

1
f(x, +a,h)=g(x, +a,h)+h> b, W(x, +a,h, x, +ah,f(x, +a,h))

-
f(x, +a,h)=g(x, +a,h)+hb,,(x, +a,h)e =0 £(x +ah)
£(0,05) = 2(0,05)+0,1-1/2-(0,05)* - e " V£(0) - (0,05) = g(0,05)
£(0,05) = e % (14 (0,05)*) + 0,05 -1

£(0,05) = 0,05

3.10. Céziicii Cekirdek Yontemi icin Test Problemi: u(x)= x+'[ex2*t2u(t)dt integral
0

denklemini ¢6zelim.

K(x,t)=e* " ve A=1 dir.

K, (%, =K(x,t)=e* ™"

Ko&t= .[K(X’ 2)K(z,t)dz = J.eXLZ ¥ 'z = J‘exttz dz
t

t t

et j dz=(x—t)-e* "
t

14



K x,t)= IK(X,Z)K(Z) (z,t)dz = J-exz_z er (z—t)dz

t

X 2
= J.(Z —t)dz = &= 2t) X
t

(X — t)2 . exz—t2
n!

K(n+l) (x—t)=

I'(x,t,])= z&.e"“fz
n=0 n!
I(x,tl)=e* " e~

u(x)=1f(x)+ kj. I'(x,t,A)f(t)dt

X
2

2 _ 2 2
u(x)=¢* +J.e“-e" Celdt
0

X X
2 2 _ 2 2 _
u(x)=e* +e* +x_[e ‘dt=¢* +¢e* +x_[e ‘dt
0 0

15



4. BIRIM UZUNLUKLU HOMOJEN KiRiSIN ESNEKLiK PROBLEMi
Degisken katsayil1 yar1 yuamusak zemine oturan kirisin esneklik problemi,

((11%(+a(t)x=f(t) (0<t<T)

Ex0)_,  dxO0)_

dt? ! dt’ b
dx(T)
TY=A ——=B
x(T) 2 dt 2

Seklindeki bir sinir deger problemi ile ifade edilebilir. (Bayram M., Celik E. 2003)

4.1. Birim Uzunluklu Homojen Kirisin Esneklik Probleminin Volterra-Fredholm

Integral Denklemi ile Coziimii

d*x
W +X=t
dt
x"(0)=0, x"(0)=0, x(1)=0, x'(1)=1
Problemine denk olan Volterra-Fredholm ve Fredholm integral denkleminin genel ¢ozlimiinii

bulalim.
i ik.m/ 4 2km
' +1=0=>r'=-1=¢"" ve ro=e

n \5+i£

k=0=r = = cos = +isins ==
4 4 2

2
i3m) 3n . . 3m \/E \/E
k=1=r=¢ " =cos—+1sin—=——+1——
4 4 2 2
is St . . 5% V2 2
k=2=r=¢ " =cos—+LsiIn—=————1—
4 4 2 2
7 In . . In N2 A2
k=3=r,=¢ " =cos—+1isin—=——-1—
4 4 2 2

O halde homojen denklemi saglayan ¢6ziim:
V2 V2

X,(t) = ezl[clcos%t +czsin72t] +e ? [0300572t +c4singtJ seklindedir.

Homojen olmayan x‘¥

X(t) =x,(t) +x,(t)

+x =t denkleminin 6zel ¢oziimii x,(t) = t’dir.

16



! "

X,(t)=At+B isex, =A , x, =0 ,x¥=0, xJ'=0

5

xY+x=t i¢in 0+At+B=t olup A=1 ve B=0 bulunur.

ve 0zel ¢oziim X, =t| olarak hesaplanir. Genel ¢6ziim ise

x(t)=e? | ¢ cos£t+czsin—2t +e 2 |c, cos—2t+c4sin£t +t seklindedir.
2 2 2 2
! \/5 \/5 : \/5 -, 2, \/5 . \/5 V2, V2,

x'(t)=—|| cos—t+sin—t | —ce > +c,e? |+|cos—t—sin—t|ce? +ce 2 ||+1

2 2 2 2 )

= R
X"(t)=e? tﬁ—cl sithJrc2 COSQt]-FC 2 t(c3 sinﬁt—c4 COSQtJ]

2 2 2 2

V2
x"(t) = TGZtl((Cz —cl)cosgt—(c1 +cz)singtﬂ

\S)

\/5 V2

V2 W2
+Te 2 {(03 +c4)0057t+(c4 —c3)s1n7t
elde edilir.
x"(0)=0ve x"(0)=0 ise c,=c, ve <¢,=c —2¢c, dir. x(t) denkleminde yerine

yazildiginda;

(e aE . p-
smT e’ +e ? C2+COS76 c, +cosTe ey, =-1

[(ismij( e J [£COS£J( +¢ JZ]:IC +£e{[COSQ—SIHQJC
2 2 2 2 S) 2 2 !

Vit 5
—Te c037+sm7 ¢, =0 bulunur.

e? +sin—

2 J
c, = ——0,05431813239

2
*F +4sm(\/25J -e*r2 —6e*r2 -1

V2
{sin\/feﬁ +sin\/2§—3-cos\/2§eﬁ

ﬁ( S T
—COS7 +sin—— +COS——

e? —COS

5

2
C,=- =-0,3879199827

2
—e? +4sm(\/2§] e —6e'? -1
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e? +sin——

2
f +4sm(\/2§] -ef2 —6eﬁ -1

Bulunan degerler genel denklemde yerine yazilirsa,

ﬁt[ 2 ﬁj

Q
[cos\/f f+sm\/_ *F+3 cos\/_ \/_

c, = J =—0,4965562472

x(t)=e? —0,0543181323951n7t—0,4965562472cos7t

V2,

+e ? ( 0,05431813239singt—0,3879199827c0sgtj+t bulunur.

t=0,0.1,0.2, .......... , 1 degerlerinin genel ¢oziimdeki sonuclari agagidaki gibidir.
x3(0) = - 0,8844762299
x3(0.1) = - 0,7998360194
x3(0.2) =-0,7151438309
x3(0.3) = - 0,6302650732
x3(0.4) = - 0,5449736444
x3(0.5) = - 0,4589504231
x3(0.6) =-0,3717818028
x3(0.7) = - 0,2829583009
x3(0.8) =-0,1918732832
x3(0.9) = - 0,0978218593
x3(1)=0.3.10"

4.2. Adi Ardisik Yakinsama Yontemiyle Co6ziim

d4
——+x =t denklemini
dt*

x"(0)=0, x"(0)=0, x(1)=0, x'(1) =1 baslangi¢ kosullarini ele alarak ¢dzelim.
F(t)=t—-x i¢in F(s)=s—x alalim.

d*x . d(d’x
—=F(s) ise F(s)= a(—j =

3
" e I d(d J F(s)ds olur. x(t) elde edilene kadar denklem

e

integre edilirse,

x"(t) = x"(0) = jF(s)ds

18



x"(t)= j.j-F(s)dsds = j(t —s)ds
x'(t) =x'(0) + “jF(s)(dsf

x(t) = x(0) =x'(0)t + jjij(s)(ds)“

x(t) = x(0)+ x"(0)t + j t _3'5)3 F(s)ds bulunur.

t )2
(t 2S) F(s)ds olup x(t) ve x'(t)nin t =1'deki degerleri

x'(t) = x'(0) + J’

{)1) — x(0)+ x'(0) + I%F(S)ds

¥ () =x'0)+ | d _25)2 F(s)ds seklindedir.

x'(0)=1- %F(s)ds ve

x@=—1+]4 ‘25)2 F(s)ds — j d ‘63)3

F(s)ds igin
x()=—1+] (1_2 F(s)ds j (- F( )ds +t — tj( F(s)ds+ j(t s)°F(s)ds

x(t)=t—1+j%(s—x)ds—j%(s—x)ds—tj%(s—x)ds%j(t—sf(s—x)ds

x(t)=t _1+,1[(1 _28)2 sds —j‘%sds —tj a _28)2 sds +éj(t —s)’sds

0

_ 1 _ 2 t
j =9 sy j =9 s+t 8= s L[ (¢=s)’xds bulunur.
0 2 6 0

a2 )3 L1 2 t
Xo(t)=t—1+j(1 S) sds—j(l—s)sds—tj b)) sds+lj(t—s)3sds
y 2 5 6 2 6+

0

X, (t) =0,0083t> +0,9583t — 0,9666 olmak iizere x (t) yaklagimlari,

1 , t ) 1 ; .
Xn(t)zxo(t)—g.([(l—s) (2+9)%,,(s)ds + ! (1=9)"x, . (s)ds = ! (t—s)’x,_,(s)dsile
hesaplanir. (Dag A, 1995)
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x,(t) = xo(t)—%j(l—s)2(2+s)xo(s)ds +%I(l—s)2x0(s)ds—%j(t —5)’x,(s)ds

X,(t) ve t=s igin x,(s) degerleri denklemde yerine yazildiginda,
x,(t) =0,000347222220t> +0,8371775793t - 0,8777998237 —0,2755731922.10°t’

+0,04027777779t*  bulunur.

X, (1) = x,(t) —% j (1-s)*(2+s)x,(s)ds +% j (1-s)*x,(s)ds —%j(t —s)’x,(s)ds

X,(t) ve t=s i¢in x,(s) degerleri denklemde yerine yazildiginda,
X, (t) =0,001356853503t> +0,8471085920t — 0,8850163488 + 0,1605904384.10 "

—0,1148221627.107°t” —0,00002397486774t" +0,03657499266t* elde edilir.

X,(t) = xo(t)—%j(l —s)2(2+s)x2(s)ds+%j(l —5)°x,(s)ds —éj(t—sfxz(s)ds

X,(t) ve t=s i¢in x,(s) degerleri denklemde yerine yazildiginda,
X, (t) = 0,001274095065t +0,8463049804t — 0,8844325392 +0,03687568121t*
—0,00002177082897t* —0,4486949416.10°°t° +0,2018086510.10 %'

—0,2811457256.107"t" +0,6691268225.107"'t" elde edilir.

t=0,0.1,0.2,...... 1 degerlerinin x3(t)’deki degerleri asagidaki gibidir.
x3(0) = - 0,8844325392
x3(0.1) = - 0,7997983408
x3(0.2)=-0,7151121344
x3(0.3) = - 0,6302392574
x3(0.4) = - 0,5449534973
x3(0.5) = - 0,4589355893
x3(0.6) = - 0,3717717593
x3(0.7) = - 0,2829523377
x3(0.8) = - 0,1918704930
x3(0.9) = - 0,09782112685
x3(1) = 0,1086336677.10°™"°
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4.3. Genellestirilmis Ardisik Yakinsama Yontemiyle Coziim

xo(t) keyfi ve siirekli bir fonksiyon olmak iizere x(t)=h(t)+V, +Fx+tFEx Volterra-
Fredholm integral denklemi i¢in yakinsamalari,
x, (t)=h(t)+Vx_,+Ex , +tEx (n=12,.......... ) (Dag A, 1995)
formiilleri ile kuralim. Bu denklemlerden x (t) ’ler

y(t) = h(t)+Fy + tF,y (2.3.1)
bozulmus cekirdekli lineer Fredholm integral denkleminin ¢oziilmesi ile bulunur. Bu

denklemin,
y(t) =h(t) +C, +tC, (2.3.2)
seklinde bir ¢oziimiiniin oldugunu kabul ederim.
[1-E1fc, - (Et)c, =Fh
—(E,1)C, +(1-Ft)C, =Eh

lineer denklem sistemini ¢ozerek c¢; ve ¢, degerlerini buluruz.
t
0

Fx = —j%fm x(s)ds

x(s)ds

)’ x(s)ds

_ f d
0
seklinde idi.

Buradan;

Fie J-l ) (2+5) % j Et:_i%m:_%

1 2 1 2
)72 6 )72 24

elde edilir.

Bu sistemin katsayilart matrisinin determinantinin sifirdan farkli oldugunu kabul
edelim.
A =(1-FD(1-Et)-(Et)(F,1)=108368 =0

Buna gore,
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¢ = [Fha-E0+ FoER)

szik—EDEH+EEEﬂ
yazilir. C; ve C;degerleri (2.3.2) denkleminde kullanilirsa (2.3.1) in ¢6ziimii elde edilir.
yﬁ):ﬁ+%h—gr¢ﬂﬂﬁﬁ+iﬂb&ﬂﬁ+ﬁﬂgﬁ

olur. ﬁ(t) =h(t)+ Vx,, oldugundan,

t(1-F1)+Ft

xna)zrﬁa)+lizifﬂilﬂmef+ E,Vx,_, +Vx_
yazilir. Buradan;
4
h™(t) =h(t)+ [-Ft+ibl Fh+ td Fz) Rakil Eh dir. ij +x=t problemini bu yontemle

¢Ozecek olursak,

X,(8) = BB Ly

olmak tizere,
30 24 120

1 )2
Eh;:_ng_iligifl(—22~k2§s+—l—ssjds:(L0888668
S 30724 120

Loy
Fh= j (1=9) (—§+£s+Ls5)ds =-0,121156 elde edilir.
0

6 30 24 120
Buna gore,
16124 224 L . oagss - LYy

. 29 24 6) 23 t 30 8

h(t)y=——+ +—t+ -
30 196623 24 120 43694

. 41732156 + 39932975t + 393246t

h (t)=- bulunur.
47189520

tle P 4 .
VXo(t):—I(t S) Xo(s)dSZ—t (—14616+2898t+t°)
0 6 362880

FVx, =—[

0

1 2
Qiﬂéziﬂvxdgaz—ammumaw

1 2
vaozja_s)\ko@yh=090m56mw6
6

0
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X, (t) denklemi n=1 i¢in diizenlenirse,

td-ED+FEt

x,(t)=h"(t)+ FVx, +

—I_FZtA+ ! E,Vx, + Vx, icin

x,(t) = —0,884483653 +0,84626108t +0,040277777t* +0,000347222t> — 0,000002755t

t 3
Vx, (1) = (t 65) X, (s)ds = 0,000000535t* —0,079916225t* —0,705217566t —0,368152114t*

0

1 2
F,Vx, = | (1-s) Vx, (s)ds = 0,00015448
2
0

FVx = _j (1—5)26(2+s)

0

Vx, (s)ds = —0,000134877

degerleri i¢in x_ (t) denklemi n =2 olmak {izere,

X,(t)y=h"(t)+ ! FVx, +

1Zhtethl F,Vx, + Vx, dir.
A

t(1-E1)+Ft
A

X, (t) =1,788571015-0,161348771t +0,000001605t" +0,368534855t* —0,001148221t’

—0,239748677t" —0,696884234t°

Vi, (1) = —j (t _6")3 X, (5)ds

2
(1=s) Vx, (s)ds = 0,000154478

F,Vx, = 2

Sy S——

1 2
FVx, = —j(ls)ﬂ\/xz(s)ds —~-0,000134875
6
0

Degerleri n=3 i¢in x,(t) denkleminde yerine yazildiginda,

1-Ft+tF,1 t1-E1)+Ft
A A

x,()=h"(t)+ FVx, + F,Vx, + Vx,

x,(t) = —0,884476209 +1,280290642 t° +0,846365121 t —2,193659855 t* +0,368531763 t*

—0,423663247 t° —6,6912.10"°t"* —2,811457.107"°t"7 elde edilir.

t=0,0.1,0.2,...... 1 degerleri x3(t)’de yerine yazilirsa asagidaki degerler elde edilir.
x3(0) = - 0,8844762299

x3(0.1) = - 0,7998360197

x3(0.2) =-0,7151438310
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x3(0.3) = - 0,6302650732
x3(0.4) = - 0,5449736445
x3(0.5) = - 0,4589504233
x3(0.6) = - 0,3717818030
x3(0.7) = - 0,2829583008
x3(0.8) = - 0,1918732835
x3(0.9) = - 0,0978218598
x3(1) = -2,60745715322.10°"°

Cizelge 2.1°de genel ¢6ziim, adi

elde edilen degerler verilmistir.

ardisik yakinsama ve genel ardisik yakinsama yontemi ile

t; GC AAY GAYY
0 -0,8844762299 |  -0,8844325392 -0,8844762299
0,1 -0,7998360194 |  -0,7997983408 -0,7998360197
0,2 -0,7151438309 | -0,7151121344 -0,7151438310
0,3 -0,6302650732 |  -0,6302392574 -0,6302650732
0,4 -0,5449736444 | -0,5449534973 -0,5449736445
0,5 -0,4589504231 -0,4589355893 -0,4589504233
0,6 -0,3717818028 | -0,3717717593 -0,3717818030
0,7 -0,2829583009 | -0,2829523377 -0,2829583008
0,8 -0,1918732832 |  -0,1918704930 -0,1918732835
0,9 -0,978218593 -0,09782112685 -0,0978218598
0,10 | 0,3.10” -0,1086336677.10"° | 2,60745715322.10™"°
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5. SONUCLAR

Bu c¢alismada, birim uzunluklu homojen kirisin esneklik problemi genel ¢oziim, adi ardisik
yakinsama ve genellestirilmis ardisik yakinsama yontemleriyle hesaplanmistir. Bu degerleri
hesaplamadan 6nce Volterra integral denkleminin sayisal ¢oziimleri hakkinda genel bilgi
verilmistir. Integral denklemlerin ¢oziimii I. cins ve II. cins Volterra integral denklemleri
olarak incelenmistir. Bu yontemler {izerinde gerekli aciklamalar yapildiktan sonra ornekler
¢cOziilmiistiir. Genel ¢6ziim, adi ardisik yakinsama ve genellestirilmis ardisik yakinsama
yontemleri t’nin 0, 0.1,.....1 degerleri i¢in incelenmis ve ardisik yakinsama yontemiyle
liclincli adimda elde edilen ¢6ziim degerlerinin genel ¢oziime daha yakin degerler oldugu

saptanmistir.
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