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OZET

Bu calisma ii¢ boliimden olusmaktadir. Ik boliimde, manifoldlar, gruplar ve Lie gruplari
tammlandiktan sonra onlarin iistel tasvir ve adjoint gosterilimine yer verilmistir. Ikinci
boliimde, genel kontrol sistemleri ve kontrol edilebilirlik 6rneklerle incelenmistir. Ugiincii
boliimde ise, Lie cebirinin normalizérii iizerinde durulmustur. Kompakt, baglantili bir Lie
grubu iizerinde normalizorlii bir lineer kontrol sisteminin dinamiginin konservativ vektor
alanlartyla iiretildigi ve Lie grubu aym zamanda Abelien olmayan ise normalizorlii lineer
kontrol sisteminin gegisli olmasi i¢in gerek ve yeter kosulun kontrol edilebilir olmasi
gerektigi gosterilmistir.

Anahtar Kelimeler: Kontrol sistemleri, kontrol edilebilirlik, Lie gruplari, Lie cebiri,
normalizor



ABSTRACT

This study contains four chapters. In the first chapter, after the descriptions of manifolds,
groups and Lie groups, their exponential map and adjoint representation are given. In the
second chapter, general facts about control systems and controllability are studied with
examples. In the third chapter, normalizer of Lie algebra is dwelled on. It is shown that the
dynamic of a linear control system with normalizer on a compact, connected Lie group is
induced by conservative vector fields and if Lie group is also non-Abelien then the system is
transitive if and only if it is controllable.

Keywords: Control systems, controllability, Lie groups, Lie algebra, normalizer
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1. GIRIS

Bir ¥ genel kontrol sistemi, diferansiyellenebilen sonlu boyutlu bir M manifoldu, durum
uzay1, vektor alanlarinin bir D ailesi ve kontroller ile belirlidir. X icin kontrol edilebilirlik
problemi M ve D ile ilgilidir ve D deki vektor alanlarinin neden oldugu negatif olmayan

zamanh yerel difeomorfizmlerin tiim bileskeleri kullanildiginda, x den baslayarak M nin her

bir y elemanina ulagmak hangi kosullar altinda miimkiindiir, sorusundan kaynaklanir.

Bu calismada kontrol edilebilirlik problemini kompakt, baglantili ve Abelien olmayan bir G
Lie grubu ve kontrol vektorleri sol-invaryant vektor alanlar1 olarak gézoniine aldigimiz G nin
L(G) Lie cebirinin elemanlar1 ve drift vektdor alam da X(G) deki L(G) Lie cebirinin
normalizoriiniin bir eleman ile belirlenen D dinamiginden olusan X = (G,D) sistemi iizerinde

inceliyoruz.

“Lie Gruplar1” ana baslig1 altinda verilen ilk boliimde, oncelikle manifoldlar hakkinda temel
kavramlar ele alip, daha sonra Lie gruplari, Lie cebirleri ve onlarin iistel tasvir ve adjoint

gosterilimine yer veriyoruz.

“Genel Kontrol Sistemleri ve Kontrol Edilebilirlik” adli ikinci boliimde, diferansiyellenebilen
bir M manifoldu ve bir ¥ genel kontrol sistemi icin, £ nmin M {izerinde her zaman gecisli
olarak kabul edilebilecegini gosteren Yoriinge Teoremini veriyoruz. Bu teorem, her bir xe M
nin yoriingesini ve x in X vasitasiyla ulasilabilir kiimelerini tanimlayarak kontrol edilebilirlik
problemini ve M iizerindeki kontrol edilebilirlik probleminin ydoriingelerine indirilmesine
olanak vermektedir. Ayrica kontrol edilebilirlige dair bazi Orneklerde rank kosulunu

kullaniyoruz.

Son boliimde ¢alismamiza esas teskil eden “Normalizorlii Sistemlerin Kontrol Edilebilirligi”

lizerinde duruyoruz. Lie gruplan iizerindeki lineer vektor alanlarini, yani normy (L(G))

normalizorii igindeki elemanlart inceliyoruz.

Aut(G) Lie grubunu, 9(L(G)) Lie cebirini ve L(G)®gl(L(G)) yari-direk carpimini
gozoniine alalim.  ®:norm, (L(G)) > L(G)®gl(L(G)) Lie cebiri homomorfizmi

tanimlansin. Teorem  4.1.16 da eger G  baglantih ise 0 zaman

@ : normy;, (L(G)) - L(G)®9(L(G)) nin bir izomorfizm oldugunu, Teorem 4.1.19 da ise

® nin normy, (I(G)) yi L(G)®aut(G) iizerine izomorfik olarak tasvir ettigini

ispatliyoruz.



G kompakt, baglantili, Abelien olmayan bir Lie grubu ve L(G) de onun Lie cebiri iken

> =(G,D) sistemi igin D dinamigi

. k ) )

x=X(x)+Y u,Y'(x) j=1,....kigin Y'e L(G) (1.1)
j=1

seklindeki diferansiyel denklemlerin bir ailesinden olusur. Burada xe G, X ise G iizerindeki
tim diiz vektor alanlarmin X(G) Lie cebiri i¢inde L.(G) Lie cebirinin normalizoriiniin bir

elemanidir. L(G) Lie cebirini yine sol-invaryant vektor alanlarinin kiimesi olarak aliyoruz.

Kisitlanmayan kabul edilebilir kontrollerin U simifi tiim parcali sabit u : [O,oo) —R*
fonksiyonlarin kiimesidir. D, > ile birlesmis vektor alanlarinin ailesidir. Yani

k
D :{X+Zujyj |X e normy , (L(G)),Y'e L(G)veu, e U} (1.2)

=1

dir. X e, G nin sonsuz kii¢iik otomorfizmi diyecegiz. X vasitasiyla iiretilmis {X, | te R} akisi

Aut(G) nin 1-parametreli bir alt grubudur.

Herhangi bir yerel kompakt Lie grubu iizerinde Haar oOl¢iim olarak bilinen tek-tarafl

invaryant 6l¢iim vardir ve eger Lie grubu kompakt ise iki-tarafl invaryant 6l¢iim vardir.

Teorem 4.3.4 de eger G kompakt, baglantili bir Lie grubu ise o zaman X =(G,D) lineer

kontrol sisteminin dinamigini olugturan vektor alanlarinin konservativ oldugunu gosteriyoruz.

Poincare Teoremi, konservativ bir vektor alan vasitasiyla iiretilmis bir dinamik sistemin

Poisson sabit noktalarinin yogun oldugunu ifade etmektedir. Simdiye kadar yapilan

calismalarda R" ve Abelien Lie gruplar iizerindeki lineer kontrol sistemlerinin kontrol

edilebilirliginin gegislilikleri vasitasiyla karakterize edildigini 6nceki boliimlerde goriiyoruz.

Teorem 4.3.6 da, G Abelien olmayan, baglantili, kompakt bir Lie grubu ve X =(G,D)

normalizorlii bir lineer kontrol sistemi iken “>. ge¢islidir & X kontrol edilebilirdir” ifadesini

Poincare’in sonucundan yararlanarak ispatliyoruz.



2. LIE GRUPLARI

2.1 Manifoldlar

Bir Lie grubu manifold ve grup yapisina sahip bir kiimedir. Oncelikle manifold kavramini

verelim.

M Hausdorf topolojik uzay ve E sonlu boyutlu reel vektor uzayi olsun. U, M de agik bir kiime
ve V, E de acik bir kiime olmak iizere £: U — V tasvirine harita denir. Eger pe U ise £, p
civarinda bir harita adim alir. £, : U, — V, ve {5: Ug — Vg haritalan iist liste geldiginde Cqp

ile gosterilen harita elde edilir. Lo = £pls" : Vg — Vp olup burada Vg = (U, N U,) dir. Bu

tist liste getirilmis {qp haritasi, reel vektor uzaylarmin acik kiimeleri arasinda bir tasvirdir ve
bu tasvire reel ¢cok degiskenli fonksiyonlarin teorisi uygulanabilir. Manifoldlar tizerindeki pek
cok temel calisma {iist {iste getirilmis haritalarin tiim c¢iftleri icin iist tste getirilmis

fonksiyonlar ile yapilmistir.

Mc UU, olacak sekilde {(g)a’U(x’V(x )} haritalarinin bir koleksiyonu M de bir atlas olarak

adlandirilir.
Tanmm 2.1.1: Bir M kiimesi bir atlasa sahipse, E iizerinde bir manifold olur.
M nin boyutu, boyut M, E vektor uzayinin boyutudur.

Tiim st tiste getirilmis £qg fonksiyonlari i¢in eger {qg diiz ise M nin diiz oldugunu soyleriz.
Benzer olarak eger tiim £, lar analitik veya C" ise M analitik veya C' dir. Bu boliimde verilen

tiim tasvirler ve manifoldlar aksi belirtilmedikge diiz, yani C* simifindan olacaktir.

Ornek 2.1.2: M = R" ve E = R" olmak iizere £: M — R" 6zdeslik haritas ile R" n-boyutlu bir

manifolddur.

Ornek 2.1.3: M=S" z{xe R™! :fo = 1} , E=R" olsun. O takdirde,

U, ={xeM:x,,, >-1} olmak iizere /¢, (x): s yereeees ! seklinde tammh
1-'-Xn+1 1-i_xn+l
(,:U, »>R" ve U_={xeM:x,,, <1} olmak iizere ﬁ_(x):(l S 1 ! J seklinde
_Xn+1 _Xn+1

tanimli /_:U_— R" haritalari ile M =S" n-boyutlu bir manifolddur.



Ornek 2.1.4: Diskret topolojiile M =R ve E = R’ = {p} olmak iizere, xe R ile indekslenmis

Uy = {x}iginde {x(x) = p haritasim gdzdniine alalim. Bu halde M = R sifir boyutlu bir

manifolddur. n = 1 i¢in Ornek 2.1.2 ve Ornek 2.1.4 de verilen kiimelerin ayn1, fakat iki farkli

topoloji ve iki farkli manifold yapisina sahip olduguna dikkat edilmelidir.

C*(M), M iizerindeki tiim diiz fonksiyonlarin kiimesi olmak iizere bundan sonra M nin bir
atlasa sahip diiz bir manifold oldugunu varsayacagiz. M iizerindeki islemleri tanjant vektorleri

yardimiyla gosterelim.

Tanmm 2.1.5: X: C*(M) — R tasviri, X i¢in

i) X(f +g) = X(f) + X(g)

i) X(fg) = X(Hglp) + f(p)X(g)

kosullar saglandiginda pe M de bir tanjant vektorii olarak adlandirilir.
Tanjant vektorleri bir vektor uzayi olustururlar.

Teorem 2.1.6: T,(M) ile gosterilen p deki tiim tanjant vektorlerinin kiimesi, M nin boyutuna

sahip sonlu boyutlu bir vektor uzayidir.

Ispat: iki tanjant vektdriiniin toplamim ve bir reel sayiyla skaler ¢arpimi tanimladigimizda
Tp(M) nin bir vektor uzay: oldugu acikca belli olacaktir. r bir reel say1, X ve Y, p de tanjant

vektorleri olmak iizere

X+ Y)(f) = X(f) + Y(T) 2.1)
ve
(X)(f) = r(X(D)) (2.2)

tanimlar1 verilsin.

Boyutlarla ilgili sonucu goérmek igin bir /: U — V yerel haritasin1 alalim. Yonlii tiirevler

alinarak E — T,(M) :
Xu(f) = J(E €1, (v) 2.3)

birebir tasviri elde edilir. Standart koordinatlarda kismi tiirevlerin Jacobi matrisi ile verilen

J (fJZ‘l)p , p noktasinda f ¢! nin tiirevidir.

Bunun siirjektif oldugunu goérmek igin



I(E € (v) = X(h) 24)

esitligini v icin ¢ozebilmeliyiz. Boylece cok degiskenli fonksiyonlar icin Taylor teoreminin

bir sonucu olarak, (2.4) tim f ler i¢in dogru olur.

Her bir noktadaki tanjant vektorlerinin tiim noktalari i¢in ayrik birlesim T(M) = Upr(M) ile

gosterilsin. T(M), M iizerinde bir vektdr yigimidir ve tanjant y1g8in1 olarak adlandirilir. O halde
T(M) topoloji olarak verildiginde E x E iizerinde bir manifold olur ve II:T(M)—>M
izdiistimii yerel olarak 6nemsizdir. Xe T,(M) iken II(X) = p olup, H'l(Up) =U, x E olacak
sekilde bir U M agik kiimesi vardir.

Tanim 2.1.7: Bir vektor alani, T(M) nin bir parcasidir.

Vektor alanini X ile gosterirsek

X:M— T(M) (2.4)
olup X i¢in, II(X(p)) = p ya da denk olarak X(p)e T,(M) dir.

Bir X vektor alam1 ve f fonksiyonu X(f)(p) = X(p)(f) esitligini saglayan yeni bir X (f)
fonksiyonunu olustururlar. X(p) i¢in X, notasyonu da kullanilabilir. Simdi vektor alaninin

genislemesi tanimini verelim.

Tanim 2.1.8: Bir X vektor alaninin geniglemesi X : C*(M) — C*(M) tasviridir.
X ve Y vektor alanlart icin parantez islemini tanimlayalim.

Tanmm 2.1.9: iki vektor alaninin parantez islemi

[X. Y] (p)(F) = X()(Y(£)) ~ Y (p)(X()) (2.5)
seklinde tanimlanan bir vektor alanidir.

Lemma 2.1.10: Eger X =Y ise X = Y dir.

ispat: Eger X =Y ise X,(f) = Y,(f) dir. Boylece X = Y dir.

Teorem 2.1.11: Eger X ve Y iki vektor alani ise

[X,Y] =XY-YX dir.

Ispat: Tanimlar1 kullanarak sonucu ¢ikaralim:



[X. Y] (Hp)=[X.Y] ()
= X, (Y)- Y, (Xf)
= X(Yf)(p)— Y(Xf)(p) (2.6)

Teorem 2.1.11 in sonucundan yola ¢ikarak parantez isleminin pek ¢ok 6zelligi verilebilir.

Ornek 2.1.12: [X,X]=0

Ornek 2.1.13: [X,Y]=-[Y,X]

Parantez islemi aykin simetriktir.

Ornek 2.1.14: [ X.[Y.Z] |+ Y.[Z.X]]+[ Z.[X.Y]]=0

Jacobi 6zdesligi saglanir.

Parantez isleminin bilineerligi ile, bu 6rnekler tiim vektor alanlarinin kiimesinin bir Lie cebiri

olusturdugunu gosterir.
Son olarak f nin tiirevlerine bakalim.

Iki manifold arasinda tammlanan f : M — N tasviri, M nin tiim €, ve N nin tiim W haritalari

icin Wpf ! diiz oldugunda, diizdiir. Simdi diiz tasvirin tiirevini tanimlayalim.
Tanmm 2.1.15: f nin tiirevi df : TM) — T(N) ile df(X)(g) = X(gof) dir.

Eger ge C*(N) ise gofe C*(M) oldugu dikkate alinmalidir. Bir pe M noktasindaki Xe T(M)
tanjant vektorii C°(M) lizerinde tesir eder ve X(gof) sayisim verir. f(p)e N noktasindaki
df(X)e T(N) vektor alanimi tanimlamak i¢in herhangi bir ge C*(N) fonksiyonu i¢in df(X)(g)

degeri belirlenmelidir.

Ornek 2.1.16: M = N = R alindiginda Ty(R)= R dogal 6zdesligi ile, f basit hesaplamalardaki

tiirev olmak {iizere, (df), : R—R tasviri f (p) ile carpimdir.

2.2 Gruplar ve Lie Gruplari

Bir G Lie grubu hem bir manifold hem de bir gruptur. Bir 6nceki boliimde manifold kavrami

verildi. Bu defa grup tanimin1 verelim.



Tanmm 2.2.1: Bir G kiimesi, eger u : G x G — G tasviri asagidaki kosullar1 saglarsa bir

gruptur:

1) G dekitim x, y, z ler igin p( x,u(y,z ) ) = p( u( x,y ),z ) dir.

2) Tiim xe G ler i¢in p( 1,x ) = u( x,1 ) = x olacak sekilde bir 1€ G eleman1 vardir.
3) xe Gigin pu( x,y ) = u( y,x ) = 1 olacak sekilde bir ye G vardir.

u( x,y ) icin xy kisaltmasi kullanildiginda tanimdaki esitlikler

Dx(yz)=(xy)z 2.7)
2)Ix=x1=x (2.8)
I)xy=yx=1 2.9)

bicimini alir.

(2.7) esitligi asosyatiflik 6zelligi olarak adlandirilir. (2.8) deki 1 elemant G nin birim
elemanidir. (2.9) daki y eleman x in tersidir ve genellikle y = x" olarak yazilir. A: G — G

iken A(x)=x", u carpma islemi icin ters tasvirdir.

Tanim 2.2.2: Bir G kiimesi,

1) G bir analitik manifold

2) G bir grup

3) u ve A nin her ikisi birden analitik tasvirler

ise bir Lie grubudur.

Ornek 2.2.3: G=R"

Ornek 2.2.4: Reel elemanli n x n lik tersi alinabilir matrislerin kiimesi, G = GL(n,R)
Ornek 2.2.5: Kompleks elemanli n x n lik tersi alinabilir matrislerin kiimesi, G = GL(n,C)

Matrisin elemanlarinin reel ya da kompleks oldugu belirtilmemisse GL(n,R) veya GL(n,C)

yerine GL(n) gosterilisi kullanilir.

Burada Ornek 2.2.4 deki grubun bir Lie grubu oldugunu gosterebiliriz.



Ornek 2.2.4 iin ispati: Oncelikle GL(n,R) nin bir manifold yapisina sahip oldugunu

gosterelim. ( a;) € GL(n,R) ve X, =a; olsun.

(a;) — (xx) (2.10)

tasviri GL(n,R)—)Rnz ile icine tasvirdir. GL(n,R), R™ nin bir alt kiimesidir. (2.10)

tasvirindeki benzer yolla, R" yi tersi alinabilir ya da alinamaz tiim matrislerin kiimesi olarak

tanimlarsak

det: R" >R 2.11)

determinant fonksiyonunu elde ederiz. det, n. dereceden polinom oldugundan analitiktir.

Temel lineer cebirden R" = {xe R :x #0} iken
GL(n,R) =det '(R) (2.12)

oldugunu biliyoruz. GL(n,R), R™ nin bir acik alt kiimesidir ve bundan 6tiirii analitik manifold

yapiya sahiptir. Bununla beraber, determinant tasvir bir analitik tasvirdir.

Bu defa p ve A nin analitikligini kontrol edelim.
u((ai )(by)) = (Z aikbkjj (2.13)
k=1

oldugundan p bir polinom tasvirdir ve boylece analitiktir. Kramer kuralindan A,

determinantta rasyonel fonksiyondur ve bdylece analitiktir.
Tiim bu sonuglarla GL(n,R) bir Lie grubudur.

Ornek 2.2.6:S'=R /Z

S! in bir Lie grubu oldugunu ispatlayalim.

Ornek 2.2.6 nmn ispati: R, acikca bir Lie grubudur ve Z diskret normal alt gruptur. Z diskret
oldugundan R/Z, R iizerinde bir manifolddur. Z normal oldugundan R/Z bir gruptur.
Analitiklik bir yerel 6zellik oldugundan R iizerinde toplama isleminin analitikligi ile, R/Z nin

analitik oldugu sonucu ¢ikar.

Korolori (sonug) 2.2.7: T=T"=R"/Z" bir Lie grubudur.



Bir G grubu, eger G nin tiim x ve y eleman ciftleri icin xy = yx ise komiitatif veya abelyen

olarak adlandirilir.

Lie gruplan teorisi ile ilgili calismaya asagidaki birim elemanla ilgili teoremi vererek

baslayalim.

Teorem 2.2.8: G, , G nin birim elemaninin baglantili bir eleman1 olsun. O halde G, , G nin

hem kapal1 hem agik bir normal alt grubu olup, bir Lie grubudur.

Ispat: G, 1 hem kapali hem acik olmasi temel nokta kiime topolojisinin bir sonucudur. G, 1n
bir alt grup oldufunu gormek i¢in G’ ={xy:x,ye G,} ve G, :{x'l IX€E Go} iken

GOZCG0 ve Go'l c G, oldugunu gostermeliyiz. x € G, olsun, buradan xG, baglantihdir ve
xe xG, dir. Boylece xG, N G, #0 ve xG, < G, olur. Bu tim x € G, lar icin dogru
oldugundan G02 c G, bulunur. Benzer olarak GO'l baglantilidir ve GO'l N G, #0dr, 1€ Go'1

ve le G, oldugundan G,' c G, dir. Boylece G, 1n G nin bir alt grubu oldugu bulunur.

y — XyX ! tasviri siireklidir ve ayn1 gerekcelerle xGox =G, dan G,’ <G, bulunur. Boylece

G, bir normal alt gruptur.

G, 1n bir Lie grubu oldugu tanimlardan kolayca ¢ikan bir sonugtur ve bu da ispat1 tamamlar.
Birim elemandan hareket ederek sol 6teleme kullanalim.

L.:G— G, Ly(g)=ag (2.14)
tasviri, a ile yapilmis bir sol 6telemedir. Tiirev

dL, : T(G) — T(G) (2.15)
olarak tanimlanir. Burada dL(T,G) < T,,G dir.

Tanmm 2.2.9: Bir X vektor alani eger X o L, = dL,(X) ise sol-invaryanttir.

Teorem 2.2.10: Bir sol-invaryant vektor alan1 analitiktir.

Ispat: X bir sol-invaryant vektor alan1 olsun. Buradan,

X(g)=(dLyiX(1) (2.16)

yazilir. L, , G nin kendisine bir analitik tasviri oldugundan g — (dL,); de bir analitik tasvirdir.

Boylece X in analitikligi ispatlanir.
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Teorem 2.2.11: X — X(1) tasviri, sol-invaryant vektor alanlar1 ve T,(G) arasinda birebir

esleme oldugunu gosterir.

Ispat: v e T(G) i¢in X,

Xu(g) = (dLg)1(v) (2.17)
ile tamimlanir.

v — X, tasviri teoremdeki tasvirin ters tasviridir.

Tamm 2.2.12: T;(G) uzayt G nin Lie cebiridir. Genellikle T;(G) yerine G kisaltmasi

kullanilir.

Daha once vektor alanlarinin parantez isleminin aykiri simetrik oldugunu ve Jacobi
ozdesligini sagladigin soyledik. Bu defa iki sol-invaryant vektor alaninin parantez isleminin

yine sol-invaryant oldugunu gosterelim.

Teorem 2.2.13: X ve Y iki sol-invaryant alan olsun. Buradan [X, Y] de sol-invaryanttir.

ispat: X ve Y den X ve Y ye genislemeyi kullanacagiz. X: C*(G) — C*(G) iken sol

invaryantlik i¢in

(Xf)oLy= X (foLy,) (2.18)
yazilir ve benzer durum Y i¢in de gecerlidir. [X, Y] icin sol-invaryanthig1 gosterelim:
([X,Y]Nf)o Ly=(X(Yf)- Y(Xf) oL,

=X (Yf)oLg- Y(Xf )oL,

=X ((Yf)oLg)- Y((Xf)oLy)

=X(Y(foLy)-Y(X(foLy)

=[X,Y] (foLy) (2.19)

Boylece, iki sol-invaryant vektor alaninin parantez islemi yine sol-invaryanttir.

Ornek 2.2.14: Bir Lie grubunun ilging 6rneklerinden biri SU(2) dir. Bu,

SUQ) = {A:E:A-‘ ve detA=1} (2.18)
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seklinde verilen, determinanti 1 olan kompleks elemanli ve tersi tranzpozunun kompleks

eslenigi olan 2 x 2 lik matrislerin bir kiimesidir.
Z Ve W, |z|2 + |W|2 =1 sartin1 saglayan kompleks sayilar olsunlar. Buradan
z W
A= [ _ _J (2.21)
SU(2) nin bir elemanidir. Tersine, eger Ae SU(2) ise z ve w vardir ve A, (2.21)

denklemindeki gibidir.

Z =X +1y ve w = u + iv olsun, buradan x>+ y2 +u’+v2=1dir. SU(2) tizerindeki haritalar,
U ={A:x>0} ,U,={A:x<0},

Us={A:y>0} ,Us={A:y<0}, (2.22)
Us={A:u>0} ,Us={A:u<0},

U;={A:v>0} ,Us={A:v<0}.

ve karsilik gelen tasvirler,

Li(A) = (y,u,v) , 12(A) = (y,u,v),

03(A) = (x,u,v) , La(A) = (x,u,v) , (2.23)
Us(A) = (X,y,v) , Le(A) = (X,y.V)

7(A) = (x,y,u) , L3(A) = (x,y,u) .

seklindedir. Ust iiste gelen tasvirlerin analitikligi kolayca goriilebilir.

L(A) = (x,y,u,V) (2.24)
ile €£:SU(2) — R* tasviri verilsin.

Eger A ve Ay, (z1,W1) ve (z,W») ile verilen iki matris ve £(A;) = (X3,Y;,U;,Vi) ise

L(A1A2) = (X3,y3,U3,V3) (2.25)

veE
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X3 = X1X2 = y1y2 —Uju2 — Vi Va
Y3 =X1y2 + Xoy1 + U1vy — vy (2.26)
U3 = XUy + XoU; — Y1V +Y2Vy
V3 =X1Vy + XoV) + YU — youg

seklindedir. P; , 3-boyutlu alt uzaylar iizerine R* iin uygun izdiisiimii iken ¢; tasvirleri Pjp \ Uj
nin bileskesi oldugundan, matris c¢arpiminin analitik tasvir oldugu aciktir. Ters tasvirin

analitik oldugunu gormek daha da kolaydir:
UA™ = (xy,u,mY) (2.27)

. e tanimlanan { tasviri en, e 1irim vektorler kiimesi uzerine bir
2.24) d I £ iri SUQ2) d R* deki biri ktorler k i S? i bi

difeomorfizmdir. S uzay1 3-boyutlu kiiredir. Boylece SU(2) 3-boyutlu bir Lie grubudur.
Ornek 2.2.15: En ¢ok karsilastirilan klasik gruplardan bir kismi sunlardir:
a) Birim gruplar U(n)

Bunlar kompleks elemanls, tersi transpozunun eslenigi olan n x n lik matrislerdir:

Un) = {A A= A-l} (2.28)
b) Ozel birim gruplar SU(n)

Bunlar U(n) nin determinant1 1 olan alt gruplaridir:

SU(n) = {A A'=A" ve detA=1] (2.29)
¢) Ortogonal gruplar O(n)

Bunlar reel elemanl, tersi tranzpozuna esit n x n lik matrislerdir:

Om)={A:A'=A"} (2.30)
d) Ozel ortogonal gruplar SO(n)

Bunlar O(n) nin determinant1 1 olan alt gruplaridir:

SOm)={A:A' =A™ ve detA =1} (2.31)
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e) Simplektik grup Sp(n)

H dortliileri gostersin. O halde H=R* dir ve H nin eleman1 x + iy + ju + kv seklinde yazilir.
Bir dortliiniin eslenigi

X+iy+ ju+kv=x—iy—ju—kv (2.32)
ile verilir.

Sp(n) grubu dortlii elemanlara sahip, tersi tranzpozunun eslenigi olan n x n lik matrislerden

olusur:
Sp(n) :{A ‘A= A-l} (2.33)

Sp(1), birim dértliilerin kiimesi olup boylece S*de difeomorfiktir. (2.27) denkleminden sonra
SU(2) ile ilgili yapilan eslemede SU(2) ve Sp(1) in manifoldlar gibi difeomorfik oldugunu
goriiriiz. Eger iki dortlityll ¢arparsak

( X1+ 1y1 +j111 + kV] )( X2+ 1y2 +j112 + kV2 )
= X3+ iy3 + jU3 + kV3 (234)

elde edilir. Burada x3, y3, uz ve v3 (2.26) denklemleriyle verilmistir. Bdylece £ nin yalnizca

SU(2) ve Sp(1) arasinda bir difeomorfizm degil, aym1 zamanda bir grup homomorfizmi

oldugu goriiliir.

2.3 Bir Parametreli Alt Gruplar ve Ustel Tasvir

Bir onceki boliimde, G nin Lie cebirinin birim elemandaki teget uzay ya da sol-invaryant
vektor alanlarinin kiimesi olarak alinabilecegini gordiik. Burada 1-parametreli alt gruplarin

kiimesi olarak Lie cebirinin ii¢iincii bir tantmini verecegiz.

Tanmm 2.3.1: f : R — G analitik homomorfizmi G nin 1-parametreli alt grubudur.
Homomorfizm ile f,

fx +y) =f(x).f(y) (2.35)

denklemini saglar.



14
Teorem 2.3.2: f — (df),(1) tasviri, G nin 1l-parametreli alt gruplann ile T,(G) arasinda
birebir eslemedir.
ispat: ve Ti(G) olsun. X, sol-invaryant vektor alani
Xu(g) = (dLg(v) (2.36)
ile tanimlansin.
Diferansiyel denklemlerin sonucuyla Oe J ikenJ — R acik aralig1 ve
(db(1) = X,(f(1)) (2.37)
olacak sekilde bir f : ] — G fonksiyonu vardir.

se J; bir sabit ve J; +J; < J olacak sekilde J; < J olsun. te J; icin

t — f()f(t) (2.38)
ve
t— f(s + 1) (2.39)

fonksiyonlarinin her ikisi de (2.37) denklemini saglar. Boylece diferansiyel denklemde

¢Oziimiin tekligi ile J; de s ve tigin

f(s)f(t) =f(s + t) (2.40)
bulunur. f, uygun bitytikliikteki N icin

f(t) =f (t/N)N (2.41)

formiilii ile tiim R ye genisletilsin. Bu fonksiyon 1-parametreli alt gruptur. f i f, olarak ifade

edelim. v — f tasviri, f — (df ),(1) tasvirinin tersidir ve bu da ispat1 tamamlar.

fy notasyonunu (2.37) denkleminin ¢6ziimiinde iistel tasviri tamimlamak i¢in kullanacagiz.
Oncelikle f, ve f, arasindaki iligkiye bakalim. g, 1-parametreli alt grup, ge(t) = f,(st) olsun.

Zincir kurali ile
(dgsv)t = s(dfy)s (2.42)
bulunur. O halde g, sv ye bagl, 1-parametreli alt gruptur. Boylece

fou(t) = fi(st) (2.43)
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elde edilir.
Tamm 2.3.3: exp(v) = f,(1) iken iistel tasvir exp : G — G dir.

Teorem 2.3.4: exp \ V, V den U ya bir analitik homomorfizm olacak sekilde 0 in V < G ve
1 in U c G agik komsuluklar vardir.

Ispat: exp i bir diferansiyel denklemle tammliyoruz. Diferansiyel denklemde ¢oziimiiniin

varlig1 teoremle garanti altina alinmustir. exp in analitikligi de ayni teoremle verilir.

d(exp)o 1n nonsingiiler oldugunu gosterecegimiz ters fonksiyon teoreminden U ve V nin
varligi ve exp in bir homomorfizm oldugu asikardir. Bunun icin siradaki lemmada

ispatlayacagimiz

v(f) = Lm&w (2.44)

formiiliinii kullanacagiz. To(G), G ile gosterildiginde d(exp)o : G — G yazilir.

Simdi islemlere gecelim:

d(expo)vf = lim flexp (t:)) —td) (2.45)

i FE D)= D) 0.46)
0 t

_ i PO =) o4
0 t

=v(f) (2.48)

Burada (2.45), (2.44) iin dogrudan ¢ikan bir sonucudur. exp in tanimi (2.46) y1 verir ve (2.47),
(2.43) den yazilir. Son olarak (2.48), (2.44) iin tekrar kullanilmasiyla ve G ile 1-parametreli
alt gruplarin tamimindan bulunur. Buradan d(expg)v = v dir ve boylece d(expy) nonsingiiler

birim tasvirdir. Siradaki lemmayi ispatlayarak teoremin ispatim1 tamamlamis olacagiz.

Lemma 2.3.5: X, sol-invaryant vektor alam1 ve f, v ye bagh 1-parametreli alt grup olsun.

f:G— Ricin

f(f,(t+h))—f(f (1)
h

X\(£(0))f = lim (2.49)

seklindedir.
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Ispat: f,(R) de bir Y vektor alanini

L +h) ~F(E, ()

Y(fu(t) )f = %i_)o 0 (2.50)
ile tanimlayalim.

Y vektor alaninin bu tanimu tiirev tanimina denktir. (2.50) den

dL; ., Y(Df = Y(fu(v) )f (2.51)

oldugu acgiktir. Boylece Y, fy(R) boyunca sol-invaryanttir. 1 in T(R) de birim vektér oldugu

tanimiyla
(dfy)(Df = 1(fofy) (2.52)
dir. Boylece Ornek 2.1.16 ile

f(t, (t+h) - £, (1)

(df)(Df = lim 0 (2.53)
elde edilir.

(2.50) ve (2.53) bir arada kullanildiginda

(dfy)(1) = Y(£(t)) (2.54)

olup f,, Y(1) e bagh 1-parametreli alt gruptur. (2.37) de ¢oziimiin tekligi ile Y(1) = v dir. Bu

da lemmanin ispatini tamamlar.

Birim elemani iceren G deki tiim acik U kiimeleri icin H < U ise, G nin H alt grubuna bir

kiigiik alt grup adi verilir.
Onerme 2.3.6: G Lie grubunun hig kiigiik alt grubu yoktur.

Ispat: U ve V Teorem 2.3.4 deki gibi verilsin. H c U olacak sekilde H, G nin bir alt grubu ve
g¢ 1 iken ge H olsun. Burada ge U dur. Ayrica expv = g olacak sekilde ve V vardir. G vektor
uzay1 oldugundan, Wc'V ve v¢ W olacak sekilde O 1n bir agcitk W komsulugu alinir. Buradan
expW, g expW olacak sekilde G de 1 in bir agik komsulugudur. O halde tiim agik
komsuluklarda G nin herhangi bir alt grubu yoktur.

Lie gruplarimin yapisi, gruplar arasindaki tasvirlere giiclii 6zellikler yiikler. Bunu siradaki

teoremde gorecegiz.
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Teorem 2.3.7: f: G — H ye siirekli bir homomorfizm olsun. O halde f analitiktir.
Ispat: f nin G de 1 in komsulugunda analitik oldugunu gosterelim.
G = R iken, siirekli 1-parametreli alt gruplarla baslayalim. exp/V H de exp(V) iizerine bir

difeomorfizm ve V, T{(H) da 0 1n bir acik komsulugu olsun. ye exp(% V) iken
y =expY (2.55)
olacak sekilde Y vardir. Eger z = exp(% Y) ise

A=y (2.56)

ve Z€ exp(% V) dir. f( 0 ) = 1 ve f siirekli oldugundan

f(t)e exp(%V), |t <& igin (2.57)

olacak sekilde €>0 vardir.

f(e) = exp(X) iken f(€/2) = exp(X/2) ve indiiksiyonla

f(e/2") = exp(X/2") (2.58)
bulunur. Tiim m ve n tamsayilart i¢in

f(me/2") = exp(mX/2") (2.59)
dir. f stirekli oldugundan, r reel sayisi icin

f(re) =exp(X), tiim |r| <1 i¢in (2.60)

elde edilir. Boylece f analitiktir.

Durumu genellestirelim. X, ....... , Xn G icin baslangi¢c noktasi olsun.

1 — f( exp(tXj) ) (2.61)
tasvirleri analitik, 1-parametreli alt gruplardir. T;(H ) de Yy, ....... , Yol

f( exp(tXj) ) = exp tY; (2.62)

olacak sekilde alalm. F: R" — G yi
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F(ty, ....... , t) = exp(t; Xy) ........ exp(taXy) (2.63)

denklemiyle tanimlayalim. O halde F \ U bir analitik difeomorfizm olmak iizere, UcR"
komsulugu vardir. f bir homomorfizm oldugundan (2.62) denklemi ile f o F nin analitik

oldugu goriiliir.
f=(foF)oF! (2.64)
denklemi f nin analitik oldugunu gésterir.

Bu teoremin ispatina dair bir ka¢ 6nemli noktaya dikkat cekmek uygun olacaktir. Tanim 2.3.1
de 1-parametreli alt gruplarin, analitikligi de icermesi gerektigini soyledik. O takdirde, bu
gruplar, Teorem 2.3.2de ve ispatinda oldugu gibi diferansiyellenebilirler ve tiim 1-parametreli

alt gruplar,
fy(t) = exp(tv) (2.65)

denklemiyle belirlenebilir. Bu durum (2.43) denkleminden, analitik homomorfizmler icin
acikca goziikmektedir. Herhangi bir siirekli homomorfizm (2.65) denklemini saglar ve dikkat

edilirse (2.60) denklemine kadar belirli degildir.

(2.63) ile verilen G iizerindeki koordinatlar, F tasviri

(1, veeeee s th) = exp(tX + ... + tX5) (2.66)
iken normal koordinatlarimiz olacaktir.

Teorem 2.3.8: ¢: H — G bir homomorfizm olsun. O takdirde,

L(H) > L(G)
exp 4 dexp (2.67)

H i) G
diyagrami degismelidir.
ispat: XeL(H) olsun. O takdirde, ¢(expX)e G dir. t— @(exp(tX)), O daki tegeti
d(p(X(e)) olan G de diiz bir egridir. Aym1 zamanda, ¢ bir homomorfizm oldugundan G nin

1-parametreli bir altgrubudur. Oysa, t — exp(t(d(p(X))), 0 daki tegeti (d@(X))(e) olan G

nin tek 1-parametreli altgrubudur. Boylece,
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¢(exp (X)) =exp(t(do(X))) (2.68)

olup, t = 1 alindiginda

¢(expX) =exp(do(X)) (2.69)
ya da
Poexp =expod@ (2.70)

elde edilir.

Ornek 2.3.9: A, n x n lik bir matris olsun ve f: R — GL(n),

242 3A3
rA +tA+ ......... (2.71)

f)y=1+tA+ X 3

ile tanimlansin. f(s + t) = f(s).f(t) ve (df)o(1) = A oldugundan f , GL(n) nin 1-parametreli alt

grubudur. Buradan, bir matris grubu i¢in iistel tasvir

2 3

A
exp(A)=1+A+ BNl + ? e (2.72)

seklinde olup, Lie cebiri tiim matrislerin vektdr uzaylarinin bir alt uzayidir. Bu ifade reel,

kompleks veya dortlii elemanlt matrisler icin gecerlidir. Lie parantezi

[A,B]=AB-BA (2.73)
ile tanimlanir.

Lemma 2.3.10: det(exp A) = exp(iz A)

Ispat: Bunu oncelikle A nin A, ....... ,A, kosegen elemanlarla bir iist tiggensel matris oldugu
durum i¢in ispatlayacagiz. Buradan, A¥ da Mk, ng reeres }unk kosegen elemanlarla iist
licgenseldir. Boylece expA e",e™,....,e" kosegen girislerle iist iicgenseldir ve lemmanin

sonucu olarak bu 6zel durumda
detexp A = ehe™.....eh
— exl+xz+ ..... +A, (274)

elde edilir.
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Bu defa A = PTP"' ve T nin iist iicgensel oldugu durumu inceleyelim.
exp A = P(exp T)P"! (2.75)
olup, detexp A =detexp T ve iz A =iz T oldugundan yine yukaridaki sonug elde edilir.

Son olarak Jordan kanonik formu ile (gerektiginde reel katsayilar1 kompleks olanlarla
genisleterek) herhangi bir A matrisinin, T iist iiggensel matrisi i¢in PTP" formunda oldugu

bulunur.

Ornek 2.3.11: SU(2) nin Lie cebiri SU(2), sifir izli, aykirt hermityen olan 2 x 2 lik matrislerin
kiimesidir. Buradan, eger Ae SU(2) ise

[ ix y+ izj
A= . _ (2.76)
—-y+iz —ix

dir. £: SU2) — R? , L(A) = (x,y,z) olsun. SU(2) nin Lie parantezi

ix +iz
[A}.A,] =( o 3} 2.77)
_y3 +1Z3 _1X3

ile verilir. Burada

X3 =2( Y122 = y221 )

y3 =2(z1X2 — 20X )

73 =2( X1y2 — X2y1 ) (2.78)
dir. Boylece x , x : R’xR’ >R’ capraz carpimini ifade etmek iizere

L([ALA,])=20A) x L(AY) (2.79)

elde edilir.

Ornek 2.3.12: Bazi klasik Lie gruplarmin Lie cebirlerini yazalim. Tammdan, Lie gruplari Lie

cebiriyle ayn1 boyuta sahiptir.

a) Birim gruplar U(n) ye ait U(n) Lie cebirleri aykir1 hermityen kompleks matrislerden

olusur:

Un) = {A A= —A} (2.80)



21

Kosegenin iistiindeki elemanlarin sayisi %n(n —1) dir. Kdsegen elemanlar tamamen hayalidir

ve kosegenin alt kismindaki elemanlar iisttekiler tarafindan belirlenmistir. Boylece
1
boyut U(n) =n + 25n(n —1) veya

boyut U(n) = n* (2.81)
bulunur.

b) Ozel birim gruplar SU(n) ye ait SU(n) Lie cebirleri sifir izli aykiri hermityen kompleks

matrislerden olusur:

SUM) = {A ‘A'=—A ve izA =0) (2.82)
Boylece,
boyut SU(n) =n* -1 (2.83)
bulunur.

¢) Ortogonal gruplar O(n) ye ait O(n) Lie cebirleri reel elemanli, aykirt simetrik matrislerden

olusur:
O(m) = {A:A'=-A] (2.84)
Boylece
boyut O(n) = %n(n -1) (2.85)
bulunur.

d) Ozel ortogonal gruplar SO(n), ortogonal gruplarla aymi1 Lie cebirine sahiptir. Ciinkii

SO(n), O(n) deki birim elemaninin baglantili bilesenidir.
boyut SO(n) = %n(n -1) (2.86)

bulunur.

e) Simplektik gruplar Sp(n) ye ait Sp(n) Lie cebiri tiim aykir1 simplektik matrislerden olusur:
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Sp(n) = {A ‘A= —A} (2.87)

Benzer bicimde,
boyut Sp(n) = n(2n + 1) (2.88)

bulunur.

2.4 Adjoint Gosterilim

M bir diiz manifold ve G bir Lie grubu olsun. G nin M {iizerinde soldan bir etkisi her 6,7€ G
ve me Migin p(ot,m)=p(o,u(t,m)), p(e,m)=m olacak sekilde diferansiyellenebilir bir

w:GXxM — M tasviridir.

Bu tasvir, G nin M iizerinde soldan bir etkisi ise o takdirde sabit bir e G i¢in m — 1(0,1)

tasviri W ile gosterilen M nin bir difeomorfizmidir.

Benzer sekilde M iizerinde G nin sagdan bir etkisi her 6,7e G ve meM icin
p(m,0t)=p(n(m,0),t), u(me)=m olacak sekilde diferansiyellenebilir  bir

wW:MxG — M tasviridir.

Tamm 2.4.1: Bir G Lie grubu i(06,7)=016" =i (T) olacak sekilde i:GXG —>G ig
otomorfizmi vasitasiyla soldan kendisi iizerinde etkir. Birim eleman bu etkimenin bir sabit

noktasidur, yani her bir € G i¢in i, (e)=e dir. O zaman

c—di, |, TG=L(G) (2.89)
G nin Aut(L(G)) icine bir gosterilimidir. Bu gosterilim adjoint gosterilim adini alir ve

p:G — Aut(L(G)) (2.90)
ile gosterilir.

(2.67) den asagidaki degismeli diyagramlar elde edilir:

L(G) i End(L(G)) L(G) ‘ﬁ) L(G)
exp d le ve exp 2 2 exp (2.91)

P is

G - Aut(L(G)) G - G
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expp(0)(X)=o(exptX)o™,

expep, =i, oexp

Baoylece eger te R ve Xe L(G) ise

i, (exp(tX))=exp(p(x)(tX)) =exp(tp(x)(X)).

xexp(tX)x™ =exp(tp(x)(X))

oldugu goriiliir.

(2.92)

(2.93)



24

3. GENEL KONTROL SISTEMLERI VE KONTROL EDILEBILIRLiK

3.1 Genel Kontrol Sistemleri

Bir £ genel kontrol sistemi, diferansiyellenebilen sonlu boyutlu bir M manifoldu, durum
uzayi, vektor alanlarinin bir D ailesi ve kontroller ile belirlidir.X icin kontrol edilebilirlik
problemi M ve D ile ilgilidir ve D deki vektor alanlarinin neden oldugu negatif olmayan
zamanh yerel difeomorfizmlerin tiim bileskeleri kullanildiginda, x den baslayarak M nin her

bir y elemanina ulagmak hangi kosullar altinda miimkiindiir, sorusundan kaynaklanir.

M bir diferansiyellenebilen manifold olsun ve X(M) de, M nin agik alt kiimeleri {izerinde
tanimli tiim diiz vektor alanlarimin ailesini gostersin. Diiz kavramim1 C* veya analitik olarak
diisiinecegiz. Her bir Xe X(M) , M iizerinde yerel difeomorfizmlerin 1-parametreli bir
grubunu tamimlar. Yani X i¢in olanakli her bir te R ye karsilik, manifoldlar iizerinde vektor

alanlar1 tarafindan iiretilmis adi diferansiyel denklemlerin varlik-teklik teoreminden dolay,

X dom(X)cM - M (3.1)
bir yerel difeomorfizm olup, y*(.,x), x noktasindaki vektor alanlarinin integral egrisi ise, o

takdirde

Xi(x) =7*(t,x) (3.2)
ile tammlidir. X, nin tersi

X_, : X(dom(X() € M — dom(X;) c M (3.3)
dir. Ayrica,

1. XX = Xiss

2. X' =X, (3.4)
3. Xo=1Id

dir.

Tanmm 3.1.1: BirX kontrol sistemi, X = (M,D) seklinde bir ikili olarak tanimlanir. Burada, M

diferansiyellenebilen bir manifold ve D, X(M) nin bir alt sinifidir.

Uyar1 3.1.2: 1. M ye ¥ nin durum uzay denir.
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2. D nin elemanlari sistemin stratejileri ve X nin kontrolleridirler.

3. X bir

G, ={9, °¢; ...o¢ 1¢’eD,t;e R,re N} (3.5)
sO0zde grubu tanimlar ve X tarafindan M de x in yoriingesi , x de G, nin etkisi ile verilir:

G, (x) = {o(x)l e G, } (3.6)
Tamm 3.1.3: Eger G, (x) = M olacak sekilde xe M varsa, X sistemine ge¢islidir denir.
x~yeye Ge(x) (3.7

ifadesi ile M iizerinde “~” baZintisim1 tanimlayalim. Elbette, “~” bir denklik bagintisidir.
Ozellikle, eger ¥ bir x € M noktasinda gecisli ise, o takdirde M nin her noktasinda gegislidir.

Yani,

G,(x)=M, Vxe M (3.8)
dir. Ayrica X ile birlesmis,

S, ={¢; ©¢; o...o¢; l¢'eD,t;20,re N} (3.9)

sozde-yar1 grubu elde edilir ve x den X nin ulagilabilirlik kiimesi denilen ¥ ile M deki x in

pozitif yoriingesi
S, (x) = {e(x) Qe S, } (3.10)
dir.

Uyar 3.1.4: 1. Kuskusuz, S; (x)c G, (x), Vxe M dir.

2. S, tarafindan tamimlanan M iizerindeki “~” bagmtisi simetrik bir baginti degildir.

Gergekten de eger t > 0 ise, o takdirde X_; nin S, ya ait olmas1 gerekmez. Yani,
XeD#>-XeD (3.11)
dir.

Kontrol teorideki temel problemlerden biri Sy (x) = M olacak sekilde M, D ve xe M altindaki

kosullar1 bulmaktir. Gergekten eger bir x baslangi¢c noktasi ile baslanirsa problem, ¥ nin D
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dinamigi ile verilen negatif olmayan stratejiler ile M nin her noktasina ulasmaktir. Yani

S; (x)= M ne zaman dogrudur? Uyar1 3.1.4 den dolay1,
S; (x)c Gy (x)cM (3.12)

oldugunu biliyoruz. Dolayisiyla, ¥ mnin gegisliligi bu problemi c¢ozmek igin gerekli bir

kosuldur, ancak yeterli degildir. Ornegin, eger

(e}

alinirsa o zaman,

S (0) = [0,00) =G4 (0) =R (3.14)
+

olur. Bu basit 6rnek kontrol edilebilirlik probleminin ¢ok zor bir soru oldugunu gosterir. 1970
den beri bir ¢ok matematik¢i diferansiyel geometrik acisindan kontrol sistemlerinin kontrol

edilebilirligi ile ilgilenmistir.

3.2 Kontrol Edilebilirlik

Tanimm 3.2.1: ¥ = (M,D) bir kontrol sistemi ve xe M olsun. ¥ ya:

1. Eger S, (x) = M ise, x de kontrol edilebilirdir,

2. Eger¥, M nin her elemani iizerinde kontrol edilebilir ise, M iizerinde kontrol edilebilirdir

ya da kisaca kontrol edilebilirdir denir.

Asagida ispatsiz olarak genel kontrol sistemleri i¢in teorik acidan cok Onemli bir sonucu
verecegiz. Bu sonuca, sistemin dinamigi hakkindaki tiim bilgileri koruyan, M deki herhangi
bir baslangi¢c kosulu icin durum uzayinin yoriingesine indirgenmesine olanak veren Yoriinge

Teoremi adi verilir.

Teorem 3.2.2 (Yoriinge Teoremi): ¥ = (M,D) bir kontrol sistemi ve xe M olsun. O takdirde

G, (x) yoriingesi asagidaki Ozellikleri saglayacak sekilde diferansiyellenebilen bir manifold

yapisina sahiptir:

1) {Gz x)Ixe M} , M nin tekil noktalari ile bir boliintiisiidiir.

ii) ¥, =(Gy(x),D), x in yoriingesi iizerinde gegisli bir kontrol sistemidir.
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iii) A dagilim
A:{(p*(Yq),l (x))19e GZ} (3.15)
seklinde tanimli olup, her ye G, (x) i¢in

A(y)zTyGZ(X) (3.16)

olmasi, A mnin integrallenebilir manifoldlarn kesin olarak ¥ nin yoriingesi olmasi demektir.

Yani

In, (y)=G,(x), Vye G, (x) (3.17)
dir.

Ornek 3.2.3: R" iizerindeki diferansiyel denklemlerin

D= {x=Ax+BulueR"} (3.18)

ailesini gozoniine alalim. Burada, A€ M,,(R) ve Be Mx«(R) dir.

S; (0) in R" nin bir vektor alt uzayr oldugu goriilebilir ve boylece S, (0) = G, (0) bulunur.

Ancak ve ancak
rank( B AB A’B ..... A™'B)=n (3.19)

ise ¥ orijinde kontrol edilebilirdir. Bu sonug lineer kontrol sistemlerin kontrol edilebilirligi

icin rank kosulu denilen Kalman Teoremi olarak bilinir.

Ornek 3.2.4: Bu 6mekte, kontrol edilebilirlige karar vermek icin sadece rank kosulunu

kullantyoruz.

o[ ;s

ile ¥ = (RZ,D) kontrol edilemezdir.

o ;o
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ile X = (R2,D) kontrol edilebilirdir.

Ornek 3.2.5: M = R? olsun. Burada

1
D= {X‘ = %,XZ = [0 _OJ} (3.22)
dir.
x=1
§=0 (3.23)

diferansiyel denklem sistemi, (a,b)e R” igin
x=a+t, y=b, VteR (3.24)

seklinde ¢oziildiigiinden X' in akisi,
1 a+t
X (a,b)= b I Vte R (3.25)

olarak elde edilir. Benzer sekilde X* nin akisi,

X=X
, (3.26)
y=-y

sistemi, (a,b)e R? igin

x=ae', y=be", Vte R (3.27)
seklinde ¢oziildiigiinden

X2 (a,b) :(;‘e_tj, Vie R (3.28)

e

olarak bulunur. Béylece X' ve X* ile birlesmis akislar, (a,b)e R* baslangi¢ kosuluyla, her

te R icin
+t '

X'(ab)=| |, X2(ab)=| *© (3.29)
b be™

seklindedir. Bu durumda ¥ = (RZ,D) nin yoriingeleri
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l. Gy(a,b)={(x,y)ly>0}, b>0

2. Gyab)={(x,y)ly=0}, b=0

3. Gg(a,b)={(x.y)ly<0}, b<0

olup pozitif yoriingeleri de

1. Sz(a,b):{(x,y)I@SySb,XZa}, b >0
X

2. Sz(a,b)z{(x,y)IbSyS@,xZa}, b<O0
X

olarak bulunur. ¥, R? nin her noktasi iizerinde kontrol edilemezdir.

Ornek 3.2.6: G = SLy(R) = {Ae M, (R) | det A =1}

grubunu ve

L(G)=sl,(R) ={Ae M, (R) lizA =0}

ile verilen grubun L(G) Lie cebirini gézoniine alalim.
0 1 00

X = Y=
00 1 0

olmak iizere

D= {X+uYlueR}csL(R)

dinamigini gézoniine alalim. Akiglar

1 t 1 0
X, = Y, = e SL,(R)
01 s 1

dir. = (R%D) icin

G, (a,b)=R*\ {(0,0)}

ve eger a’+b° #0 ise

(3.30)

(3.31)

(3.32)

(3.33)

(3.34)

(3.35)

(3.36)
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G, (0,0)={(0,0)} (3.37)
elde edilir. Oysa X kontrol edilemezdir. Ornegin, eger a> 0, b > 0 ise, o takdirde

S, (a,b)={(x,y)Ix >a} (3.38)
dir.

Asagidaki 6rnek invaryant kontrol sistemlerin sinifina aittir.

Ornek 3.2.7: G 3-boyutlu Heisenberg grubu, yani

Ix,y,ze R (3.39)

Q

Il
o O =
S = A
— < N

olsun. G iizerinde

010 0 00
X=[{0 0 OfveY=|0 O 1 (3.40)
0 00 0 00
invaryant vektor alanlarini, yani G nin
0 a c
L(G)=</0 0 bllabceR (3.41)
0 00
Lie cebirindeki elemanlar1 g6zoniine alalim.
D ={X+uYlueR} (3.42)
yi tanimlayalim. ¥ = (G,D) sistemi gecislidir. Ger¢ekten,
A(e) = geren{X, Y, [X,Y]} =L(G) (3.43)

dir. Bir invaryant ¥ kontrol sistemi ancak ve ancak e birim noktasinda kontrol edilebilirse, G

tizerinde kontrol edilebilirdir. O takdirde S;(e)=Gy(e) olmaldir. Bu drnekte, G nin e birim

elemaninin yoriingesi G ile ¢akisir. X kontrol edilemez, yani S;(e)cG dir.
+*
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4. NORMALIZORLU SiISTEMLERIN KONTROL EDIiLEBILIiRLiGi

4.1 Normalizor

2. = (G,D) bir lineer kontrol sistemi olsun. Tanim geregi >, min X drift vektor alam, G

izerindeki tim C~ (diiz ya da analitik) vektor alanlarinin X(G) Lie cebirinde, L(G) nin
normalizoriiniin bir elemanidir. Bu boliimde dinamigin bu tiiriiniin bir karakterizasyonunu

veriyoruz. Buradaki vektor alanlar1 da G {iizerinde lineer vektor alanlari adini alacak. Her
pe R" i¢in X, = A(p) + u ise, R" lizerindeki X vektor alani lineerdir. A, R" — R" nin bir
lineer tasviridir ve u, R" nin bir sabit vektoriidiir. R" tizerinde lineer vektor alanlar

asagidaki sekilde karakterize edilebilir:

R" iizerindeki bir C* X vektor alani, R" iizerindeki her U sabit vektor alani i¢in ancak ve

ancak [X, U] sabit bir vektor alani ise lineerdir. Bundan dolayr R" iizerindeki tim lineer

vektor alanlarinin kiimesi yine R" iizerindeki tim C™ vektor alanlarmin X(R") Lie

cebirindeki R" nin Lie cebirinin normalizoriidiir.

G bir Lie grubu ise G nin L( G ) Lie cebiri, G nin e birim elemanindaki T.G teget uzayi ile
ozdeslenecek ve herhangi Ye L(G) i¢in Y e X(G), S?ez Y olacak sekilde G iizerindeki sol-

invaryant vektor alanim1 gosterecektir.

G iizerindeki vektor alanlarimt G nin L(G) i¢ine fonksiyonlan ile 6zdeslemeyi uygun

buluyoruz: F: G — L(G),
F(x) = (dL, )x ™" (X) 4.1)

yi saglayan bir tasvir olacak sekilde

~

F. =dL (F(x))=F(x), , xeG (4.2)
seklinde tamml1 ~:C” — X(G), F F tasvirini gbzoniine alalim.

Onerme 4.1.1: F — F tasviri C~ (G,L(G)) nin X(G) iizerine bir lineer izomorfizmidir.

Ispat: dL, indL, " = dL ., tersiile bir izomorfizm oldugunu belirtelim.

Lineerlik: F,He C”(G,L(G)) olsun. a , f reel sayilar1 i¢in
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(aF:BHj = dL,(aF + BH)(x) =dL_(aF(x)+BH(x)) = oF, +BH, (4.3)

X

elde edilir. Ozel olarak, o = B = 1 ahmrsa (F + H), =F, +H_ dir.

Birebirlik: F, =H, olsun. O takdirde F, =dL, (F(x))=dL, (H(x))=H, den her xe G igin

F(x)=H(x) dir ve F = H i¢in dL birebirdir.

Uzerinelik: Xe X(G) icin F(x) = (dLy) "' (Xy) olacak sekilde bir F tammlarsak, F=X

bulunur.

Uyari 4.1.2: Her xe G icin F(x) = Ye G sabit fonksiyonu sol-invaryant Y € X(G) (1 L(G)
vektor alanina karsilik gelir. Bununla birlikte, C*(G,L(G)) deki sabit fonksiyonlarin ~

altindaki goriintiisii L(G) dir.
normy ¢, ((G)) = {Xe X(G)1 [X,?]e L(G),VY € L(G)igin} 4.4)

olsun.

Tamm 4.1.3: normy g (L(G)) deki elemanlar, G iizerindeki lineer vektor alanlari olarak

adlandirilirlar.

Yardimci Teorem 4.1.4: Ye L(G) ve Fe C”(G,L(G)) verilsin ve He C” (G,L(G)) icin
H(x)=Y, (F)+| Y.F(x)]. xeG (4.5)
seklinde tanimli olsun. O takdirde, H = [?, 15} dir.

Ispat: Ispata gecmeden 6nce birkag noktaya dikkat cekelim. f € C” (G) olsun.

(a) Eger F(x) € L(G) ise o zaman F(x)f= (%j (foy)(t) dir. Burada y(0) = e ve

t=0

Y(O) =F(x)dir. Eger 7 (t) = exptF(x) alinirsa

F(x) f= (%J f (exptF(x)) (4.6)

yazilir.
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(b) Ye L(G) (a) da kullanilirsa

T =(%j £ (exptY) “7)
ve

5 . d

(Ye-F)(x):YXF:(a) F(xexptY) (4.8)

elde edili. Acikca Y, FeL(G) ve Y-FeC”(GL(G)) dir. Benzer sekilde
[Y.F(-)]eC"(G,L(G)) dir. Bu durumda Y,F+[Y,F(:)]eL(G) ve HeC™G, L(G))

oldugu sonucu cikar.

© (%)t_o(F(xe:pthfj(xexptY)=(%)l_O[F(xe:pthfJ(x)

N e o
i

@ :((?I:)'(X)J:(%jt_oF(xe:ptYJ

olop,

:((?I;S(X)fJ(x):(%Jl_()(F(xe;pthfJ(x) @.10)
(&) [Foreenm)-v, (F(l')fH?(F&)f)J(x) @i

esitlikleri elde edilir. Burada ispata gegebiliriz. Lie parantezinin tanimindan
([Y.F]f)(x)=(¥ (Ff))(x)-(F(¥f))(x). feC(G) 4.12)

yazilir.
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(4.10) ve (4.11) den elde edilir. Ayrica

~ ~

(F(¥f))(x)=F, (Yf)=F(x), (?f):[F(x)(?f)j(x)

bulunur. (4.13) ve (4.14) esitlikleri (4.12) bagintisinda yerlerine konulursa,

(4.13)

(4.14)

(4.15)

(4.16)
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Teorem 4.1.5: Fe C~(G,L(G)) olsun. O takdirde her Ye L(G) icin ancak ve ancak

F(xexpY)= (e_adY)F(X){l_aZjY j(Y(F){Y,F(e)]) 4.17)

ise Fe norm, (L(G)) dir. norm,, (L(G)) deki tiim vektor alanlari analitiktir.

Ispat: Bir B : L(G) — L(G) tasviri B(Y) = +[Y F ] seklinde tanimli olsun. H bir

onceki yardimci teoremdeki gibi alindiginda, her Ye L(G) i¢in B(Y) = H(e) olur. O halde her
x € GveherY € L(G) icin

Fe norm, (L(G)) = [?,lﬂe L(G)
& H(x)=Y, (F)+][ Y.F(x)]=B(Y

oY (F)=-] Y.F(x)]+B(Y
@(ij F(xexptY)=—[Y,F(x)]+B(Y
dt)

@(%J F(xexptY)=—[Y.F(xexptY)]+B(Y (4.18)
t=0

dir. f(t) = F(x exp tY) olsun. O takdirde (4.18) den

£'(t) :(%1 :(%1 F(xexptY)

=—[ Y.F(xexptY)]+B(Y) VX, t

=—ad(Y)(f(t))+B(Y)  Vx.t (4.19)

elde edilir. ad(Y) bir lineer operator oldugundan ve B(Y) t ye bagli olmadigindan,
£°(t) = ~ad (Y) (£ (1)) =-ad (Y)(~ad (Y) (£ (1)) + B(Y))

=(~ad (Y)) (F (1)) +(~ad (Y))(B(Y)) (4.20)

bulunur. Her n € N i¢in
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£ (1) = (~ad (Y))' (£ (1)) + (~ad (Y))" (B(Y) @21)

yazilir. n = 1 i¢in bu bagintinin saglandig1 acik olup, n icin saglandigini kabul edelim ve n + 1

icin de saglandigini gosterelim:

dt

£ (1) = (il £0) (1)

= (~ad (Y))"™ (£ (1)) +(-ad (Y))" (B(Y)) (4.22)
olup sonug¢ dogrudur. f(t), t = 0 da analitik oldugundan

(0)
£7(0),. 4.23)

f(t)=

n=0 n '

seklinde Taylor serisiyle yazilabilir. Burada f(0) = F(x) dir. Bu durumda f”(0)=f (0)=F(x)

ve n>1 icin £ (0)=(-ad(Y))’ (F(X))+(—ad(Y))n_l(B(Y)) oldugundan

. —tad(Y)
:e_“‘d(Y)F(x)+(1 © j(B(Y)) (4.24)

elde edilir. t = 1 alinarak f(1) = F(xexpY) ve boylece

1 _ e—adY

adY

F(xepr)=(e—““Y)F(x)+( J(B(Y)) (4.25)

bulunur.

Uyar14.1.6: B(Y)=Y(F)+[Y.F(e)]|=Y, (F)+[ Y.F(e)]=dE (Y)+[ Y.F(e)] dir.
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Sonuc 4.1.7: Eger G baglantil1 bir Lie grubu ise bir Fe normX(G)(L(G)) elemani (F(e),dF.)
ikilisiyle karakterize edilir.

Ispat: U = exp(L(G)) = {xe G:x=expY,Ye L(G)} olsun. n uzerinden tiimevarimla F

fonksiyonunun U"iizerinde (F(e),dF.) ikilisiyle belirlendigini ispatlayacagiz.

U"=U""U={xye G:xe U"",ye U} (4.26)

olup, G baglantih ve G = U, U" oldugundan sonucun dogru oldugu goriilebilir. Gergekten

(4.17) de expY € Uigin x = e alinarak

1 _ e—adY

adY

F(epr)=(e"“dY)F(e)+( J(dFe(Y)+[Y,F(e)]) (4.27)

elde edilir. Bu da F in U iizerinde belirlendigini gosterir. F in n2>1 icin U" {iizerinde

belirlendigini kabul edelim ve bir x € U" alalim. O zaman

1 _ e—adY

adY

F(xexpY)= (e"“dY)F(x)+( J(dFe (Y)+[Y.F(e)]) (4.28)

bulunur. Burada x exp Ye U"U = U™ dir. Boylece F, U™" iizerinde belirlidir.
Uyari 4.1.8: Eger G baglantili bir Lie grubu ise o zaman
xeG & x=expt1Y;.exptaYa e expty Yn (4.29)

olacak sekilde t,t,,....,t, € R ve Y1,Y>, ...... .Y, € L(G) vardir.

Sonug 4.1.9: G = R" olmak iizere her pe R" i¢in X € normyx)(L(G)) < Xp = A(p) + u dur.

Burada A, R" — R" nin bir lineer tasviri olup ue R" dir.

Ispat: R" nin T,R" teget uzay1 ile dogal dzdeslemesi ile F vektor alam Fe C*(R",R")

fonksiyonuyla aymi olur. Boylece eger (4.17) de x ile O ve Y ile p yer degistirirse
F(0+p)=Id.dF, (p) + Id.F(0) ya da F,, = dFy(p) + F(0) elde edilir.

Teorem 4.1.10: Eger Fe normyxc)(L(G)) ise, o takdirde her bir X,Ye L(G) i¢in

e:«‘\dY _1
e“dF (e™X) =| X,
adY

dee (Y)} +dF.(X) (4.30)
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dir.
Ispat: (4.17) de, x = exp(-Y)exp(tX) alinarak

eadY _ 1

™Y Flexp(-Y) exp tX expY) = F(exp(-Y)exp tX) J{ j(Y(F) +[Y,F(e)])

adY

elde edilir. Ote yandan,

dF.(e™X) = (%j F(expt(e™X))

t=0

J F(expt(Ad(exp(-Y)(X))))
_ J F(exp(tAd (exp(-Y)(X))))

F((exp(=Y))exp(tX) exp(Y))

d

_ _J (7" ) E(exp(~Y) exp(tX))
dt ),y

olup, bu takdirde

e“VdE (e™"X) = (i) F(exp(-Y)exp(tX))

t=0

= —adXF (exp(~Y))+ X (F)+[ X.F(e)]

1 _ e—tadX

- —adx[eadYF(e)J{ X j(X(F)+[X,F(e)])j+X(F)+[X,F(e)]

= Detemten]s x[ gty e e

+X (F)+[ X.F(e)]

(4.31)

(4.32)

(4.33)
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bulunur. Eger

(I;g:Y JadY(F(e)) =F(e)-(*Y)F(e) (4.34)

oldugu gozoniine alinirsa

eadeFe (e—adYX) _ —[X,(eadYF(e))] + {X,(ead\( _IJY (F)}
| X,F(e)—(e*)F(e) |+ X (F)+[X,F(e)]

adY _1

Y(F)}+X(F)

adY

adY _1

— |dR (Y)}dﬂ (X) (4.35)

elde edilir.

Teorem 4.1.11: Herhangi bir A:L(G)—L(G) lineer tasviri i¢in asagidaki kosullar

esdegerdir:

eadY _ 1
adY

() e A(e"X) ={X,[ JA(Y)}A(X) (X,YeL(G)),

(ii) A, L(G) nin bir tiirevidir.

Ispat: ()= (ii) Burada A:L(G)—>L(G) lineer tasvirinin her X,YeL(G) igin
A[X, Y] =[AX, Y]+ [X, AY] kosulunu sagladigim gosterecegiz. (i) de Y ile tY yer

degistirirse ve t = 0 da t ye gore tiirevi alinirsa

tadY 1

YA (VX)) = {X,(e

JA(Y)}A(X) (4.36)

adY

bulunur. Bu ifadenin her iki yaninin t = 0 da t ye gore tiirevi alinirsa,

(%) (eadYA(e—tadYX)) _ adYetadYA(e—tadYX) |t:0 +etadYA(_adYe—tadYX) |t:0
t=0

=adY (A(x))+A(-adY (X))
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=[Y.A(x)]-A[Y.X]

bulunur. A(X) t den bagimsiz oldugundan

(%j {X,(etz{lJA(Y)} _ (%j adX([ej;;le(Y)J

=[X.A(Y)]

olup, boylece
A[XY]=TAX), Y] + [X,A(Y)]
elde edilir.

(ii)= (i) A, L(G) nin bir tiirevi olsun ve ¢(t)=A(e*"X) alalim. Bu takdirde

‘(11‘1’ A(adYe™ X) = A([ Y.e""X]) =[A(Y),e"*X ]+[Y,0(1)]

bulunur. Ote yandan

—tadY __ 1

adY

y(t)=e™" [X( JA(Y)}e‘“‘YA(X)

olsun. O takdirde,

adY

=adYe“" Hx,[e_:;;_le(Y)}A(X)J

=adY (y(t))+[ A(Y),e""X]

d_W_ tadY e -1 tadY _—tadY tadY
L = adYer X, A(Y) [+e*[X,—e YA (Y) |+adYe“ A (X)

=[ Y.y () ]+[A(Y).e"X]

elde edilir. Bu durumda ¢ ve y fonksiyonlari

(4.37)

(4.38)

(4.39)

(4.40)

(4.41)

(4.42)

(4.43)
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baslangi¢ deger kosuluyla ayn1

de

=LA X+ [Y ] (4.44)

diferansiyel denklemini saglar. Diferansiyel denklemlerin varlik-teklik teoreminden ¢ =\

dir. Boylece t = -1 alindiginda (i) elde edilir.

Yardima Teorem 4.1.12: Verilen bir De L(G) i¢in adD yi L(G) iizerinde (adD)x = [D,X]

seklinde taniml bir vektor alani olarak alalim. Aymi1 zamanda D yi Dx = D seklinde tanimli

sabit vektor alani ile 6zdesleyelim. D,E € L(G) olsun. O zaman
(i) [E,adD] = [D,E],

(i1) [adE,adD]=ad[D, E] dir.

Ispat: {x;}" ,L(G) de koordinatlarin bir lineer sistemi ve f e C”(L(G)) olsun. O takdirde

(ade)(X)=(dij f(X+t[D,X]) (4.45)

t=0

2

2at f (X+sE+t[D.X]+ts[D,E])(0.0)

S Js=

(E(adDf))(X) = (dij . (adDf ) (X +sE) =

Z o ax X)E; [D.X] +Z X)[D.E] (4.46)

(Ef)(X)=(%j f(xn) .47

ve

d

(adD(Ef))(X) = (d—j ) (Ef)(X+s[D,X])

S )

2
= aiat f (X +s[D,X]+tE)(0,0)

Zax ax X)[D,X] E, (4.48)

bulunur. Boylece
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([E.adD]£)(%) = X 2-(X)[D.E], =([D.E]) () (4.49)

i i

elde edilir. Bu da (i) yi ispatlar. (ii) yi ispatlamak i¢in

(adE (adDf))(X) = (%)_0 (adDf ) (X +s[E,X])

2

= aiat f(X+s[E,X]+t[D,X]+ts[ D,[E.X]])(0.0)

Z o ax X)[E.X],[D.X], +Z (X)[D.[E.X]], (4.50)
olup, bu durumda
([adE,adD]f)(X) = Z%(X)([D,[E,X]]i ~[E.[D.X]] ) (4.51)

bulunur. Boylece
[adE,adD]x = [D, [E, X]] - [E, [D,X]] = [[D, E], X] (4.52)
elde edilir.

Yardimer Teorem 4.1.13: Eger Fe norm, , (L(G)) ise 0 zaman her Y e L(G) igin
dF, (Y, )=[ Y.F(e)-F(x)]+dF(Y) (4.53)

dir.

Ispat: (4.17) bagintisinda Y yerine tY konur ve t ye gore t = O da tiirevi alinirsa, istenilen

sonuca varilir.
Teorem 4.1.14: ¢ 9(L(G)), L(G) nin bir tiirevi ve Ee L(G) olsun. O takdirde GXL(G) de
Ay =1 (Y [Y.E-X]+0(Y)): Ye L(G)} (4.54)

seklinde tanimli A dagilimi, C”, n = boyut(L(G)) boyutlu ve involutivdir.
Ispat: Bir D : L(G) — L(G) tasviri

D(-)=[Y,E]-adY(:)+ ¢o(Y) (4.55)
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seklinde tanimlansin. Bu takdirde
A ={(¥.-D(X)): Ye L(G)} (4.56)

yazilabilir. Dagilim, uzayin her elemanini o elemandaki teget uzayinin bir alt vektor uzayina

gotiiren bir tasvir olduguna gore

A:GxL(G)—>T(GxL(G))=TGxTL(G)

(x,X) > A(x,X)<T,GXT,L(G) (4.57)
dir. Yani A(x,X),T,, ,,(GXL(G))=T,GXT,L(G) nin bir alt uzayidir. TGXT,L(G) deki
(X,Y) ve (Xl,Y ) elemanlart icin

[(X.Y), (XLYD] = (X.X'L[Y.Y']) (4.58)
seklinde Lie parantezi tanimlansin:

(i) Ay1 geren elemanlar C” oldugundan A, C” dur.

(ii) (4.54) in ilk bileseni L(G) nin x deki bir etkisidir. Yani TG dir ve Yx icin

[Y.E-X]+¢(Y) tektir. Dolayistyla boyut A =boyutL(G) dir.

(iii) ((%,) D, ()€ A(x.) olsun. Bu durumda

[((%),-2,0)):((%),-2.0)]=([(%), (%) [ )
{[mﬁiml,[Dl(-wz(-)]} “59)
bulunr

[, (.04 ()] =[]0, () +0(Y,).[Yo. E]-adY, () +0( ¥, )]

(1Y, EJ+0(¥,).[YorE]+ 0(Y )] [[¥,. E]-adY, ()]

+[=ad, ().[Yo.E]]+[~adY, ().-ad¥, ()]+[-ad¥, ().0(¥.) [+ [0(¥,).-adY, ()] (460

olup, Yardimci Teorem 4.1.12 den
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|:Dl (‘)’Dz ()] = [[YI,E]+¢(Y1),[YZ,E]+¢(Y2 )]_[YZ’[YI’E]]
=[Y,.[Y,.E]|+ad[Y,. Y, ]+[ Y,.0(Y,) |- Y,.0(Y,)] (4.61)

elde edilir. Burada [[Y,.E]+¢(Y,).[Y,.E]+¢(Y,)|=0 dir. Gergekten [Y,.E]+ ¢(Y;) ve
[YZ,E]+¢(Y2) sabit vektor alanlar1 olduklarindan, onlarin Lie parantezi sifirdir. Jacobi

6zdesligi kullanilarak
[D,(1).D,(-)]=[[Y.. Y,].E]-ad[Y,. Y,](-)+[ 0(Y,). Y, |+[ ¥..0(Y,) ] (4.62)
elde edilir. ¢ tiirev oldugundan,

[D,(-).D,(-)]=[[¥.. Y,].E]-ad[Y,. Y,](-)+¢[Y,. Y,] (4.63)

yazilir. Bu son ifade (4.59) da yerine konulursa,

Z([(YI)T(YZ)} ,[[Yl,Yz],E]—ad[Yl,Yz](-)+[¢(Y1),Y2]+[Yp¢(Yz)]jeA(Xv) (4.64)

bulunur.

Yardimci Teorem 4.1.15: 1?‘}6 normy g, (L(G)) j = 1,2 verilsin ve bir Fe C* (G,L(G))
F(x)=-[F (x).E (x)]+E (x)(E)-F (x)(E)+[F (x).E (¢) |- [ E (x).E (e) ] (4.65)
seklinde tanimli olsun. O takdirde [151, 132] =F dir.

ispat: ([ E.F, |f)(x)=(F (Ef))(x)- (& (Ef)) (x). feC”(G)

olup, burada

(131 (Ef))(x) = (ij 0 (ﬁzf)(x expsE (x))

ds J_

- (%l_o (Fz (x e';psFI (x)fJ(xeXpsFl (X))J
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:(%j (Fz(x;{psﬁ(X)H(x){%l_o (F(;()fj(xexpsﬁ(x)) (4.66)

dir. (4.17) den

- (%L) E, (xexpsF (x))

_ (disl_o ((e—sadﬁ(x) )F2 (X)+(1;§1;:a(dz(;) J(Fl (X)(F2)+|:F1 (X),Fz (e):I)J

= (B (x).E (x)]+ E (x)(E) +[E (x).E (¢)] (4.67)

bulunur. Bu nedenle

(7 (R1)) () = {E(xia(xﬂfj(m(ﬁ(Jg)f}(@

+GFI (X;:Fz (e):fJ(x)+(F:;()(F2Tx)fJJ(x) (4.68)

olup, dolayisiyla

(R ]) ()= {Fl(x')fﬁz(x)}f}m(ﬁ(xi?F2>—Fz<xifﬁ>fj<x)

ﬂﬁ(x')fa(e):—[a(x’iﬁ(e)Df}x) (469

elde edilir.

Teorem 4.1.16: @:norm, , (L(G))—>L(G)®gl(L(G)), ®(F)=(F(e),~dF.) seklinde
taniml bir lineer tasvir olsun. O takdirde

(i) ®,normy, (L(G)) den L(G)®d(L(G)) yan-direk carpimu igine bir Lie cebiri
homomorfizmidir.

(ii) Eger G baglanuli ise o zaman @:normy (L(G))—L(G)®d(L(G)) bir birebir

homomorfizmdir.
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(iii) Eger G baglantil ve basit baglantili ise 0 zaman

@ :normy, (L(G)) > L(G)®3(L(G)) bir iizerine izomorfizmdir.

ispat: () @(af+BE)=a®(F)+pe(E) ve @[F.E]=[®(F) ®(E)]oldugunu

gosterecegiz. Gergekten,

®(oF +BE ) = d)(ocFl:BFzJ

= (o +BE) (). d(aF, +BE,), )

= (aF,(e) +BF, (c).~ad(E), ~Bd(E),)

= (oF; (¢), ~0d(F), )+ (BF, (¢), -Bd(F,), )

=a(F (e).~d(E),)+B(E, (e).~d(E,),)

= o®(F)+po(F,) (4.70)
ve yari-direk ¢arpimin tanimindan

[@(F).@(E)]=[(E ().~ (dR),).(E.(e).~(dF.),)]

=([B(e).E () ]=d(E), (. (e))+(d(E), (E (¢))).[-d(E),.~d(E)_]) @.71)
elde edilir. ®;=—(dF,) ve E;=F(e) j=1,2 olsun. O takdirde,

[@(F).@(R)]=([E E.]+® (E,) -, (E).[0,.2,]) “.72)
olur. F(x), (4.65) deki gibi tanimlansin. Yardimeci Teorem 4.1.15 den
@([F.E])=@(F)=(F(e).—aR) (4.73)
bulunur. Burada

F(e) = -[Fi(e), Fa(e)] +F1(e)(F2) — Fa(e)(F1) + [Fi(e), Fa(e)) - [Fa(e), Fi(e)]

= Fi(e)(F2) — Fa(e)(Fy) - [Fa(e),Fi(e)]
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= (dF2)e(Fi(e)) — (dFy)e(Fa(e)) + [Fi(e).Fa(e)]
=-®,(E,)+®,(E,)+[E,.E,] 4.74)
ve
dFe(Y) = -[(dF1)e(Y), Fx(e)] - [F1 (e), (dF2)e(Y)] + (dF1 )e(Y)(F2)
- (dF2)e(Y)(F1) + [(dF1)e(Y), Fa(e)] - [(dF2)e(Y), Fi(e)]
= (dF)e(Y)(F2) - (dF2)(Y)(F1)
= (dF2)e(dF1)e(Y) - (dF1)e(dF2)e(Y)
= -[(dF1e ,(dF2)e](Y)
=—[®,,®,](Y) 4.75)
dir. Boylece
®([E.E |)=(F(e).~dE ) = ([E,.E,]+ @, (E,) - @, (E,).[®,.®,]) (4.76)
olup, bu da (4.72) ile birlikte (i) yi ispatlar.
(i) ®(F)=®(F,) = F =F, oldugunu gosterecegiz.
@(F)=®(E)= (K(e).~(dR),) = (E(e).~(dR),)
=F(e)=FE/(e) ve (dF) =(dR) (4.77)

Sonug 4.1.7 den F, (F (e).(dR),) ikilisi ve F,, (F,(e).(dE,)_) ikilisiyle belirlendiginden

(4.77) bagmtlar ile birlikte F =F, elde edilir.

(i) Her (E,®)eL(G)xd(L(G)) i¢in (E,®)=®(F) olacak sekilde bir

Fe normy (L(G)) nin varhgim gosterecegiz.(E,®)e L(G)xd(L(G)) olsun.

1 _ e—tadY

\u(t):(e'“‘dY)X+( J(@(Y)+[Y,E]) (4.78)

adY

seklinde tammli bir y:R — L(G) tasvirini gdzoniine alalim. Bu takdirde y(0) =X ve
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V()= (-ad¥e ™ )X+ e (@(¥)+[Y.E)

~ (~adYe ™)X +adY (ad Y (™ (&(Y)+[Y.E])))
+adY (ad Y (©(Y)+[Y.E])) —adY (ad Y (& (Y)+[Y.E]))
—ady (e X (ad Y (¢ (6(Y) +[Y.E]))))

+adY (ad™'Y (@ (Y)+[Y.E]))+adY (—ad'Y (®(Y)+[Y.E]))

S

adY adY adY

=Y, “YX + e -1 (@(Y)+[Y.E]) {Y,—@(Y)JF[Y’E]}

adY adY

=Y, X + e_::;_l (®(Y)+[Y.E]) |[+adY (ad"'Y (@ (Y)+[Y.E]))

=[Y.v()]+@(Y)+(Y.E)

=[Y.E-y(t)]+2(Y) (4.79)
dir. Boylece W' (0)=[Y,E-X]+®(Y) bulunur.

D, =[Y.E-Z]+®(Y) yada D.=[Y,E-]+®(Y) (4.80)

seklinde bir DeX(L(G)) tammlayahm.  y(t), y(0)=Xvey'(0)=D, ile
Xe X(L(G))noktasindan ~ gecen ~ DeX(G)  nin  integral  efrisidir.  Eger

Y(t):R > GXL(G), y(t)=(xexp(tY),y(t)) seklinde tamimlanirsa o zaman Y(0) =(x,X)

ve 7 (£) =Yy W (1)) olup,
Y(0)=(Y,.Dy)=(Y.[Y.E-X]+®(Y)) (4.81)

bulunur. Boylece Y(t),(x,X) noktasindan gegen (Y,D) :(YZ,DZ) seklinde tanimli

(2.2)
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(?,D)e X(GXL(G)) nin integral egrisidir. A, Teorem 4.1.14 de tamimlandig sekilde

GxL(G) iizerinde bir involutiv dagim ve 1:M, ,; = GXL(G), (x,X) noktasindan gecen

A nin maksimal baglantili bir integral altmanifoldu olsun. Burada 1 bir kapsama tasviri olup,

llM< . Ozdesliktir ve
dth, 0 T xMio = T (GxL(G))= T, (GXL(G)) (4.82)
dir. (M(X,X),l), GXL(G) tizerinde A nin bir integral altmanifoldu oldugundan

dil T

(xX)

M, =A(1(x,X))=A(x,X) (4.83)

(x.X) (xX) ™

elde edilir (dl(x, bir izomorfizmdir). (?,D)e A ve y(t), (x,X) noktasindan gecen

X)

(?,D)e X(GXL(G)) nin bir integral egrisi oldugundan her t icin y(t)e M,y dir. O halde

her Ye L(G) igin

Y(1)=(xexp Y.y (1)

—adY 1—e™
:(xepr,(e )X+( — D(CI)(Y)+[Y,E])EM(X,X) (4.84)
bulunur.
T,:GXL(G)—>G 4.85)

(x,X) > x

izdiistimiinii g6zoniine alalim ve p =T, o1 olsun:

1
M,y — GxL(G)
P\ /m, (4.86)
G
Bu takdirde,
dp |(xX) (?X’DX) = dp(xX) (?X’[Y’E _X] +@ (Y)) = Yvx (487)

olup, 6zel olarak (e, E) noktasi icin
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dpls (Y,.Dp) =Y, =Y (4.88)

elde edilir, Buda p: M — G nin bir diizenli tasvir oldugunu gosterir. Bu defa p nin bir ortii
tasviri oldugunu ispatlayacagiz. V ve U exp : V— U bir difeomorfizm olacak sekilde

sirasiyla L(G) de 0 1in ve G de e nin simetrik ag¢ik komsuluklar1 olsun. Verilen bir (x,X)e M

icin s:xU — M tasviri

1 _ e—adY

adY

s(xexpY) = (x epr,(e‘*’dY)X+( J(@(Y)+[Y,E])je My, YeV (4.89)

seklinde tanimlansin. O zaman s, xU iizerinde (x,X) den gecen p : M — G nin bir yerel

kismidir. Burada p(M) = G oldugunu gosterecegiz. Eger xe p(M) ise o zaman s tasviri,
xU cp(M) oldugunu gerektirir. Bu takdirde n iizerinden tiimevarimla U" < p(M)oldugu

sonucu ¢ikar. G baglantili oldugundan p(M)=G bulunur.

Bir xe G i¢in p™'(x)={X,} . ve (x,X,) dan gecen xU iizerindeki yerel kisim s olsun.

acA

O zaman

p (xU)=Js, (xU) (4.90)

acA

dir. Gergekten eger (xexpY,Z)e M,Ye V ise (x expY,Z) den gegen (x expY)U iizerinde
tammlanmis  yerel kisim 6 olsun. O zaman, e@er (x,X,)=0(x) ise

(xexpY,Z)=s,(xexpY) bulunur.
Ote yandan, eger o#P ise o takdirde s,(xU) ve s;(xU) aynkar. Gergekten
s, (xexpY)=s;(xexpZ) (Y.Ze V), Y =Zve (e*")X, =(e™")X, oldugunu gerektirir.

Bu X, # X, olmasiyla celisir. p:s, (xU) — xU bir difeomorfizm oldugundan, p : M — G

bir ortii tasviridir.
G basit baglantili oldugundan p: M — G bir difeomorfizmdir.

T, :GxL(G)— L(G)

(x, Y)Y (4.91)
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olsun. O zaman

T\ / myep! (4.92)
L(G)

diyagrami elde edilir. X =, (p_1 (x)) ,X€ G olsun. O takdirde

dp iy
T Muy < T.G
IR  dfmyen 1= amy 1 x) ap I (4.93)
T.L(G)

bulunur. Boylece

dp'l, (Y,)=(Y,.Dy)=(Y,.[Y.E-X]+2(Y)) (4.94)
elde edilir. F=m, op™" olsun. O takdirde F(x)=m, (p_1 (x)) olup, ozel olarak x = e alinirsa
F(e)=m,(p" (e))=m,(e.E)=E (4.95)
bulunur. Agik¢a F:G — L(G) iyi tammlidir ve

dF, (Y, )=dr, ey 4Py (Y,)=dm, I(x.X)(Y,.Dy)

=D, =| Y.[E-X]]+®(Y) =] Y.F(e)-F(x) |+ ®(Y) (4.96)
olup,
dE,(Y,)=dF,(Y)=[Y,0]+®(Y)=®(Y)=>dF =& (4.97)

elde edilir. A(t)=F(xexptY) olsun ve y(t) yukardaki gibi tammlansin. O takdirde

—tadY

(e—mdy)F(X)+[1;ZY J(Y(F){Y,F(e)]) (4.98)

<

—_
-t

~—
Il
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N(t)=[ Y.F(e)-A(t)]+®(Y)

v (t)=[ Y.F(e)-y(t) ]+ 2(Y) (4.99)

bulunur. A(0)=F(x)=y(0) oldugundan A(t)=y/(t) oldugu sonucu ¢ikar. Boylece

F(xexpY)= (e‘adY)F(X)+[1;Z_;dY J(Y(F){Y,F(e)]) (4.100)
olup Teorem 4.1.5 den
®(F)=(F(e).—dE,) = (E.~®)e L(G)xd(L(G)) (4.101)

olacak sekilde Fe norm, (L(G)) elde edilir.

Teorem 4.1.17: ©:G, — G, baglantli Lie gruplarinin bir ortli homomorfizmi ve K =kerm

olsun. O takdirde F e normX(Gl)(L(G)) bir Fe X(G) ye ancak ve ancak her ke K igin

F (k) =F (e) ise m—baglidir.Bu durumda Fe norm,, (L(G)) ve ®(F)=2(F) dir.

Ispat: e ve ¢ sirasiyla G, ve G ye karsilik gelen birim elemanlar ve x € G, olsun. Oncelikle

F e X(G,) ve Fe X(G) nin ancak ve ancak F, = FoT ise 7 —bagl oldugunu ispatlayacagiz:

E~FoFE=Forn (4.102)

Tamm geregince F ~F & dn, (E) = Fn(x) dir. Buradan

dr (F) =dr (dL, | (F(x)))=(dr, odL, L)(F(x)) (4.103)
ve F . =dL I (F(x,)) olup,
an, (f) = (dm, odL, 1)(F (x)) =L, 1. (F(x,) @104

elde edilir. dm,_odL |.=d(m oL, )I, esitligi kullanilarak

d(m, oL,)I, (E (x))=dL,, | (F(n(x))) (4.105)

bulunur. Burada
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dme

TG, — T.G

€

dL 1,4 dau (4.106)

7(x) ler
dme

TG, — T, G

(x)
diyagramim gozoniine alalim:Bu durumda
d(m oL,)l, (Fl (X))e =dL .l (dneFl (X))e =dL .l (Fl (X)) : (4.107)
bulunur. Boylece (4.105) bagintisindan

dL,, k. (E(x)), =dL I (F(n(x))), (4.108)

ve dL, |, bir izomorfizm oldugundan her xe G igin E(x)=F(xn(x)) elde edilir. Yani
F =Fon dir.

Bu defa her ke Kicin E =Fon & F (k) =F (e) oldugunu ispatlayacagiz.

(=):ke Kolsun. O zaman F, (k) =F(n(k))=F(e) olup k keyfi oldugundan

F (k)=F(e), Vke K (4.109)

bulunur. Ayrica F (e)=F(n(e))=F(e) oldugundan Vke K igin F (k)=F (e) elde edilir.

(<):ke Kve kexpY e G, igin (4.17) den

—adY

ke ) =(e )i 1)+ 250

j(Y(E)+[Y,E(e)})

—adY

:(e—adY)E(e)+(1;§Y J(Y(E){Y,E(eﬂ)

=F (expY) (4.110)

bulunur. Dolayisiyla F (k) ve Fj, ee G in bir komsulugunda cakisir ve her ikisi de analitik
olup, her yerde cakisirlar. Boylece eger x, y € Gy ve n(x)=m(y) ise o zaman bir ke K igin
y =kx dir. Bu durumda F(y) = Fi(x) olur ve bu da F;=FoT olacak sekilde Fe C*(G) nin

varligim gerektirir. Bu son iddia Teorem 4.1.5 den ya da aym Xe L(G) vasitasiyla iiretilmis
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X, € X(G,) ve XeX(G) sol-invaryant vektor alanlarinin 7—bagh oldugu sonucundan

cikar.

G baglantili ve basit baglantih bir Lie grubu olsun. O takdirde 3(¢)=(d¢) seklinde tamml
8: Aut(G) — Aut(L(G)) tasviri bir iizerine izomorfizmdir. Aut(L(G)), GL(L(G)) nin kapalt
bir altgrubu oldugundan kendisi GL(L(G)) nin bir tek topolojik altgrubu yapisina sahip olup

Lie cebiri 0 (L(G)) dir. Boylece Aut(G), 8 y1 ve Lie gruplarinin izomorfizmlerini iireten bir
tek Lie grubu yapisi kazamr. Aut(G) nin Lie cebirini (d8) vasitastyla 9(L(G)) ile
ozdesleyecegiz ve karsilik gelen iistel tasviri de Exp:9(L(G))— Aut(G) ile gosterecegiz.
7:G, — G baglantil1 bir G Lie grubunun evrensel 6rtii homomorfizmi ve K = ker® olsun. O
takdirde G nin tiim Lie otomorfizmlerinin Aut(G) grubu {¢e Aut(G,):¢(K)cK]} ile

0zdeslenebilir. Bu yolla Aut(G), Aut(G;) in tek topolojik Lie altgrubu yapisiyla onu
{pe Aut(G,): ¢(K) =K} ya izomorf yapan bir Lie yapist kazanr. Aut(G) nin aut(G) Lie

cebirini B(L(G)) nin bir Lie altcebiri ile 6zdesleyecegiz ve karsilik gelen iistel tasviri de
Exp:aut(G) — Aut(G) ile gosterecegiz. Bu durumda

aut(G) — 9(L(G))

Exp le 4.111)
Aut(G) « Aut(L(G))
degismeli diyagrami yazabiliriz. Burada e, a(L(G)) ve Aut(L(G)) arasindaki iistel tasviri

gostermektedir. Herhangi @ € aut(G) ve Xe L(G) igin

(8oExp)®=(eo(dd) )P =e(P)=e" (4.112)
olup,
(80Exp)® = (dExp®) =e® (4.113)

elde edilir. Ote yandan Exp® e Aut(G) ve Xe L(G) igin

(dExp®),

L(G) — L(G)
exp | dexp (4.114)

Exp®

G — G
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diyagramindan
(Exp®)(expX)=exp((dExp®) X)=exp(e” (X)) (4.115)
bulunur.

Teorem 4.1.18: G nin L(G) Lie cebiri ile baglantili bir Lie grubu oldugunu varsayalim. Eger
XeL(G) ve ®eaut(G) ise o zaman ®(X)=(X,0) ve ®(F)=(0,—®) olacak sekilde

)N(,f:e normX(G)(L(G)) vektor alanlart vardir. O takdirde, her xe G ve te R icin G nin

difeomorfizmlerinin 1-parametreli )N(t,f:l gruplari

X, (x)=xexptX

E (x) = (Expt®)(x) (4.116)
seklinde verilir.

Ispat: R.,x ve Expt®,G (ya da G;) nin difeomorfizmlerinin 1-parametreli gruplar
oldugundan onlarla birlesmis vektor alanlarimi hesaplamak yeterlidir. Tk 6nce x(t) = xexptX
alalim. O zaman %(0)=dL_(X) dir. X(x) = X sabit fonksiyonu (4.17) bagimtisim saglar.

Gercekten

—adY

e X + I-e
adY

J(Y(X)+[Y,X(e)])

- e-adYX+(1_aZjY J(dXe (Y)+adY (X))

=e "X +ad"'Y(adY (X)-e""adY (X))

e X+ X —e X = X =X (x) 4.117)
bulunur. Boylece Teorem 4.1.5 den X € norm (L(G)) olup,
®(X)=(X(e),-dX,)=(X.0) (4.118)

elde edilir. Buradan X, =dL_(X) min X, =X ve %(0)=X_ olacak sekilde sol-invaryant

vektor alan1 oldugu sonucu ¢ikar. Bu da ilk iddiayi ispatlar.
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Expt® ye karsilik gelen H, € X(G,) ve He X(G) vektor alanlarini gozoniine alalim.
x,€ G, olsun ve x; = expX i¢in x,(t)=(Expt®)(x,) oldugunu diisiinelim. O takdirde

(4.115) bagmtis1 kullanilarak:

%,(0)= (%j (Exptd) (x,) = (%j ((Expt®) (expX))

(9] exp(e® (X)) =dexpy (@(X)
i,

dt

—adX

=(dL, ). [1;3)( j(‘l’(X)) (4.119)

elde edilir. Bu takdirde H, vektor alamina karsilik gelen H, e C*(G,) analitik fonksiyonu,

(H,) =%(0) ile

1

H, (expX)=H,(x,) =(1;Z;dx J(@(X)), Xe L(G) (4.120)

bagintisini saglar.
151 =®7'(0,—0) ye karsilik gelen F; analitik fonksiyonu (4.17) esitligini saglar. Yani,

1 _ e—adY

adY

e X)=e 5 (e)

j(Y(Fl)+[Y,Fl(e)]) (4.121)

dir. Burada Fi(e) = 0 ve (dE)_=¢ dir. Ciinkii

®(F )= (27 (0.~9)) = (E (e).~(dR),) = (0.-¢) =(E (¢).~ (dF),) (4.122)

dir. Bu durumda F; ayn1 zamanda

_ amadX —adX

e )= 12 (), 00) <[ 2

2dX X J((I)(X)), XeL(G) (4.123)

bagintisini saglar. Bu nedenle her x, € G i¢in F (x,)=H(x,) olup, bu da her x, =expXe G

icin (E)X = (Hl)x oldugunu gerektirir. Oysa
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o, ()x)=( 5] (enlo) @.124)

olup, burada v(0)=x, ve ¥(0) :(151) dir. Dolayistyla y(t) = (Exptd)(x,) dir. Boylece

)(x,)= (%1_0 n(Exptd(x,)) = (%1_0 (Expto(x(x,))) (4.125)

bulunur. Teorem 4.1.17 den F ya mw—bagl.bir Fe normX(G)(L(G)) vardir ve
®(F)=®(F)=(0.—0) dir. Ayrica (4.125) den Expty nin, F ile birlesmis G nin
difeomorfizmlerinin 1-parametreli grubu oldugu sonucu ¢ikar.

~

L:normy (L(G)) - normy , (L(G)) tasviri 1(15) =Fon geklinde tamimlansin. O takdirde
Teorem 4.1.16 dan 1 nin Lie cebirlerinin bir birebir homomorfizmi oldugu ve
nOrmx(Gl) (L(G)) - L(G) ®0 (L(G))

1T Tid (4.126)
nOrmX(G) (L(G)) - L(G)®8(L(G))

diyagramimin degismeli oldugu sonucu ¢ikar.

Teorem 4.1.19: ©:G, = G baglantili bir G Lie grubunun bir evrensel ortii homomorfizmi
olsun. O takdirde ®,norm,, (L(G)) yi L(G)®aut(G) iizerine izomorfik olarak tasvir
eder. Ayrica eger i:L(G)®aut(G) - L(G)®09(L(G))kapsama tasvirini gosterirse o zaman

asagidaki degismeli diyagram elde edilir:

norrnX(Gl)(L(G)) - L(G)®8(L(G))

T Ti (4.127)
norm, , (L(G)) — L(G)®aut(G)
Ispat: aut(G)=9(L(G)) olup, Teorem 4.1.16 dan norm, , (L(G)) - L(G)®9(L(G)) bir
birebir izomorfizmdir. Buradan, norm, (L(G)) > L(G)®aut(G) de bir birebir

izomorfizmdir. Boylece geriye sadece

®(norm, 4, (L(G))) < L(G) ®aut(G) (4.128)
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oldugunu gostermek kaliyor. Burada
@ (norm, 4, (L(G))) ={(X.0)1(X.0) =@ (F).Fe norm,, (L(G))} (4.129)

dir. Fenorm, (L(G)) ve ®(F)=(E.0) olsun. L(G)®aut(G)CCID(normX(G)(L(G)))
dir. Gergekten, Teorem 4.1.18 den (X.9)e L(G)®aut(G) iken ®(X)=(X.,0) ve

CI)(S) =(0,—¢) olacak sekilde X.,Se norm, (L(G)) vardir. Boylece

®(X+8)=0(X)+®(S)=(X.~9) € ®(norm, , (L(G))) (4.130)

elde edilir. Yani L(G)(>921ut(G)CCI>(n0rmX (L(G))) dir. Dolayisiyla & (F)=(0,-9)

(6)

oldugu kabul edilebilir. E zl(F)zFoﬂ: olsun. Yine Teorem 4.1.18 den, verilen bir

ke K=kerm igin x, (t) = (Expto)(k), k noktasindan gecen F, in bir integral egrisidir. Yani,
®(F) =@ (1(F))=id(®(F))=2(F)=(0.9) (4.131)
dir. Oysa (E)k =(dL, ) F (k)=(dL,) F (e)=0 dir. Bunedenle her te R igin x(t) =k dur.

e=7(x,(t))=n((Exptd)(k)), VteR (4.132)

olup bu durumda, her te R i¢in (Exptd)(k)e K, yani Exp(td)e Aut(G) dir. Bu takdirde

¢ aut(G) dir. Boylece ®(F)=(0,) bulunur.

4.2 Homomorfizmler, Otomorfizmler ve Tiirevler

Tanmm 4.2.1: G ve H iki Lie grubu olmak iizere 6:G — H tasvirine, eger 0,C” ve her
a,be G i¢in 6(ab)=06(a)-0(b) ise bir Lie grubu homomorfizmi ad1 verilir. G ve H min Lie

cebirlerini sirasiyla L(G) ve L(H) ile gosterelim. Bu takdirde 6 homomorfizmi L(G) den
L(H) ye bir C”X, egrisi i¢in

X:(EXJ eL(G):dGX:(idGXJ e L(H) (4.133)
dt 20 dt t=0

olacak sekilde bir dO lineer tasvirini iiretir. dO0 lineer tasvirine, dG[X, Y]z[dGX,dGY] ile
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birlikte bir Lie cebiri homomorfizmi denir. Lie gruplar1 ve Lie cebirleri iizerinde izomorfizm

ve otomorfizm kavramlari bilinen yollarla elde edilir.

Tamm 4.2.2: Bir 6, € AutL(G) egrisi i¢in 6, =e olacak sekilde eger

Q= (i etj (4.134)
dt t=0

ise © ya L(G) nin bir sonsuz kiiciik otomorfizmi denir.

Bu tanimla 6, [X,Y] = [GtX,GtY] yazilir. Boylece t=0 da diferansiyel almarak
QX Y]=[QX, Y]+[X,QY] elde edilir. A¢ik¢a Q lineerdir.

Tamm 4.2.3: Bir Q:L(G) — L(G) lineer tasvirine, eger

Q[X,Y]=[QX, Y]+[X, QY] (4.135)

ise L(G) nin bir tiirevi adi1 verilir.

Onerme 4.2.4: Bir L(G) Lie cebirinin tiirev ve sonsuz kiiciik otomorfizm kavramlari ¢akisir.

Eger Q bir tiirev ise, o zaman exp €2 bir otomorfizmdir.
Ispat: Q. L(G) nin bir tiirevi olsun. Z, =[ (exptQ)X, (exptQ)Y | alalm. Bu takdirde

%Zt = [Q(exp tQ) X, (exptQ) Y] + [(CXP tQ) X, Q (exptQ) Y}

= Q[(exp tQ) X, (exptQ) Y]

=07 (4.136)

elde edilir.

%Zt =Q7, Z,= [X’ Y] (4.137)

diferansiyel denklemi

Z, = (exptQ)[X,Y] (4.138)

tek ¢oziimiinii kabul eder. Bu da exptQe AutL(G) oldugunu ispatlar.
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d
—exp tQ =Q 4.139
(dt p jt—() ( )

oldugundan, Q bir sonsuz kiiciik otomorfizmdir.

Onerme 4.2.5: Bir L(G) Lie cebirinin tiirevleri lineer bir Lie cebiri olusturur.

Ispat: Bu tiirevlerin lineer bir uzay olusturduklar aciktir. ©,Q,, L(G) nin iki tiirevi olsun.

Bu takdirde

QQ,[X.Y]=[QQX.Y]+[2X.Q,Y]+[2X.QY]+[X.QQ,Y] (4.140)

olup

[2.9][X.Y]=00,[X.Y]-29[X.Y]
=[(Q2-20)X. Y ]+[X,(QQ -Q0Q) Y]

=[[a.@]X.Y]+[X,[2.2]Y] (4.141)

elde edilir. Bu da [Ql, Qz] nin yine L(G) nin bir tiirevi oldugunu ispatlar.

4.3 Kompakt, Baglantih, Abelien Olmayan Bir Lie Grubu Uzerinde Normalizorlii
Lineer Kontrol Sistemlerinin Kontrol Edilebilirligi
G kompakt, baglantili, Abelien olmayan bir Lie grubu ve L(G) de onun Lie cebiri olsun.

> =(G,D) sistemini gdzdniine alalim. D dinamigi

. k ) .

x=X(x)+ Y u,Y'(x) j=1,... kicin Y'e L(G) (4.142)
=1

seklindeki diferansiyel denklemlerin bir ailesinden olusur. Burada xe G, X ise G iizerindeki
tim diiz vektor alanlarimin X(G) Lie cebiri i¢inde L(G) Lie cebirinin normalizoriiniin bir

elemanidir. L(G) Lie cebirini yine sol-invaryant vektor alanlarinin kiimesi olarak aliyoruz.

Kisitlanmayan kabul edilebilir kontrollerin U simifit tiim parcali sabit u : [0,00)—>R"

fonksiyonlarin kiimesidir. D, > ile birlesmis vektor alanlarinin ailesidir. Yani

k
D :{X+Zquj |X e normy;, (L(G)),Y'e L(G)veu, e U} (4.143)

=1
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dir. X e G nin sonsuz kiigiik otomorfizmi diyecegiz. X vasitasiyla iiretilmis {X, | te R} akist

Aut(G) nin 1-parametreli bir alt grubudur.

2. sisteminin D dinamiginin elemanlar1 G iizerindeki global difeomorfizmlerin

Gy ={¢} o9} o....09) 1¢’e D,t;e R,ve N} (4.144)
grubunu ve
Sy ={@} 0@} o....o@) l¢’e D,t; >0,ve N} (4.145)

yar1 grubunu iiretir.

Tamm 4.3.1: > =(G,D) lineer kontrol sistemine

a) eger Vxe G i¢in Sy (x) =G ise kontrol edilebilirdir,

b) eger Vxe G igin Gy (x)= G ise gecislidir denir.

Rank kosulunun saglanmasi demek > nin gegisli olmasi demektir. Yani, Gy grubu G

tizerinde gegisli olarak etkir.

Tanim 4.3.2: Bir w 6lciimiine, G Lie grubu iizerinde integre edilebilir her f fonksiyonu i¢in

eger

[t(gh)w=[f(h)w (4.146)
ise sol-invaryanttir denir. Burada g,he G dir. Benzer sekilde w dl¢iimiine eger
[f(hg)w=f(h)w (4.147)
ise sag-invaryanttir denir.

Herhangi bir yerel kompakt Lie grubu iizerinde Haar oOl¢iim olarak bilinen tek-tarafl

invaryant 6l¢iim vardir ve eger Lie grubu kompakt ise iki-tarafl invaryant 6l¢iim vardir.

Tanim 4.3.3: G bir Lie grubu olsun. G iizerindeki dogal 6lciim bir X vektor alani ile birlesmis
dinamik sistemin etkisi altinda invaryant ise bu X vektor alan1 bir konservativ vektor alani

adini alir.
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Teorem 4.3.4: G kompakt, baglantili bir Lie grubu ve X =(G,D)normalizorlii bir lineer

kontrol sistemi olsun. O takdirde D dinamigi ile birlesmis vektor alanlar1 konservativdir.

Ispat: Y. normalizorlii bir lineer kontrol sistemi oldugundan, D dinamigi

. k ) .

x=X(x)+ Y u,Y'(x) j=12,.. kigin Y'e L(G) (4.148)
j=1

seklindeki diferansiyel denklemlerin bir ailesinden olusur. Burada X, L(G) nin

normy (L(G)) normalizoriiniin bir elemamdir. Teorem 4.1.16 dan X € norm, (L(G))

yerine (W,Y’)e d(L(G))®L(G) elemanmni alabiliriz. Bu durumda uj = 1 sabit kontrolii

icin D dinamigi
k

D:{W+ZYJ’|WE d(L(G)).Y'e L(G)} (4.149)
=0

formuna indirgenir. D nin sag tarafinin toplam kismi sol-invaryant vektor alanlarindan
olustugundan, kendisi de sol-invaryanttir. G kompakt oldugundan, yukaridaki agiklamadan
dolay1 bu toplam sol 6l¢iim invaryanttir. W, Tanim 4.2.3 ile verilen L(G) den kendisi i¢ine sol
invaryantligi koruyan bir lineer tasvir oldugundan, sol 6l¢iim invaryantlifi da korur. Boylece

D dinamigi konservativ vektor alanlarindan olusur.

Teorem 4.3.5 (Poincare): Bir konservativ vektor alami vasitasiyla iiretilmis bir dinamik

sistemin Poisson sabit noktalar1 yogundur.

Bir x noktasi, ancak ve ancak x in her Nx komsulugu ve her pozitif t sayist i¢in X (x)ve

th (x) , Ny icinde olacak sekilde t den biiyiik t; ve t, varsa Poisson sabittir.

Teorem 4.3.6: G Abelien olmayan, baglantili, kompakt bir Lie grubu olmak iizere

> =(G,D) normalizérlii bir lineer kontrol sistemi olsun. O takdirde ¥ gegislidir < X kontrol

edilebilirdir.

Ispat: (<)X kontrol edilebilir ise tanimdan dolay: sistemin gegisliligi asikardur.
(=) x,ye G igin

y=9; o o(p{jo ..... °<Ptl(X) (4.150)
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olacak sekilde ie N,t, € R"sayilarinin var oldugunu gosterecegiz. Sistem gegisli ise G deki
her x noktas i¢in Sy (x) pozitif yoriingesinin i¢ noktalari pozitif yoriinge i¢inde yogundur
teoremi, eger Sy (x) Sy (x) ile yer degistirirse yine dogrudur. y, Sy (y)nin bir i¢ noktas1 ve

N; Sy (y) olacak sekilde y nin bir komsulugu olsun. Sistem ge¢isli oldugundan

y=¢ o... o(pijo ..... °<PSI(X) (4.151)

olacak sekilde s; € R,ie N vardir. Kolaylik saglamasi amaciyla

=9 ¢, (x) (4.152)
olsun. Burada s; pozitif ve s, de negatiftir. g = (pi1 (x) olsun. O takdirde

N, =¢’ (N,) (4.153)

kiimesi g nin bir komsulugudur ve S (x) ile arakesiti bos degildir. Boylece N,, ¢° icin
Poisson sabit olan bir z noktasi igerir. N, N, NS5 (x) olacak sekilde z nin bir komsulugu

olsun. Poisson sabit noktanin tammindan @’ noktast N, ye ait olacak sekilde |sz| den daha

biiyiik bir s reel sayis1 vardir. O zaman

(1) s + s, sayis1 pozitiftir,

(i) ¢, () noktast Ny ye aittir.

y noktasi S5 (y) de herhangi bir noktanin pozitif yoriingesi i¢indedir. Boylece y, S3¢7,, (z)
ye aittir. Bu da teoremin gereklilik kismin1 ispatlar.

Ornek 4.3.7: R’ iizerinde

SO3) = {Ae O(3) | detA =1} (4.154)
donel Lie grubunu gozoniine alalim. Burada O(3) her x,ye R’ icin

< Ax,Ay >=<Xx,y > (4.155)
olacak sekilde tiim A :R’ — R” tasvirlerinden olusan ya da buna esdeger olarak

0(3) = {Ae GL3(R) | A'A =1} (4.156)
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seklinde tanimli ortogonal gruptur. SO(3) de determinant1 1 olan

1 0 0 cost 0 =—sint cost —sint O
0,(t)=]0 cost —sint|,0,(t)=] 0 1 0 |,0,(t)=|sint cost O (4.157)
0 sint cost sint 0 cost 0 0 1

ortogonal doniigiimlerini gozoniine alalim. Her te R i¢in SO(3) de bir nokta vardir ve o

takdirde o, (), 0, (t),0; (t)

00 00 0
0,(0)=]0 1 0|=e, ¢,(0)=|0 0 -1|=Y'eT,(SO(3))
00 1 0 0
100 00 -1
0,(0)=[0 1 0|=e, ¢,(0)=|0 0 0 [=Y’eT,(SO(3)) (4.158)
00 1 0 0
100 0 -1 0
0,(0)=[0 1 0|=e, ¢,(0)=[1 0 0|=Y’eT,(SO(3))
00 0

olacak sekilde SO(3) tizerinde egrilerdir. Burada

00 0)Y0O O -11(0 -1 O
T.(SO(3))=L(SO(3))=4|0 0 -1|,J0 0 O[]l O O
01 o0o)ir o 0)l0 0 O
0 —a B
=:a 0 -—-yllo,B,yeR (4.159)
By O
olup,
[YI,YZ]:—Y3,[Y1,Y3]:Y2 ve [YZ,Y3]:—Y‘ (4.160)
oldugundan
L(SO(3))=geren, , {Y',Y*}=geren , {Y'.Y’}=geren , {Y*.Y’} (4.161)

elde edilir.
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0 10 0 0 0
Y:X=|-1 0 0[X+u[0 0 1|X, XeSO(3) (4.162)
0 00 0 -1 0

seklinde tanimli 2, kontrol sistemini gozoniine alalim. >, kompakt SO(3) Lie grubu iizerinde

bir 6nceki teoremin kosullarini saglayan bir kontrol sistemidir. Bu durumda
Sy (Id) =Gy (Id) =SO(3) (4.163)

olup, sistem kontrol edilebilirdir.
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SONUCLAR

Uc boliimden olusan bu calismada ilk boliimde, manifoldlar, gruplar ve Lie gruplari
tammlandiktan sonra onlarin iistel tasvir ve adjoint gosterilimine yer verilmistir. Ikinci
boliimde, genel kontrol sistemleri ve kontrol edilebilirlik 6rneklerle incelenmistir. Ugiincii
boliimde ise, Lie cebirinin normalizorii iizerinde durulmustur. Sonug¢ olarak kompakt,
baglantili bir Lie grubu iizerinde normalizorli bir lineer kontrol sisteminin dinamiginin
konservativ vektor alanlariyla iiretildigi ve Lie grubu ayni zamanda Abelien olmayan ise
normalizorlii lineer kontrol sisteminin gecisli olmasi i¢in gerek ve yeter kosulun kontrol

edilebilir olmasi gerektigi gosterilmistir.
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