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ÖNSÖZ 
 
 
“Tam sürekli operatörlerin s-sayıları” ile ilgili yaptığım bu tez çalışmanın konuya ilgi duyan 
araştırmacı kişilere iyi bir kaynak olmasını temenni eder çalışmam sırasında benden sabır ve 
hoşgörüsünü esirgemeyen çok değerli danışmanım Prof. Dr. Ehliman Adıgüzelov’a sonsuz 
teşekkürlerimi sunarım.    
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ÖZET 
 

 
“Tam Sürekli Operatörlerin s-Sayıları” adlı bu tez çalışmasında H ayrılabilir bir Hilbert uzayı 
olmak üzere H’den H’ye tam sürekli operatörlerin s-sayılarının temel özellikleri incelenmiş ve 
tam sürekli bir integral operatörün s-sayıları ile ilgili bir örnek verilmiştir.  
 
Anahtar kelimeler: Hilbert uzayı, eşlenik operatör, kendine eş operatör, normal operatör, tam 
sürekli operatör, üniter operatör, izometrik operatör, kısmen izometrik operatör, özdeğer,            
s-sayıları. 
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ABSTRACT 
 
 

Let H be a seperable Hilbert space. In this thesis, entitled “s-numbers of  Completely  Continuous 
Operators”, we examined basic properties of  s-numbers of  completely continuous operators on 

HH → and then we gave an example about s-numbers of  an completely continuous integral 
operator. 
 
Keywords: Hilbert space, conjugate operator, self-adjoint operator, normal operator, completely 
continuous operator, uniter operator, izometric operator, partial izometrik operator, eigenvalues, 
s-numbers.  
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1. GİRİŞ 

 

 

Tam sürekli operatörlerin s-sayıları muhtemelen ilk defa E.Schmidt’in kendine eş olmayan 

integral operatörlerle ilgili çalışmasında ortaya konmuştur. Fakat matrislerin ve tam sürekli 

operatörlerin s-sayılarının temel özellikleri yıllar önce incelenmiştir. Ancak daha sonraki 

dönemlerde s-sayılarının bu özelliklerinin tam sürekli operatörlerin simetrik-normalu 

ideallerinin genel teorisinde, spektrumun asimtotik özelliklerinin incelenmesinde ve birçok 

farklı problemlerin çözülmesinde önemli bir rol oynadığı gösterilmiştir. 

 

Bu tez çalışmasında tam sürekli operatörlerin s-sayılarının temel özellikleri kapsamlı bir 

anlatımını içermektedir. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



 2

2. ÖN BİLGİLER 

 

 

2.1. Eşlenik ve Kendine Eş Operatörler 

 

Teorem 2.1.1 (F. Riesz): H bir Hilbert uzayı ve f H'de tanımlı sınırlı lineer bir foksiyonel 

olsun. O takdirde öyle bir tek Hu∈ vardır ki her Hx∈ için  

 

),()( uxxf =  

 

ve  

 

uf =             (2.1) 

 

dir. 

 

Tanım 2.1.1 : H bir Hilbert uzayı ve A: H→H sınırlı lineer bir operatör olsun. y, H'nin 

herhangi bir elemanı olmak üzere H de tanımlı  

 

fy(x) = (Ax,y)   ( )Hx∈  

 

fonksiyonelini göz önüne alalım. A'nın H'den H'ye sınırlı lineer operatör olmasından 

yararlanarak kolayca görülebilir ki, her Hy∈ için fy sınırlı lineer bir fonksiyoneldir. 

 

Teorem 2.2.1 gereğince her Hy∈  için 

 

fy(x) = (Ax,y) = (x,y*)  ( )Hx∈          (2.2) 

 

olacak şekilde bir tek Hy ∈*  elemanı vardır. Burada her Hy∈  elemanına  

 

(Ax,y) = (x,y*)  ( )Hx∈  
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koşulunu sağlayan ve bir Hy ∈*  karşılık getiren bir A* : H → H operatörünün tanımlandığı 

görülmektedir. Dolayısıyla 

 

(Ax,y)=(x,A*y)  ( )Hyx ∈,           (2.3) 

 

dir. 

 

Bu A* operatörüneA'nın eşlenik operatörü denir. 

 

Teorem 2.1.2 : H bir Hilbert uzayı ve A: H→H sınırlı lineer bir operatör olsun. O takdirde 

A'nın eşleniği olan A* operatörü de sınırlı lineer operatördür ve 

 
*AA =              (2.4) 

 

dir. 

 

İspat: Önce A* operatörünün lineer olduğunu gösterelim. Her Hyy ∈21 ,  ve her K∈21 ,λλ   

{ }( )CRK ,∈  için 
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dir 

 

Buradan eşlenik operatör tanımı gereğince 

 

2
*

21
*

12211
* )( yAyAyyA λλλλ +=+      )6.2(  

 

A* ’nın sınırlı olduğunu gösterelim. Her Hyx ∈,  için: 
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(Ax,y)=(x,A*y)           (2.7) 

 

dir. 

 

Burada x = A*y alınırsa 

 

( ) ( ) 2**** ,, yAyAyAyyAA ==  

 

elde edilir. Cauchy- Schwartz eşitsizliğinden yararlanarak buradan 

 

( ) yyAAyyAAyyAAyA ..., ***2* ≤≤=  

 

ya da 

 

( )HyyAyA ∈≤ .*          (2.8) 

 

bulunur. 

 

Bu eşitsizlikten A* : H→H operatörünün sınırlı olduğu ve 

 

AA ≤*             (2.9) 

 

elde edilir. (2.7)’de y = Ax alınırsa 

 

( ) AxAxAxAxAxAxAx ..., ***2 ≤≤=  

 

( )HxAxAx ∈≤ *.                   (2.10) 

 

bulunur. Buradan da 

 
*AA ≤                      (2.11) 
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elde edilir. (2.9) ve (2.11)’den 

 
*AA =                      (2.12) 

 

elde edilir 

 

Kolayca gösterilebilir ki , eşlenik operatörler aşağıdaki özelliklere sahiptir. 

 

1) (A + B)* = A* + B*                    (2.13) 

 

2) (λ A)* =λ A*                     (2.14) 

 

3) (AB)* = B*A*                     (2.15) 

 

4) (A*)*=A                      (2.16) 

 

Tanım 2.1.2 : H bir Hilbert Uzayı ve A : H→H sınırlı bir lineer operator olsun. A = A* ise 

yani her x, y ∈  H için 

 

(Ax,y ) = (x,Ay )                     (2.17) 

 

ise A’ya kendine eş operatör denir. 

 

Örnek 2.1.1 : K(t,s), [a,b] x [a,b] (-∞<a<b<∞) karesinde tanımlı ve sürekli bir fonksiyon 

olmak üzere 

 

A: L2[a, b] → [a, b], 

 

(Ax)(t) = ∫
b

a

s)x(s)dsK(t,  ( x = x(t) ∈  L2[a, b] ) 

 

operatörünü göz önüne alalım. 
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∀ x,y ∈  L2[a, b] için 

 

( ) ( ) ),(y(t)dts)K(t,dty(t)s)K(t,)(s)x(s)dsK(t,),( * yAxdssxdssxdttyyAx
b
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dir. Burada ( )( ) ∫=
b

a

syA y(t)dts)K(t,* dir. 

 

Görüldüğü gibi K(t,s) fonksiyonu,  

 

  t)K(s,  s)K(t, =  

 

koşulunu sağlıyorsa A operatörü kendine eştir. 

 

Örnek 2.1.2 : H sonsuz boyutlu bir Hilbert Uzayı ve {ei} ∞
1 , {gi } ∞

1   H de herhangi iki 

ortonormal  dizi olsun. { iλ } ∞
1  sınırlı bir sayı dizisi olmak üzere 

 

A : H→H , 

 

( )∑
∞

=
1

, iii gexAx λ  

 

lineer operatörünü göz önüne alalım. { iλ } sayı dizisinin sınırlı olmasından ve her x ∈  H için  

 

( )∑
∞

≤
1

22, xex i  

 

Bessel Eşitsizliğinden yaralanarak , 

 

( ) ( )∑ ∑
∞ ∞

≤≤=
1 1

2222222 ,,. xcexcexAx iiiλ  

 

ya da 
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xcAx ≤    (c>0) 

 

bulunur . 

 

Görüldüğü gibi A operatörü sınırlıdır. A* operatörünü bulalım. Her x, y ∈  H için  
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Eşlenik operatör tanımı gereğince buradan 

 

( )∑
∞

=

=
1

* ,
i

iii egyyA λ   

 

bulunur. Buradan da ,...,...)2,1(, === ige iiii λλ koşulları sağlandığı takdirde A 

operatörünün kendine eş olduğu görülmektedir.  □ 

 

A: H→H kendine eş bir operatör olsun. Her x∈H, x≠ 0 için (Ax,x)>0 ((Ax,x)<0) ise A’ya 

pozitif (negatif) operator denir ve bu A>0 (A<0) şeklinde yazılır. Her x∈H için (Ax,x)≥ 0 

((Ax,x)≤ 0) ise A’ya negatif olmayan (pozitif olmayan) bir operatör denir ve bu A≥ 0 (A≤ 0) 

şeklinde gösterilir. 

 

A: H→H ve B: H→H  kendine eş herhangi iki operatör olsun, A-B:H→H operatörü pozitif 

(negatif olmayan) bir operatör ise A ya B den büyüktür (küçük değildir) denir ve A > B (A ≥  

B) olarak yazılır. A, H’den H’ye tam sürekli bir operatör ise A )(H∞∈σ  şeklinde yazılır.  
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Tanım 2.1.3 : A negatif olmayan kendine eş bir operatör ve B de B2 = A olacak şekilde 

kendine eş bir operatör ise B ye A’nın karekökü denir. 

 

Teorem 2.1.3 : Negatif olmayan kendine eş bir A : H→H  operatörünün bir tek negatif 

olmayan kendine eş B karekökü vardır. Eğer C, 

 

AC = CA 

 

olacak şekilde herhangi bir lineer operatör ise 

 

BC = CB 

 

dir (Lysternik ve Sobolev, 1955). 

 

2.2. Lineer Operatörün Spektrumu 

 

Tanım 2.2.1 : X bir lineer uzay ve D(A)⊂X olmak üzere A: D(A) → X bir lineer operatör 

olsun. 000 xAx λ=  olacak şekilde sıfırdan farklı bir )(0 ADx ∈   ( 0x  vektörü ) ve 0λ  sayısı 

varsa, 0λ 'a A operatörünün bir özdeğeri ve 0x 'a da bu özdeğere karşılık gelen bir özvektör 

denir. 

 

Tanım 2.2.2 : Bir A lineer operatörünün bir λ  özdeğerine karşılık gelen tüm özvektörlerin ve 

sıfır elemanının oluşturduğu λN  lineer manifolduna A’nın λ  özdeğerine karşılık gelen 

özuzayı denir. 

 

Tanım 2.2.3 : Bir A lineer operatörünün bir λ  özdeğerine karşılık gelen λN  özuzayının 

boyutuna λ  özdeğerinin katlılığı denir. 

 

Teorem 2.2.1 : A herhangi bir lineer operatör olsun. Bir λ  sayısı için A-λ I operatörünün        

(A-λ I)-1 tersinin var olması için gerek ve yeter koşul λ ’nın A operatörünün bir özdeğeri 

olmamasıdır. 
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Tanım 2.2.4 : X bir kompleks Banach Uzayı ve D(A) ⊂X olmak üzere A : D(A) →X bir 

lineer operator olsun. Bir ∈λ C için A-λ I operatörünün (A-λ I)-1 tersi var, sınırlı ve 

XIAD =− − ))(( 1λ  ise bu λ  sayısına A operatörünün bir regular değeri veya regüler noktası 

denir A operatörünün tüm regüler değerlerinin kümesine A operatörünün rezolvent kümesi 

denir ve ρ (A) ile gösterilir. ρ (A) kümesinde tanımlı 1)()( −−= IAAR λλ operatör 

fonksiyonuna A'nın rezolventi denir. 

 

Tanım 2.2.5 : X bir kompleks Banach Uzayı ve D(A)⊂X olmak üzere A : D(A) →X bir 

lineer operator olsun. σ (A) = C \ ρ (A) kümesine A operatörünün spektrumu denir.  

 

Teorem 2.1.1, Tanım 2.1.4 ve Tanım 2.1.5'den bir A lineer operatörünün özdeğerlerinin A’nın 

spektrumuna ait olduğu görülmektedir. Sonlu boyutlu uzaylarda her lineer operatörün 

spektrumu sadece özdeğerlerden ibarettir. 

 

Tanım 2.2.6 (Dumford ve Schwartz (1957)) : X kompleks bir Banach Uzayı ve D(A)⊂X 

olmak üzere A : D(A) →X bir lineer operator olsun. A operatörünün tüm özdeğerlerinden 

oluşan kümeye bir başka deyişle A-λ I operatörünün tersinin var olmadığı tüm ∈λ C 

sayılarının kümesine A 'nın spektrumunun noktasal kısmı denir. 

 

A-λ I operatörünün (A-λ I)-1 tersi var, sınırsız ve XIAD =− − ))(( 1λ  olduğu tüm ∈λ C 

sayılarının kümesine A'nın spektrumunun sürekli kısmı denir.  

 

A-λ I operatörünün (A-λ I)-1 tersi var ve XIAD ≠− − ))(( 1λ  olduğu tüm ∈λ C sayılarının 

kümesine A'nın spektrumunun kalan kısmı denir. 

 

Örnek 2.2.1:  [ ]( )∞<<<∞− babaC ,  uzayının sürekli türeve sahip olan ve x(a)=x(b) 

koşulunu sağlayan tüm x=x(t) fonksiyonlarının kümesini D(A) ile gösterelim. 

 

[ ]baCADA ,)(: →  

)())(( txitAx ′=  

 

türev operatörünün özdeğerlerini ve özvektörlerini bulunuz burada i=(0,1) sanal birimdir. 
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A operatörünün özdeğerleri  

 

)()()( btatxtxi ≤≤=′ λ                    (2.18) 

 

x (a) = x (b)                     (2.19) 

 

sınır değer probleminin özdeğerleridir. (2.18) denkleminin genel çözümüm c keyfi bir sabit 

olmak üzere  

 
ticetx λ−=)(  

 

şeklindedir. λ ’nın özdeğer olması için x (a) = x (b) yani 

 
biai ee λλ −− =                      (2.20) 

 

koşulunun sağlanması gerekir. (2.20)’den  

 

1)( =−− abie λ  

 

ya da 

 

)(2)( Znnab ∈=− πλ  

 

bulunur. Dolayısıyla (2.18), (2.19) probleminin yani A operatörünün özdeğerleri  

 

)(2 Zn
ab

n
n ∈

−
=

πλ  

 

şeklindedir. 
ab

n
n −
=

πλ 2  özdeğerlerine karşılık gelen özvektörler (özfonksiyonlar) 

 

0)(
2

≠= −
−

ccet
t

ab
in

n

π

ϕ  
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şeklindedir. Görüldüğü gibi her nλ  özdeğerinin katlılığı birdir. 

 

Teorem 2.2.2 : H bir Hilbert uzayı ve D(A) ⊂H olmak üzere A:D(A) →H bbir kendine eş 

operator olsun. Bir C∈λ sayısı için aşağıdakiler denktir: 

 

a) λ , A’ nın spektrumunun sürekli kısmına aittir. 

 

b) ( ) HIAR ≠− λ  ve ( ) HIAR =− λ . 

 

İspat:  

 

Önce a) koşulunun sağlandığını varsayalım. O halde tanım gereği ( ) 1−− IA λ ters operatörü 

var,sınırsız ve HIAD =− − ))(( 1λ  dır. ( ) 1−− IA λ ters operatörünün varlığından λ  sayısının 

A’nın bir özdeğeri olmadığı elde edilir. O halde ( ) HIAR =− λ  dır. Öte yandan 

)(Aσλ ∈ olduğundan ( ) HIAR ≠− λ  dır. 

 

Bu kez b) koşullarının sağlandığını varsayalım. ( ) HIAR =− λ olduğundan λ  A’nın bir 

özdeğeri değildir ve dolayısıyla ( ) 1−− IA λ  ters operatörü vardır. Ayrıca IA λ−  

( )( )∞∞−=∈ ,Rλ  operatörü kendine eş olduğundan ( ) 1−− IA λ operatörü de kendine eştir. 

Eğer ( ) 1−− IA λ  operatörü sınırlı olsaydı HIAD =− − ))(( 1λ yani ( ) HIAR =− λ olurdu. Bu 

sonuç b) koşullarından birincisine aykırıdır. Dolayısıyla ( ) 1−− IA λ  operatörü sınırsızdır. 

Sonuç olarak λ  sayısı A operatörünün spektrumunun sürekli kısmına aittir.□ 

 

 

2.3. Tam Sürekli Operatörler 

 

Tanım 2.3.1: X ve Y herhangi iki normlu lineer uzay ve YXA →:  bir lineer operatör olsun. 

Eğer A operatörü, X’in her sınırlı alt kümesini Y’nin rölatif kompakt bir alt kümesine 

dönüştürürse A’ya tam sürekli (kompakt) bir operatör denir.  □ 

 

Tam sürekli operatörün tanımından görüldüğü gibi her tam sürekli operatör sınırlıdır ve 

dolayısıyla süreklidir. 
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Teorem 2.3.1: X ve Y herhangi iki normlu lineer uzay olsun. Bir YXA →:  bir lineer 

operatörünün tam sürekli olması için gerek ve yeter koşul her sınırlı { }nx  dizisi için { }nAx  

dizisinin Y’de yakınsak bir alt diziye sahip olmasıdır. 

 

İspat. A operatörü tam sürekli ve { } Xxn ⊂  herhangi bir sınırlı dizi olsun. Tanım gereği 

{ }nAx  kümesi rölatif kompakttır. { }nAx  rölatif kompakt olduğundan tanım gereği { }nAx  

dizisinin yakınsak bir alt dizisi vardır.  

 

Her sınırlı { }nx  dizisi için { }nAx  dizisinin Y’de yakınsak bir alt diziye sahip olduğunu 

varsayalım.  

 

E, herhangi bir sınırlı küme olsun. A(E)’nın rölatif kompakt olduğunu göstermek gerekir. 

 

{ } )(EAyn ⊂  olsun. nn Axy =   oalcak şekilde bir { } ( ),...2,1=⊂ nExn  dizisi vardır. E kümesi 

sınırlı olduğundan { }nx  dizisi sınırlıdır. O halde { }nAx  dizisinin yani { }ny  dizisinin  yakınsak 

bir alt dizisi vardır. Dolayısıyla A(E) kümesi rölatif kompakttır. Yani A operatörü tam 

süreklidir.  

 

Tanım 2.3.2: { } [ ] )(,, ∞<<<−∞= babaϕφ  aralığında tanımlı fonksiyonların bir kümesi 

olsun. Eğer tüm  φϕ ∈  fonksiyonları ve tüm [ ]bax ,∈  ‘ler için  

 

cx <)(ϕ  

 

olacak şekilde bir c>0 sabiti varsa φ  fonksiyonlar kümesine düzgün sınırlıdır denir. 

 

Tanım 2.3.3: { } [ ]ba,,ϕφ =  aralığında tanımlı fonksiyonların bir kümesi olsun. Her ε  

verildiğinde δ<− 21 tt  eşitsizliğini sağlayan tüm [ ]batt ,, 21 ∈  ‘ler için ve tüm φϕ ∈ ’ler için  

 

εϕϕ <− )()( 21 tt  

 

olacak şekilde bir ( ) 0>= εδδ  sayısı varsa φ  fonksiyonlar kümesine eşsüreklidir denir.  
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Teorem 2.3.2 ( Arzela ): C[a,b] uzayının bir { }ϕφ =  alt kümesinin rölatif kompakt olması 

için gerek ve yeter koşul φ ’nin düzgün sınırlı ve eşsürekli olmasıdır. 

 

Örnek 2.3.1: ( ) [ ] [ ] )(,,,, ∞<<<−∞× bababastK karesinde sürekli bir fonksiyon olsun. 

b]C[a,b]C[a,: →A  lineer operatörünü gözönüne alalım. 

 

( ) ( ) ( ) ( )( )∫ ∈==
b

a

txxdssxstKtAx b]C[a,.,)(  

 

A’nın tam sürekli bir operatör olduğunu gösterelim:  

 

b]C[a,⊂E  herhangi sınırlı bir küme olsun. ( ) ( ) ( )
⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

∈= ∫
b

a

ExdssxstKEA :.,  kümesini ele 

alalım. 

 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )∫ ∫ ∫∫ =≤≤
≤≤

b

a

b

a

b

absa

b

a

dsstKsxdssxstKdssxstKdssxstK .,max.,.,.,             (2.21) 

 

( ) [ ] [ ]babastK ,,,, ×  karesinde sürekli olduğundan sınırlıdır, yani tüm [ ]bast ,, ∈  için 

( ) cstK <,  olacak şekilde bir 0>c  sabiti vardır.  

 

Diğer taraftan E kümesi sınırlı olduğundan tüm Ex∈ ‘ler için 1cx <  olacak şekilde 01 >c  

sabiti vardır.  

 

O halde (2.21)’den tüm Ex∈ ’ ler için  

 

( ) ( ) ( )abccdssxstK
b

a

−<∫ 1..,  

 

elde edilir. Böylece A(E) kümesinin düzgün sınırlı olduğunu göstermiş olduk.  

 

 



 14

 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )∫∫∫ −≤−
b

a

b

a

b

a

dssxstKstKdssxstKdssxstK .,,.,., 2121  

 

        ( ) ( )∫ −≤
b

a

dsstKstKc ,, 211                                   (2.22) 

 

( )stK ,  sınırlı ve kapalı [ ] [ ]baba ,, ×  karesinde sürekli olduğundan Contor Teoremi 

gereğince düzgün süreklidir. Dolayısıyla 0>ε  verildiğinde δ<− 21 tt  eşitsizliğini sağlayan 

tüm [ ]batt ,, 21 ∈ ’ler ve tüm [ ]bas ,∈ ’ler için  

 

( ) ( ) ( )abc
stKstK

−
<−

1
21 ,, ε                                                    (2.23) 

 

olacak şekilde bir ( ) 0>= εδδ  sayısı vardır. (2.22) ve (2.23)’ten  

 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )ExdssxstKdssxstK
b

a

b

a

∈∀≤− ∫∫ ε.,., 21  

 

elde edilir. Bu sonuç A(E) fonksiyonlar kümesinin eş sürekli olduğunu gösterir.  

 

A(E) kümesi düzgün sınırlı ve eşsürekli olduğundan Arzela Teoremi gereğince rölatif 

kompakttır. Böylece, her sınırlı [ ]baCE ,⊂  kümesi için, ( ) [ ]baCEA ,⊂ ’nin rölatif kompakt 

olduğunu gösterdik. Bu da tanım gereği A’nın tam sürekli operatör olması demektir. 

 

Tanım 2.3.4. X herhangi bir lineer uzay, Nn∈  sabit sayı olsun. Eğer X uzayının n tane 

lineer bağımsız elemanı var ve (n + 1) tane elemanı lineer bağımlı ise X’e sonlu boyutlu bir 

uzay, n’ye de X’in boyutu denir. nX =dim  ile gösterilir.  

 

Eğer Nm∈∀  sayısı için X’in m tane lineer bağımsız elemanı varsa X’e sonsuz boyutlu bir 

uzay denir ve bu durumda ∞=Xdim  yazılır.  
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Örneğin  

 

),( ∞−∞=IR  bir boyutludur.    

 

( )1≥nIRn   n boyutludur. Bu uzayın ntane ( ) ( ) ( )1,...,0,0,...,0,...,1,0,0,...,0,1 21 === neee  

elemanları lineer bağımsızdır ve ( )1+∀ n  tane elemanı lineer bağımlıdır.  

 

2l  uzayı sonsuz boyutlu uzaydır. Çünkü bu uzayın ( )1≥∈∀ mNm  için m tane 

( ) ( ) ,...)0,1,0,...,0,0(,...,,...1,0,,...0,1
tan

21 43421
em

meee ===  elemanları lineer bağımsızdır. 

 

Teorem 2.3.3: X ve Y herhangi iki lineer uzay  D(A) X⊂  olmak üzere YADA →)(:  bir 

lineer operatör olsun. ∞<)(dim AD  ise )(dim)(dim ADAR ≤  dır. { }( ))(:)( ADxAxAR ∈=  

 

İspat.  nAD =)(dim  olsun. R(A)’nın n+1 elemanının lineer bağımlı olduğunu gösterelim. 

121 ,,...,, +nn yyyy  , R(A)’nın herhangi n+1 tane elemanı olsun. ii yAx =  olacak şekilde 

( )ADxxxx nn ∈+121 ,,...,,  elemanları vardır. nAD =)(dim  olduğundan tanım gereği 

121 ,,...,, +nn xxxx  elemanları lineer bağımlıdır. Yani  

 

0... 112211 =+++ ++ nn xcxcxc                                                               (2.24) 

 

olacak şekilde en az biri sıfırdan farklı olan 121 ,...,, +nccc  sayıları vardır. (2.24)’ten  

 

( ) 0... 112211 =+++ ++ nn xcxcxcA  

 

ya da A’nın lineer olmasından yararlanarak  

 

0... 112211 =+++ ++ nn AxcAxcAxc  

 

0... 112211 =+++ ++ nn ycycyc  
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elde edilir. Yukarıda ifade edildiği gibi 121 ,...,, +nccc  sabitlerinden en az biri sıfırdan farklıdır. 

Dolayısıyla 121 ,,...,, +nn yyyy  elemanları lineer bağımlıdır. R(A)’nın her  n+1 tane elemanı 

lineer bağımlı olduğundan nAR ≤)(dim  dir. 

 

Teorem 2.3.4: X ve Y herhangi iki lineer uzay, YXA →:  lineer operatör olsun.  

 

a) A sınırlı ve ∞<)(dim AR  ise A operatörü tam süreklidir. 

b) ∞<Xdim  ise A tam süreklidir. 

 

İspat.   

 

a) { } Xxn ⊂  herhangi bir sınırlı dizi olsun. A sınırlı operator olduğundan { } ( )ARAxn ⊂  dizisi 

de sınırlıdır. Gerçekten 

 

( ),...2,1=≤≤ ncAxAAx nn  

 

{ }nAx , sonlu boyutlu R(A) lineer uzayının sınırlı bir dizisi olduğundan lineer cebirden 

{ }nAx ’nin yakınsak bir alt diziye sahip olduğu bilinmektedir. O halde Teorem 2.3.1. 

gereğince A operatörü tam süreklidir. 

 

b) ∞<Xdim  olsun. Teorem 2.3.3. gereğince ∞<≤ XAR dim)(dim  dur. Dolayısıyla A 

sonlu boyutlu X uzayından, sonlu boyutlu R(A) uzayına lineer bir operatördür. Lineer 

cebirden bu tür operatörlerin sınırlı olduğu bilinmektedir. O halde a) şıkkından A operatörü 

tam süreklidir. 

 

Örnek 2.3.2: X ve Y herhangi iki lineer normlu uzay, nfff ,...,, 21  X’te tanımlı herhangi n 

tane sınırlı lineer fonksiyonel nyyy ,...,, 21 ’de Y’nin herhangi elemanları olsun. 

∑
=

=→
n

i
ii yxfAxYXA

1

).(,:  lineer operatörünü gözönüne alalım. Burada nAR ≤)(dim  dir. 

A operatörü sınırlıdır. Gerçekten  
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( ) xyfyxfyxfAx

sabitc

n

i
ii

n

i
ii

n

i
ii .....

111 ⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

=≤≤ ∑∑∑
=== 43421

 

 

xCAx ≤  dir. Teorem 2.3.4.a ‘dan dolayı A operatörü tam süreklidir.  

 

Yardımcı Teorem 2.3.1 ( F. Riesz (1965) ): X herhangibir normlu lineer uzay, L’de X’in 

XL ≠  olacak şekilde herhangi bir alt uzayı (L = I) o taktirde her 0>ε  için 

ε−>= 1),(,1 Lxgx  koşullarını sağlayan bir Xxx ∈= )(ε  elemanı vardır. 

( )( )uxLxg
Lu

−=
∈

inf,  

 

İspat.  

 

0x , X’in L’ye ait olmayan bir elemanı ve ),( 0 Lxd ρ=  olsun.  

d > 0 dır. Gerçekten d = 0, yani 0inf),( 00 =−==
∈

uxLxd
Lu

ρ  olsaydı infimum tanımından 

0lim 0 =−
∞→ nn

ux  olacak şekilde { } Lun ∈  dizisi bulunurdu. Bu durumda L kapalı 

olduğundan Lx ∈0 ’dir. Bu bir çelişkidir. Sonuç olarak ( ) 00 >≠ dd  dır. 

 

İnfimum tanımından 0>∀ε  için  

 

εdduxd +≤−≤< 00)0(                    (2.25) 

 

olacak şekilde bir Luu ∈= )(00 ε  elemanı vardır 

 

00
00

00 , ux
ux
ux

x −
−
−

=  sıfır olamaz d>0 

 

Lu∈  olsun. 

 

[ ]uuxux
ux

u
ux
ux

ux .1
0000

0000

00 −+−
−

=−
−
−

=−                (2.26) 
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Lu∈  ve L bir alt uzay olduğundan [ ] Luuxu ∈−+ .000  dir. Dolayısıyla 

 

[ ] duuxux ≥−+− .0000                    (2.27) 

 

(2.25), (2.26) ve (2.27)’den 

 

)( Lu
dd

dux ∈∀
+

>−
ε

 

 

O zaman ερε
ε

ε
εε

ρ
ε

−>⇒−>
+

−=
+

=
+

≥⇒
+

≥−
∈

1),(1
1

1
1

1),(inf Lx
dd

dLx
d

dux
Lu

.  

 

Öte yandan norm tanımından 1
00

00 =
−
−

=
ux
ux

x  dir. 

 

Teorem 2.3.5: X sonsuz boyutlu normlu lineer bir uzay, ,...,...,, 21 nxxx  de X’te sonsuz lineer 

bağımsız elemanlar sistemi olsun. O taktirde NnxxxE nn ∈,...,,, 21  elemanlarının gerdiği 

lineer manifold olmak üzere aşağıdaki koşulları sağlayan bir {yn} dizisi vardır.  

 

1) nn Ey ∈  

2) ,...)2,1(1 == ny n  

3) ,...)2,1(
2
1),( 1 =>+ nEy nnρ  

 

İspat. ( ),...2,11 =⊂ + nEE nn  olduğu açıktır. Öte yandan nxxx ,...,, 21  elemanları Nn∈∀  için 

lineer bağımsız olduğundan 1+≠ nn EE dir. 

 

11 Ey ∈  ve 11 =y  olsun. Yardımcı Teorem 2.3.1.’den dolayı Nn∈∀  sayısı için 

 

11 =+ny ,  ( )
2
1,1 >+ nn Eyρ  
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olacak şekilde 11 ++ ∈ nn Ey  elemanı vardır. 

 

Teorem 2.3.5.’ten aşağıdaki sonuçlar elde edilir: 

 

Sonuç 2.3.1: X sonsuz boyutlu normlu lineer bir uzay ise [ ] { }1:1,0 ≤∈= xXxB  kapalı birim 

yuvarı rölatif kompakt değildir.  

 

İspat.  ,...,...,, 21 nxxx  , X’in sonsuz lineer bağımsız bir elemanlar sistemi ve nE  de 

,...,...,, 21 nxxx  elemanlarının gerdiği lineer manifold olsun. Teorem 2.3.5. gereğince nn Ey ∈ , 

1=ny ve ( )
2
1,1 >+ nn Eyρ  olacak şekilde bir {yn} dizisi vardır.  

 

[ ] ( )1y0,1B }{y nn =⊂    

 

( ) ( ) ( ) ( )2
2
1,infinf,, 1

1

≥>≥−≥−=≥⇒> −∈∈ −

nEyuyuyEyyymn nnnEunEumnmn
nm

ρρρ  

 

Böylece mn ≠  ise ( )
2
1, >mn yyρ , yani 

2
1

>− mn yy dir. 

 

Görüldüğü gibi [ ]0,1B }{yn ⊂ dizisi hiçbir yakınsak alt diziye sahip değildir. Dolayısıyla 

[ ]1,0B  kapalı birim yuvarı rölatif kompakt değildir.  

 

SONUÇ 2.3.2: X sonsuz boyutlu normlu lineer bir uzay ise ( )XxxIxXXI ∈=→ ;:  birim 

operatörü tam sürekli değildir.  

 

Açıklama: I operatörü sınırlı [ ] { }1:1,0 ≤∈= xXxB  kümesini kendisine yani rölatif 

kompakt olmayan [ ]1,0B  kümesine dönüştürdüğünden tam sürekli değildir. 

 

Teorem 2.3.6: X,Y ve Z herhangi normlu lineer uzay ve ),(),,( ZYBTYXBA ∈∈  olsun. 

Eğer A ve T operatörlerinden biri tam sürekli ise ZXTA →:  operatörü tam süreklidir. 
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İspat.  YXA →: operatörünün tam sürekli olduğunu Kabul edelim. { } Xxn ⊂  herhangi bir 

sınırlı dizi olsun. O halde A operatörü tam sürekli olduğundan { }nAx  dizisinin yakınsak bir 

{ }∞
=1ini

Ax  alt dizisi vardır.  

 

( )YyyAx
ini

∈=
∞→

lim  

 

olsun. ZYT →:   operatörü sınırlı olduğundan süreklidir. Dolayısıyla  

 

TyTAx
ini
=

∞→
lim  

 

olacaktır. Böylece her sınırlı { }nx  dizisi için { }nTAx  dizisinin yakınsak bir { }
inTAx  dizisine 

sahip olduğunu gösterdik. O halde Teorem 2.3.1. gereğince TA operatörü tam süreklidir. 

 

Bu kez ZYT →:  operatörünün tam sürekli olduğunu varsayalım. { } Xxn ⊂  sınırlı bir dizi 

olsun. O halde A operatörü sınırlı olduğundan { } YAxn ⊂  dizisi de sınırlı olacaktır. Diğer 

taraftan T operatörü tam sürekli olduğundan Teorem 2.3.1. gereğince { } ZTAxn ⊂  dizisinin 

yakınsak bir { }∞
=1jn j

Ax  alt dizisi vardır. Dolayısıyla TA operatörü tam süreklidir. 

 

Teorem 2.3.7. X ve Y herhangi iki lineer normlu uzay ve YXBveYXA →→ ::  herhangi 

iki tam sürekli operatör olsun. O taktirde her βα ,  sayıları için BA βα +  operatörü tam 

süreklidir.  

 

İspat.  { } Xxn ⊂  herhangi bir sınırlı dizi olsun.  

 

A tam sürekli bir operator olduğundan { }nAx  dizisinin yakınsak bir { }∞
=1ini

Ax  alt dizisi vardır.  

 

{ } Xx
ini

⊂∞

=1
 dizisi sınınrlı ve B tam sürekli bir operator olduğundan { }

inBx  dizisinin yakınsak 

bir { }∞
=1p

n pi
Bx  alt dizisi vardır. 
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{ }
inAx  dizisinin yakınsak olduğundan { } { }

ipi nn AxAx ⊂  alt dizisi de yakınsak olacaktır. 

 

Dolayısıyla  { } YBxAx
p

nn pipi
⊂+ ∞

=1
βα  dizisi yakınsaktır. 

 

Böylece her sınırlı { } Xxn ⊂  dizisi için { }nn BxAx βα +  dizisinin yakınsak bir alt diziye sahip 

olduğunu gösterdik. Bu sonuç Teorem 2.3.1. gereğince YXBA →+ :βα  operatörünün tam 

sürekli olması demektir. 

 

Tanım 2.3.5: X herhangibir metrik uzay, E ve M de X’in herhangi iki alt kümesi olsun. Eğer 

bir 0>ε  sayısı için  

 

{ }( )ερεε <∈=⊂
∈

),(:),(),( xuXuxBxBE
Mx
U  

 

ise M’ye E kümesinin ε  ağı denir. Bir başka deyişle, Ey∈∀  için ρ (y,x) < ε  olacak şekilde 

Mx∈  varsa M’ye E’nin ε  ağı denir. 

 

Teorem 2.3.8: X bir tam metrik uzay olsun bir E X⊂  kümesi her 0>ε  için rölatif kompakt 

ε  ağına sahipse E kümesi rölatif kompakttır.  

 

Teorem 2.3.9: X normlu bir lineer uzay, B de bir Banach uzayı olsun. { } ),(, YXBAn  de bir 

dizi ve ),( YXBA∈  ve 0lim =−
∞→

AAnn
 olsun { } { },...,...,, 21 nn AAAA =  operatörleri tam 

sürekli ise A da tam süreklidir.  

 

İspat.  XE ⊂  herhangi bir sınırlı küme ve 0>ε  herhangi bir sayı olsun. E kümesi sınırlı 

olduğundan tüm Ex∈ ’ler için cx <  olacak şekilde 0>c   sayısı vardır. Öte yandan 

0lim =−
∞→

AAnn
 olduğundan 

c
AAi

ε
<−  olacak şekilde bir N∈ε  vardır. 

 

( )EAy∈  herhangi bir eleman ise o halde y=Ax ve Ex∈  dir. 

 

ε<−<−≤−=− cAAxAAxAAxxAy iiii  
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Buradan görüldüğü gibi ( )EAi  kümesi, ( )EA  kümesinin ε - ağıdır. iA  operatörü tam sürekli 

olduğundan ( )EAi  kümesi rölatif kompakttır. Dolayısıyla ( )EA  kümesinin her 0>ε  için 

rölatif kompakt ε - ağı vardır. O halde Teorem 2.3.8. gereğince ( )EA  kümesi rölatif 

kompakttır. A operatörü her sınırlı E kümesini rölatif kompakt bir kümeye dönüştürdüğünden 

tam süreklidir. 

 

Örnek 2.3.3:  22: llA →   ,  ( )( )21
1

lx
i

Ax i
i ∈=⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛= ∞

∞

ξ
ξ

   operatörünü göz önüne alalım. A 

operatörünün tam sürekli olduğunu gösterelim. A opertörü sınırlıdır. Gerçekten  

 

2

1

2

1
2

2
2 x

i
Ax

i
i

i

i =≤= ∑∑
∞

=

∞

=

ξ
ξ

 

 

ya da  

 

xAx ≤ , 

 

yani c = 1 dir. Dolayısıyla A sınırlıdır.  

 

22: llAn →  operatörünü göz önüne alalım. 

 

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛= ,...0,0,,...,

2
, 2

1 n
xA n

n
ξξ

ξ olsun. Bu durumda { } ),( 221 llBAn ⊂∞  dir. 

 

Öte yandan nAR n =)(dim  dir. O halde Teorem 2.3.4.a. gereğince her An operatörü tam 

süreklidir.  

 

Diğer taraftan 

 

( ) 2

1
2

2

1
2

2

1
22

22
212 111,...
2

,
1

,0,...,0 x
nnninn

xAA
i

i
ni

i
ni

inn
n ∑∑∑

∞

=

∞

+=

∞

+=

++ =≤≤=⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

++
=− ξξ

ξξξ
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( ) x
n

xAA n
1

≤−  

 

( ),...2,11
=≤− n

n
AA n  

 

0lim =−
∞→

AAnn
 

 

dır. O halde Teorem 2.3.9. gereğince A operatörü tam süreklidir. 

 

Teorem 2.3.10: H bir Hilbert uzayı , HHA →:  da sınırlı lineer bir operatör olsun. Eğer 

A*A operatörü tam sürekli ise A operatörü de tam süreklidir. 

 

İspat. 

{ } Hxn ⊂  sınırlı bir dizi olsun. A*A operatörü tam sürekli olduğundan { } HAxA n ⊂*  

dizisinin yakınsak bir { }
inAxA*  alt dizisi vardır. 

 

( ) 22

pipi nnnn xxAAxAx −=−  

  ( ) ( )( )
pipi nnnn xxAxxA −−= ,  

  ( ) ( )( )
pipi nnnn xxAAxx −−= *,  

  ( )
pipi nnnn xxAAxx −−≤ *.  

  
pipi nnnn AxAAxAxx **. −−=  

  
pi nn AxAAxAc **. −≤  

 

{ }
inAxA*  dizisinin yakınsaklığından ve son bağıntıdan { }

inAx  dizisinin bir Cauchy dizisi 

olduğu sonucu elde edilir. 

 

Diğer taraftan H tam uzay olduğundan yAx
ini
=

∞→
lim  olacak şekilde Hy∈  elemanı vardır. 

Böylece her sınırlı { } Hxn ⊂ dizisi için { }nAx  dizisinin yakınsak bir alt diziye sahip olduğunu 

göstermiş olduk. O halde Teorem 2.3.1.’den A operatörü tam süreklidir. 
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Teorem 2.3.11: H bir Hilbert uzayı olsun. HHA →:  operatörü tam sürekli ise HHA →:*  

operatörü de tam süreklidir. 

 

Teorem 2.3.12: X bir Banach uzayı ve XXA →:  tam sürekli bir operatör olsun. A 

operatörünün spektrumunun sıfırdan farklı her noktası A’nın ayrık bir özdeğeridir. 

 

Teorem 2.3.13: X bir normlu lineer uzay ve XXA →:  tam sürekli bir operatör olsun. A’nın 

sıfırdan farklı her özdeğerinin katlılığı sonludur. 

 

Teorem 2.3.14: X bir normlu lineer uzay ve XXA →:  tam sürekli bir operatör olsun. O 

taktirde her 0>ε  için A’nın ελ >  eşitsizliğini sağlayan farklı λ  özdeğerlerinin sayısı 

sonludur. 

 

Teorem 2.3.14.’ten aşağıdaki sonuç elde edilir: 

 

Sonuç 2.3.3: Tam sürekli bir operatörün özdeğer kümesi bir tek sıfır yığılma noktasına sahip 

olabilir. 

 

Teorem 2.3.15 ( Naimark, (1968) ): Tam sürekli kendine eş bir operatörünün spektrumunun 

sıfırdan farklı noktaları herbirinin katlılığı sonlu olan özdeğerlerden ibarettir ve bu özdeğerler 

kümesi sadece sıfır yığılma noktasına sahip olabilir. Karşıt olarak bu özelliğe sahip olan her 

kendine eş operatör tam süreklidir.  

 

Teorem 2.3.16: Her sıfırdan farklı tam sürekli kendine eş operatörün en az bir tane sıfırdan 

farklı özdeğeri vardır. 

 

Teorem 2.3.17: A tam sürekli kendine eş bir operatör ve { },...,...,, 21 nλλλ  A’nın tüm 

özdeğerler kümesi olsun. O taktirde }{sup n
n

A λ=  dir. 

 

Teorem 2.3.18: H bir Hilbert uzayı HHA →:  sıfırdan farklı tam sürekli kendine eş bir 

operatör ve ,...,...,, 21 nλλλ  sıfırdan farklı özdeğerleri olsun. Burada her özdeğer kendi katlılık 

sayısı kadar yazılmıştır. A operatörünün ,...,...,, 21 nλλλ  özdeğerlerine karşılık gelen 
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ortonormal özvektörleri sırasıyla ,...,...,, 21 neee  olsun. O taktirde her Hx∈  elemanı için Ax 

elemanı { },...,...,, 21 neee  ortonormal kümesine göre  

 

( ) ( )∑∑ ==
n

nnn
n

nn eexeeAxAx λ,,  

 

Fourier seri açılımı şeklinde gösterilebilir. 

 

Teorem 2.3.19: H ayrılabilir bir Hilbert uzayı ve HHA →:  tam sürekli kendine eş bir 

operatör olsun. O taktirde A’nın özvektörlerinden oluşan ortonormal bir { } Heee n ⊂,...,...,, 21  

tabanı vardır. 

 

Teorem 2.3.20 ( Smirnov, (1964) ): H ayrılabilir bir Hilbert uzayı ve HHA →:  kendine eş 

bir operatör olsun. A operatörü 

 

1. A operatörünün özvektörlerinden oluşan tam ortonormal bir küme vardır. 

2. Sıfırdan farklı her özdeğerin katlılığı sonludur. 

3. Her 0>ε  için [ ]εε ,−  aralığına ait olmayan özdeğerlerin sayısı sonludur.  

 

koşullarını sağlıyorsa tam süreklidir. 

 

Teorem 2.3.21: H bir Hilbert uzayı ve HHA →:  bir tam sürekli operatör olsun. Eğer bir 

0≠λ  sayısı A’nın özdeğeri ise λ  sayısı A* operatörünün bir özdeğeridir. 

 

Tanım 2.3.6: H bir Hilbert uzayı ve HHA →:  bir lineer operatör olsun. A operatörü sınırlı 

ve ∞<)(dim AR  ise A’ya sonlu boyutlu operatör denir.  □ 

 

Teorem 2.3.4. gereğince her sonlu boyutlu operatör tam süreklidir.  

 

Her sonlu boyutlu HHA →:  operatörü 
 

)(),(
1

Ν∈= ∑
=

ngfxAx
n

i
ii  

 

şeklindedir. Burada nn gggvefff ,...,,,...,, 2121  H uzayının elemanlarıdır.  
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Teorem 2.3.22: H bir Hilbert uzayı ve HHA →:   

 

∞=)(dim AR  

 

koşulunu sağlayan bir tam sürekli operatör olsun. O taktirde aşağıdaki koşulları sağlayan 

{ } { }∞∞
11 ii gvee  ortonormal dizilere ve limiti sıfır olan artmayan bir { }∞1nα  pozitif sayı dizisi 

vardır: 

 

1. Her Hx∈ için )(...),(),( 022110 KerAxeexeexxx ∈+++= dır. 

2. Her Hx∈ için ...),(),( 222111 ++= gexgexAx αα dir.   □ 

 

Teorem 2.3.9. ve Teorem 2.3.22.’den yararlanarak aşağıdaki teorem ispatlanır: 

 

Teorem 2.3.23: H bir Hilbert uzayı ve ),( HHBA∈  olsun. A operatörünün tam sürekli 

olması için gerek ve yeter koşul her 0>ε  için  

 

εε ≤− AA  

 

olacak şekilde sonlu boyutlu bir HHA →:ε  operatörünün var olmasıdır. 

 

Teorem 2.3.24( Smirnov, 1964 ) : H bir Hilbert uzayı ve HHA →:  0≠A  tam sürekli 

kendine eş bir operatör olsun. A’nın hem pozitif ve hem de negatif özdeğerlere sahip 

olduğunu varsayalım. ...21 ≥≥ ++ λλ  A’nın pozitif özdeğerleri ve ...21 ≤≤ −− λλ  de negatif 

özdeğerleri olsun. Ayrıca ,..., 21
++ ee  A’nın sırasıyla ,..., 21

++ λλ  özdeğerlerine karşılık gelen 

ortonormal özvektörleri ve ,..., 21
−− ee de sırasıyla ,..., 21

−− λλ   özdeğerlerine karşılık gelen 

ortonormal özvektörler olsun. O taktirde  

 

,...)2,1(
),(
),(maxmin),(max

),(max

),...,2,1(
1,1

1,1

===

=

⊥

+
∈∈

=⊥
=∈

+
+

=∈

+

n
xx
xAxxAx

xAx

XxXX
nieX

xHxn

xHx

n

i

λ

λ
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,...)2,1(
),(
),(minmax),(min

),(min

),...,2,1(
1,1

1,1

===

=

⊥

−
∈∈

=⊥
=∈

+
+

=∈

−

n
xx
xAxxAx

xAx

XxXX
nieX

xHxn

xHx

n

i

λ

λ

 

 

dir. Burada Xn ile H uzayının n boyutlu tüm alt uzaylarının topluluğu gösterilmiştir. 

 

Teorem 2.3.24.’e tam sürekli kendine eş operatörün özdeğerlerinin minimax özelliği hakkında 

teorem denir. 

 

Tanım 2.3.7: HHA →:  bir sınırlı lineer operatör olsun. Bir 0, ≠∈ ϕϕ H  vektörü ve λ  

sayısı için  
 

( ) 0=− ϕλ nIA  
 

olacak şekilde bir n doğal sayısı varsa ϕ ’ye A operatörünün λ  özdeğerine karşılık gelen esas 

vektörü denir. 

 

Tanım 2.3.8: Sınırlı lineer bir HHA →:  operatörünün bir λ  özdeğerine karşılık gelen tüm 

esas vektörlerin ve H∈0  elemanının oluşturduğu λK lineer manifolduna söz konusu 

operatörün λ  özdeğerine karşılk gelen esas lineer manifoldu denir.  

 

Tanım 2.3.9: Sınırlı lineer bir HHA →:  operatörünün bir λ  özdeğerine karşılık gelen λK  

esas lineer manifoldunun boyutuna λ  özdeğerinin cebirsel katlılığı denir.  

 

Tanım 2.3.10: Bir A lineer operatörünün ( ) { })(: ADxAxAR ∈=  görüntü kümasinin 

boyutuna A operatörünün boyutu denir.   □ 

 

A lineer operatörünün boyutunu r(A) ile göstereceğiz. Ayrıca tam sürekli bir HHA →:  

operatörünün tüm sıfırdan farklı özdeğerlerinin cebirsel katlılıklarının toplamını (A)ν ile 

göstereceğiz. Her tam sürekli HHA →:  operatörü için  
 

)()( ArA ≤ν  
 

olduğu bilinmektedir ( Cohberg ve Krein (1969) ). 
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2.4. Üniter Operatörler 

 

Tanım 2.4.1: H bir Hilbert uzayı olsun. Bir HHU →:  lineer operatörü 

 

1. HHU →:  operatörü örtendir  ( )HHU =)(   

2. Her Hx∈  için xUx =  

 

koşullarını sağlıyorsa U’ya üniter operatör denir. □  

 

Tanımdan 1=U  olduğu görülmektedir. 

 

Her HHU →:  üniter operatörünün aşağıdaki özellikleri vardır: 

 

1. HHU →: operatörü bire birdir ve dolayısıyla U’nun U 1−  tersi vardır. 

2. IUUUU == **  dır. Yani 1* −=UU  dır. 

3. HHU →− :1  operatörü de üniterdir. □ 

 

Sınırlı lineer HHU →: operatörü 

 

IUUUU == **  

 

koşullarını sağlıyorsa U operatörü üniterdir. 

 

 

HHU →:  bir üniter operatör ise IUU =*  özelliğinden her Hyx ∈,  için 

 

( ) ( )yxUyUx ,, =  

 

elde edilir. 

 

Üniter operatörlere örnekler verelim: 
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Örnek 2.4.1: 22: llU →  ,  

 

( ) ( ) ( )( )2321312321 ,...,,,...,,,...,, lU ∈= ξξξξξξξξξ  

 

operatörü üniterdir. Gerçekten U operatörü lineerdir, örtendir ve her ( ) 2321 ,...,, l∈ξξξ  için  

 

( ) ( ),...,,...,...,, 321
2

3
2

1
2

2321 ξξξξξξξξξ =+++=U  

 

dır. 

 

Örnek 2.4.2: ( ) ( )baLbaLA ,,: 22 →  ,  

 

( )( ) ( ) ( ) ( )( )baLtxtxetAx ict ,2∈=  

 

operatörünü gözönüne alalım. Burada c reel bir sabittir. A operatörü lineer, örten ve her  

 

( )baLx ,2∈  için 

 

( ) ( ) xdttxdttxeAx
b

a

b

a

ict === ∫∫
22

 

 

dır. Dolayısıyla A bir üniter operartördür. 

 

Örnek 2.4.3: ( )∞∞−∈ ,c  bir sabit olmak üzere ( ) ( )∞∞−→∞∞− ,,: 22 LLA  , 

 

( )( ) ( )ctxtTx +=  

 

operatörü üniterdir. Çünkü T operatörü lineer, örten ve her ( ) ( )∞∞−∈= ,2Ltxx  için 

 

( ) ( ) xdttxdtctxTx ==+= ∫∫
∞

∞−

∞

∞−

22  

dır. 
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Teorem 2.4.1: Bir HHU →:  operatörü 

 

1. HHU →:  operatörü örtendir  ( )HHU =)(   

2. Her Hgf ∈,  için ( ) ( )gfUgUf ,, =  

 

koşullarını sağlıyorsa üniterdir. 

 

 

2.5. İzometrik ve Kısmen İzometrik Operatörler 

 

Tanım 2.5.1: H1   ve H 2   herhangi iki Hilbert uzayı ve 21: HHV →  bir lineer operatör 

olsun.  

 

Eğer V operatörü 

 

1) 21 )( HHV =   

2) Her 1Hf ∈  için 
12 HH

fVf =  

 

koşullarını sağlıyorsa V’ye izometrik operatör denir. □  

 

Bu tanımdan görülüyor ki üniter operatör izomtrik operatörün özel halidir ( )HHH == 21 . 

 

İzometrik operatörün aşağıdaki özellikleri vardır: 

 

1. Her izometrik operatörün tersi vardır ve bu ters operatör de izometriktir. 

2. Bir 21: HHV →  operatörü örten ( )21 )( HHV =  ve her 1, Hgf ∈  için  

 

( ) ( )
12

,, HH gfVgVf =  

 

ise V operatörü izometriktir. 
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Tanım 2.5.2: H bir Hilbert uzayı olsun. Bir ( )HBU ∈  operatörü 

 

( )( )⊥∈∀= KerUxxUx  

 

koşulunu sağlıyorsa U’ya kısmen izometrik operatör denir. □  

 

Bu tanımdan ( )( ) ( )URKerUU =⊥  olduğu görülmektedir. 

 

Örnek 2.5.1: 22: llU →  ,  

 

( ) ( ) ( )( )23215314321 ,...,,,...,0,,0,,0,...,,, lU ∈= ξξξξξξξξξξ  

 

Sınırlı lineer operatörünü gözönüne alalım. 

 

( ) ( ),...0,0,0,0,0,...,0,,0,,0 642 =ξξξU  

 

dır. Dolayısıyla  

 

( ){ },...,0,,0,,0 642 ξξξ=KerU  

 

dır. O halde  
 

( ) ( ){ },...0,,0,,0, 531 ξξξ=⊥KerU  

 

dır. Her ( ) ( )⊥∈ KerU,...0,,0,,0, 531 ξξξ  için 

 

( ) ( ),...,0,,0,,0,...0,,0,,0, 531531 ξξξξξξ =U  

 

dır ve  
 

( ) ( ) 2
531

2
5

2
3

2
1

2
531 ,...0,,0,,0,...,...0,,0,,0, ξξξξξξξξξ =+++=U  

 

dır. Tanım gereği ( )2lBU ∈  operatörü kısmen izometriktir. 
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Teorem 2.5.1: U kısmen izometrik operatör ise ( )UR  kapalıdır. 

 

İspat. { } ( )URyn ⊂  yakınsak bir dizi, { } ( )( )⊥⊂= KerUxyUx nnn  ve yUxnn
=

∞→
lim  olsun. 

 

( ) mnmnmn xxxxUUxUx −=−=−  

 

bağıntısından { }nx ’nin bir Cauchy dizisi olduğu elde edilir. H uzayı tam olduğundan { }nx   

 

dizisi yakınsaktır. xxnn
=

∞→
lim  olsun. ( )⊥KerU  kapalı olduğundan ( )⊥∈ KerUx  dir. Öte  

 

yandan U operatörü sürekli olduğundan UxUxnn
=

∞→
lim , yani Uxy =  dir. Böylece her yakınsak  

 

{ } ( )URyn ⊂  dizisi için ( )URynn
∈

∞→
lim  olduğunu gösterdik. Sonuç olarak ( )UR  kapalıdır. □ 

 

U kısmen izometrik bir operatör ise U* da kısmen izometrik bir operatördür. Dolayısıyla 

 

( ) ( ) ( ) ( )**, URURURUR ==  

 

dır. Öte yandan her ( )HBA∈  ve her C∈λ  için 

 

( ) ( )( )⊥−=− IARIAKer λλ *  

 

dır. Buradan 

 

( )( ) ( ) ( )** ARKerAARKerA =⇒= ⊥⊥  

 

bulunur. U kısmen izometrik operatör ise 

 

( ) ( )*URKerU =⊥  

 

dır. Dolayısıyla  
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( )( ) ( )URURU =*  

 

dır. ( )HBA∈  herhangi bir operatör olsun. Bu durumda 

 

( )( ) ( ) ( )*** 2/1 ARAARAAR ==  

 

olduğu bilinmektedir ( Cohberg ve Krein, 1969 ). Her Hx∈  için 

 

( ) ( ) ( )xAxAAxAxAxAxAx ,**,,2 ===  

 

    ( )[ ]( )xxAA ,*
22/1=  

 

    ( ) ( )( )xAAxAA 2/12/1 *,*=  

 

    ( ) ( )HxxAA ∈∀=
22/1*               (2.28) 

 

dir. Aşağıdaki lineer operatörü gözönüne alalım. Her ( ) ( )( )2/12/1 ** AARxAAy ∈=   için  

 

( ) AxxAAUUy == 2/1*  

 

ve her ( )( )[ ] ′∈ 2/1* AARy için 

 

( ) nn
xAAUUy 2/1*lim

∞→
=                    (2.29) 

 

olsun. Burada { } ( )( )2/1* AADyn ⊂  

 

( ) yxAA nn
=

∞→

2/1*lim  

 

koşulunu sağlayan bi dizidir. U lineer operatörünün ( )( )2/1* AAR  lineer manifoldunda sınırlı  
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ve H uzayının tam olmasından (2.29) limitinin varlığı elde edilir. Ayrıca (2.29) limiti (2.30)  

 

koşulunu sağlayan { } ( )( )2/1* AADxn ⊂  dizisinin seçimine bağlı değildir. 

 

Her ( )( )[ ]⊥∈ 2/1* AARy için 0=Uy  olsun. 

 

(2.28)’den görüldüğü gibi her ( ) ( )( )2/12/1 ** AARxAA ∈  için 

 

( ) ( ) xAAAxxAAU 2/12/1 ** ==  

 

dir. ( )( )[ ] ′∈ 2/1* AARy ise 

 

( ) ( ) yxAAxAAUUy nnnn
===

∞→∞→

2/12/1 *lim*lim  

 

dir. Böylece U bir lineer operator ve her ( )( )2/1* AARy∈  için  

 

yUy =  , 

 

her ( )( )[ ] ( )( )[ ]⊥⊥

=∈ 2/12/1 ** AARAARy  için 0=Uy  dır. Sonuç olarak U, ( )( )2/1* AAR  lineer  

 

manifoldunu ( )AR  lineer manifolduna izometrik dönüştüren kısmen izometrik bir  

operatördür. 

 

( ) ( )( )( )2/12/1 ** AADxxAAUAx ∈∀=  

 

formülüne ( )HBA∈  operatörünün kutupsal temsili denir. 
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3. TAM SÜREKLİ OPERATÖRLERİN S-SAYILARI 

 

 

3.1.  Kendine Eş Tam Sürekli Operatörlerin Özdeğerlerinin Minimax Özellikleri 

 

Tam sürekli operatörlerin s-sayılarının incelenmesinde tam sürekli operatörlerin 

özdeğerlerinin iyi bilinen minimax özelliklerinden sıkça yararlanılmıştır. Bu tezde bu 

özellikleri tanımlayan bir teoremden ispatsız olarak bahsedip onun çeşitli sonuçlarını 

belirteceğiz. 

 

A herhangi bir kendine eş lineer tam sürekli operatör olsun. O zaman iyi bilindiği gibi tüm 

özdeğerleri reeldir ve A operatörünün her esas vektörü A’nın bir özvektörüdür. A operatörü 

 

( ) j

Av

j
jj AA ϕϕλ∑

=

=
)(

1
,.)(                                                             (3.1) 

 

şeklinde ifade edilebilir. Burada A operatörü düzgün yakınsaktır ve ( ))(,...,2,1 Avjj =ϕ  

A’nın R(A)’da tam olan özvektörlerinin ortonormal bir sistemidir, öyle ki 

 

( )              . )(,...,2,1)(   AvjAA jjj == ϕλϕ  

 

A sınırlı lineer operatör olduğu taktirde eğer her Hf ∈  için   

                                                    

( ) 0, ≥fAf  

 

ise A’nın negatif olmayan bir operatör olduğunu söyleyeceğiz ve 0≥A  şeklinde yazacağız.    

 

Kendine eş tam sürekli bir operatör ancak ve ancak tüm özdeğerleri negatif değil ise negatif 

olmayan bir operatör olacaktır. 

 

Teorem 3.1.1. ( Riesz ve Nagy, 1965 ) A ( )0≠  negatif olmayan tam sürekli bir operatör ve 

( ))(,...,2,1 Avjj =ϕ  de A’nın R(A)’da tam olan özvektörlerinin ortonormal bir sistemi olsun, 

yani 
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( )              . ,...2,1)(   == jAA jjj ϕλϕ  

 

Burada ...)()( 21 ≥≥ AA λλ dır. Bu durumda A’nın özdeğerleri aşağıdaki minimax 

özelliklerine sahiptir. 

 

1)  ( )
( )ϕϕ

ϕϕλ
ϕ ,

,max)(1
AA

H∈
=                          (3.2) 

 

(1,2) deki maximum A operatörünün sadece ( )A1λ ’e karşılık gelen özvektörleri için elde 

edilmiştir. 

 

2) ( )
( ) ( ). ,...2,1

,
,maxmin)(1 ==

⊥∈∈+ jAA
XYXj

j ϕϕ
ϕϕλ

ϕ
                        (3.3) 

 

Burada ( ))(1 AvjY j <≤  H uzayının tüm j-boyutlu alt uzaylarının kümesidir ve jX  

jϕϕϕ ,...,, 21  özvektörlerinin gerdiği lineer manifold olmak üzere  

 

( )
( ) .

,
,max)(1 ϕϕ
ϕϕλ

ϕ

AA
jX

j ⊥∈
+ =                                     (3.4) 

 

jj λλ <+1  olduğu durumda bile (3,3)’ teki minimumun jXX ≠  için de elde edilebileceğini 

belirtelim ( M.D.Dol’berg ). 

 

1) deki açıklamaya dayanarak kolayca söylenebilir ki (3,4) teki maximum A operatörünün 

sadece ( )A1λ ’e karşılık gelen özvektörleri için elde edilmiştir. 

 

(3,2)-(3,4) eşitliklerinin yardımı ile aşağıdaki yardımcı teorem kolayca ispatlanabilir. 

 

Yardımcı Teorem 3.1.1: ∞∈GBA,  ve BA ≤≤0  olsun. O zaman 

                                        

( ),...2,1)()( =≤ jBA jj λλ  
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Tüm bu bağıntılarda eşitliğin varolabilmesi için gerek ve yeter koşul A=B olmasıdır. 

Yardımcı Teorem 1.1.’ den BA ≤≤0  ise )()( BvAv ≤  olduğu açıkça görülmektedir. A, (1,1) 

spektral açılımına sahip kendine eş tam sürekli bir operatör olsun. Negatif olmayan +A  ve −A  

operatörlerini 

                             

( ) ;,.)(
0

jjj
j

AA ϕϕλ
λ
∑
>

+ =       ( ) ;,.)(
0

jjj
j

AA ϕϕλ
λ
∑
<

− −=  

 

şeklinde oluşturuyoruz. =A +A - −A  olduğu açıktır. 

 

Yardımcı Teorem 3.1.2: Kendine eş ∞∈GA  operatörünün negatif olmayan ∞∈GHH 21,  

operatörlerinin farkı şeklinde gösterilebildiğini varsayalım. 

                                                         

=A 1H - 2H  

 

Bu durumda 

                               

)()( 1HA jj λλ ≤+  ve ( ) .,...2,1)()( 2 =≤− jHA jj λλ                                (3.5) 

 

İspat. Gerçekten  

                                  

( ) ( ) ( ) ( ) ( )HffAfffHfAfffH ∈≥+= ,,,, 21  

 

ve 

                                               

( ) ( ) ( )HffAfffH ∈−≥ ,,2 . 

 

Özdeğerlerinin minimax özelliklerinin temeline dayanarak buradan (1,5) bağıntısı elde edilir ( 

teoremle ilgili dipnota bkz.). 
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3.2. Tam Sürekli Operatörlerin s-Sayilari ve Onlarin En Basit Özellikleri  

 

3.2.1. Tam Sürekli Operatörlerin s-Sayilari. ∞∈GA  olsun. O halde AA∗  negatif olmayan 

kendine eş olmayan bir operatördür. Teorem 2.1.3. gereğince AA∗  operatörünün bir tek 

negatif olmayan ( ) 2/1AA∗  karekökü vardır. Ayrıca Teorem 2.3.6.’dan AA∗ ’nın bir tam sürekli 

operatör olduğu elde edilir. 

 

Teorem 3.2.1: HHA →:  negatif olmayan tam sürekli operatör ise HHA →:2/1  operatörü 

de tam süreklidir. 

 

İspat. Teorem 2.3.17. gereğince A operatörünün sıfırdan farklı her noktasının katlılığı sonlu 

olan ayrık bir özdeğerdir. A operatörlerinin özdeğerleri ......21 ≥≥≥≥ nλλλ  olsun. Burada 

her özdeğer kendi katlılık sayısı kadar yazılmıştır. O halde  

 

( ) ( ) { },...,...,,,0 21
2/1

nAA λλλσσ ==                    (3.6) 

 

olduğu bilinmektedir ( Kantorovich ve Akilov, 1982 ). 

 

Öte yandan her kendine eş ( )HBDHBDB =→ )()(:   operatörü için 

 

( ) ( ) ( ){ }IBRIBRCBc λλλσ −≠−∈= :  

 

kümesinin )(Bσ ’nin tüm ayrık olmayan noktalarının kümesi olduğu bilinmektedir ( Birman 

ve Solomyak, 1980 ).teorem 2.2.2.’den B’nin spektrumunun sürekli kısmının ( )Bcσ ’nin bir 

alt kümesi olduğu elde edilir. ( )Bσλ ,0 ’nin ayrık bir noktası ise  ( )Bcσλ ∉0  olduğundan 0λ , 

B’nin spektrumunun sürekli kısmına ait değildir. Dolayısıyla ( )Bσ ’nin her ayrık noktası 

B’nin bir özdeğeridir. Bu açıklamalardan ve (3.6)’dan ( )2/1Aσ \{ }0  kümesinin her noktasının 

katlılığı sonlu olan ayrık bir özdeğer olduğu elde edilir. O halde Teorem 2.3.17. gereğince 
2/1A  operatörü de tam süreklidir.  □ 

 

O zaman ( ) ∞
∗ ∈= σ

2/1AAT . 
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s-sayılarının ilk tanımı olarak aşağıdakini verelim. 

 

T operatörünün özdeğerlerine A  operatörünün s-sayıları denir.  

 

Katlılıklarını göz önüne almak koşuluyla sıfırdan farklı s-sayılarını azalan sırada aşağıdaki 

şekilde yazacağız: 

                                       

( ).)(,...,2,1)()( TrjTAs jj == λ  

  

Eğer ∞<)(Tr  ise ,...1)( += Trj  için 0)( =As j  olarak alacağız. 

 

AAs =)(1  

 

olduğunu belirtelim.  

 

Eğer ∞∈GA operatörü kendine eş veya en azından normal ise ( A ve *A  nın yerleri değişirse ), 

o zaman 

                     

( ).,...2,1)()( == jAAs jj λ  

 

Aynı zamanda herhangi bir  c  sayısı için 

                                   

( ).,...2,1)()( == jAsccAs jj  

 

olduğu oldukça açıktır. 

 

Tam sürekli operatörlerin s-sayılarının iki önemli özelliğini aşağıda belirtelim. 

 

Ι ) ( ).,...2,1)()( == • jAsAs jj                                                                                (3.7) 

 

ΙΙ )       Herhangi sınırlı bir B  operatörü için 
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( ).,...2,1)()( =≤ jAsBBAs jj                                                                        (3.8) 

                                  

( ).,...2,1)()( =≤ jAsBABs jj                                                                        (3.9) 

 

Birinci özelliğin nasıl elde edildiği 3.2.2. de gösterilecektir. İkincisini ispatlayalım. Tanımdan  

                     

( ).,...2,1)()(,)()( 22 === ∗∗∗ jAAAsBABABAs jjjj λλ  

 

Diğer taraftan 

     

( ) ( ) ( )HfffAABfABfBAffBABA ∈=≤= ∗∗∗ ,, 2222  

 

Bu nedenle AABBABA ∗∗∗ ≤ 2  dır. Buradan da Yardımcı Teorem 3.1.1. gereğince (3.8) 

bağıntısı elde edilir. 

 

(3.7)’den dolayı  *)*()( ABsABs jj = ve az önce ispatlanan (3.8)’den elde edilen 

)()()( AsBAsBABs jjj =≤ ∗∗∗∗  eşitsizliğine göre aynı zamanda (3.9) bağıntısı da elde 

edilir.   

 

Yardımcı Teorem 3.1.1.’i kullanarak kolayca gösterilebilir ki aynı zamanda tüm ,...2,1=j  

için (3.8)’de (ve (3.9)’da) eşitliğin varolabilmesi için gerek ve yeter koşul  

)/(/ ∗∗ BBBB operatörünün ( ))()( ∗ARAR   kümesi üzerinde izometrik olmasıdır. 

 

3.2.2. Tam Sürekli Operatörün Schmidt Açılımı. A tam sürekli bir operator ve UTA =  de 

onun kutupsal ifadesi olsun. 

 

( ))(,...,2,1 Trjj =ϕ  ile T operatörünün )(TR ’de tam olan özvektörlerinin ortonormal bir 

sistemini gösterelim. O halde 
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.),.()(
)(

1
j

Tr

j
jj AsT ϕϕ∑

=

=                                                                              (3.10) 

 

Burada sağ taraftaki seri operatorler normuna göre düzgün yakınsaktır. U operatörünü  

(3.10)’un her iki tarafına uygularsak 

                                               

j

Ar

j
jj UAsA ϕϕ∑

=

=
)(

1
),.()(        

 

elde ederiz.                                               

 

)(TRj ∈ϕ  olduğundan ( ))(,...,2,1 ArjU j =ϕ  sistemi ortonormaldir. 

 

Böylece her lineer tam sürekli A  operatörü 

                                               

j

Ar

j
jj AsA ψϕ∑

=

=
)(

1
),.()(                                                                              (3.11) 

 

Schmidt açılımı şeklinde gösterilir. Burada { }jϕ  ve { }jψ  ortonormal sistemlerdir ve 

(3.11)’deki seri (3.10)’da olduğu gibi operatörler normuna gore düzgün yakınsaktır.     
 

(3.11)’den 

                                              

,),.()(
)(

1
j

Ar

j
jj AsA ϕψ∑

=

∗ =                                                                           (3.12) 

 

(3.11) ve (3.12)’den de 
 

jjj AsAA ϕϕ )(2=∗    ve   jjj AsAA ψψ )(2=∗       ( ))(,...,2,1 Arj =  

 

elde edilir. Buradan 

                                           

( ),...2,1)()( == • jAsAs jj          

 

sonucu, yani (3.7) bağıntısı elde edilir.     
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3.2.3. s-Sayılarının Yaklaşım Özelliği ve Ondan Elde Edilen Eşitsizlikler. Bundan sonara 

( ),...2,1,0=ℜ nn  ile n≤  boyutlu tüm sonlu boyutlu operatörlerin kümesini göstereceğiz. 

 

Teorem 3.2.2 ( Dz.E.Allahverdiev ). A bir lineer tam sürekli operatör olsun. O zaman her 

,...2,1,0=n  için 

                                                

.min)(1 KAAs
nKn −=

ℜ∈+                                                                (3.13) 

 

İspat. K, n boyutlu lineer bir operatör olsun. ⊥)(KerK  alt uzayının da n boyutlu olduğu 

açıktır. O halde özdeğerlerin minimax özelliklerinden dolayı 

                                                 

.max)(1 ϕ
ϕ

ϕ

A
As

KerKn ∈+ ≤        

 

Tüm KerK∈ϕ  için  

                         

( ) ϕϕϕ KAKAA −≤−=  

 

olduğundan  

                                       

.)(1 KAAsn −≤+           

 

İspatı tamamlamak için son olarak 

                                       

)(1 AsKA nn +=−    

 

olduğunu belirtmeliyiz. Burada  

                                               

j

n

j
jjn AsK ψϕ∑

=

=
1

),.()(                                                                            (3.14) 

 

A operatörünün (3.11) Schmidt açılımının n. kısmi toplamıdır.  □ 
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(3.13) formülüden )(1 Asn+ ’nın A operatöründen nℜ  kümesine olan uzaklığı ifade ettiği  

görülmektedir. Bu sonuç s-sayılarının yeni, eşdeğer bir tanımı olarak alınabilir. Bir çok 

problem için bu tanım orjinal olanından daha uygundur. 

 

SONUÇ 3.2.1:  ∞∈GA  ve T herhangi bir r-boyutlu operatör olsun. O zaman 

                                  

.)()()( AsTAsAs rnnrn −+ ≤+=                                                         (3.15) 

 

Gerçekten , nK  (3.14) ile tanımlanmış bir operator olsun ; o zaman Teorem 3.2.2. gereğince 

          

.,...)1,0()()()()( 11 =+≥+−+= +++ nTAsKTTAAs rnnn                               (3.16) 

 

A ve A+T operatörlerinin yerlerini değiştirerek 

                              

.,...)1,0()()( 11 =≥+ +++ nAsTAs rnn                                                 (3.17) 

 

elde ederiz.    

 

(3.16) ve (3.17) bağıntılarından (3.15) bağıntısı elde edilir. 

 

SONUÇ 3.2.2 ( K.Fan ):  ∞∈GBA,  ise  

                       

,...)2,1,()()()(1 =+≤+−+ nmBsAsBAs nmnm                                         (3.18) 

 

ve 

                          

.,...)2,1,()()()(1 =≤−+ nmBsAsABs nmnm                                          (3.19) 

 

Gerçekten , (m-1)-boyutlu 1K  operatörü ve (n-1)-boyutlu  2K  operatörü 

                           

1)( KAAsm −=   ve  2)( KBBsn −=    
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şeklinde ifade edilsin. O zaman 

 

( ) .)()()( 21211 BsAsKBKAKKBABAs nmnm +≤−+−≤+−+≤+−+    

 

Bununla beraber, ( )212 KBKAK −+  operatörünün boyutu  (m+n-2 )’yi aşmadığından ve 

( )( ) ( )21221 KBKAKABKBKA −−−=−−  olduğundan 

                                   

.)( 211 KBKAABs nm −−≤−+         

 

Bu son eşitsizlikten (3.19) elde edilir. (3.18) ve (3.19) bağıntılarının özel halleri, negatif 

olmayan tam sürekli 1H  ve 2H  operatörleri için iyi bilinen Weyl eşitsizlikleridir: 

                            

.)()()( 21211 HHHH mnmn λλλ +≤+−+      

 

Bu eşitsizlikler  ∞σ ’a ait olan herhangi kendine eş operatörler için genelleştirilebilir.  

 

SONUÇ 3.2.3:  Herhangi ∞∈GBA, operatörleri için 

                          

.,...)2,1()()( =−≤− nBABsAs nn     

 

Gerçekten ,  

  

.)(minminmin)( 11 BABsBAKBBAKBKAAs nKKKn
nnn

−+=−+−≤−+−=−= +ℜ∈ℜ∈ℜ∈+  

 

A ve B operatörlerinin yerlerini değiştirerek 

                                    

.)()( 11 BAAsBs nn −+≤ ++    

 

elde ederiz. Buradan da sonuca ulaşılır. 
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3.2.4. s-Sayıları İle İlgili Asimtotik Teorem 

 

Teorem 3.2.3 ( Fan, 1951 ): ∞∈GBA, ve bir 0>r  için 

                                  

aAsn n
r

n
=

∞→
)(lim          ve          0)(lim =

∞→
Bsn n

r

n
                                          (3.20) 

 

olduğunu varsayalım. Bu taktirde   

                                                      

.)(lim aBAsn n
r

n
=+

∞→
                                                                 (3.21) 

 

İspat. (3.18)’den 

                     

.),...,1,0,...;2,1()()()( 1)1( kjmBsAsBAs mjkmjmk ==+≤+ ++++     

 

Herhangi bir n tam sayısı jmkn ++= )1(  şeklinde gösterilebileceğinden 

                                           

( ) ,/)1()(lim akkBAsn r
n

r

n
+≤+

∞→
 

 

ve k keyfi olduğundan 

                                                    

.)(lim aBAsn n
r

n
≤+

∞→
                                                                   (3.22) 

 

Diğer taraftan, BBAA −+= )(   şeklinde gösterilebileceğinden 

                                         

)()()( 1)1( BsBAsAs mjkmjmk ++++ ++≤     

 

veya 

                                         

.)()()( 1)1( BsAsBAs mjmkjkm ++++ −≥+     

 

jkmn +=  olarak alıp n’yi sonsuza götürürsek 



 46

                                            

( ) akkBAsn r
n

r )1/()(lim +≥+  

 

veya k keyfi olduğundan 

                                                   

.)(lim aBAsn n
r ≥+                                                                      (3.23) 

 

(3.22) ve (3.23) bağıntılarından (3.21) bağıntısı elde edilir. □ 

 

(3.20) ve (3.21)’deki rn  fonksiyonunun yerine )()( nLnn r
r =ϕ  fonksiyonunu koyarak bu 

teorem genelleştirilebilir. Burada )(vL , )0( ∞<< bb ’nin her seçimi ve ∞→1v , ∞→2v , 

bvv →12 /  için 

                                                   

1)(/)(lim 12 =vLvL  

 

olacak şekilde pozitif , keyfi bir fonksiyondur. 

 

3.3. Tam Sürekli Operatörlerin s-Sayıları, Özdeğerleri ve Köşegen Elemanları 

Arasındaki İlişkileri Gösteren Eşitsizlikler 

 

1. Bu alt bölümde H.Weyl’in elde ettiği sonuçlar, onların ispatlarında bazı değişiklikler 

yapılarak verilecektir. 

 

Yardımcı Teorem 3.3.1 ( Weyl, 1949; Horn, 1950 ): A tam sürekli lineer bir operatör ve 

( ),...2,1)( == jAss jj  olsun. O zaman nϕϕϕ ,...,, 21  vektörlerinin herhangi bir sistemi için 

                                   

( )[ ] ( )[ ] .,det...,det
1

22
2

2
11

n
kjn

n
kj sssAA ϕϕϕϕ ≤                                              (3.24) 

 

İspat. ( ),...2,1=je j  ile AA∗  operatörünün özvektörlerinin tam ortonormal bir sistemini 

gösterelim. O zaman 
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( ) ( ) ( )( ) .,,,,
1

2
kl

l
ljlkjkj eesAAAA ϕϕϕϕϕϕ ∑

∞

=

∗ ==           

 

dır. Bu nedenle A ( )[ ]nkj AA
1

, ϕϕ=  kare matrisi A=B.B* şeklinde gösterilebilir. Burada B bir 

dikdörtgen matristir.  

 

B ( )[ ]
,...2,1
,...,2,1,

=
==

r
njrjr es ϕ   

 

Determinantlar Teorisinden Binet-Cauchy teoremi gereğince 

 

det A= ∑
∞<<<<≤

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛

nrrr

n

n

rrr
rrr...1

21

2121

...
... n...21

*B
n...21

B                 (3.25) 

 

dir. Burada n...21
n...21

B ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛

nrrr ...21

 satırlarının nrrr ...21  sütunları ile kesişiminden oluşan 

B matrisinin minörünü belirtmaktedir.  

 

( )
,...2,1
,...,2,1,

=
=

r
njrj eϕ  

 

matrisini ℘ ile gösterelim. Bu durumda  

 

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
℘=⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛

n
rrr

n rrr
sss

rrr ...
...

... 2121

n...21n...21
B

n21
 

 

olacağı açıktır ve (3.25)’ten dolayı  

 

det A ∑ ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
℘⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
℘≤

nrrr

n

n
n

rrr
rrr

sss
,...,,

21

21

22
2

2
1

21

...
...

....
n...21

*
n...21

 

 

dir.  
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( )( ) ( )[ ]kj

n

r
krrj

rrr

n

n

ee
rrr

rrr
n

ϕϕϕϕ ,det,,det
...

... 11,...,,

21

2121

=⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
=⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
℘⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
℘ ∑∑

∞

=n...21
*

n...21
 

 

olduğundan (3.24) bağıntısının geçerli olduğunu görüyoruz.  

 

Yardımcı Teorem 3.3.2.  A herhangi bir lineer tam sürekli operatör ve ))(,...,2,1( Arjj =ϕ  

ortonormal sistem olsun. Eğer  

 

( ) )(,...,2,1()(, ArjAsA jjj ==ϕϕ                   (3.26) 

 

eşitliği gerçekleşirse o zaman A operatörü normaldir ve )())(,...,2,1( ARArjj =ϕ ’da 

özvektörlerinin bir tam sistemini oluşturmaktadır.  

 

İspat:  Gerçekten  

 

( ) ( )11
2

1
2

11
2
1 ,*,)( ϕϕϕϕϕ AAAAAs =≤=  

 

ve 

 

( )ϕϕ
ϕ

,*max)(
1

2
1 AAAs

=
=  

 

olduğundan  

 

( )11
2
1 ,*)( ϕϕAAAs =  

 

dır. Özdeğerlerin minimax özelliklerinden son eşitlik  

 

1
2
11 )(* ϕϕ AsAA =  

 

olduğunu göstermektedir.  
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( ) ( )22
2

2
2

22
2
2 ,*,)( ϕϕϕϕϕ AAAAAs =≤=  

 

ve 

 

( )ϕϕ
ϕϕϕ

,*max)(
0),(,1

2
2

1

AAAs
==

=  

 

bağıntılarından  

 

2
2
22 )(* ϕϕ AsAA =  

 

eşitliği elde edilir. Aynı şekilde devam ederek  

 

jjj AsAA ϕϕ )(* 2=     ))(,...,2,1( Arj =  

 

elde edilir. 

 

Sonuç olarak ))(,...,2,1( Arjj =ϕ     A* A operatörünün sıfırdan farklı özdeğerlerine karşılık 

gelen özvektörlerinin bir tam sistemini oluşturmaktadır.  

 

Burada A*A operatörünün ve dolayısıyla A operatörünün de, tüm ))(,...,2,1( Arjj =ϕ  

vektörlerine ortagonal olan X alt , özdeş olarak sıfır olduğu anlaşılmaktadır.  

 

Aynı muhakeme sonucunda A* operatörünün de X alt uzayında özdeş olarak sıfır olduğu 

gösterilebilir. Öyleyse herhangi bir )(ARf ∈  vektörü  

 

∑
=

=
)(

1
),(

Ar

j
jjff ϕϕ  

 

şeklinde gösterilebilir. Özel olarak 

 

∑
=

=
)(

1

),(
Ar

k
kkjj AA ϕϕϕϕ .                   (3.27) 
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Sonuç olarak  

 

( ) ∑
=

=
)(

1

2
),(,

Ar

k
kjjj AAA ϕϕϕϕ .                  (3.28) 

 

( ) ),(),( 22

jjjjj AAAsA ϕϕϕϕ ==  

 

olduğundan (3.28)’den 

 

kjA kj ≠= 0),( ϕϕ  

 

bulunur. 

 

Böylece (3.27)’den jjjj AAA ϕϕϕϕ ),(=  ))(,...,2,1( Arj =  elde edilir ve dolayısıyla A 

operatörü aşağıdaki şekilde gösterilebilir.  

 

∑
=

=
)(

1
))(.,,(

Ar

j
jjjjAA ϕϕϕϕ    □ 

 

Yardımcı Teorem 3.3.3 ( Schur ): HHA →:  herhangi bir tam sürekli operator ise 

 

))(,...,2,1(...2211 AjwawawaAw jjjjjj ν=+++=       

 

olacak şekilde bir { } Hw A
j ⊂)(

1
ν  ortonormal sistemi vardır. Burada 

 

( ) ))(,...,2,1()(, AjAwAwa jjjjj νλ ===  . 

 

Yardımcı Teorem 3.3.4 ( Weyl, 1949 ): A herhangi bir tam sürekli lineer operator olsun. O 

taktirde  

 

))(,...,2,1()(...)()()()...()( 2121 AnAsAsAsAAA nn νλλλ =≤               (3.29) 
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dır. Eğer )()()( ∞≤= ArAν  ise, o zaman (3.29) bağıntılarındaki eşitlik ancak ve ancak A 

operatörü normal ise sağlanır. 

 

İspat. Yardımcı Teorem 3.3.3. gereğince 

 

))(,...,2,1(...2211 AjwawawaAw jjjjjj ν=+++=  

 

olacak şekilde ortonormal bir { } )(
1

A
jw ν  sistemi seçilebilir. Burada 

 

( ) ))(,...,2,1()(, AjAwAwa jjjjj νλ ===  .               (3.30) 

 

Yardımcı Teorem 3.3.1.’den dolayı 

 

( )[ ] ( ))(....,det 22
2

2
11

AnsssAwAw n
n

kj ν≤≤                  (3.31) 

 

( ) ( )( )∑
=

=
),min(

1
,,,

kj

q
qkqjkj wAwwAwAwAw  

 

olduğundan 

 

( )[ ] ( )[ ]nkj
n

kj wAwAwAw
11

,det,det = . ( )[ ] ( )[ ] 2

11
,det,det n

kj

n

kj wAwwAw =  

 

dır. 

 

( )[ ] )()...()(,det 211
AAAAwAw n

n
kj λλλ=  

 

olduğunu göz önüne alınırsa 

 

( )[ ] 22
2

2
11

)(...)()(,det AAAAwAw n
n

kj λλλ=                 (3.32) 
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elde edilir. (3.31) ve (3.32)’yi karşılaştırarak (3.29) bağıntısına ulaşılır.  

 

Şimdi de )()( ArA =ν ve (3.29) bağıntılarının tamamında eşitliğin sağlandığı durumu 

gözönünde bulunduralım. O zaman 

 

)()( AsA jj =λ  ))(,...,2,1( Arj =  

 

(3.30)’dan da 

 

)(),( AswAw jjj =  ))(,...,2,1( Arj =  

 

elde edilir. Buradan Yardımcı Teorem 3.3.2.’den A operatörü normaldir.□ 

 

Uyarı: Herhangi bir sonlu boyutlu A operatörü için (3.29) bağıntılarının sonuncusu için 

eşitliğin sağlandığı açıktır. 

 

A.Horn çalışmalarında gösterdi ki (3.29) bağıntıları, onların sonuncusunda eşitlik eşitlik 

sözkonusu olduğunda, sonlu boyutlu bir operatörün s-sayıları ile özdeğerleri arasındaki 

ilişkileri tam olarak nitlendirir. Yani  

 

;...;... 2121 nn sss ≥≥≥≥≥≥ λλλ  

 

))1(,...,2,1(...... 2121 −=≤ nksss kkλλλ , 

 

nn sss ...... 2121 ≤λλλ  

 

koşullarını sağlayan herhangi kompleks nλλλ ,...,, 21  sayıları ve herhangi negatif olmayan 

nsss ,...,, 21  sayıları için n-boyutlu uzayda 

 

jj A λλ =)(   ve  ),...,2,1()( njsAs jj ==  

 

olacak şekilde bir A operatörü bulunabilir. 
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2.Yardımcı Teorem 3.3.5.( Weyl, 1949 ; Hardy, Littlewood ve Polya, 1948 ). 

( )∞<≤∞− xx)(φ , 0)(lim)( =−=−∞
∞→

x
x

φφ  koşulunu sağlayan yukarı konkav bir fonksiyon 

olsun.{ }w
ja

1
 ile { }w

jb
1

 )( ∞≤w  

 

),...,2,1(
11

wkba
k

j
j

k

j
j =≤ ∑∑

==

 

 

eşitsizliğini sağlayan artmayan reel sayı dizileri ise 

 

( ) ( ) ),...,2,1(
11

wkba
k

j
j

k

j
j =≤ ∑∑

==

φφ .                  (3.33) 

 

Özel olarak, ∞=w  ise ( ) ( )∑∑
∞

=

∞

=

≤
11 j

j
j

j ba φφ  dır. 

 

Ayrıca )(xφ  fonksiyonu tam konkav ise o zaman 

 

( ) ( ) )(
11

∞<=∑∑
==

w

j
j

w

j
j ba φφ                    (3.34) 

 

eşitliği ancak ve ancak ),...,2,1( wjba jj == olduğunda sağlanır. 

 

İspat: ( )∞<<∞− xx)('φ  ile )(xφ  konkav fonksiyonunun  sol türevini gösterelim. Bilindiği 

gibi )(' xφ  her yerde tanımlı ve negatif olmayan, azalmayan bir fonksiyondur. )(xφ  

fonksiyonunun )0,max(yy =+  olmak üzere 

 

( )∫
∞

∞−
+−= )(')( uduxx φφ                    (3.35) 

 

şeklinde ifade edildiğini ispatlıyacağız. Gerçekten 
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( ) ( ) ( )∫∫∫
−−

+

∞

−
+ ≥−+−=−=−

x

N

x

NN

NNxduuuduxudux )0()(')(')(')(' φφφφ              (3.36) 

  

Burada N herhangi bir pozitif sayıdır. (3.36)’nın sol tarafının pozitifliğinden 

 

)()()()()(')(')( NxxNxduuNNx
x

N

−>≤−−=≤−+ ∫
−

φφφφφ               (3.37) 

 

elde edilir. Buradan da 

 

0)('lim,)('lim =−∞<−
∞→∞→

NNN
NN

φφ                  (3.38) 

 

bulunur. ∞→x  iken 0)( →xφ  olduğundan (3.37) ve (3.38)’den 

 

0)('lim)(')(lim =−=−+
∞→∞→

NNNNx
NN

φφ  

 

sonucuna varlır. 

 

)(xφ  fonksiyonunun (3.35) bağıntısını elde etmek için (3.36)’da ∞→N  iken limite geçmek 

kaldı. (3.35)’ten 

 

∫∑
∞

∞−=

= )(')()(
1

xdxAa k

k

j
j φφ                    (3.39) 

 

yazılır. Burada  

 

∑
=

+−=
k

j
jk xaxA

1
)()(  

 

dır. Benzer şekilde 

 

∫∑
∞

∞−=

= )(')()(
1

xdxBb k

k

j
j φφ                   (3.39’) 



 55

 

Burada  

 

∑
=

+−=
k

j
jk xbxB

1
)()(  

 

)(xAk  ve )(xBk  fonksiyonlaı arasında aşağıdaki ilişki vardır. 

 

),...2,1;()()( =∞<<−∞≤ kxxBxA kk                  (3.40) 

 

Gerçekten  ( ) 1,,min bxbax kk ≥≤  eşitsizliklerinin herhangi bir tanesini sağlayan  

tüm x ’ler için (3.40) bağıntısı açıktır. 

 

Şimdi qq axa <≤+1  ve ( )kqpbxb pp ≤<≤+ ,1  olsun. O zaman qp ≥  için 

 

( ) ( ) )(...)( 1
11

xBxbxbqxbqxaxA kpq

q

j
j

q

j
jk =−++−+−≤−= +

==
∑∑  

 

ve qp <  için 

 

( ) ( ) )(...)( 1
11

xBxbxbqxbqxaxA kqp

q

j
j

q

j
jk =−−−−−−≤−= +

==
∑∑  

 

dir. (3.40) eşitsizliği ve (3.39)  ile (3.39’) bağıntılarından (3.33) eşitsizliği elde edilir. 

 

 

(3.34) eşitsizliğinin ne zaman gerçekleştiğini açıklamak için daha zor olan ∞=w   

 

durumunu  gözönünde bulunduralım. Bu durumda (3.40)’tan  

 

( ) ( ) ( )∞<<∞−−=≤−= ∑∑
∞

=
+

∞

=
+

xxbxBxaxA
j

j
j

j
11

)()(  
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elde edilir. 

 

(3.33)’ten ∑ j jb )(ϕ  serisi yakınsarsa ∑ j ja )(ϕ serisi de yakınsar. Ayrıca (3.39) ve 

 

(3.39’)’den dolayı 

 

∑∫∑ ∫
∞

=

∞

∞−

∞

=

∞

∞−

=≤=
11

)()(')()(')()(
j

j
j

j buduBuduAa ϕϕϕϕ . 

 

Son ifadedeki eşitlik ancak ve ancak ( )∞<<∞−= xxBxA )()(  olduğunda sağlanacaktır. Bu 

da sadece ( ),...2,1== jba jj  olduğunda mümkündür. 

 

3. Yukarıdaki sonuçlar bize tam sürekli operatörlerin tam sayıları ile ilgili bir çok  

önemli sonucu tespit etmeye imkan tanımaktadır. 

 

Teorem 3.3.1 ( Weyl, 1949 ): A tam sürekli bir operatör ve ( )0)0(;0)( =∞<≤ fxxf ,  

( )∞<<∞−= tex t  dönüşümünden sonra yukarı konkav bir fonksiyon olsun. O zaman  

 

( ) ( ) ( ))(,...,2,1
11

Ajsff
k

j
j

k

j
j νλ =≤∑∑

==

.                                                   (3.41)  

 

Burada ( ))(,...,2,1)(,)( AjAssA jjjj νλλ === dir. Özel olarak ∞=)(Aν  ise 

 

( ) ( )∑∑
∞

=

∞

=

≤
11 j

j
j

j sff λ .                                                             (3.42) 

 

Eğer )()( teft =ϕ  fonksiyonu tam konkav ise  

 

( ) ( ) )(
1

)(

1
∞<= ∑∑

∞

== j
j

A

j
j sff

ν

λ                                                          (3.43) 

 

eşitliği sağ tarafın sonlu olması koşuluyla ancak ve ancak A operatörü normal ise sağlanır. 
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İspat:  Bu teorem Yardımcı Teorem 3.3.4. ve Yardımcı Teorem 3.3.5.’in basit bir 

kombinasyonudur. Gerçekten Yardımcı Teorem 3.3.4.’ten dolayı Yardımcı Teorem 3.3.5.  

 

( ))(,...,2,1ln,ln Ajsba jjjj νλ ===  

 

sayılarına ve )()( teft =ϕ  fonksiyonuna uygulanabilir. Buradan da (3.41) ve (3.42) 

bağıntıları elde edilir. 

 

Şimdi )(tϕ  fonksiyonu tam konkav ve (3.43) ifadesinin sağlandığı durumu gözönüne alalım. 

Eğer )(Aν sonlu ise o zaman )(Ak ν= ’yı (3.41)’de yerine koyarak ve (3.43) ile  

karşılaştırarak 

 

( ) ( )∑∑
==

=
)(

1

)(

1

A

j
j

A

j
j sff

νν

λ  

 

ve   )(Aj ν>∀   için 0)( =As j  elde edilir. 

 

Burada her 0>x için 0)( >xf  olduğunu gözönüne aldık. Böylece gözönünde bulundurulan 

durum için )()( AAr ν=  ve ayrıca Yardımcı Teorem 3.3.5.’ten 

 

( ))(,...,2,1)()( ArjAsA jj ==λ .                                                   (3.44) 

 

Aynı Yardımcı Teorem 3.3.5.’ten dolayı ∞=)(Aν  için, (3.43) eşitliğinden tüm ,...2,1=j  için 

(3.44) eşitliği elde edilir. 

 

Yardımcı Teorem 3.3.4.’ü hatırlayarak iki durumun her birinde ( )∞=∞< )(;)( AA νν  (3.44) 

eşitliğinin A operatörünün normalliğini gerektirdiği sonucuna varılır. 

 

Karşıt olarak normal A operatörü için )()( AAr ν=  dır ve (3.44) eşitliği (3.43) eşitliği 

beraberinde sağlanır. □ 
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SONUÇ 3.3.1: Herhangi bir ∞∈σA  için aşağıdaki bağıntılar sağlanır: 

 

( )∑∑
==

=>≤
n

j

p
j

n

j

p

j AnpAsA
11

)(,...,2,1;0)()( νλ ,                                         (3.45) 

 

( ) ( ) ( ))(,...,2,1)(1)(1
11

AnArsAr
n

j
j

n

j
j νλ =+≤+ ∏∏

==

.                                        (3.46) 

 

Burada r herhangi bir pozitif sayıdır. 

 

Gerçekten (3.45) ve (3.46) bağıntıları, (3.41) bağıntısının sırasıyla pxxf =)( ve 

( )rxxf += 1ln)(  için elde edilmiş özel halleridir. tex =  dönüşümünden sonra bu 

fonksiyonların yukarı konkav olduğu kolayca gösterilebilir. 

 

SONUÇ 3.3.2: ∞∈σA  olsun. Herhangi bir 0>ρ  sabiti için  

 

( )∞→= − nnOAsn )()( /1 ρ                                                                (3.47) 

 

veya 

 

( )∞→= − nnoAsn )()( /1 ρ                                                                (3.48) 

 

olduğunu varsayalım. O zaman eğer A öperatörü sonsuz sayıda özdeğere sahip ise (3.47) 

durumunda  

                              

( )∞→= − nnOA p
n )()( /1λ                                                               (3.49) 

 

ve (3.48) durumunda  

 

( )∞→= − nnoA p
n )()( /1λ  .                                                             (3.50) 

 

Gerçekten, ilk olarak 1<ρ olduğunu varsayalım. Bu durumda  
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( )∏
∞

=

+=
1

)(1)(
n

ns zAszf   

 

tam fonksiyonu fonksiyonlar teorisinin ( Levin, 1956 ) iyi bilinen teoremlerine göre ρ . 

dereceden tam bir fonksiyon ve ayrıca  

 

(3.47) durumunda         )()()(ln ∞↑= rrOrf s
ρ , 

 

(3.48) durumunda         )()()(ln ∞↑= rrorf s
ρ  

 

olacaktır. 

 

O zaman aynı ifadeler  

 

( )∏
∞

=

+=
1

)(1)(
n

ns zAszf   

 

fonksiyonu için geçerlidir ve (3.46)’dan 

 

)()(max rfzf srz
≤

≤ λ . 

 

Bu nedenle, büyüklüğünün derecesi ve sıfırlarının büyüklüğünün derecesi arasındaki bağlantı 

ile fonksiyonlar teoreminin ters teoremlerine göre sırasıyla (3.49) ve (3.50) bağlantılarını elde 

edeceğiz. 

 

Şimdi de 1>ρ olduğu durumu gözönüne alalım. ρν >  şeklinde bir tamsayı seçerek )(An
νλ  

ve )(Asn
ν sayılarını oluşturalım. Bu sayılar için yeniden  

 

( ) ( )∏∏
∞

=

∞

=

+≤+
11

)(1)(1
j

j
j

j zAszA ννλ  
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bağıntısı sağlanacaktır. Bundan dolayı )(An
νλ sayılarının )(Asn

ν sayıları ile aynı azalma 

derecesine sahip olacağı kanısına varabiliriz. □ 

 

3.4. Tam Sürekli Operatörlerin Toplam ve Çarpımlarının s-Sayıları için Eşitsizlikler  

 

Bu bölümde Weyl’in araştırmaları ile yakından ilgili olan K.Fan ve A.Horn inceleyeceğiz. 

 

1. Aşağıdaki basit yardımcı teorem oldukça yararlıdır.  

 

Yardımcı Teorem 3.4.1. ( Fan, 1951 ). ∞∈σA  olsun bu durumda herhangi bir n pozitif 

sayısı için  

 

( ) ( )∑∑
==

=
n

j
j

n

j
jj AsUA

11
,max φφ                   (3.51)  

 

dir. Burada maksimum tüm üniter U operatörleri ve { } ,
1
n

jφ  ortonormal sistemleri üzerinde 

alınmıştır. Özel olarak  

 

( )∑∑
==

≤
n

j
j

n

j
jj ASA

11
,φφ                    (3.52)  

 

dir. 

 

İspat: P ile jϕ  (j=1,2,...,n) tabanına sahip olan alt uzaya izdüşüm operatörünü gösterelim. O 

zaman PUAPA =1   olmak üzere 

 

( ) ( )∑∑
==

=
n

j
jj

n

j
jj AUA

1
1

1
,, ϕϕφϕ    

 

dir. Lineer cebirden iyi bilindiği gibi  

 

( ) ( )∑∑
==

==
n

j
j

n

j
jj AAspA

1
1

1
11 , λϕϕ . 
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Sonuç 3.3.1.’den dolayı  

 

( ) ( )∑∑
==

≤
n

j
j

n

j
j AsA

1
1

1
1λ  

 

Diğer taraftan, (3.8) ve (3.9) eşitsizliklerine göre  

 

( ) ( ) ( ) ),...,2,1(1 njASPUAPsAs jjj =≤= . 

 

Bu nedenle  

 

( ) ∑∑
==

≤
n

j
j

n

j
jj AsUA

11
)(,ϕϕ . 

 

Burada eşitliğin k halinin de olduğunu gösterelim. Bunu yapmak için A operatörünü 

 VTA = kutupsal biçimde tanımlayıp ),...,2,1( nje j =  ile de T operatörünün özvektörlerinin 

bir tam ortonormal sistemini gösterelim.  

 

),...,2,1()(* njTeAeVUAe jjj ===  

 

olacak şekilde bir üniter U operatörünün var olduğu açıktır. Bu operatör için  

 

( ) ( ) ∑∑∑
===

==
n

j
j

n

j
jj

n

j
jj ASeHeeuAe

111
)(,,  . 

 

Böylece (3.51) bağıntısı elde edilir. Buradan da (3.52) bağıntısı elde edilir.Gerçekten , 0U  

 

),...,2,1(),(arg,*0 njAeU jjjj
i

j
j === ϕϕϕϕϕ θ  

 

olacak şekilde herhangibir üniter operatör ise 
 

( ) ( ) ∑∑∑
===

≤=
n

j
j

n

j
jj

n

j
jj AsAUA

11
0

1
)(,, ϕϕϕϕ . 
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Yardımcı Teorem 3.4.2 ( Horn, 1950; Fan,1951 ). Herhangi ∞∈σBA,  operatörleri için  

 

,...)2,1(,)().()(
111

=≤ ∏∏∏
===

nBsAsABs
n

j
j

n

j
j

n

j
j                (3.53) 

 

,...)2,1(,)()()(
111

=+≤+ ∏∏∏
===

nBsAsBAs
n

j
j

n

j
j

n

j
j               (3.54) 

 

bağıntıları vardır. 

 

İspat: Yardımcı Teorem 3.3.1.’den her tam ortonormal ),...,2,1( nje j =  vektörler sistemi için  

 

( )[ ] ( )[ ] ∏∏∏
===

≤≤
n

j
j

n

j
j

n
kj

n

j
j

n
kj BsAsBeBeAsABeABe

1

2

1

2
1

1

2
1

)().(,det).(,det              (3.55) 

  

dir. Burada je olarak B* A* AB operatörünün özvektörlerinin bir tam sistemi seçilirse 

 

( )[ ] ∏
=

=
n

j
j

n
kj ABsABeABe

1

2
1

)(,det  

 

eşitliği yazılır. Dolayısıyla (3.55)’ten (3.53) elde edilir.  

 

Yardımcı Teorem 3.4.1.’den yararlanarak ),...,2,1( njj =ϕ  vektörlerinin bir ortonormal 

sistemini ve  

( )( ) ∑∑
==

+=+
n

j
j

n

j
jj BAsBAU

11
)(,ϕϕ         (3.56) 

 

olacak şekilde bir U üniter operatörü seçebiliriz.  

 

Bu nedenle, aynı Yardımcı Teorem 3.4.1. temeline dayanarak  
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( ) ( ) ( ) ∑∑∑∑∑
=====

+≤+≤+
n

j
j

n

j
j

n

j
jj

n

j
jj

n

j
j BsAsUBUABAs

11111
)()(,, ϕϕϕϕ  

 

eşitsizliğini elde ederiz.  □ 

 

(3.53) eşitsizliği Horn, 1950 ve (3.54) şeitsizliği de Fan, 1951 tarafından gösterilmiştir. 

 

2. Yardımcı teorem 3.4.1 ve Yardımcı teorem 3.4.2.’den yararlanarak aşağıdaki teoremler ve 

sonuçlar ispatlanır.  

 

Teorem 3.4.1. ( Fan, 1951 ). A ve B tam sınırlı lineer operatörler ve f(x) ∞<≤ x0  

0  f(0) = olacak şekilde azalmayan, yukarı konkav bir fonksiyon olsun. O taktirde  

 

( )( ) ( ) ,...)2,1()()(
11

=+≤+ ∑∑
==

kBsAsfBAsf
k

j
jj

k

j
j              (3.57) 

 

ve dolayısıyla 

 

( )( ) ( ).)()(
11
∑∑
∞

=

∞

=

+≤+
j

jj
j

j BsAsfBAsf                  (3.58) 

 

İspat: Gerçekten (3.57) ve (3.58) bağıntıları doğrudan Yardımcı Teorem 3.4.2. ve Yardımcı 

Teorem 3.3.3.’ten elde edilir. Eğer  

 

( )
)()( BSASb

BASa

jjj

jj

+=

+=
 

 

ve 

 

⎩
⎨
⎧

<≤−∞
∞<≤

=
00

0)(
)(

x
xxf

xφ  

 

ifadelerini Yardımcı Teorem 3.3.5.’te yerine koyarsak (3.57) ve (3.58) elde edilir.  
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Teorem 3.4.2 ( Horn, 1950 ): Eğer f(x) ( ∞<≤ x0 ; f(0)=0) fonksiyonu )( ∞<<−∞= tex t  

dönüşümü ile yukarı konkav oluyorsa o zaman herhangi lineer tam sürekli A ve B operatörleri 

için  

 

( )( ) ( ) ,...)2,1()().(
11

=≤ ∑∑
==

kBsAsfABsf
k

j
jj

k

j
j              (3.59) 

 

ve dolayısıyla 

 

( )( ) ( )∑∑
∞

=

∞

=

≤
11

.)().(
j

jj
j

j BsAsfABsf                  (3.60) 

 

İspat: Gerçekten Yardımcı Teorem 3.4.2 ve Yardımcı Teorem 3.3.5. gereğince (3.33) ve 

(3.34) bağıntılarında jj bvea  yerine sırasıyla ( )( ) ( ))().(lnln BsAsveABs jjj  yazmak 

koşuluyla (3.59) ve (3.60) bağıntıları elde edilir.  

 

SONUÇ 3.4.1: Herhangi lineer tam sınırlı A ve B operatörleri için  

 

( )( ) ( ) ,...)2,1()().(
11

=≤ ∑∑
==

kBsAsABs
k

j
jj

k

j
j .                (3.61) 

 

Gerçekten (3.61) bağıntısı f(t) = t için (3.59)’dan elde edililmiştir.  

 

(3.57) - (3.61) eşitsizlikleri n tane nAAA ,...,, 21 operatörlerinin durumuna doğal olarak 

genelleştrilebilir. 

 

SONUÇ 3.4.2: Herhangi bir lineer tam sürekli A operatörü ve herhangi n=1,2,...; p>0 sayıları 

için aşağıdaki eşitsizlik sağlanır.  

 

( )( ) ( ) ,...)2,1()(
11

/ =≤ ∑∑
==

kAsAs
k

j

p
j

k

j

nnp
j                 (3.62) 
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(3.62) bağıntıları n tane AAj =  (j=1,2,...,n) operatörü ve p/ntf(t) =  fonksiyonu için yazılmış 

(3.59) bağıntılarından elde edilir. 

 

3. Eğer ∞∈σA   ve { } ( )∞≤ww
j 1

ϕ  herhangi bir ortonormal system ise o zaman (3.52)’den 

dolayı 

 

( ) ( ) ),...,2,1(.,
11

wkAsA
k

j
j

k

j
jj =≤ ∑∑

==

ϕϕ  

 

Yardımcı Teorem 3.3.5.’ten yararlanarak her azalmayan, yukarı konkav )(xf  

( )0)0(;0 =∞≤≤ fx  fonksiyonu için  

 

( ) ( ) ),...,2,1(
11

wksftf
k

j
j

k

j
j =≤ ∑∑

==

                            (3.63) 

 

olduğu söylenebilir. Burada  

 

( ) ( ) ),...,2,1(,, wjAssAt jjjjj === ϕϕ  

 

Özel olarak eğer ∞=w  ise  

 

( ) ( )∑∑
∞

=

∞

=

≤
11 j

j
j

j sftf                     (3.64) 

 

Eğer )(xf  kesin yukarı konkav fonksiyon ve (3.63) bağıntısının sağ tarafı sonlu ise eşitlik 

durumu ancak ve ancak  

 

( )( )∑
=

=
w

j
jjjjAA

1
,., ϕϕϕϕ                    (3.65) 

 

olduğunda sözkonusudur. 
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Genelliği kaybetmeden her j için 0>jt  ve ...21 ≥≥ tt  olduğunu varsayabiliriz. Aksi taktirde 

{ }w
j 1

ϕ  sisteminden ( ) 0, =jjA ϕϕ  olacak şekilde jϕ  vektörlerini atıp sözkonusu olan sistemi 

yeniden numaralandırabilirdik. Bunu Kabul ederek ve Yardımcı Teorem 3.3.5.’in timeline 

dayanarak (3.64) bağıntılarındaki eşitliğin ancak ve ancak 
 

( ) ( )AsA jjj =ϕϕ ,  

 

olduğunda sağlandığını gösterebiliriz.  
 

Yardımcı Teorem 3.3.2.’den yaralanarak A operatörünün normal ve { }w
j 1

ϕ  özvektörler 

sisteminin )(AR ’da tam olduğu, yani (3.65) eşitliğinin sağlandığı sonucuna varılır. 

 

3.5. Örnek: 

 

Bu kısımda tam sürekli bir integral operatörünün s-sayıları ile ilgili bir örnek vereceğiz. 
 

D(L) ile [ ]π,02L  uzayının  
 

1. )(xy  ve )(xy′  fonksiyonları [ ]π,0  aralığında mutlak süreklidir. 

2. 0)()0( == πyy  

3. [ ]π,0)( 2Lxy ∈′′  
 

koşullarını sağlayan tüm )(xyy =  fonksiyonlarının kümesini gösterelim.  
 

[ ]π,0)(: 2LLDL →  

)())(( xyxLy ′′−=  
 

lineer operatörünü gözönüne alalım. L operatörünün özdeğerleri 
 

,...)2,1(2 == nnnλ  

 

ve özdeğerlere karşılık gelen ortonormal özfonksiyonları da sırasıyla 
 

,...)2,1(2)( == nnxSin
n

xnϕ  
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şeklindedir.  

 

Sıfır sayısı L operatörünün bir özdeğeri olmadığından L operatörünün 1−L  tersi vardır. Bu ters 

operatörü bulalım. Bunun için [ ]π,0),( 2Lxff =  uzayının herhangi bir elemanı olmak üzere  

 

)())(( xfxLy =                     (3.66) 

 

denklemini gözönüne alalım. Bu denklem 

 

)()( xfxy =′′−                     (3.67) 

 

0)()0( == πyy                      (3.68) 

 

şeklinde yazılabilir. Önce (3.67) denkleminin genel çözümünü bulalım.  

 

∫−=′
x

dttfcxy
0

1 )()( ; 

 

∫∫∫ ∫ +−+=⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−+=

xxx t

dtttfdttfxcxcdtdfcxcxy
00

21
0 0

21 )()()()( ττ ; 

 

00)0( 2 =⇒= cy  

 

∫∫∫∫ −−=⇒=+−=
ππππ

ππππ
0

1

0
1

00
1 )()(0)()()( dtttfdttfcdtttfdttfcy  

 

dir. Görüldüğü gibi (3.66) denkleminin ya da (3.67), (3.68) probleminin her 

[ ]π,0)( 2Ltff ∈=  için bir tek çözümüm vardır ve bu çözüm 

 

∫∫∫∫ +−⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−= −

xx

dtttfdttfxxdtttfdttfxy
000

1

0

)()()()()(
ππ

π  

 

şeklindedir. Dolayısıyla  
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∫∫∫ −−+=
ππ

π
0

1

0

)()()()( dtttfxdtttfdttfxxy
x

x

 

 

dir. Bu integral operator 

 

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

≥−

≤−
=

−

−

txxt
txtx

txG
),(
),(

),(
1

1

ππ

ππ
 

 

olmak üzere 

 

∫=−
π

0

1 )(),())(( dttftxGxfL  

 

şeklinde yazılabilir. 

 

[ ] [ ]ππ ,0,0),,( ×txG  karesinde tanımlı, sürekli ve reel değerli bir fonksiyondur. Ayrıca 

),(),( xtGtxG =  dir. Dolayısıyla [ ] [ ]ππ ,0,0: 22
1 LLL →−  kendine eş bir operatördür. L 

operatörünün özdeğerleri ,...)2,1(2 == nnnλ  olduğundan 1−L  operatörünün 

özdeğerleri  

 

,...)2,1(2 == − nnnμ  

 

dir.  

 

Gerçekten nxSinxf =)(  için  

∫∫∫ −− −+=
ππ

π
0

1

0

1 ))(( dtntSintxdtntSintdtntSinxxfL
x

x

 

⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
+−−⎟

⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
+−+−= ∫∫ −

πππ

π
00

1

00

11 dtntCos
nn

ntCostxdtntCos
nn

ntCost
n

ntCosx
xx

x
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π

πππππ
0

2
11

0
2

11 ntSin
n

xnCos
n

xntSin
n

nxCos
n
xnxCos

n
xnCos

n
x x

−− −++−+−=  

nn

n
xnxSin

n
nxCos

n
xnxCos

n
x

n
x )1(1)1( 1

2 −++−+−−= − ππ  

nn

n
xnxSin

n
nxCos

n
xnxCos

n
x

n
x )1(1)1( 2 −++−+−−=  

nxSin
n 2

1
=  

 

ya da  

 

,...)2,1()( 21 == −− nnxSinnnxSinL  

 

dir. 

 

Teorem 2.3.22.’den 1−L ’in tam sürekli operator olduğu elde edilir. 1−L  operatörü kendine eş 

olduğundan 

 

nnn LS μμ ==− )( 1  

 

yani 

 

,...)2,1()( 21 == −− nnLSn  

 

dir. 
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4.SONUÇLAR  
 
 
Bu tez çalışmasında tam sürekli operatörlerin Schmidt açılımı, s-sayıların yaklaşık ve 
asimtotik özellikleri incelenmiştir. Ayrıca s-sayılar, özdeğerler ve tam sürekli operatörlerin 
köşegen elemanları arasındaki ilişkiler, tam sürekli operatörlerin toplam ve çarpımlarının s-
sayıları için eşitsizlikleri incelenmiştir.  
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