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SIMGE LiSTESI

*

A A operatoriiniin eslenigi

A’ A operatdriiniin tersi

D(A) A operatoriiniin tanim kiimesi

R(A) A operatoriiniin deger kiimesi

P(A) A operatodriiniin rezolvent kiimesi

a(A) A operatoriiniin spektrumu

B(X,Y) Tim sinirhi lineer A: X — Y operatorlerinin kiimesi

o, Tiim tam siirekli A: H — H operatdrlerinin kiimesi

s;(A) A€ o, operatdriiniin s-sayilart (j =1,2,...)

r(A) A operatdriiniin boyutu

v(A) A e o, operatoriiniin sifirdan farkli tim 6zdegerlerinin cebirsel katliliklarinin
toplami

KerA A operatoriiniin ¢ekirdegi

M* M lineer manifoldunun ortogonal tiimleyeni



ONSOZ

“Tam siirekli operatorlerin s-sayilart” ile ilgili yaptigim bu tez ¢aligmanin konuya ilgi duyan
arastirmaci kisilere iyi bir kaynak olmasini temenni eder calismam sirasinda benden sabir ve
hosgoriisiinii esirgemeyen ¢ok degerli danismanim Prof. Dr. Ehliman Adigilizelov’a sonsuz
tesekkiirlerimi sunarim.
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OZET

“Tam Siirekli Operatorlerin s-Sayilar’” adli bu tez calismasinda H ayrilabilir bir Hilbert uzay1
olmak iizere Hden H’ye tam siirekli operatorlerin s-sayilarinin temel 6zellikleri incelenmis ve
tam siirekli bir integral operatoriin s-sayilari ile ilgili bir 6rnek verilmistir.

Anahtar Kkelimeler: Hilbert uzayi, eslenik operatdr, kendine es operatdr, normal operatdr, tam

siirekli operator, Ulniter operatdr, izometrik operatdr, kismen izometrik operator, Ozdeger,
s-sayilari.
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ABSTRACT

Let H be a seperable Hilbert space. In this thesis, entitled “s-numbers of Completely Continuous
Operators”, we examined basic properties of s-numbers of completely continuous operators on
H — H and then we gave an example about s-numbers of an completely continuous integral
operator.

Keywords: Hilbert space, conjugate operator, self-adjoint operator, normal operator, completely

continuous operator, uniter operator, izometric operator, partial izometrik operator, eigenvalues,
s-numbers.
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1. GIRIS

Tam siirekli operatdrlerin s-sayilart muhtemelen ilk defa E.Schmidt’in kendine es olmayan
integral operatorlerle ilgili caligmasinda ortaya konmustur. Fakat matrislerin ve tam siirekli
operatorlerin s-sayilarinin temel 6zellikleri yillar 6nce incelenmistir. Ancak daha sonraki
donemlerde s-sayilarinin bu 6zelliklerinin tam siirekli operatdrlerin - simetrik-normalu
ideallerinin genel teorisinde, spektrumun asimtotik 6zelliklerinin incelenmesinde ve bir¢ok

farkli problemlerin ¢6ziilmesinde 6nemli bir rol oynadigi gosterilmistir.

Bu tez caligmasinda tam siirekli operatorlerin s-sayilarinin temel 6zellikleri kapsamli bir

anlatimini icermektedir.



2. ON BILGILER

2.1. Eslenik ve Kendine Es Operatorler

Teorem 2.1.1 (F. Riesz): H bir Hilbert uzay: ve f H'de tanimli sinirh lineer bir foksiyonel
olsun. O takdirde dyle bir tek u € H vardir ki her x € H igin

f(0) = ()

ve

[#]=lu @)
dir.

Tamm 2.1.1 : H bir Hilbert uzay1 ve A: H—H smurlt lineer bir operatdr olsun. y, H'nin

herhangi bir eleman1 olmak iizere H de taniml
f(x) = (Ax.y) (xeH)

fonksiyonelini géz Oniine alalim. A'nmin H'den H'ye smnirli lineer operatér olmasindan

yararlanarak kolayca goriilebilir ki, her y € H i¢in f; sinirli lineer bir fonksiyoneldir.

Teorem 2.2.1 geregince her y € H i¢in

f,(%) = (Ax,y) = (x,y) (xeH) (2.2)

olacak sekilde bir tek y* € H elemani vardir. Burada her y € H elemanina

(Ax,y) = (x,y) (xeH)



kosulunu saglayan ve bir y* e H karsilik getiren bir A":H—H operatoriiniin tanimlandigi

goriilmektedir. Dolayisiyla

(Axy)=(x.A7y)  (xyeH) 2.3)
dir.

BuA” operatoriineA'nin eslenik operatorii denir.

Teorem 2.1.2 : H bir Hilbert uzay1 ve A: H—H sinirli lineer bir operatér olsun. O takdirde
A'nin eslenigi olan A" operatérii de siirli lineer operatdrdiir ve
A (2.4)

Al=]

dir.

Ispat: Once A” operatoriiniin lineer oldugunu gosterelim. Her y,,y, € H ve her 4,1, € K

(K e {R,C}) igin
(A, Ay, +4,Y,) = (A A4 Y,) +(AX,4,Y,)
= /11 (AX, yl) + /12(AX, yz)
=L (XAY)+A,(XA"Y,) (2.5)
= (X,/llA*yl)+(X,ﬂ,2A*y2)
= (Xo/llA*yl + ﬂ“zA*Y2)
dir
Buradan eslenik operator tanimi geregince

A (/11 y, + /12 yz) = /11 A y, + /12 A Y, (2-6)

A" ’nin smirh oldugunu gosterelim. Her X,y € H igin:



(Ax,y)=(x,A’y)
dir.

Burada x = A*y almirsa

(An"y,y)=(A"y, A'y)= A VHZ

elde edilir. Cauchy- Schwartz esitsizliginden yararlanarak buradan

[ay]” = (any, y) <[ an iy < A A ]ly|
ya da
[ay|<allyl  (vew)

bulunur.

Bu esitsizlikten A" : H—H operatdriiniin smirli oldugu ve
[A]<14

elde edilir. (2.7)’de y = Ax alinirsa

[ = (") < x| A< [

x| < [x[]A] (xeH)

bulunur. Buradan da

Al<]A]

(2.7)

(2.8)

(2.9)

(2.10)

2.11)



elde edilir. (2.9) ve (2.11)’den

A=A (2.12)
elde edilir

Kolayca gosterilebilir ki , eslenik operatorler asagidaki 6zelliklere sahiptir.
HD(A+B)'=A"+B (2.13)
2)(AA) =1A" (2.14)
3) (AB) =B'A" (2.15)
4) (A")'=A (2.16)

Tanmm 2.1.2 : H bir Hilbert Uzay1 ve A : H—H smurli bir lineer operator olsun. A = A" ise

yani her x, y € H i¢in
(Axy) = (x,Ay) (2.17)
ise A’ya kendine es operator denir.

Ornek 2.1.1 : K(t,s), [a,b] x [a,b] (-co<a<b<co) karesinde tamiml1 ve siirekli bir fonksiyon

olmak tizere

A: Ly[a, b] — [a, b],
b
(Ax)(t) = jK(t, s)x(s)ds (x=x(t) € Lya, b])

operatoriinii goz oniine alalim.



vV x,y € Ly[a, b] i¢cin

b

(AX,Y) = j[ [xa, s)x(s)dsj@ dt = | x(s){ [xa, s)%)dt] ds = | x(s)( [K(t,s) y(t)dtj ds=(x,A"y)

a

b
dir. Burada (A* yXS) = J.K(t, s) y(t)dtdir.

Goriildiigii gibi K(t,s) fonksiyonu,
K(t,s) =K(s, t)
kosulunu sagliyorsa A operatorii kendine estir.

Ornek 2.1.2 : H sonsuz boyutlu bir Hilbert Uzay1 ve {e;}7, {g } H de herhangi iki

ortonormal dizi olsun. {4, } ;" sinirli bir say1 dizisi olmak {izere

A:H-H,

o0

szzﬁ“i(x’ei)gi

1

lineer operatoriinii géz oniine alalim. { 4, } say1 dizisinin sinirli olmasindan ve her x € H i¢in

2l0ce ) <"
1

Bessel Esitsizliginden yaralanarak ,
DY R CLY R € ey
1 1

ya da



x| <cls] (o)

bulunur .

Goriildiigii gibi A operatorii sinirhdir. A’ operatoriinii bulalim. Her x, y € H i¢in

Ztears)
(4:(x.e)g;.y)
> Ai(x.e(g:.)
> (x. 2 (y.9.))

= X,iﬂ_i(y,gi)ei]-

i=1

Axy

Il
.MS

Il
—_

Il
MS

1l
—_

Il
MS

VR

Eslenik operator tanimi geregince buradan

y=7(v.0),

i=1

bulunur. Buradan da /4, :Z, e, =0; (i=L2,..,..)kosullar1 saglandig1 takdirde A

operatdriiniin kendine es oldugu goriilmektedir. o

A: H—H kendine es bir operatdr olsun. Her xe H, x# 0 i¢in (Ax,x)>0 ((Ax,x)<0) ise A’ya
pozitif (negatif) operator denir ve bu A>0 (A<0) seklinde yazilir. Her xe H i¢in (Ax,x)>0
((Ax,x) < 0) ise A’ya negatif olmayan (pozitif olmayan) bir operatdr denir ve bu A>0 (A<0)

seklinde gosterilir.

A: H—H ve B: H—>H kendine es herhangi iki operator olsun, A-B:H—H operatorii pozitif
(negatif olmayan) bir operator ise A ya B den biiyiiktiir (kiigiik degildir) denir ve A> B (A >
B) olarak yazilir. A, H’den H’ye tam siirekli bir operator ise A€ o (H) seklinde yazilir.



Tanmm 2.1.3 : A negatif olmayan kendine es bir operatdr ve B de B = A olacak sekilde

kendine es bir operator ise B ye A’nin karekdkii denir.

Teorem 2.1.3 : Negatif olmayan kendine es bir A : H—»H operatoriiniin bir tek negatif

olmayan kendine es B karekokii vardir. Eger C,

AC=CA

olacak sekilde herhangi bir lineer operator ise

BC=CB

dir (Lysternik ve Sobolev, 1955).

2.2. Lineer Operatoriin Spektrumu

Tamm 2.2.1 : X bir lineer uzay ve D(A)c X olmak iizere A: D(A) — X bir lineer operator

olsun. Ax, = 4,X, olacak sekilde sifirdan farkli bir x, € D(A) (X, vektorii ) ve A, sayisi
varsa, A,'a A operatdriiniin bir 6zdegeri ve X,'a da bu 6zdegere karsilik gelen bir 6zvektor

denir.

Tamm 2.2.2 : Bir A lineer operatoriiniin bir 4 6zdegerine karsilik gelen tiim 6zvektorlerin ve

sifir elemaninin olusturdugu N, lineer manifolduna A’nin A 0&zdegerine karsilik gelen

0zuzay1 denir.

Tamm 2.2.3 : Bir A lineer operatdriiniin bir 4 06zdegerine karsilik gelen N, 6zuzaymnin

boyutuna A 6zdegerinin katlilig1 denir.

Teorem 2.2.1 : A herhangi bir lineer operatdr olsun. Bir A4 sayis1 i¢in A- A1 operatdriiniin
(A-A1)" tersinin var olmasi i¢in gerek ve yeter kosul A’nmn A operatdriiniin bir 6zdegeri

olmamasidir.



Tamm 2.2.4 : X bir kompleks Banach Uzay1 ve D(A) X olmak iizere A : D(A) —X bir
lineer operator olsun. Bir AeC igin A-AI operatoriiniin (A-A1)" tersi var, siurh ve
m = X ise bu A sayisina A operatoriiniin bir regular degeri veya regiiler noktasi
denir A operatdriiniin tiim regiiler degerlerinin kiimesine A operatdriiniin rezolvent kiimesi
denir ve p(A) ile gosterilir. p(A) kiimesinde tammli R, (A)=(A-Al)" operator

fonksiyonuna A'nin rezolventi denir.

Tamm 2.2.5 : X bir kompleks Banach Uzay1 ve D(A)c X olmak {izere A : D(A) —X bir

lineer operator olsun. o (A) =C\ p (A) kiimesine A operatoriiniin spektrumu denir.

Teorem 2.1.1, Tanim 2.1.4 ve Tanim 2.1.5'den bir A lineer operatdriiniin 6zdegerlerinin A’nin
spektrumuna ait oldugu goriilmektedir. Sonlu boyutlu uzaylarda her lineer operatoriin

spektrumu sadece 6zdegerlerden ibarettir.

Tanim 2.2.6 (Dumford ve Schwartz (1957)) : X kompleks bir Banach Uzay1 ve D(A)c X
olmak tizere A : D(A) —X bir lineer operator olsun. A operatoriiniin tim 6zdegerlerinden
olusan kiimeye bir baska deyisle A-AI operatoriiniin tersinin var olmadigi tim A eC

sayilariin kiimesine A 'min spektrumunun noktasal kismi1 denir.

A- A1 operatoriiniin (A-A1)" tersi var, sirsiz ve D((A—Al1)") =X oldugu tim AeC

sayilarinin kiimesine A'nin spektrumunun stirekli kismu denir.

A- A1 operatoriiniin (A- A1) tersi var ve D((A—A1)")#= X oldugu tim A eC sayilarinin

kiimesine A'nin spektrumunun kalan kismi1 denir.

Ornek 2.2.1: C[a,b](—oo<a<b<oo) uzaymin siirekli tiireve sahip olan ve x(a)=x(b)

kosulunu saglayan tiim x=x(t) fonksiyonlarinin kiimesini D(A) ile gosterelim.

A:D(A) - Cla,b]
(AX)(t) =ixX'(t)

tiirev operatdriiniin 6zdegerlerini ve 6zvektdrlerini bulunuz burada i=(0,1) sanal birimdir.
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A operatoriiniin 6zdegerleri

iX'(t) = Ax(1) (a<t<h) (2.18)

X (@) = x (b) (2.19)

sinir deger probleminin 6zdegerleridir. (2.18) denkleminin genel ¢ézliimiim ¢ keyfi bir sabit

olmak lizere

x(t) = ce ™

seklindedir. A ’nin 6zdeger olmasi i¢in X (&) = X (b) yani

efila — efi/lb (220)

kosulunun saglanmasi gerekir. (2.20)’den

e—il(b—a) =1
ya da
Ab-a)=2nx (nez)

bulunur. Dolayisiyla (2.18), (2.19) probleminin yani A operatoriiniin 6zdegerleri

_2n72'
b-a

yl (neZ)

n

0zdegerlerine karsilik gelen 6zvektorler (6zfonksiyonlar)

seklindedir. 4, = sn”

2nz

o (t)=ce @ c#0
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seklindedir. Goriildiigi gibi her A, 6zdegerinin katlilig: birdir.

Teorem 2.2.2 : H bir Hilbert uzay1 ve D(A) —H olmak {izere A:D(A) —H bbir kendine es

operator olsun. Bir A € C sayisi i¢in asagidakiler denktir:

a) A, A’ nin spektrumunun siirekli kismina aittir.
b) R(A-A1)#H ve R(A-Al)=H.
ispat:

Once a) kosulunun saglandigim varsayalim. O halde tamim geregi (A—/1I )71 ters operatorii

var,sinirsiz ve D((A—A1)")=H dur. (A—M )_1 ters operatoriiniin varligindan A sayisinin

A’nin bir 6zdegeri olmadigi elde edilir. O halde R(A-Al)=H dir. Ote yandan
A € o(A)oldugundan R(A—Al)= H dur.

Bu kez b) kosullarinin saglandigini varsayalim. m: H oldugundan 4 A’nin bir
O0zdegeri degildir ve dolayisiyla (A—/ll )71 ters operatorii vardir. Ayrica A-Al
(1€ R =(-,)) operatorii kendine es oldugundan (A— A1) operatorii de kendine estir.
Eger (A—/II )71 operatorii sinirl olsaydi D((A—Al)™") = H yani R(A—ll ): H olurdu. Bu
sonu¢ b) kosullarindan birincisine aykiridir. Dolayistyla (A—il )71 operatdrii siirsizdir.

Sonug olarak A sayis1 A operatoriiniin spektrumunun siirekli kismina aittir.o

2.3.  Tam Siirekli Operatorler

Tanim 2.3.1: X ve Y herhangi iki normlu lineer uzay ve A: X — Y bir lineer operator olsun.
Eger A operatorii, X’in her sinirhi alt kiimesini Y nin rdlatif kompakt bir alt kiimesine

dontistiirlirse A’ya tam stirekli (kompakt) bir operator denir. O

Tam siirekli operatoriin tanimindan goriildiigii gibi her tam siirekli operatér sinirhdir ve

dolayisiyla stireklidir.
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Teorem 2.3.1: X ve Y herhangi iki normlu lineer uzay olsun. Bir A: X —Y bir lineer

operatoriiniin tam siirekli olmasi i¢in gerek ve yeter kosul her sinirh {xn} dizisi igin {Axn}

dizisinin Y’de yakinsak bir alt diziye sahip olmasidir.

Ispat. A operatorii tam siirekli ve {Xn}c X herhangi bir sinirli dizi olsun. Tanim geregi
{Axn} kiimesi rolatif kompakttir. {Axn} rolatif kompakt oldugundan tanim geregi {Axn}

dizisinin yakinsak bir alt dizisi vardir.

varsayalim.
E, herhangi bir sinirl1 kiime olsun. A(E) nin rolatif kompakt oldugunu gostermek gerekir.

{y, } < AE) olsun. y, = Ax, oalcak sekilde bir {x, }c E (n=1,2,...) dizisi vardir. E kiimesi
sirl oldugundan {x,} dizisi siirlidir. O halde {Ax, } dizisinin yani {y,} dizisinin yakimsak

bir alt dizisi vardir. Dolayisiyla A(E) kiimesi rolatif kompakttir. Yani A operatdrii tam

sureklidir.

Tanmm 2.3.2: ¢ = {(p}, [a,b] (—o <a<b<ow) araliginda tanimli fonksiyonlarin bir kiimesi

olsun. Eger tim ¢ € ¢ fonksiyonlar1 ve tim X € [a, b] ‘ler i¢in
lp(x)| < ¢
olacak sekilde bir c>0 sabiti varsa ¢ fonksiyonlar kiimesine diizgiin sinirlidir denir.

Tamm 2.3.3: ¢= {qp}, [a,b] araliginda tanimli fonksiyonlarin bir kiimesi olsun. Her ¢

verildiginde |t1 —t2| <o esitsizligini saglayan tiim t,t, e[a,b] ‘ler i¢in ve tiim @ € ¢ ’ler i¢in

p(t) —o(t,)| < &

olacak sekilde bir 6 =6 (5) > (0 sayisi varsa ¢ fonksiyonlar kiimesine essiireklidir denir.
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Teorem 2.3.2 ( Arzela ): C[a,b] uzaymnin bir ¢ = {go} alt kiimesinin rolatif kompakt olmasi

icin gerek ve yeter kosul ¢ ’nin diizgiin sinirh ve essiirekli olmasidir.

Ornek 2.3.1: K(t,s), [a,b]x[a,b] (o0 <a<b <o) karesinde siirekli bir fonksiyon olsun.

A:(C[a,b] — C[a,b] lineer operatoriinii gdzoniine alalim.

(Ax)D) = [ K 5)x(s)s (x = xt) < Cla.b)

A’nin tam stirekli bir operatoér oldugunu gosterelim:

b
E c C[a,b] herhangi siirli bir kiime olsun. A(E): {j K(t,S).X(S)dS: X e E} kiimesini ele

a

alalim.

i K(t,s)x(s)ds| < i|K(t, s)f|x(s)ds< _T|K(t, s].miili(b(s] ds= ||x(s]|i|K(t s).ds (2.21)

K(t,S), [a,b]x[a,b] karesinde siirekli oldugundan sinirhdir, yani tim t,Se [a,b] igin

K(t,s)<c olacak sekilde bir ¢ > 0 sabiti vardur.

Diger taraftan E kiimesi siirl oldugundan tiim X € E ‘ler icin ||X|| < ¢, olacak sekilde ¢, >0

sabiti vardir.

O halde (2.21)’den tiim x € E ’ ler i¢in

b

J'K(t, s)x(s)ds

a

<cc(b-a)

elde edilir. Boylece A(E) kiimesinin diizgiin sinirli oldugunu goéstermis olduk.
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b b

I K(t,,s)x(s)ds —i K(t,,s)x(s)ds| < ﬂK(tl ,s)— K(t,,s)|x(s)ds

a a

<c [[K(t,s)-K(t,,s)ds (2.22)

a

K(t,s) smirl ve kapali [a,b]x[a,b] Kkaresinde siirekli oldugundan Contor Teoremi
geregince diizgiin siireklidir. Dolayisiyla & > 0 verildiginde |t, —t,| < & esitsizligini saglayan

tiim t,,t, € [a,b]’ler ve tim s e [a,b]’ler igin

&

K(t,,s)-K(t,,s) <W—a)

(2.23)

olacak sekilde bir 6 =6 (g) > 0 sayist vardir. (2.22) ve (2.23)’ten

i K(t,,s)x(s)ds —j' K(t,,s)x(s)ds|< s (vxeE)

a
elde edilir. Bu sonug¢ A(E) fonksiyonlar kiimesinin es siirekli oldugunu gosterir.

A(E) kiimesi diizgiin sinirli ve essiirekli oldugundan Arzela Teoremi geregince rolatif
kompakttir. Boylece, her sinirth E C[a, b] kiimesi igin, A(E) c C[a,b] ‘nin rélatif kompakt

oldugunu gosterdik. Bu da tanim geregi A’nin tam siirekli operator olmasi demektir.

Tamm 2.3.4. X herhangi bir lineer uzay, ne N sabit say1 olsun. Eger X uzaymnin n tane
lineer bagimsiz elemani var ve (n + 1) tane elemani lineer bagimli ise X’e sonlu boyutlu bir

uzay, n’ye de X’in boyutu denir. dim X =n ile gosterilir.

Eger Vme N sayisi i¢in X’in m tane lineer bagimsiz elemani varsa X’e sonsuz boyutlu bir

uzay denir ve bu durumda dim X = oo yazilir.
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Ornegin
IR = (—o0,%0) bir boyutludur.

IR" (n>1) n boyutludur. Bu uzayn ntanee, =(1,0....,0),e, =(0,1,...,0).....e, =(0,0,...,1)

elemanlar1 lineer bagimsizdir ve V (n + 1) tane elemani lineer bagimlidir.

|, uzayr sonsuz boyutlu uzaydir. Ciinkii bu uzaym vmeN (m>1) ig¢in m tane

e = (1,0,...),e2 = (O,l,...) .., =(0,0,...,0,1,0,...) elemanlar1 lineer bagimsizdir.
N ——

m tane

Teorem 2.3.3: X ve Y herhangi iki lineer uzay D(A)c X olmak iizere A: D(A) —>Y bir
lineer operator olsun. dim D(A) < «o ise dim R(A) < dim D(A) dir. (R(A) = {Ax: x € D(A)})

Ispat. dim D(A) =n olsun. R(A)’nin n+1 elemaninin lineer bagimli oldugunu gosterelim.

YisYyses YooYy » R(A)’nin herhangi n+l tane elemam: olsun. Ax; =Y, olacak sekilde

n»

X Xy geees Xy Xy € D(A) elemanlar1 vardir. dimD(A)=n oldugundan tanim geregi

X, Xy 5ees X, Xy, €lemanlart lineer bagimlidir. Yani

C,X, +C, X, +...+C,, X, =0 (2.24)

n+1 " n+1

olacak sekilde en az biri sifirdan farkli olan c,C,,...,C,,, sayilari vardir. (2.24)’ten

A(C,X, +C,X, +...4C,,X,,,)=0

n+l1
ya da A’nin lineer olmasindan yararlanarak

C,AX, +C,AX, +...+¢,,AX,,, =0

n+1

CY,+CY, +oetCy Yo = 0
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elde edilir. Yukarida ifade edildigi gibi c,,c,,...,C,,, sabitlerinden en az biri sifirdan farklidir.
Dolaysiyla y,,Y,,..., ¥, Yo, €lemanlart lineer bagimhidir. R(A)’nin her n+1 tane eleman:

lineer bagimli oldugundan dim R(A) <n dir.

Teorem 2.3.4: X ve Y herhangi iki lineer uzay, A: X — Y lineer operator olsun.

a) A smirli ve dimR(A) <o ise A operatorii tam siireklidir.

b) dim X < oo ise A tam siireklidir.
ispat.

a) {Xn } < X herhangi bir sinirli dizi olsun. A sinirli operator oldugundan {AXn } c R(A) dizisi

de sinirlidir. Gergekten
I <Al <[Ale (n=12..)

{AXn}, sonlu boyutlu R(A) lineer uzaymin sinirli bir dizisi oldugundan lineer cebirden
{Axn}’nin yakinsak bir alt diziye sahip oldugu bilinmektedir. O halde Teorem 2.3.1.

geregince A operatorii tam siireklidir.

b) dim X <oo olsun. Teorem 2.3.3. geregince dimR(A)<dim X <o dur. Dolayisiyla A

sonlu boyutlu X uzayindan, sonlu boyutlu R(A) uzayma lineer bir operatdrdiir. Lineer
cebirden bu tiir operatorlerin siirli oldugu bilinmektedir. O halde a) sikkindan A operatorii
tam siireklidir.

Ornek 2.3.2: X ve Y herhangi iki lineer normlu uzay, f,, f f, X’te tanimli herhangi n

5seees T

tane smrl  lineer fonksiyonel VY,,Y,,...Y,’de Y’nin herhangi elemanlar1 olsun.

A: X >Y,Ax= z f.(x).y;, lineer operatdriinii gézoniine alalim. Burada dimR(A) <n dir.
i=1

A operatorii sinirhidir. Gergekten



17

Ao < 2O vill < 20l = | 220 Hvill
i=1 i=1 i=1

c sabit
||AX|| < C||X|| dir. Teorem 2.3.4.a ‘dan dolay1 A operatdrii tam stireklidir.

Yardimceir Teorem 2.3.1 ( F. Riesz (1965) ): X herhangibir normlu lineer uzay, L’de X’in
L= X olacak sekilde herhangi bir alt uzayr (L = I) o taktirde her &>0 igin

||x|| =Lg(Xx,L)>1-¢  kosullarm1  saglayan bir X=X(g)e X eleman1  vardir.

(g L) = inf|x —u)
ispat.

X, ,» X’in L’ye ait olmayan bir elemani ve d = p(X,,L) olsun.

d > 0 dir. Gergekten d = 0, yani d = p(X,,L) = inf ||XO —u|| =0 olsayd: infimum tanimindan

lim ||x, — u,|= 0 olacak sekilde {u,}eL dizisi bulunurdu. Bu durumda L kapah

n— o«

oldugundan x, € L “dir. Bu bir ¢eliskidir. Sonug olarak (d # 0)d >0 dur.
Infimum tanimimdan Ve > 0 icin
(0<)d <|x, —u,|<d+de (2.25)

olacak sekilde bir u, =u,(¢) € L eleman vardir

= ”))zo — 30 . |Ixo — Uy sifir olamaz d>0
0 *o
ue L olsun.
X, —U 1
SRR = e R -
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u e L ve L bir alt uzay oldugundan [uo + ||X0 — u0||.u] € L dir. Dolayisiyla
%, - [ug +[x, - u0||.u]‘ >d (2.27)

(2.25), (2.26) ve (2.27)’den

I —uf> —3— (Vuel)
d +de
. d 1 £
O zaman inf X—u||2 = p(x,L) = = =1- >l-e= p(X,L)>1-¢.
uel d+e d+de l+¢ l+¢
) X, —U, .
Ote yandan norm tanimindan ||x|| =|——| =1 dir.

[0 =

Teorem 2.3.5: X sonsuz boyutlu normlu lineer bir uzay, X, X,,..., X, ,... de X’te sonsuz lineer
bagimsiz elemanlar sistemi olsun. O taktirde E_,X,X,,...,X, N€ N elemanlarinin gerdigi

lineer manifold olmak iizere asagidaki kosullar1 saglayan bir {y,} dizisi vardir.

1
3) p(yn+1’En) > E (n = 1,2,)

Ispat. E, c E (n = 1,2,...) oldugu agiktir. Ote yandan X,,X,,...,X, elemanlart Vne N igin

n+1

lineer bagimsiz oldugundan E, # E_,, dir.

n+1

y, €E, ve ||y1 || =1 olsun. Yardimci Teorem 2.3.1.’den dolay1 ¥n e N sayisi i¢in

1
||yn+l|| =1 B p(yn+l’En)>5
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olacak sekilde y,,, € E,,, elemani vardir.

n+l1

Teorem 2.3.5.’ten asagidaki sonuglar elde edilir:

Sonug 2.3.1: X sonsuz boyutlu normlu lineer bir uzay ise B[0,1]= {X eX: ||X|| < 1} kapal1 birim

yuvart rolatif kompakt degildir.

Ispat. X ,X,,...,X,,.. , X'in sonsuz lineer bagimsiz bir elemanlar sistemi ve E, de

X;s X5 50005 X ... €lemanlariin gerdigi lineer manifold olsun. Teorem 2.3.5. geregince y, € E,

||yn|| =1ve p(yn“, E, ) > % olacak sekilde bir {y,} dizisi vardir.

:1)

ty. e Blo1] (

Yn

n>m= p(Y,. Yu)2 (Y, E, ) = inf

uek,

. 1
Yo —ul= inf [y, -]z ply,.E,0)>— (n22)

Boylece n#m ise p(yn, Y ) >% , yani ||yn -Y || >% dir.

Goriildiigi gibi {y, } < B[O,l] dizisi hicbir yakinsak alt diziye sahip degildir. Dolayisiyla
B[0.1] kapal1 birim yuvari rolatif kompakt degildir.

SONUC 2.3.2: X sonsuz boyutlu normlu lineer bir uzay ise |: X — X;Ix=x (x € X) birim

operatorii tam siirekli degildir.

Aciklama: [ operatorii smirl B[O,1]={Xe X :||x||£1} kiimesini kendisine yani rolatif

kompakt olmayan B[O,l] kiimesine doniistiirdiigiinden tam siirekli degildir.

Teorem 2.3.6: X,Y ve Z herhangi normlu lineer uzay ve Ae B(X,Y),T € B(Y,Z) olsun.

Eger A ve T operatdrlerinden biri tam siirekli ise TA: X — Z operatorii tam siireklidir.
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Ispat. A:X —Y operatoriiniin tam siirekli oldugunu Kabul edelim. {x,}c X herhangi bir
siirlt dizi olsun. O halde A operatorii tam siirekli oldugundan {Axn} dizisinin yakinsak bir

{AXni }: alt dizisi vardur.

limAx, =y (yeY)

olsun. T :Y — Z operatorii sinirli oldugundan siireklidir. Dolayisiyla

limTAx, =Ty
olacaktir. Boylece her sinirl {Xn} dizisi i¢in {TAXH} dizisinin yakinsak bir {T AXni}‘ dizisine

sahip oldugunu gosterdik. O halde Teorem 2.3.1. geregince TA operatorii tam siireklidir.

Bu kez T:Y — Z operatoriiniin tam siirekli oldugunu varsayalim. {x,}< X smurlt bir dizi
olsun. O halde A operatorii sinirli oldugundan {AXn}CY dizisi de smirli olacaktir. Diger
taraftan T operatorii tam siirekli oldugundan Teorem 2.3.1. geregince {TAXn}C Z dizisinin
yakinsak bir {Aan }m alt dizisi vardir. Dolayisiyla TA operatorii tam siireklidir.

j=1

Teorem 2.3.7. X ve Y herhangi iki lineer normlu uzay ve A: X - Y veB: X — Y herhangi
iki tam siirekli operatdr olsun. O taktirde her «,f sayilan i¢in oA+ B operatdrii tam

sureklidir.

Ispat. {x,}c X herhangi bir sirh dizi olsun.

A tam stirekli bir operator oldugundan {AXn } dizisinin yakinsak bir {Axn, }Zl alt dizisi vardir.
{Xni }:’; c X dizisi siminrli ve B tam siirekli bir operator oldugundan {ani } dizisinin yakinsak

bir {Bx, [ alt dizisi vardir.
ip p=1
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{Axni } dizisinin yakinsak oldugundan iAXni }c {AXni } alt dizisi de yakinsak olacaktir.

Dolayisiyla {OtAXnip + /BX, }w

c Y dizisi yakinsaktir.
p=1

Boylece her sinirl {Xn } c X dizisi igin {OCAXn + ﬂBXn} dizisinin yakinsak bir alt diziye sahip

oldugunu gosterdik. Bu sonu¢ Teorem 2.3.1. geregince oA+ fB: X — Y operatoriiniin tam

surekli olmasi demektir.

Tamm 2.3.5: X herhangibir metrik uzay, E ve M de X’in herhangi iki alt kiimesi olsun. Eger

bir £ > 0 sayist i¢in

Ec [JB(xe) (B(x,e)={ueX:pu,x) <ej

XeM

ise M’ye E kiimesinin ¢ ag1 denir. Bir baska deyisle, Vy € E icin p (y,x) < & olacak sekilde

X e M varsa M’ye E’nin ¢ ag1 denir.

Teorem 2.3.8: X bir tam metrik uzay olsun bir Ec X kiimesi her ¢ > 0 igin rdlatif kompakt

& agina sahipse E kiimesi rolatif kompakttir.

Teorem 2.3.9: X normlu bir lineer uzay, B de bir Banach uzayi1 olsun. {An }, B(X,Y) de bir
dizi ve AeB(X.,Y) ve lim|A —A|=0 olsun {A}={A,A,...,A..} operatorleri tam

surekli ise A da tam sureklidir.

Ispat. E c X herhangi bir sirli kiime ve & >0 herhangi bir say1 olsun. E kiimesi siirlt

oldugundan tiim X € E ’ler icin ||X||<C olacak sekilde ¢>0 sayist vardir. Ote yandan

lim|A, — A =0 oldugundan [|A — A <§ olacak sekilde bir £ € N vardr.

y € A(E) herhangi bir eleman ise o halde y=Ax ve x € E dir.

Iy~ A= Ax] < [A- Al < A= Ale <o
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Buradan gorildiugu gibi A (E) kiimesi, A(E) kiimesinin ¢ - agidir. A operatorii tam siirekli
oldugundan A,(E) kiimesi rolatif kompakttir. Dolayisiyla A(E) kiimesinin her ¢ >0 igin

rolatif kompakt £- agi vardir. O halde Teorem 2.3.8. geregince A(E) kiimesi rolatif

kompakttir. A operatorii her sinirh E kiimesini rolatif kompakt bir kiimeye déniistiirdiigiinden

tam streklidir.

Ornek 2.3.3: A:l, >, , Ax= (éj (X =(&) € |2) operatdriinii géz Oniine alalim. A
! 1

operatoriiniin tam siirekli oldugunu gosterelim. A opertorii sinirlidir. Gergekten

|2

o) §i ©
I =3 L Sl <
i1 | o1

ya da

] <]x

>

yani ¢ = 1 dir. Dolayisiyla A sinirhdir.

A, :1, — |, operatdriinii g6z Oniine alalim.

AX= (;,%,...,%,O,O,..} olsun. Bu durumda {A, |* < B(l,,1,) dir.

Ote yandan dimR(A,)=n dir. O halde Teorem 2.3.4.a. geregince her A, operatorii tam

sureklidir.

Diger taraftan
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(A=A X< [

!
JA-Als— (=12,

lim|[A, - A|=0

nN—o0

dir. O halde Teorem 2.3.9. geregince A operatdrii tam stireklidir.

Teorem 2.3.10: H bir Hilbert uzay1 , A:H — H da smurl lineer bir operator olsun. Eger

A*A operatdrii tam stirekli ise A operatorii de tam siireklidir.

Ispat.

{x,}c H smurh bir dizi olsun. A*A operatdrii tam siirekli oldugundan {A* Ax }c H

dizisinin yakinsak bir {A* AX,, } alt dizisi vardir.

o - =, -, ]
= (Al —x,, LAk, —x,, )
=(x, =, JA*Alx, -x, )
<[, = x, Jlaxalx, ~x, |
=[x, =, [|A* Ax, A% A,
< c.‘ A*AX, — A¥AX,

{A*Axni} dizisinin yakinsakligindan ve son bagintidan {Axni} dizisinin bir Cauchy dizisi
oldugu sonucu elde edilir.

Diger taraftan H tam uzay oldugundan lim Ax, =y olacak gekilde y e H elemani vardir.
Boylece her sinirl {Xn } < H dizisi igin {Axn} dizisinin yakinsak bir alt diziye sahip oldugunu

gostermis olduk. O halde Teorem 2.3.1.’den A operatdrii tam siireklidir.
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Teorem 2.3.11: H bir Hilbert uzay1 olsun. A: H — H operatorii tam stirekli ise A*: H - H

operatorii de tam stireklidir.

Teorem 2.3.12: X bir Banach uzay1 ve A: X — X tam siirekli bir operatdr olsun. A

operatdriiniin spektrumunun sifirdan farkli her noktast A’nin ayrik bir 6zdegeridir.

Teorem 2.3.13: X bir normlu lineer uzay ve A: X — X tam siirekli bir operator olsun. A’nin

sifirdan farkli her 6zdegerinin katlilig1 sonludur.

Teorem 2.3.14: X bir normlu lineer uzay ve A: X — X tam siirekli bir operatér olsun. O

taktirde her ¢ >0 icin A’nin |ﬁ| > ¢ esitsizligini saglayan farkli 4 6zdegerlerinin sayisi

sonludur.
Teorem 2.3.14.’ten asagidaki sonug elde edilir:

Sonug¢ 2.3.3: Tam siirekli bir operatoriin 6zdeger kiimesi bir tek sifir yigilma noktasina sahip

olabilir.

Teorem 2.3.15 ( Naimark, (1968) ): Tam siirekli kendine es bir operatoriiniin spektrumunun
stfirdan farkli noktalar1 herbirinin katlilig1 sonlu olan 6zdegerlerden ibarettir ve bu 6zdegerler
kiimesi sadece sifir yigilma noktasina sahip olabilir. Karsit olarak bu 6zellige sahip olan her

kendine es operatdr tam siireklidir.

Teorem 2.3.16: Her sifirdan farkli tam siirekli kendine es operatdriin en az bir tane sifirdan

farkli 6zdegeri vardir.

Teorem 2.3.17: A tam siirekli kendine es bir operatér ve {/11,/12,...,/1“...} A’nin tim

0zdegerler kiimesi olsun. O taktirde ||A|| =sup{4,} dir.

Teorem 2.3.18: H bir Hilbert uzay1 A:H — H sifirdan farkli tam siirekli kendine es bir

operator ve 4,,4,,...,4 stfirdan farkl 6zdegerleri olsun. Burada her 6zdeger kendi katlilik

noeee

sayis1 kadar yazilmistir. A operatdriinin  4,,4,,...,4 O0zdegerlerine karsilik gelen

noee:
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ortonormal 6zvektorleri sirasiyla e ,e,,...,€,,... olsun. O taktirde her X € H elemani i¢in Ax

elemant {el,ez,...,en,...} ortonormal kiimesine gore
Z (Ax,e, e, Z
Fourier seri agilimi seklinde gosterilebilir.

Teorem 2.3.19: H ayrilabilir bir Hilbert uzay1 ve A:H — H tam siirekli kendine es bir

operator olsun. O taktirde A’nin 6zvektorlerinden olusan ortonormal bir {el ,€),e0s @) ,} cH

tabani1 vardir.

Teorem 2.3.20 ( Smirnov, (1964) ): H ayrilabilir bir Hilbert uzay1 ve A: H — H kendine es

bir operatdr olsun. A operatdrii
1. A operatoriiniin 6zvektdrlerinden olugan tam ortonormal bir kiime vardir.

2. Sifirdan farkli her 6zdegerin katliligi sonludur.

3. Her ¢>0 i¢in [— g, 5] araligina ait olmayan 6zdegerlerin sayis1 sonludur.

kosullarini sagliyorsa tam siireklidir.

Teorem 2.3.21: H bir Hilbert uzay1 ve A:H — H bir tam siirekli operator olsun. Eger bir

A # 0 sayist A’nin 6zdegeri ise A sayist A* operatoriiniin bir 6zdegeridir.

Tamm 2.3.6: H bir Hilbert uzay1 ve A: H — H bir lineer operator olsun. A operatorii sinirlt

ve dimR(A) <o ise A’ya sonlu boyutlu operatér denir. O

Teorem 2.3.4. geregince her sonlu boyutlu operator tam siireklidir.

Her sonlu boyutlu A: H — H operatdrii
AXZZ(Xa f)g; (neN)
i=1

seklindedir. Burada f,, f,,.... f  ve g,,0,,....,9, H uzayinin elemanlaridir.
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Teorem 2.3.22: H bir Hilbert uzayirve A:H —> H
dimR(A) =0

kosulunu saglayan bir tam siirekli operator olsun. O taktirde asagidaki kosullar1 saglayan

o0

{ei }f ve {gi }:0 ortonormal dizilere ve limiti sifir olan artmayan bir {an }1

pozitif say1 dizisi

vardir:

1. Her xe Hicin X =X, +(X,€,)e,+(X,e,)e, +... (X, € KerA)dur.

2. Her xe H igin AX=¢,(X,&,)0,+a,(X,e,)d, +...dir. O

Teorem 2.3.9. ve Teorem 2.3.22.’den yararlanarak asagidaki teorem ispatlanir:

Teorem 2.3.23: H bir Hilbert uzay1 ve Ae B(H,H) olsun. A operatoriiniin tam siirekli

olmast i¢in gerek ve yeter kosul her £ > 0 icin

[A-A,

<€
olacak sekilde sonlu boyutlu bir A_ : H — H operatériiniin var olmasidir.

Teorem 2.3.24( Smirnov, 1964 ) : H bir Hilbert uzay1 ve A:H - H A=#0 tam siirekli
kendine es bir operatér olsun. A’nin hem pozitif ve hem de negatif 6zdegerlere sahip
oldugunu varsayalim. A >A4; >... A’nin pozitif 6zdegerleri ve A, <A, <... de negatif
ozdegerleri olsun. Ayrica e,e,,... A’nin sirasiyla A, 4, ,... 6zdegerlerine karsilik gelen

ortonormal Ozvektorleri ve e/ ,e,,..de swrasiyla A/ ,4,,... 0Ozdegerlerine karsilik gelen

ortonormal 0zvektorler olsun. O taktirde

A = max (AX,X)
xeH [x|=1

+
n+1

. AX, X
= max (AX,X)=min maxu (n=12,...)
xeH [x[=1 XXy xeXt (X, X)
X Lef(i=1,2,...,n)
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A, = min (AX,X)

xeH |x|=1

+
n+l1

. . (AX, X
= min (AX,X)=max mlnu
XEH,HXH:I XeX, xeX* (X, X)
X Lle (i=1,2,...,n)

(n=12,...)

dir. Burada X, ile H uzayimin n boyutlu tiim alt uzaylarinin toplulugu gosterilmistir.

Teorem 2.3.24.’e tam siirekli kendine es operatdriin 6zdegerlerinin minimax 6zelligi hakkinda

teorem denir.

Tanmm 2.3.7: A:H — H bir siirli lineer operator olsun. Bir ¢ € H,p # 0 vektorii ve 4

say1sl igin
(A=) p=0

olacak sekilde bir n dogal sayis1 varsa ¢ ’ye A operatoriiniin 4 6zdegerine karsilik gelen esas

vektorl denir.

Tamm 2.3.8: Sinirl lineer bir A: H — H operatoriiniin bir 4 6zdegerine karsilik gelen tiim

esas vektorlerin ve 0e H elemanmnin olusturdugu K, lineer manifolduna séz konusu

operatoriin 4 6zdegerine karsilk gelen esas lineer manifoldu denir.

Tanim 2.3.9: Sinirh lineer bir A: H — H operatoriiniin bir 4 6zdegerine karsilik gelen K,

esas lineer manifoldunun boyutuna A4 6zdegerinin cebirsel katlilig1 denir.

Tamm 2.3.10: Bir A lineer operatorinin R(A)={Ax:x e D(A)} gorintii kiimasinin

boyutuna A operatoriiniin boyutu denir. O

A lineer operatoriiniin boyutunu r(A) ile gosterecegiz. Ayrica tam siirekli bir A:H — H

operatdriiniin tim sifirdan farkli 6zdegerlerinin cebirsel katliliklarinin toplamini v(A)ile

gosterecegiz. Her tam siirekli A: H — H operatorii igin
v(A) <r(A)

oldugu bilinmektedir ( Cohberg ve Krein (1969) ).
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2.4.  Uniter Operatorler
Tamim 2.4.1: H bir Hilbert uzay1 olsun. Bir U : H — H lineer operatorii

1.U:H - H operatorii drtendir (U(H)=H)

2. Her xe H i¢in ||UX|| = ||X||
kosullarini sagliyorsa U’ya {initer operatdr denir. O
Tanimdan ||U || =1 oldugu goriilmektedir.
Her U : H — H iiniter operatoriiniin asagidaki 6zellikleri vardir:
1. U : H — H operatérii bire birdir ve dolayistyla U'nun U™ tersi vardir.

2.U*U =UU*=1 dir. Yani U*=U" dur.

3. U™ :H = H operatérii de iiniterdir. O
Sinirl lineer U : H — H operatorii
U*U =UU*=1

kosullarini sagliyorsa U operatdrii tiniterdir.

U :H — H bir iiniter operator ise U *U =1 ozelliginden her X,y € H igin

(Ux,Uy)=(x.y)
elde edilir.

Uniter operatdrlere drnekler verelim:
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Ornek 2.4.1: U :1, —> 1, ,

U(&.8,.6,.)=(£,.6.6..) (&.8,.6.)€ly)

operatorii tiniterdir. Gergekten U operatdrii lineerdir, 6rtendir ve her (&,,&,,&;,...) €1, igin

P&l =l +E] +a] + =608
dir.

Ornek 2.4.2: A:L,(a,b)— L,(a,b),

(Ax)t)=e"x(t)  (x(t)eL,(a.b))

operatoriinii g6zoniine alalim. Burada c reel bir sabittir. A operatorii lineer, 6rten ve her

x e L,(a,b) igin

= et = i o -

dir. Dolayisiyla A bir {initer operartordiir.

Ornek 2.4.3: ¢  (~,o) bir sabit olmak iizere A: L, (~o0,00) = L,(~o0,),

(Tx)t) = x(t +¢)

operatorii tiniterdir. Ciinkii T operatorii lineer, 6rten ve her x = X(t) e L, (~o0,00) igin

x| = J [Ixe+e) =\/z|x(t)|2dt=||x||

dir.
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Teorem 2.4.1: Bir U : H —> H operatorii

1.U:H — H operatérii 6rtendir (U(H)=H)
2. Her f,geH igin (Uf,Ug)=(f,g)

kosullarini sagliyorsa iiniterdir.

2.5. Izometrik ve Kismen izometrik Operatorler

Tanmmm 2.5.1: H, ve H, herhangi iki Hilbert uzay1 ve V :H, - H, bir lineer operator

olsun.
Eger V operatoru

) V(H)=H,

2) Her f e H, icin "\/f

v =Mt

kosullarini sagliyorsa V’ye izometrik operator denir. O
Bu tanimdan goriiliiyor ki {initer operator izomtrik operatdriin 6zel halidir (H1 =H,=H )
Izometrik operatdriin asagidaki dzellikleri vardir:

1. Her izometrik operatdriin tersi vardir ve bu ters operator de izometriktir.

2.BirV :H, — H, operatorii 6rten (V(H,)=H,) ve her f,g € H, igin

(Vf ’Vg)H2 = (f ’ g)HI

ise V operatorii izometriktir.



31

Tamm 2.5.2: H bir Hilbert uzay1 olsun. Bir U € B(H ) operatorii
jux|=]x]  (vxe(Keru)')

kosulunu saghyorsa U’ya kismen izometrik operator denir. 0

Bu tanimdan U ((KerU)" )= R(U) oldugu goriilmektedir.

Ornek 2.5.1: U :1, > 1, ,

U(6:6008560)=(0.6,0.6,.0.8;...) (&.6,.60)el,)
Siirls lineer operatoriinii gdzoniine alalim.
U(0,£,,0,£,.0,&,....)=(0,0,0,0,0....)

dir. Dolayisiyla

KerU = {(0, fz ,0, 64 0, ‘56 ’)}

dir. O halde
(KerU)" = {(£,,0,£,,0,&,.0,...)}

dir. Her (&,,0,£,,0,&.0,...) e (KerU )" igin

U(&.0.£,,0,4,.0,..)=(0,£,,0,£,,0.&;....)

dir ve

P& +HEL + e =(6.0,60,0.60.0,.. )

”U (6190553 709985 ’0""X|2 = |§1 +|§3

dir. Tanim geregi U e B(I 2) operatorii kismen izometriktir.
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Teorem 2.5.1: U kismen izometrik operator ise R(U ) kapalidr.

c (KerU)" ) ve limUx_ =y olsun.
< (Keru)") :

n—oo

Ispat. {y, }c R(U) yakinsak bir dizi, Ux, =y, ({X

U, =W = U (¢, =0 ) = %0 =0
bagntisindan {X, } *nin bir Cauchy dizisi oldugu elde edilir. H uzay tam oldugundan {x_ }

dizisi yakimsaktir. limx, = x olsun. (KerU )" kapal oldugundan x € (KerU )" dir. Ote

n—oo

yandan U operatorii siirekli oldugundan limUXx, =UX, yani y =UX dir. Boylece her yakinsak

{y, } < R(U) dizisi igin limy, R(U) oldugunu gosterdik. Sonug olarak R(U ) kapalidir. o
U kismen izometrik bir operatr ise U* da kismen izometrik bir operatérdiir. Dolayistyla
RU)=RU). RU*)=RU*)

dir. Ote yandan her Ae B(H) ve her A €C igin

Ker(A—Al)=(R(A*-1))"

dir. Buradan

KerA=(R(A*))" = (KerA)" = R(A*)
bulunur. U kismen izometrik operator ise
(KerU)" =R(U #)

dir. Dolayisiyla
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U(RU *)=RU)

dir. Ae B(H) herhangi bir operator olsun. Bu durumda

R((A* A)?)=R(A* A)= R(A¥)

oldugu bilinmektedir ( Cohberg ve Krein, 1969 ). Her x e H igin

|AX|" = (Ax, Ax) = (x, A* Ax) = (A* Ax,X)

- ([(A* A)”]2 x,x)
_ ((A* A)l/z X,(A* A)1/2 X)

2

= |(a*A)2x (vxe H) (2.28)

dir. Asagidaki lineer operatérii gézoniine alalim. Her y = (A* A)*x e R((A * A)m) icin
Uy =U(A* A)"*x = Ax
ve her y e[R((A* A)"?)]" igin

Uy = limU(A* A)"*x_ (2.29)

n—oo

olsun. Burada {yn } (= D((A* A)m)

lim(A*A)?x =y

n—oo

kosulunu saglayan bi dizidir. U lineer operatdriiniin R((A * A)l/z) lineer manifoldunda sinirl
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ve H uzayinin tam olmasindan (2.29) limitinin varlig1 elde edilir. Ayrica (2.29) limiti (2.30)
kosulunu saglayan {x, } c D((A* A)“z) dizisinin se¢imine bagl degildir.

Her y elR((A* A)"? )JL icin Uy =0 olsun.

(2.28)'den goriildiigii gibi her (A* A)"*x e R((A* A)"*) igin

HU (A*A)"? xH =||Ax| = H(A* A)"2 xH
dir. y [R((A* A)"2)] " ise

Juy] = [limU (A* A)"* x, | = Lim|(A* A)"*x,

=y

dir. Boylece U bir lineer operator ve her Yy € Ri(A * A)l/2 ) i¢in

2

oyl =y

R((a*A)” )} ~[R((A* A ]| igin Uy = 0 dur. Sonug olarak U, R((A* A)"?) tineer

her y e

manifoldunu R(A) lineer manifolduna izometrik doniistiiren kismen izometrik bir

operatordiir.
AX=U(A*A)I/2X (VXE D((A* A)l/z))

formiiline A e B(H) operatoriiniin kutupsal temsili denir.
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3. TAM SUREKLI OPERATORLERIN S-SAYILARI

3.1. Kendine Es Tam Siirekli Operatorlerin Ozdegerlerinin Minimax Ozellikleri

Tam siirekli operatorlerin = s-sayilarinin  incelenmesinde tam siirekli operatdrlerin
0zdegerlerinin 1iyi bilinen minimax Ozelliklerinden sik¢a yararlanilmistir. Bu tezde bu
ozellikleri tanimlayan bir teoremden ispatsiz olarak bahsedip onun g¢esitli sonuglarini

belirtecegiz.

A herhangi bir kendine es lineer tam siirekli operatdr olsun. O zaman 1yi bilindigi gibi tiim

Ozdegerleri reeldir ve A operatdriiniin her esas vektorii A nin bir 6zvektoriidiir. A operatorii

V(A)

A=Y 2,(A(.,0,)p, 3.1)

]

=

seklinde ifade edilebilir. Burada A operatorii diizgiin yakinsaktir ve ¢, (j =1,2,...,V(A))

A’nin R(A)’da tam olan 6zvektorlerinin ortonormal bir sistemidir, dyle ki

Ap; =1;(A)g, (j =12,...,v(A)).

A smurli lineer operator oldugu taktirde eger her f € H i¢in

(Af,f)>0

ise A’nin negatif olmayan bir operatér oldugunu sdyleyecegiz ve A >0 seklinde yazacagiz.

Kendine es tam stirekli bir operatdr ancak ve ancak tiim 6zdegerleri negatif degil ise negatif

olmayan bir operatdr olacaktir.

Teorem 3.1.1. ( Riesz ve Nagy, 1965 ) A (;t O) negatif olmayan tam siirekli bir operator ve

?; (j = 1,2,...,V(A)) de A’nin R(A)’da tam olan 6zvektorlerinin ortonormal bir sistemi olsun,

yani
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Ap; =2, (A g, (j=12,.).

Burada A4,(A)=2A,(A)=..dir. Bu durumda A’nin o6zdegerleri asagidaki minimax

ozelliklerine sahiptir.

1) 4,(A) = max (Ag.p) (3.2)
o= (0, 0)

(1,2) deki maximum A operatdriiniin sadece /Il(A)’e karsilik gelen 6zvektdrleri icin elde

edilmistir.

_ . (Ap,9) _
D) Ay (W) = gpinmax=C "3 (j=12..). (3:3)

Burada Y, (1 < j<v(A)) H uzaymin tim j-boyutlu alt uzaylarmin kiimesidir ve X,

@1 P, 5 @ Ozvektorlerinin gerdigi lineer manifold olmak tzere

N—"

Agp,
A (A) = max A2:0

34
5 o) G4

Aj,1 < 4; oldugu durumda bile (3,3)” teki minimumun X # X; i¢in de elde edilebilecegini

j+1

belirtelim ( M.D.Dol’berg ).

1) deki agiklamaya dayanarak kolayca sdylenebilir ki (3,4) teki maximum A operatdriiniin

sadece 4, (A) ’e karsilik gelen 6zvektorleri i¢in elde edilmistir.
(3,2)-(3,4) esitliklerinin yardimi ile asagidaki yardimci teorem kolayca ispatlanabilir.

Yardimci Teorem 3.1.1: A,BeG_ ve 0< A<B olsun. O zaman

A (M<A;B)  (j=12..)
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Tim bu bagmtilarda esitligin varolabilmesi i¢in gerek ve yeter kosul A=B olmasidir.

Yardimct Teorem 1.1.” den 0 < A< B ise V(A) <V(B) oldugu agikca goriilmektedir. A, (1,1)
spektral agilimina sahip kendine es tam siirekli bir operatdr olsun. Negatif olmayan A, ve A

operatorlerini

A = le(A)(-s(/’j )501; A = _Zij(A)(%”j )501;

;>0 4;<0
seklinde olusturuyoruz. A= A _- A oldugu agiktir.

Yardimer Teorem 3.1.2: Kendine es A€ G, operatoriiniin negatif olmayan H ,H, €G_

operatdrlerinin farki seklinde gosterilebildigini varsayalim.
A=H,-H,

Bu durumda

A, (A)SA(H) ve 4, (A)<A,(H,)  (j=12..). (3.5)
Ispat. Gergekten

(H,f,f)=(Af,f)+(H,f,f)>(Af,f) (feH)

veE

(H,f,f)>—(Af,f) (feH).

Ozdegerlerinin minimax 6zelliklerinin temeline dayanarak buradan (1,5) bagintisi elde edilir (

teoremle ilgili dipnota bkz.).
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3.2. Tam Siirekli Operatérlerin s-Sayilari ve Onlarin En Basit Ozellikleri

3.2.1. Tam Siirekli Operatorlerin s-Sayilari. A€ G_ olsun. O halde A*A negatif olmayan
kendine es olmayan bir operatordiir. Teorem 2.1.3. geregince A"A operatoriiniin bir tek

negatif olmayan (A* A)l/2 karekokii vardir. Ayrica Teorem 2.3.6.’dan A" A ’nin bir tam stirekli

operatdr oldugu elde edilir.

Teorem 3.2.1: A:H — H negatif olmayan tam siirekli operator ise A'? : H — H operatdrii

de tam sureklidir.

Ispat. Teorem 2.3.17. geregince A operatdriiniin sifirdan farkli her noktasinin katlilig1 sonlu

olan ayrik bir 6zdegerdir. A operatorlerinin 6zdegerleri A, 24, >...2 4, > ... olsun. Burada

her 6zdeger kendi katlilik sayis1 kadar yazilmistir. O halde

o(A"?) = Jo(A) = 0.2 Ao e[ ] (3.6)
oldugu bilinmektedir ( Kantorovich ve Akilov, 1982 ).

Ote yandan her kendine es B : D(B) — H (D(B) =H ) operatorii i¢in

o,(B)={1eC:R(B-A1)=R(B- Al

kiimesinin o (B) ’nin tiim ayrik olmayan noktalarinin kiimesi oldugu bilinmektedir ( Birman
ve Solomyak, 1980 ).teorem 2.2.2.’den B’nin spektrumunun siirekli kismmnin o (B)’nin bir
alt kiimesi oldugu elde edilir. 4,, o(B)’nin ayrik bir noktasi ise 4, ¢ o, (B) oldugundan A,,
B’nin spektrumunun siirekli kismina ait degildir. Dolayisiyla O'(B)’nin her ayrik noktasi

B’nin bir 6zdegeridir. Bu aciklamalardan ve (3.6)’dan O'(A” ? )\ {O} kiimesinin her noktasinin
katlilig1 sonlu olan ayrik bir 6zdeger oldugu elde edilir. O halde Teorem 2.3.17. geregince

A'? operatérii de tam siireklidir. o

Ozaman T = (A*A)”2 €o,.
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s-say1larinin ilk tanimi olarak asagidakini verelim.
T operatoriiniin 6zdegerlerine A operatoriiniin s-sayilari denir.

Kathiliklarim1 g6z oniine almak kosuluyla sifirdan farkli s-sayilarini azalan sirada asagidaki

sekilde yazacagiz:

s;(A)=4,(T) (j=12,..,r(T))

Eger r(T) <o ise j=r(T)+1,.. i¢in s;(A) =0 olarak alacagiz.
5,(A) =[[A]

oldugunu belirtelim.

Eger A e G_ operatorii kendine es veya en azindan normal ise (Ave A" nin yerleri degisirse ),

0 zaman
s;(A) = |4;(A) (j=12,..)

Ayni zamanda herhangi bir ¢ sayist igin
s;(cA =|c|s;(A)  (i=12..)
oldugu oldukga agiktir.

Tam stirekli operatorlerin s-sayilarinin iki 6nemli 6zelligini asagida belirtelim.
I) Sj(A):Sj(A.) (J :1725---)- (37)

II)  Herhangi sinirh bir B operatorii igin
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s;(BA) <||B|s;(A) (j=12,..) (3.8)
s;(AB) <| B|s;(A) (j=1.2,..) (3.9)
Birinci 6zelligin nasil elde edildigi 3.2.2. de gosterilecektir. Ikincisini ispatlayalim. Tanimdan
s,7(BA)=4,(A'B'BA), s,(A)=4,(A'A) (j=12,..)

Diger taraftan

(nBBAf.f)=|BAT [ <|BI|Af[ =B (A'Af.f) (feH)

Bu nedenle A"B*BA< || B||2 A*A dir. Buradan da Yardimci Teorem 3.1.1. geregince (3.8)

bagintisi elde edilir.

(3.7)’den dolayr  s;(AB)=s;(B*A*) ve az Once ispatlanan (3.8)’den elde edilen

s;(B"A") < H B ||s;(A")= || B ||sj(A) esitsizligine gore ayn1 zamanda (3.9) bagintis1 da elde

edilir.

Yardimer Teorem 3.1.1.°1 kullanarak kolayca gosterilebilir ki ayn1 zamanda tim j=1,2,...
icin  (3.8)’de (ve (3.9)’da) esitligin varolabilmesi i¢in gerek ve yeter kosul

B/ || B || (B*/ ) operatoriiniin R(A) (R(A*)) kiimesi lizerinde izometrik olmasidir.

L

3.2.2. Tam Siirekli Operatoriin Schmidt Acilimi. A tam siirekli bir operator ve A=UT de

onun kutupsal ifadesi olsun.

?; (j =12,..,r(T )) ile T operatdriiniin R(T) ’de tam olan 6zvektorlerinin ortonormal bir

sistemini gosterelim. O halde
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r@)

T=25;(A.0)9;. (3.10)
j=1

Burada sag taraftaki seri operatorler normuna gore diizglin yakinsaktir. U operatoriini

(3.10)’un her iki tarafina uygularsak
r(A)

A= Zsj(A)( -:¢j)U§0j
j=1

elde ederiz.

@; € R(T) oldugundan Ugp; (j =1.2,..., r(A)) sistemi ortonormaldir.

Boylece her lineer tam siirekli A operatorii
r(A)

A= 5, (A .0V, (3.11)
j=1

Schmidt acilimi seklinde gosterilir. Burada {(p j} ve {y/ j} ortonormal sistemlerdir ve

(3.11)’deki seri (3.10)’da oldugu gibi operatdrler normuna gore diizgilin yakinsaktir.

(3.11)’den

r(A)

A =5, (Aw)e;, (3.12)
j=1

(3.11) ve (3.12)’den de

A'Ap, =5 (Ag, ve AAy, =s’(Ay, (j=1,2,...,r(A))

elde edilir. Buradan

s;(A) =s,(A") (j=12..)

sonucu, yani (3.7) bagintisi elde edilir.
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3.2.3. s-Sayilarimin Yaklasim Ozelligi ve Ondan Elde Edilen Esitsizlikler. Bundan sonara

R, (n = 0,1,2,...) ile < n boyutlu tiim sonlu boyutlu operatorlerin kiimesini gosterecegiz.

Teorem 3.2.2 ( Dz.E.Allahverdiev ). A bir lineer tam siirekli operatdr olsun. O zaman her

n=0,1,2,... i¢cin

Sy, (A) = min ||A - K| (3.13)

Ke®R ,

Ispat. K, n boyutlu lineer bir operator olsun. (KerK)" alt uzaymin da n boyutlu oldugu

aciktir. O halde 6zdegerlerin minimax 6zelliklerinden dolay1

[A#]
sn+l (A) S ;Z}(anI(( ||¢|| .

Tiim ¢ € KerK i¢in

[ Ae]=[(A-K)e|<[ A-K]]e]
oldugundan

Sy (A) <|A-K].

ispati tamamlamak igin son olarak
[ A=Ky =500 (A)

oldugunu belirtmeliyiz. Burada
K, =2 8,(A(..0)y, (3.14)
j=1

A operatoriiniin (3.11) Schmidt ag¢iliminin n. kismi toplamidir. o
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(3.13) formiiliiden s,,,(A)’nin A operatoriinden R, kiimesine olan uzaklig: ifade ettigi

goriilmektedir. Bu sonug¢ s-sayilarinin yeni, esdeger bir tanimi olarak almabilir. Bir ¢ok

problem i¢in bu tanim orjinal olanindan daha uygundur.

SONUC 3.2.1: AeG_ ve T herhangi bir r-boyutlu operator olsun. O zaman

S, (A)=s.(A+T)<s, ,(A). (3.15)
Gergekten , K, (3.14) ile tamimlanmis bir operator olsun ; o zaman Teorem 3.2.2. geregince
Sut (A =[(A+T)=(T +K))||Z 5, (A+T)  (n=0,1..). (3.16)
A ve A+T operatorlerinin yerlerini degistirerek

S, (A+T)>s. ..., (A  (n=0,1,..). (3.17)

elde ederiz.
(3.16) ve (3.17) bagintilarindan (3.15) bagntisi elde edilir.

SONUC 3.2.2 (K.Fan): A BeG_ ise

Smong (A+B)<s (A)+s,(B) (mn=12,.) (3.18)
A\~
Sun (AB)<s (A)s,(B) (mn=1L2,..). (3.19)

Gergekten , (m-1)-boyutlu K, operatorii ve (n-1)-boyutlu K, operatorii

sn(A) =| A=K, || ve s,(B)=|B-K,]|
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seklinde ifade edilsin. O zaman
St (A+B) <[ A+B—(K, +K, )| <[ A=K, ||+| B-K, | <5, (A) +5,(B).

Bununla beraber, AK, + KI(B — Kz) operatoriiniin boyutu (m+n-2 )’yi agmadigindan ve
(A-K, ) B-K,)=AB- AK, — K,(B-K,) oldugundan
(AB)<| A=K, [[BK, |

Sm+n—1

Bu son esitsizlikten (3.19) elde edilir. (3.18) ve (3.19) bagintilarinin 6zel halleri, negatif

olmayan tam siirekli H, ve H, operatorleri igin iyi bilinen Weyl esitsizlikleridir:
Ao (H, +H) <A (H)+4,(H,) .

Bu esitsizlikler o ’a ait olan herhangi kendine es operatorler i¢in genellestirilebilir.
SONUC 3.2.3: Herhangi A,B € G_ operatorleri igin

Is,(A)-s,(B)| <[ A-B| (n=12,..).

Gergekten ,

s (A :min”A—K”:min
a1 (A) Ken, Ken,

B-K + A-B||<min

KeR,

B-K|+[|A-B|=s,.,(B)+|A-B|.

A ve B operatorlerinin yerlerini degistirerek
snJrl(B) S sn+1(A)+|| A— B || .

elde ederiz. Buradan da sonuca ulasilir.
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3.2.4. s-Sayilan Tle Tlgili Asimtotik Teorem

Teorem 3.2.3 (Fan, 1951 ): A,BeG_vebir r >0 i¢in

%iignrsn(A):a ve %iign’sn(B):O (3.20)
oldugunu varsayalim. Bu taktirde

rl]i_rgnrsn(A+ B)=a. (3.21)
Ispat. (3.18)’den

Stenymsj (A+B)< s i (A)+5,,(B)  (m=1.2,.;]=01,...,k).

Herhangi bir n tam sayis1 n = (k +1)m + j seklinde gosterilebileceginden

@nfsn(m B)<((k+1)/k) a,

ve k keyfi oldugundan

li_mwnrsn(A+ B)<a. (3.22)
Diger taraftan, A= (A+ B)—B seklinde gosterilebileceginden

Stcenmej (A) < Sy j(A+B) +5,,,,(B)

veya

Simsj (A+B) 28 1ym,j (A) =85, (B) .

n=km+ j olarak alip n’yi sonsuza gotiiriirsek
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limn's, (A+B) > (k/(k + 1)) a

veya k keyfi oldugundan

limn's, (A+B)>a. (3.23)
(3.22) ve (3.23) bagintilarindan (3.21) bagintisi elde edilir. O

(3.20) ve (3.21)’deki n" fonksiyonunun yerine ¢,(n)=n"L(n) fonksiyonunu koyarak bu
teorem genellestirilebilir. Burada L(v), b (0 <b <) ’nin her se¢imi ve V, >0 , V, >0,

Vv, /v, > b igin
limL(v,)/L(v,) =1
olacak sekilde pozitif , keyfi bir fonksiyondur.

3.3. Tam Siirekli Operatorlerin s-Sayilari, Ozdegerleri ve Kosegen Elemanlar

Arasindaki iliskileri Gosteren Esitsizlikler

1. Bu alt bolimde H.Weyl’in elde ettigi sonuglar, onlarin ispatlarinda bazi degisiklikler

yapilarak verilecektir.

Yardimer Teorem 3.3.1 ( Weyl, 1949; Horn, 1950 ): A tam siirekli lineer bir operator ve

s; =5;(A) (j = 1,2,...) olsun. O zaman ¢,,@,,...,@, vektorlerinin herhangi bir sistemi i¢in

det[(Ag,, Ag, ) <s3s2..52 det[(p,. 0 I - (3.24)

Ispat. e i (j =1,2,...) ile A"A operatoriiniin 6zvektorlerinin tam ortonormal bir sistemini

gosterelim. O zaman
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(A(p,-,Acok)= (A*Aco,-,cok)=is|2(¢,-,el )(epcok)-

=1

dir. Bu nedenle A=[(A(0 i» Ag, )]T kare matrisi A=B.B* seklinde gosterilebilir. Burada B bir

dikdortgen matristir.
B=[s.o.e, )Jﬁzi:z?:f::’”

Determinantlar Teorisinden Binet-Cauchy teoremi geregince

12... nr,...r
det A= ) @( n}@*(;; ”] (3.25)

1<n < <.<r, <o r] rz cee r-n . n

, 12
dir. Burada 3
nr...r

) 1 2... n satirlarinin 1, 1, ... 1, siitunlar ile kesisiminden olusan
n

B matrisinin mindrini belirtmaktedir.

,,,,,,

12...n 12...n
q{ ]s ; w[ j
nr...r, o " nr...r,

olacagi aciktir ve (3.25)’ten dolay1

12... rr...r
detA <s’s,’.s” Y go( ”J@*(;Zz n]

1,0 ey r-1 r2 cee r-n . n

dir.
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Y il U Il ORI LRI I Y

b sl nr...r 12... p— |

oldugundan (3.24) bagmtisinin gegerli oldugunu goriiyoruz.

Yardimer Teorem 3.3.2. A herhangi bir lineer tam siirekli operator ve ¢; (j =1,2,...,r(A))

ortonormal sistem olsun. Eger
(Ap;.0;)=5,(A) (j=12.r(A) (3.26)

esitligi gergeklesirse o zaman A operatdrii normaldir ve ¢; (j =1,2,...,r(A)) R(A)’da

0zvektorlerinin bir tam sistemini olusturmaktadir.
Ispat: Gergekten

st (A =[(Ago ) <|Ap| = (A*Ap,0)

ve

! (A) = max(A* Ag,¢)

oldugundan

5'(A)=(A*Ag,.0,)

dir. Ozdegerlerin minimax 6zelliklerinden son esitlik
A*Ap =5/ (A) ¢,

oldugunu gostermektedir.
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s2(A) =|(Ap,.0, )" <|Ag,| =(A*Ap,,p,)
Ve

s2(A)= max (A*Ag,p)

lel=L(0.01)=0
bagintilarindan
A*Ap, =s;(A) ¢,
esitligi elde edilir. Ayni sekilde devam ederek
A*Ap, =si(A) ¢, (j=12,...r(A)
elde edilir.

Sonug olarak ¢; (j=1,2,..,r(A)) A* A operatdriiniin sifirdan farkli 6zdegerlerine karsilik

gelen 6zvektorlerinin bir tam sistemini olusturmaktadir.

Burada A*A operatdriiniin ve dolayisiyla A operatériiniin de, tim ¢; (j =1,2,...,r(A))

vektorlerine ortagonal olan X alt , 6zdes olarak sifir oldugu anlasilmaktadir.

Ayn1 muhakeme sonucunda A* operatoriiniin de X alt uzayinda 6zdes olarak sifir oldugu

gosterilebilir. Oyleyse herhangi bir f eR(A) vektorii

r(A)

j=1

seklinde gosterilebilir. Ozel olarak

r(A)

Ap; =D (AP, p)p; - (3.27)

k=1
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Sonug olarak

r(A)

(AcojaAco,-): Z\(Aco,-,cok)f : (3.28)
k=1

(Apy.0))| =5, (A)=(Ap;.Ap))
oldugundan (3.28)’den
(Ap;,0)=0 j=k

bulunur.

Boylece (3.27)’den Ag; = (Ap;,Ap;)p; (j=12,..,r(A)) elde edilir ve dolayisiyla A

operatorii agagidaki sekilde gosterilebilir.

r(A)

A= Z(A¢ja¢j)(-a¢j)¢j .
=

Yardimei Teorem 3.3.3 ( Schur ): A: H — H herhangi bir tam siirekli operator ise

Aw; =a,w, +a;,w, +..+a;w,; (j=12,.,v(A))

olacak sekilde bir {W i }IV(A) < H ortonormal sistemi vardir. Burada

a; = (Aw,,w,)=1,(A) (j=12,.,v(A).

Yardimci Teorem 3.3.4 ( Weyl, 1949 ): A herhangi bir tam siirekli lineer operator olsun. O
taktirde

2, (A, (A).. 2, ()] < 5, (A)S, (A)...5, (A) (N=12,...,v(A)) (3.29)
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dir. Eger v(A) =r(A) (£ ) ise, 0 zaman (3.29) bagintilarindaki esitlik ancak ve ancak A

operatdrii normal ise saglanir.
Ispat. Yardime1 Teorem 3.3.3. geregince
Aw; =a,w, +a;,w, +..+a;w; (j=12,.,v(A))

v(A

olacak sekilde ortonormal bir {Wj }1 ) sistemi segilebilir. Burada

a; =(Aw ,w,)=2,(A) (j=12,.,v(A) . (3.30)

Yardimer Teorem 3.3.1.’den dolay1

det[(Aw,, Aw, )" <5.%5,7..8,” (N <v(A) (3.31)
min( j,k)
(ij,Awk): Z; (AWj,Wq iAwk,Wq)
q=
oldugundan

2

det[(Aw,, Aw, )|! = det[(Aw;,w, )| det|(Aw;, w, )] = |detl(Aw; ,w, )]

dir.
det[(Aw,, Aw, )" = 2, (A4, (A)...4, (A)
oldugunu goz 6niine alinirsa

det[(Aw,, Aw, )" = |2, (A |2, (A .2, (A (3.32)
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elde edilir. (3.31) ve (3.32)’yi karsilastirarak (3.29) bagintisina ulasilir.

Simdi de v(A)=r(A) ve (3.29) bagintilarinin tamaminda esitligin saglandigi durumu

g6zoniinde bulunduralim. O zaman
\zj(A)\zsj(A) (j=12,...,r(A)
(3.30)’dan da

(AW, W) =5;(A) (j=12....r(A)

elde edilir. Buradan Yardimci Teorem 3.3.2.’den A operatorii normaldir.o

Uyari: Herhangi bir sonlu boyutlu A operatorii i¢in (3.29) bagintilarinin sonuncusu ig¢in

esitligin saglandig1 agiktir.
A.Horn calismalarinda gosterdi ki (3.29) bagintilari, onlarin sonuncusunda esitlik esitlik

s6zkonusu oldugunda, sonlu boyutlu bir operatdriin s-sayilar1 ile 6zdegerleri arasindaki

iligkileri tam olarak nitlendirir. Yani

4] =[] = .. 2|4,

LS, 28, 2..25, ;

42y A <8858 (k=12,..,(n-1)),

(A2, 2| £545,..8,

kosullarin1 saglayan herhangi kompleks A4,,4,,...,4, sayilar1 ve herhangi negatif olmayan

S,,S,,...,S, sayilar1 i¢in n-boyutlu uzayda
A, (A)=4; ve s;(A)=s; (j=12,.,n)

olacak sekilde bir A operatorii bulunabilir.
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2.Yardimc1 Teorem 3.3.5.( Weyl, 1949 ; Hardy, Littlewood ve Polya, 1948 ).

d(X) (—oo <X< oo), @¢(—0) = lim¢(—X) = 0 kosulunu saglayan yukar1 konkav bir fonksiyon

olsun. {aj}lN ile {bj}lw (W < o0)

k k
da;<>b (k=12,.,w)
j=1 =1

esitsizligini saglayan artmayan reel say1 dizileri ise

S da,)<>gb,) k=12,.,w).

j=1 j=1

Ozel olarak, W= oo ise i¢(a J- )S i¢(bj) dir.

j=1 j=

Ayrica ¢(X) fonksiyonu tam konkav ise o zaman

ZW:¢(aJ )= ZW:¢(bj) (<)

j=1 j=1

esitligi ancak ve ancak a; =b; (j=1,2,...,w) oldugunda saglanir.

(3.33)

(3.34)

Ispat: ¢'(X) (—oo <X < 00) ile ¢(x) konkav fonksiyonunun sol tiirevini gosterelim. Bilindigi

gibi ¢'(x) her yerde tanimli ve negatif olmayan, azalmayan bir fonksiyondur. ¢@(x)

fonksiyonunun Yy, = max(y,0) olmak iizere

0

$(0) = [(x-u),dg' ()

—0

seklinde ifade edildigini ispatliyacagiz. Gergekten

(3.35)
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X

[(x=u).dg'(u) = [(x-u),dg'W) = [¢'W)du—(x+N)}-N) (=0) (3.36)

-N -N

Burada N herhangi bir pozitif sayidir. (3.36)’nin sol tarafinin pozitifliginden
(X+N)¢'(=N) < JX;‘¢'(U)0|U =9(X)=p(=N) <p(x) (x>-N) (3.37)
elde edilir. Buradan da
@N¢'(—N)<oo, lim ¢'(=N) = 0 (3.38)
bulunur. X — o iken @¢(x) — 0 oldugundan (3.37) ve (3.38)’den

lim(x+N)¢'(=N) = lim Ng'(-N) =0

sonucuna varlir.

#(X) fonksiyonunun (3.35) bagintisini elde etmek i¢in (3.36)’da N — oo iken limite gegmek
kaldi. (3.35)’ten

> 4@@) = [A(0d¢'(x) (3.39)
yazilir. Burada
Ak(x) = Z(aj - X)+

j=1

dir. Benzer sekilde

> 4(b)) = [B,(0dg (%) (3.39)
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Burada
k
Bk (X) = Z(bl - X)+
j=1
A, (X) ve B, (X) fonksiyonlai arasinda agagidaki iliski vardir.

A (X)< B (X) (~o<x<o; k=12,.) (3.40)

Gergekten x < min(ak ,b, ) , X =D, esitsizliklerinin herhangi bir tanesini saglayan

tim X ’ler i¢in (3.40) bagintis1 aciktir.

Simdi a,,, <x<a, ve b

g S <x<b, (p,qﬁk) olsun. O zaman p > q i¢in

p+l1
q q

A(X)=Ya,-agx<> b, - qx+(bOI+1 —x)+...+(bp —x)z B, (X)
i=t j=1

ve p<(q icin
q ]

A=Y a, = gx< b, = gx= (b, —x)-...=(b, = x)= B, (%)
j=1 j=1

dir. (3.40) esitsizligi ve (3.39) ile (3.39°) bagintilarindan (3.33) esitsizligi elde edilir.

(3.34) esitsizliginin ne zaman gergeklestigini agiklamak i¢in daha zor olan W =

durumunu go6zoéniinde bulunduralim. Bu durumda (3.40)’tan

A(X) = i(aj ~x). <Bx) =Y (b, ~x) (~w<x<w)
j=1
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elde edilir.

(3.33)’ten Zj @(b;) serisi yakinsarsa Zj @(a;) serisi de yakinsar. Ayrica (3.39) ve

(3.39’)’den dolay1
> 0@ = [ Adg' () < [ By de') = o).
j=1 —o . j=1

Son ifadedeki esitlik ancak ve ancak A(X) = B(X) (— 0 < X< oo) oldugunda saglanacaktir. Bu

da sadece a; =b;, (j =1,2,...) oldugunda miimkiindir.

3. Yukaridaki sonuglar bize tam siirekli operatorlerin tam sayilar ile ilgili bir cok

Oonemli sonucu tespit etmeye imkan tanimaktadir.

Teorem 3.3.1 ( Weyl, 1949 ): A tam siirekli bir operator ve f(X) (O <x<ow; f(0)= O),

x=e' (— w<t< oo) dontigiimiinden sonra yukari1 konkav bir fonksiyon olsun. O zaman

Y (a3 t(s,) (i=120m). (3.41)

j=1 j=1

Burada A; = 4,(A), s; =5,(A) (j=12...,v(A)) dir. Ozel olarak v(A) = oo ise

2f(\ﬂj\)éif(sj ). (3.42)

=l

Eger ¢(t) = f(e') fonksiyonu tam konkav ise

S t(a])=2t(s;) (<) (3.43)

esitligi sag tarafin sonlu olmasi kosuluyla ancak ve ancak A operatorii normal ise saglanir.
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Ispat: Bu teorem Yardimci Teorem 3.3.4. ve Yardimci Teorem 3.3.5.’in basit bir

kombinasyonudur. Gerg¢ekten Yardimcr Teorem 3.3.4.’ten dolay1 Yardimc1 Teorem 3.3.5.

a, zln‘/ij

by =Ins; (j=12,...,v(A)

sayllarna ve ¢(t)= f(e') fonksiyonuna uygulanabilir. Buradan da (3.41) ve (3.42)

bagintilar elde edilir.

Simdi ¢(t) fonksiyonu tam konkav ve (3.43) ifadesinin saglandigr durumu g6zoniine alalim.
Eger v(A) sonlu ise o zaman k =v(A) ’y1(3.41)’de yerine koyarak ve (3.43) ile

karsilastirarak

Vﬁ)f(‘ﬂj‘):%f(sj)

ve Vj>v(A) igin s;(A)=0 elde edilir.

Burada her x> 0 i¢in f(x) >0 oldugunu gozoniine aldik. Boylece gézoniinde bulundurulan

durum i¢in r(A) =v(A) ve ayrica Yardimci1 Teorem 3.3.5.’ten
4;(A)=5;(A)  (j=1.2...1(A)). (3.44)

Ayni Yardimcer Teorem 3.3.5.’ten dolay1 v(A) = o« i¢in, (3.43) esitliginden tim j =1,2,... i¢in
(3.44) esitligi elde edilir.

Yardimcr Teorem 3.3.4.°1 hatirlayarak iki durumun her birinde (v(A) <o ; V(A= 00) (3.44)

esitliginin A operatdriiniin normalligini gerektirdigi sonucuna varilir.

Karsit olarak normal A operatorii icin r(A)=v(A) dir ve (3.44) esitligi (3.43) esitligi

beraberinde saglanir. O
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SONUC 3.3.1: Herhangi bir A € o, i¢in asagidaki bagintilar saglanir:

Zn_:\zj (A)\p < Zn_:sj P(A) (p>0;:n=12,..v(A), (3.45)

>

1+ |2, (A))< Th+rs,(8) (n=12....v(A). (3.46)
j=1

j=1
Burada r herhangi bir pozitif sayidir.

Gergekten (3.45) ve (3.46) bagmtilari, (3.41) bagntisinin swrastyla  f(X) = x" ve

t

f(x):ln(l+rx) icin elde edilmis Ozel halleridir. X=e  doniisimiinden sonra bu

fonksiyonlarin yukar1 konkav oldugu kolayca gosterilebilir.

SONUC 3.3.2: Ae o, olsun. Herhangi bir p > 0 sabiti igin

s,(A)=0(n""?) (n— ) (3.47)
veya
s,(Ay=0o(n""?) (n— o) (3.48)

oldugunu varsayalim. O zaman eger A Operatorii sonsuz sayida 6zdegere sahip ise (3.47)

durumunda

2, (A)=0(n""") (n—> ) (3.49)

ve (3.48) durumunda

A, (A)=o(n""?) (n—> o). (3.50)

Gergekten, ilk olarak p <1 oldugunu varsayalim. Bu durumda
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fL@=10+s,A2)

tam fonksiyonu fonksiyonlar teorisinin ( Levin, 1956 ) iyi bilinen teoremlerine goére p.

dereceden tam bir fonksiyon ve ayrica

(3.47) durumunda Inf (r)=0(r") (rTw),

(3.48) durumunda Inf(r=o0(r’) (rTw)

olacaktir.

O zaman ayni ifadeler
f,(2)=]]0+s,(A)2)
n=1

fonksiyonu icin gecerlidir ve (3.46)’dan

r‘n‘gx| f,(2)|< f,(r).

Bu nedenle, biiyiikliigliniin derecesi ve sifirlarinin biiyiikliigiiniin derecesi arasindaki baglanti
ile fonksiyonlar teoreminin ters teoremlerine gore sirastyla (3.49) ve (3.50) baglantilarini elde

edecegiz.

Simdi de p >1 oldugu durumu gozdniine alahm. v > p seklinde bir tamsay1 secerek A" (A)

ve S,” (A)sayilarini olusturalim. Bu sayilar igin yeniden

ﬁ(1+/1jV(A)Z

J=1

gf[(1+sjV(A)|z|)
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bagmtis1 saglanacaktir. Bundan dolayr A, (A)sayilarinin s " (A)sayilan ile ayn1 azalma

derecesine sahip olacagi kanisina varabiliriz. O

3.4. Tam Siirekli Operatorlerin Toplam ve Carpimlarimin s-Sayilar i¢cin Esitsizlikler

Bu boliimde Weyl’in arastirmalari ile yakindan ilgili olan K.Fan ve A.Horn inceleyecegiz.

1. Asagidaki basit yardimci teorem oldukea yararlidir.

Yardimei Teorem 3.4.1. ( Fan, 1951 ). A€ o, olsun bu durumda herhangi bir n pozitif

sayist i¢in

max

i(UA«/ﬁ,-,qﬁ,i = _n 5;(A) (3.51)

j=1 j=1

dir. Burada maksimum tiim iiniter U operatdrleri ve {¢ j }T , ortonormal sistemleri lizerinde

almmustir. Ozel olarak
PALYRAEDWACY (3.52)
j=1 i=1

dir.

Ispat: P ile ¢ ; (=1,2,...,n) tabanina sahip olan alt uzaya izdiistim operatoriinii gosterelim. O

zaman A = PUAP olmak lizere

n

: (UA(PJ'>¢;): _ZH:(A1(PJ"¢])

j=1 j=1
dir. Lineer cebirden iyi bilindigi gibi

n

SPA, = Zn:,(A1§0ja§0j): Z/lj(Al)'

j=1
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Sonug 3.3.1.’den dolay1

n

Sla(a)<Ys,(A)

j=1 j=1
Diger taraftan, (3.8) ve (3.9) esitsizliklerine gore
s;(A)=s,(PUAP)<S (A) (j=12,..n).

Bu nedenle

Zn:(UA% » P

j=1

<5, (A).
j=1

Burada esitligin k halinin de oldugunu gosterelim. Bunu yapmak i¢in A operatoriini

A = VT kutupsal bigimde tanimlayip e; (j =1,2,...,n) ile de T operatdriiniin 6zvektorlerinin

bir tam ortonormal sistemini gdsterelim.

UAe; =V *Ae; (=Te;) (j=12,..,n)

olacak sekilde bir initer U operatdriiniin var oldugu agiktir. Bu operator igin

Boylece (3.51) bagntisi elde edilir. Buradan da (3.52) bagintis1 elde edilir.Gergekten , U

U,*p,=e"p,, ¢, =arg(Ap,,p,) (j=12,...n)

olacak sekilde herhangibir liniter operator ise

Z‘(Awi’%]: Z(UOA(DJ’(Dj)S Zsj(A)-
j=1 j=1

j=1
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Yardimci Teorem 3.4.2 ( Horn, 1950; Fan,1951 ). Herhangi A, B € o, operatorleri igin

ll[sj (AB) < ll[sj (A).]l[sj (B), (n=12,.) (3.53)
ﬁsj(A+ B)Sﬁsj(A)+ﬁsj(B), (n=12,..) (3.54)

bagintilar1 vardir.
Ispat: Yardime1 Teorem 3.3.1.°den her tam ortonormal e ; (J=12,..,n) vektorler sistemi igin

n n

det[(ABe,, ABe, )T <[ Ts,"(A).det[(Be,.Be, T <[ Ts, (W] [s,’(®) (3.55)
j=1 j=1 j=1

dir. Burada e; olarak B* A* AB operatdriiniin 6zvektorlerinin bir tam sistemi segilirse
det|(ABe,, ABe, )| =] s,*(AB)
j=1

esitligi yazilir. Dolayisiyla (3.55)’ten (3.53) elde edilir.

Yardimer Teorem 3.4.1.°den yararlanarak ¢, (j=1,2,...,n) vektorlerinin bir ortonormal

sistemini ve

n

>u(a+ B)¢j,¢j)=Zn‘,S,-(A+ B) (3.56)
i=1

j=1
olacak sekilde bir U f{initer operatdrii segebiliriz.

Bu nedenle, ayn1 Yardimci Teorem 3.4.1. temeline dayanarak
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n s;(A+B)<

=1

n

(UA(DJ' Pi )t

(Uquj, *Zs (A)+Zs (B)

i=1

—

j=1
esitsizligini elde ederiz. O
(3.53) esitsizligi Horn, 1950 ve (3.54) seitsizligi de Fan, 1951 tarafindan gosterilmistir.

2. Yardimci teorem 3.4.1 ve Yardimci teorem 3.4.2.°den yararlanarak asagidaki teoremler ve

sonuglar ispatlanir.

Teorem 3.4.1. ( Fan, 1951 ). A ve B tam smirli lineer operatorler ve f(x) 0< X<

f(0) = 0 olacak sekilde azalmayan, yukar1 konkav bir fonksiyon olsun. O taktirde

k k
3 (s, (A+B) <Y (s, (A)+5,(B)  (k=12,.) (3.57)

j=1 j=1

ve dolayisiyla

if( A+B)Sif(5,-(A)+S,-(B))- (3.58)

j=1 j=1

Ispat: Gergekten (3.57) ve (3.58) bagintilar1 dogrudan Yardimei Teorem 3.4.2. ve Yardimci
Teorem 3.3.3.’ten elde edilir. Eger

:S(A+B)
;=S,(A)+S,(B)

Ve

S0 = {f(x) 0< X<

—0<X<0

ifadelerini Yardime1 Teorem 3.3.5.’te yerine koyarsak (3.57) ve (3.58) elde edilir.
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Teorem 3.4.2 ( Horn, 1950 ): Eger f(x) (0 < X < o0; f(0)=0) fonksiyonu X =" (=0 <t < 0)

doniisiimii ile yukar1 konkav oluyorsa o zaman herhangi lineer tam siirekli A ve B operatdrleri

i¢in
k k
3 f(s,(AB)< > f(s, (A)s,(B)) (k=12,.) (3.59)
i=t j=1
ve dolayisiyla
i f(s,(AB))< i f(s,(A)s,(B)). (3.60)

Ispat: Gergekten Yardimer Teorem 3.4.2 ve Yardimecr Teorem 3.3.5. geregince (3.33) ve
(3.34) bagmntilarinda a;veb; yerine sirasiyla ln(s j(AB)) ve ln(s i (A).s j(B)) yazmak
kosuluyla (3.59) ve (3.60) bagintilar1 elde edilir.

SONUC 3.4.1: Herhangi lineer tam sinirli A ve B operatorleri igin

3 (s,(AB))< Z(sj (A).s;(B)) (k=12,..). (3.61)

k
j=1 j=1

Gergekten (3.61) bagintisi f(t) = t i¢in (3.59)’dan elde edililmistir.

(3.57) - (3.61) esitsizlikleri n tane A, A,,..., A, operatdrlerinin durumuna dogal olarak

genellestrilebilir.

SONUC 3.4.2: Herhangi bir lineer tam stirekli A operatorii ve herhangi n=1,2,...; p>0 sayilar1

icin asagidaki esitsizlik saglanir.

_Zk:(sjp/"(A”))S i(sjp(A)) (k=12,..) (3.62)

j=1 j=1
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(3.62) bagintilart n tane A; = A (j=1.2,...,n) operatori ve f(t) = t"" fonksiyonu igin yazilmus

(3.59) bagintilarindan elde edilir.

3. Eger Aeo, ve {(oj }lw (WS oo) herhangi bir ortonormal system ise o zaman (3.52)’den

dolay1

dlAg.o)<Ys (A)  (k=12,..w)

j=1 j=1

Yardimct Teorem 3.3.5.ten yararlanarak her azalmayan, yukar1 konkav f(X)

(0 <x<oo; f(0)= 0) fonksiyonu i¢in

>E)<Y fls) k=12 (3.63)

j=1 j=1

IA

oldugu soylenebilir. Burada
t = ‘(A(”i"pjl s;=5,(A)  (j=12..,w)

Ozel olarak eger W= oo ise

> t)<3 1) (3.64)

j=1 j=1

Eger f(x) kesin yukar1 konkav fonksiyon ve (3.63) bagintisinin sag tarafi sonlu ise esitlik

durumu ancak ve ancak

A:i(Ag”j’(”jX-:(”j )(0,- (3.65)

j=1

oldugunda s6zkonusudur.
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Genelligi kaybetmeden her j i¢in t; >0 ve t, 21, >... oldugunu varsayabiliriz. Aksi taktirde

{(0 j }lw sisteminden (A(p i ? ): 0 olacak sekilde ¢; vektorlerini atip sézkonusu olan sistemi

yeniden numaralandirabilirdik. Bunu Kabul ederek ve Yardimci Teorem 3.3.5.°in timeline

dayanarak (3.64) bagintilarindaki esitligin ancak ve ancak
‘(A(Dja(oj 1 = Sj(A)
oldugunda saglandigini gdsterebiliriz.

Yardimcr Teorem 3.3.2.°den yaralanarak A operatdriiniin normal ve {(0 j }lw Ozvektorler

sisteminin R(A)’da tam oldugu, yani (3.65) esitliginin saglandig1 sonucuna varilir.

3.5. Ornek:

Bu kisimda tam stirekli bir integral operatdriiniin s-sayilari ile ilgili bir 6rnek verecegiz.
D(L) ile L, [O, 7r] uzayimin

1. y(x) ve y'(x) fonksiyonlar [O, 71] araliginda mutlak stireklidir.
2. y0)=y(z)=0
3. y"(x) e L,[0,7]

kosullarini saglayan tiim y = y(X) fonksiyonlarinin kiimesini gosterelim.

L:D(L) > L,[0,7]
(Ly)(X) ==Y"(x)

lineer operatoriinii gozoniine alalim. L operatdriiniin 6zdegerleri
A =n’ (n=12,..)

ve 0zdegerlere karsilik gelen ortonormal 6zfonksiyonlar: da sirastyla

P, (X) = \/%Sin nx (n=12,.)
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seklindedir.

Sifir sayis1 L operatdriiniin bir 6zdegeri olmadigindan L operatdriiniin L™ tersi vardir. Bu ters

operatorii bulalim. Bunun i¢in f = f(X),L, [O, 7r] uzayinin herhangi bir elemani olmak iizere
(Ly)(x) = f(X) (3.66)
denklemini gézoniine alalim. Bu denklem

—y'(x)=f(x) (3.67)
y(0)=y(7)=0 (3.68)

seklinde yazilabilir. Once (3.67) denkleminin genel ¢dziimiinii bulalim.

X

Y0 =c - f(dt;

0
X t X X
y(X) =C,X+C, —I[ f(r)drjdt =C,X+C, — xJ' f(t)dt+J'tf (Hdt;
0\0 0 0
y(0)=0=c¢, =0
y(r) = cr—z[ f(Odt+ [tf M)dt=0=> ¢, = [ f(Oydt—7" tf t)dt
0 0 0 0

dir. Goriildigii gibi  (3.66) denkleminin ya da (3.67), (3.68) probleminin her

f=1f(t)el, [O, 7r] icin bir tek ¢oziimiim vardir ve bu ¢dziim

y(X) = U f(t)ydt— 7~ jtf (t)dt |x — xJX. f(t)dt + jtf (t)dt

seklindedir. Dolayisiyla
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y(X) = xjf f(t)dt + itf (tHdt -z thf (t)dt

dir. Bu integral operator

' X(r-t), x<t

't (r—x), x>t

G(x,t):{

olmak tlizere

(L7 f)(x) = TG(x,t) f (t)dt

seklinde yazilabilir.

G(x,1),[0,7z]x[0,7] karesinde tammli, siirekli ve reel degerli bir fonksiyondur. Ayrica

G(x,t)=G(t,x) dir. Dolayisiyla L*I:LZ[O,E]—> L2[0,7z] kendine es bir operatordiir. L

operatoriinin ~ dzdegerleri A, =n’ (n=12,...) oldugundan L' operatdriiniin
Ozdegerleri

i, =n" (n=12,.)

dir.

Gergekten f(x)= Sinnx i¢in
(L’lf)(x):x_[Sinntdt+ItSinntdt—ﬂ’lxjtSinntdt
X 0 0

+| -t

X

X T

Cosnt
n

Cosnt
n

Cosnt
n

X
+1J'Cosntdt —7'x —t
n 0

+lj.Cosntdt
n 0

0 0
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X /4
X X X 1 . T 41 .
=——Cosn7z+—Cosnx——Cosnx+—ZSm nt +z'x=Cosnz—rx ‘x—28|nnt
n n n n 0 n n 0
1

X X X
=——(-1)" +=Cosnx ——Cos nx + —
n n n n

Sinnx + 7' x = (~1)"
n

= _1(_1),1 +Xcosnx—-2cos nx+LZSin nx +5(—l)n
n n n n

n
= nl—ZSin nx

ya da

L' (Sinnx) = n?Sinnx (n=12,...)

dir.

Teorem 2.3.22.’den L™"’in tam siirekli operator oldugu elde edilir. L™ operatdrii kendine es

oldugundan

S, (L) = || = 1,

yani

S.(LH=n? (n=12,..)

dir.
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4.SONUCLAR

Bu tez calismasinda tam siirekli operatorlerin Schmidt agilimi, s-sayilarin yaklasik ve
asimtotik ozellikleri incelenmistir. Ayrica s-sayilar, 6zdegerler ve tam siirekli operatorlerin
kosegen elemanlar arasindaki iliskiler, tam siirekli operatorlerin toplam ve ¢arpimlarinin s-
sayilar1 i¢in esitsizlikleri incelenmistir.
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