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ONSOZ

Matematiksel modellerinin olugturulmas:1 uygulamali bilim dallarinda biiyiik bir &nem
tasimaktadir. Bu konuda yapilan ¢aligmalar bilgisayar teknolojisinin gelismesi sonucunda
olduk¢a biiyiik bir hiz kazanmistir. Yapilan arasgtirmalar sonucunda, matematiksel modelleme
problemlerinin genelde diferensiyel cebirsel denklem olarak karsimiza ¢iktigi
gozlemlenmistir. Bu nedenle, diferensiyel cebirsel denklemlerin sayisal ¢oziimlerinin
arastirilmasi, matematiksel modelleme teorisinin gelismesine biiyiik katki saglamistir.

Bu ¢alismanin hazirlanmasinda her tiirlii yardimi benden esirgemeyen ¢ok degerli hocam,
Prof. Dr. Mustafa Bayram’a tesekkiir ediyorum.

(Gahismam sirasinda yol gosterici olan Yrd. Dog. Dr. Ercan Celik ve Yrd. Dog¢. Dr. Nuran
Giizel'e de ayrica tesekkiir ediyorum.



OZET

Bu tezde, miihendislik ve fen bilimlerinde ortaya ¢ikan diferensiyel cebirsel denklem
sistemlerini ¢6zmek igin bir metot sunuldu. Ilk olarak, diferensiyel cebirsel denklem sistemi
keyfi mertebede kuvvet serisine doniistiiriildii, daha sonra ntimerik sistem ¢oziildi. Test
metodumuzda 1-index ile iki farkli problem ele aldik. Problemlerin ¢6ziimleri tam ¢6ziimleri
ile karsilastirildi.

Anahtar kelimeler: Diferensiyel cebirsel denklem, kuvvet serileri, index, keyfi mertebe.
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ABSTRACT

In this thesis, a method is described for solving systems of differential-algebraic equations
arising in sceines and engineering. Firstly, differential-algebraic equations system is
transformed into power series in arbitrary order, then the system solved numarically. We
have handed two kind of problems with index-1 to test our method. The solutions of the
problems have been compared with their exact solution.

Keywords: Differential-algebraic equations, power series, Iindex, arbitrary order.
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1. GIRIS

Yapilan aragtirmalar sonucunda, uygulamali bilim dallarinda, pratikte kargilagilan
problemlerin matematiksel modellemeler olusturmasi biiyiik bir 6nem tagimaktadir. Bu
konuda yapilan galigmalar bilgisayar teknolojisinin gelismesi sonucunda 20. yiizyilin sonuna
dogru oldukg¢a biiyiik bir hiz kazanmistir. Matematiksel modelleme problemlerin genelde
diferensiyel-cebirsel denklem olarak karsimiza ¢iktigi gézlenmigtir. Bu nedenle, diferensiyel-
cebirsel denklemlerin niimerik ¢6ziimlerinin arastirilmasi, matematiksel modelleme teorisinin

gelismesine biiyiik katki saglamisgtir.

Son yillarda yapilan arastirmalar, matematiksel modelleme teorisinde ortaya ¢ikan, bilgisayar
destekli tasarim (CAD/CAM), mekanik sistemlerin simiilasyonu, gii¢ sistemleri, kimyasal
islemlerin simiilasyonu ve optimal kontrol gibi problemlerin matematiksel modellemelerin
sonucu olarak elde edilen diferensiyel cebirsel denklem sistemlerinin sayisal ¢6ziimii tizerinde

odaklanmigtir.

(elik (2002) Diferensiyel-cebirsel denklemlerin Padé yaklasimi ile niimerik ¢6ziimii izerinde
caligmalar yapmistir. Pierlugi Amodio ve Francesco Mazzia (1992) baslangi¢/sinir deger
metotlarini kullanarak diferensiyel cebirsel denklemlerin ¢6ziimlerine uyguladi. Miiller (2000)
diferensiyel cebirsel denklemlerle modellenmis dinamik sistemin iyi yonleri (pros) ve kotii
yonleri (cons) ile ilgili bir ¢alisma yapmistir. Feng-Sheng Wang (2000) miihendislikteki

diferensiyel cebirsel denklemleri ¢6zmek i¢in siralama (Collocation) metodunu gelistirmistir.

Bu metotlarin yamsira diferensiyel cebirsel denklemleri ¢6zmek igin arastirmacilar ¢esitli
bilgisayar paket programlar gelistirmislerdir. Deuflhard (1982) lineer kapali (implicit) 0 ve 1
index'li diferensiyel cebirsel denklem sistemleri igin bilinenden bilinmeyenlerin tahmini
(extrapolation) metodunu kullanarak L/MEX bilgisayar paket programi. Petzold (1989) genel
implicit 0 ve 1 index’li diferensiyel cebirsel denklem sistemleri i¢in Backward diferensiyel
formiillerini kullanarak DASSL bilgisayar paket programi kullandi. Hairer ve Wanner (1992)
lineer kapali (implicit) 0 ve 1 index'li, 2 ve 3 index'li diferensiyel cebirsel denklemlerin
Hessenberg formlar igin Runge-Kutta metodunu kullanarak (baslangi¢ deger problemlerini

¢6zmek igin) RADAUS bilgisayar paket programi ve sinir deger problemlerini ¢dzmek i¢in



COLDAE bilgisayar paket programlarini kullanmislardir.

Kunkel (1995) degisken katsayili genel lineer sistemler i¢in hem Runge-Kutta hem de geri

fark (backward) formiillerini kullanarak GELDA bilgisayar paket programlarini sunmuslardir.

Bu tez ¢alismasinda, diferensiyel cebirsel denklemlerin kuvvet serileri ile ¢éziimlerini elde
etmek igin bir metot sunuldu. Metot, iki degisik test problemine uygulandi. Index'i 1 olan
diferensiyel cebirsel denklemler keyfi dereceye kadar kuvvet serilerine donustiiriildii.
Sonra, diferensiyel cebirsel denklemlerin yaklasik ¢6ziimleri elde edildi. Keyfi dereceye kadar
kuvvet serilerine dontistiirilen diferensiyel cebirsel denklemlerin ¢6ziimleri tam ¢oziimlerle

karsilastirildi.



2. TEMEL BILGILER

2.1 Onbilgiler

Bu boliimde, tezdeki bosluklari doldurmak i¢in ¢alismada kullanilan bazi temel kavramlar
verilecektir. Diferensiyel denklemlerde bulunan bilinmeyen fonksiyonun tek bir degiskene ya

da birden fazla degiskene baglh olup olmadigina bakilir.

2.1.1 Tanmm: Bir bagimsiz degisken ile bir bagimli degisken ve bagimli degiskenin bagimsiz
degiskene gore tiirevlerini i¢ceren denkleme diferensiyel denklem denir. Bu tiir denklemlerin

en genel formu;
f‘(x,_}")v'_)""._"y(',)) E O

seklindedir. Burada y", y 'nin x 'e gore » 'yinci tiirevidir. Yukaridaki denklemi y” ye gore

¢Oziillirse

elde edilir. Bu da denkleminin agik formda yazilmis halidir.

2.1.2. Tammm: m inci dereceden bir
m m-1
f(x) =dX-+ax " +..+a,.x+a,
polinomunu g6z 6niine alalim. Bu polinomun sifira esit kilinmasiyla yazilan

f(x)=ax" +ax"" +..+a, x+a, =0

seklindeki denkleme cebirsel denklem denir. Pozitif m tamsayisina f(x)=0 denkleminin
derecesi denir. f(x) polinomunda f(x,)=0 denklemini saglayan x, ye denklemin kokii

denir.

2.1.3. Tamm: Eger f (x) fonksiyonunun x =c¢ de her mertebeden tiirevi varsa



/()

f(x)=f@)+f (©)x—c)+ gy

(x—c)2 +...+f—:qg!5—)(x—c)" P

serisine

fonksiyonunun x, = ¢ 'deki Taylor serisi denir. Eger ¢ = 0 alinirsa bu seriye

)

n
X

= " (o
fw-Y7 ,(

n=0 n

fonksiyonuna Maclaurin serisi ad1 verilir.

2.1.4. Tamm: qa, ve b, gergel sayilarx,x,,...,x, lerde bilinmeyenler olmak {izere n tane

bilinmeyenli m tane lineer denklemden olusan

n
Yax=bi=tEN N

/=1

denklem topluluguna lineer denklem sistemi denir. Bu denklem sistemi daha agik olarak

agagidaki sekilde gosterilir.
a,.b, € R ve x, bilinmeyenler olmak iizere,

a, X +a,x, +...4a,x, =b

X +a, X 4. +a, x =h

A%, +a,,%, +...+a,.x =b

mn-"n

seklindeki bir ifadeye lineer denklem sistemi adi verilir. Burada A= [au] matrisine sistemin

mxn

katsayilar matrisi ve

Kol



matrislerine de sistemin ikinci yani ve bilinmeyenler matrisi denir.

al 1 al 2 aln 1

a’l a g aZn b2
[A:B] = =R,

am Y m2 amn : bm

matrisine de sistemin genisletilmis katsayilar matrisi denir.

Yukaridaki lineer denklem sistemini, matrisleri kullanarak 4x = B seklinde de gosterebiliriz.
Bir lineer denklem sisteminde, sistemin genisletilmis katsayilar matrisi iizerinde yapilan

elementer satir islemleri, sistemin ¢oztimiinii degistirmez.

1. Yani herhangi 7inci ve jinci satirlar1 kendi aralarinda yer degistirilirse:

S oS

: J
il. Herhangi bir i.satir1, sifirdan farkli bir & sayisi ile garpmak:

S, —>kS, k=0

il Herhangi bir satir1 bir 4 sayisi ile ¢arpip diger bir satira eklemek:
S, > kS, +8§, .

islemlerinden herhangi biri yapilirsa sistemin ¢ziimleri ayni kalir.

[A : B] genigletilmis katsayilar matrisini eselon forma getirerek denklem sisteminin ¢dziimleri
bulunabilir. Yani her satirinin sifirdan farkli ilk elemanindan 6nce gelen sifirlarin sayisi. satir
numarasi biiyiidiikge artiyorsa eselon form uygulanir. Bu metotla sistemi ¢ozmeye Gauss-
Jordan yok etme ve katsayilar matrisini indirgenmis eselon forma getirerek ¢6zmeye de
Gauss-Jordan indirgeme metodu ad1 verilir.

2.1.5. Tamm: A, nxn boyutlu bir matris olsun. Eger |A| # (0 ise A matrisine (tersi mevcut
ise) non-singiiler(regiiler) matris, |A|:O ise A matrisine (tersi mevcut olmayan) singtiler

(regiiler olmayan) matris denir.

2.1.6. Tamm: A4, n. mertebeden bir regiiler matris (IAI # 0 )ise Ax = B lineer denklem



sisteminin tek ¢oztimi vardir ve bu ¢6ziim
x=A"B
esitligi ile verilir. Ayrica;

a, X, +a,x, +...+a,x, =b,

In""n

Bl TlX, +outll: X, = b,

X, +a,%, +...+a,x,=b,

nn=-n

a

nl

lineer denklem sisteminin ¢6ziimii; A, 4 matrisinin determinanti olmak {izere,

b a, .a, a, b .aq, a, a, . b

b, ay, . a,, _ |92 b, .a,, At = ay Gy -0,
= » Xy = seeey BX, =

bn anz ann anl bn % ann anl anZ X bn

¢Ozlimleri bulunur. Ax = B lineer denklemini ¢zmek i¢in uygulanan bu kurala Cramer kurali

denir.
2.1.7 Tanim:

F' bos kiimeden farkl1 bir kiime olsun.

FxF > F
(a.b)>a+h

Fonksiyonu asagidaki kosullari sagliyorsa ( F.+) ye degismeli grup denir.

Her a,b,ce F i¢ina+(b+c)=(a+b)+c

Her abe F ig¢ina+b=b+a



Her a € F igin en az bir 0, € F vardir 6yleki a+ 0, =a

Her ae F enazbirxe F vardirkia+x=0

(iii)’deki 0, elemanina grubun etkisiz elemani denir. (iv)’deki x elemanina @ nin tersi denir

ve —a ile gosterilir.

2.1.8 Tanim:
(F.+) degismeli grubunda FxF — F ,(a,b)—>ab ile tamimlanan fonksiyon asagidaki

kosullar1 saghyorsa F'ye cisim denir;
Her (F {0, }..) degismeli grup
Her a.b.ce F igina.(b+c)=ab+ac,(b+c)a=ba+ca

(F,+,.) cisminde "."igleminin etkisiz eleman1 1., 0 # a € F nin tersi a 'ile gosterilir.
2.1.9 Tanim:

(V.+) degismeli grup, F bir cisim olsun. FxV — V.(k,v)—> kv ile tammlanan fonksiyon

asagidaki kosullari sagliyorsa V' ye F iizerinde vektdr uzay denir.
i) Her ke F v,v, eV igin k (v, +v, ) = kv, + kv,

ii) Her k..k, € F.veV igin (k, +k,)v=kv+kv

iii) (k, &, )v =k (k)

i) LL.V=V

V, F lizerinde bir vektdr uzay1 olsun. F nin elemanlarina skaler, /" nin elemanlarina vektor

denir.
2.1.10 Tanim:

V. F cismi iizerinde bir vektdr uzay1 olsun.

a) v,v,,..v, €V ve k,k,,...k, € F igin kv, + k,v, +...+ k,v, elemanina v,,v,,...,v, nin lineer

kombinasyonu denir.



b) S,V nin bir alt kiimesi olsun. Eger V nin her elemani Snin elemanlarinin lineer

kombinasyonu seklinde yazilabiliyorsa Sye V yi iiretir (gerer) denir.
¢) V. F cismi iizerinde bir vektor uzay1 ve
v, V..V, €V Ve k. k,.....k, € F olsun. Herhangi kv, + k,v, +...+ k,v, =0 denklemi
k =k, =...=k, =0 kosulunda saglamyorsa {v,,v,,....v,}  kiimesinin elemanlarina lineer
bagimsiz elemanlar denir.

d) S, V nin altkiimesi eger S nin her hangi bir elemanlar ailesi lineer bagimsiz ise S ye lineer

bagimsiz kiime denir.

e) S, V nin lineer bagimsiz altkiimesi olsun. S,V yi geriyorsa(iiretiyorsa) S ye V' nin bir

tabani (baz1) denir.

Sonug olarak V', F cismi tizerinde bir vektdr uzayr ve B, V' 'nin bir alt kiimesi olsun. B 'nin

elemanlar lineer bagimsiz ve V' 'yi geriyorsa, B 'ye V' 'nin tabani (baz1) denir.

2.1.11 Tanim:

a pozitif bir reel say1 ve a # 1 olmak ilizere f:R—> R, f(x)=a" fonksiyonuna iistel

fonksiyon, a ya da iistel fonksiyonun tabani denir.

2.1.12 Tanim:

B 2%, B R B R B k) fonksiyonlarinin birinci

mertebeden kismi tiirevleri R” uzaymnin bir D bélgesinde mevcut olsun.

oOF, oF  OF,
o o o,
oF, oF,  oF,
e
o o 9B
s

determinantina £, F,,...,F, fonksiyonlarinin fonksiyonel determinanti veya jakobiyeni denir

ve



(K, F,,... F,)

£ R

FI,FZ,...,F]

veya J
B X
ile gosterilir.

R SR, £ O 2355 X, ), £ (R % X0,

fonksiyonlarinin birinci mertebeden kismi tiirevleri ile olusturulan m satir ve » siitunlu

- S
ox, Ox, Oox,
oh 9 . 9%
ox, Ox, ox,
Vo T ... In
axl ax2 axn
matrisine f, f,..... f, fonksiyonlarinin x,,x,,...,x, degiskenlerine gore fonksiyonel

matrisi veya jakobiyen matrisi denir.

2.2. Diferensiyel Cebirsel Denklemler

Diferensiyel cebirsel denklem sistemi baslangi¢ degeri ile birlikte
F(t.y(l),y'(t)):O (21)

formundadir. (2.1) denklemine genel nonlineer kapali (implicit) diferensiyel cebirsel denklem

denir. Burada y e R” ve r € R dir.

Diferensiyel cebirsel denklem agik formda

F(y',y,x,H)=0 (2.2)
G(y,x,t)=0 (2.3)

seklinde yazilabilir. (2.3) kisminda goriildiigii gibi diferensiyel cebirsel denklemler iizerinde

cebirsel kisitlamalar vardir. Burada y diferensiyel degiskenin ve x de cebirsel degiskenin

vektorleridir. Eger (2.1) sistemi & tane denkleme sahip ve m tanesi diferensiyel degisken ise
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: : . : . : F
(k —m) tanesi cebirsel degiskendir. Degiskenler iizerinde cebirsel kisitlamalarin varhig g—'
‘4

Jakobian matrisinin singiilerligi ile ifade edilir.

Dolayisiyla, burada y' 'ye gére F 'nin Jakobiyeni (%= F‘.] nonsingiilerdir.”
y _

2.2.1. Diferensiyel Cebirsel Denklemlerin Index'i

Bir diferensiyel cebirsel denklem index ile karakterize edilir. Bu yiizden diferensiyel cebirsel
denklemlerin incelenmesinde ve siniflandirilmasinda index 6énemli bir rol oynar. (2.2) ve (2.3)

diferensiyel cebirsel denkleminin bir 6zel formu

y'=f(y.x.t) (2.4)
0=g(x,y.1) de)

olarak yazilabilir. Bu 6zel forma yari-agik(semi-explicit) diferensiyel cebirsel denklem denir.

Burada da y diferensiyel degiskenin ve x de cebirsel degiskenin vektorleridir. Eger ¢ ye gore

(2.3) denkleminin diferensiyeli alinirsa,

y'=f(y,x1) (2.6)

g (y.x1)y'+ g (y.x.1)x' =g, (3, %.1) (2.7)

sistemi elde edilir. Eger g nonsingiiler ise, (2.6) ve (2.7) sistemi kapali(implicit) diferensiyel

denklem olur. Dolayisiyla (2.6) ve (2.7) sisteminin index’ininl oldugunu sdyleyebiliriz.

2.2.1.1. Tamm: F(t,y,y")=0 genel diferensiyel cebirsel denkleminde, y'nin index’i;
(sistemde y ve t cinsinden) y' 'nii elde etmek igin gerekli olan diferensiyelin mertebesinin

minimum sayisidir, veya

‘Unger. J..Kréner.,and Marquardt,W.,(1992), “Structural Analysis of differential-Algebraic Theory and
Applications”. Computers Chem. Engng. 19.867-882
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F(t.y.y')=0
F(tyy\y"=0

sistemiyle de tamimlanir.

Burada p en kiigiik tamsayidir. Simdi index igin agsagidaki 6rnekleri inceleyelim*

y = q(t) skaler denklemi g6z 6niine alalim. Bu denklem, index'i 1 olan diferensiyel cebirsel
denklemdir. Ciinkii y 'ye gore bir diferensiyel denklem elde etmek igin q(t) 'nin bir kez

diferensiyeli alinmalidir.

Vi = (t) Z > e - ' : s s o 2
: sistemine gbre  y, =), =¢,(r) ifadesini elde etmek igin ilk denklemin
b Fadil

diferensiyeli alindiginda y, = y, = ¢, (1) elde edilir. g, (1) nin iki kez diferensiyeline ihtiyag

oldugundan, index 2 dir.

u=q(t)
q( , Sistemini alalim. y; 'e gore bir diferensiyel denklem elde etmek i¢in
Yo =H

y3 =u"=q"(t):y'3 :qm(t)
esitlikleri yazilir. Dolayisiyla ¢(7) 'nin ii¢ kez diferensiyeline ihtiyag oldugundan index'i 3

tir.

Index’i birden biiyiik olan diferensiyel cebirsel denklemleri ¢5zmek genellikle zordur ve hala
aragtirma konusudur. Bu tiir diferensiyel cebirsel denklemleri ¢6zmek igin index
indirgemesine gidilir. Yani, denklem index'i 1 olan diferensiyel cebirsel denklemlere
indirgenir. Bu ¢alismada; index'i 1 olan diferensiyel cebirsel denklemlerin ¢oziimleri ile

ilgilenilecektir.

; Ascher,U.M.,Petzold, L.R.,(1998),” Computer Methods for Ordinary Differential Equations and differential-
Algebraic Equations.” Society for industral and Applied Mathematics 233,
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2.2.2. Diferensiyel Cebirsel Denklemlerin Ozel Formlar:

2.2.2.1. l-index'li Hessenberg Formu

l-index'li Hessenberg formu

x,' =K (xl"xZ’t)
Dol x .1

. F, . " Y e . : 2
seklindedir. Burada [Z—] Jacobian matrisi nonsingiilerdir. (Bu sistem semi-explicit
X,

1-indexli diferensiyel- cebirsel denklem olarak ta bilinir).

2.2.2.2. 2-index'li Hessenberg Formu

2-index'li Hessenberg formu

x; = F](xnxz*’)
0=F,(x.1)

seklindedir. Burada [?](%J Jacobian matrisi nonsingiilerdir.
x| 2

Asagida verilen diferensiyel cebirsel denklemi diisiinelim.

2= /1}'] =Vis
Yy + ¥, :(Zﬂb—sinzt)(y2 +y3)+%(y2 s = )2,

0=y, -y, =2(sint)(y, 1),
0=y, ) —z(yl —1)2’

Burada A bir parametredir ve baslangi¢ sartlari y, (0)=0,y,(0)=1olarak verilmistir. Bu
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diferensiyel cebirsel denklem semi-explicit formda degildir. Diferensiyel cebirsel denklemde

eger

10
M=Ad0 1

1
a—gwrwd
g0 Wy

olarak alinirsa, diferensiyel cebirsel denklem

X, =Ax - 2,,

x'2 =(2/1—sinzt)x2 +z,2,
0=z —(sint)(x, -1),
0=x,—(x-1),

seklinde yazilir. Buradan,

iz Ak 2,
X =<2/1—sin3t)x2 —(sin2 t)(xl =1y,
O=x2—(x,—1)2,

diferensiyel cebirsel denklem sistemi elde edilir. Bu ise 2-indexli hessenberg formundadir’

2.2.2.3. 3-index'li Hessenberg Formu

3-index'Ti Hessenberg formu

xl‘ =4 (xl’xzsx.z’t)’
x, = Fz(xl*xz”)’
Osz(xz’t),

. Ascher,U.M.,Petzold, L.R.,(1998), “Computer Methods for Ordinary Differential Equations and differential-

Algebraic Equations.” Society for industral and Applied Mathematics,240,
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OF, A . g : :
seklindedir. Burada[ : j[@i](@lﬂ ] Jacobian matrisi non-singiilerdir.

ox, )\ Ox, a;
Ornegin,
g =V, : (2.8.a)
g, =v, (2.8.b)
v =—Ag, (2.8.c)
v =il =% (2.8.d)
0=g’+¢> -1 (2.8.)

diferensiyel cebirsel denklem sistemini ele alalim. (Burada /1=/1(t) bilinmeyen bir

fonksiyon ve g bilinen bir fonksiyondur.(2.8.e) denkleminin diferensiyeli alindiginda,

99, + 9,9, =0 (2.9)
denklemi elde edilir. (2.8.a) ve (2.8.b) denklemleri (2.9)'da yerine yazilirsa,
qv +4q,v, =0 (2.10)

elde edilir. (2.9) denkleminin diferensiyeli almir ve (2.8.a) ve (2.8.b) denklemleri bu

denklemde yerine yazilirsa,

GV, + Gy, +v; +v; =0 2.11)
elde edilir. (2.8.c) ve (2.8.d) denklemleri, (2.11) de yerine yazilirsa,

-A-¢,g+v} +vI =0 (2.12)

elde edilir. (2.8.c) ve (2.8.d) denklemlerinde (2.12) denklemi yerine yazilir. ¢ ve v igin bir

diferensiyel denklem elde etmek igin (2.12) denkleminin ardigik ii¢ diferensiyeline ihtiyag

vardir. Dolayisiyla bu denklemin index'i 3 oldugu soylenebilir. Bu sistem 3-indexli

Hessenberg formundadr.
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2.2.2.4 r-index'li Hessenberg Formu

Simdi,
F(t.y,y)=0
diferensiyel cebirsel denklemini g6z 6niine alalim. Eger bu denklem

BB x %, 5.0xt)
LR E,, . %, 1)

> Vp—12

! I

X F(x_,_,.x,....,x,_,.t),3 Sisr~1

r

0=F (x,_.t)

seklinde yazilir. Burada Jacobian - o Sl &5 matrisi nonsingiilerdir.
o ox,, ox, )\ Ox

- r

Bu denkleme » -indexli Hessenberg formu denir”

2 Brenan,K.E.,Campell,S.L.,Petzold,L.R.,(1989).,”Numerical Solution of Initial-value problems in Differential-
Algebraic Equations”
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2.3. Kuvvet Serileri

2.3.1. Tanim:

x bir degisken ve ¢ bir sabit olmak tizere

ia,,(x—c)” =a, +aq, (x—c)+a2(x—c)2+---+a"(x—c)" derce

n=0

serisine ¢ merkezli kuvvet serisi denir. Eger bu tamimda ¢ = 0 alinirsa

i
Za,,x" =a,+ax+a,x +---+ax" +:-
n=0

elde edilir. Ayrica x = ¢ olmasi durumunda ) a,(x-c)" =g, olur.
n=0

2.3.2. Kuvvet Serilerinin Aritmetigi‘

f(1), g(t) ve h(t) birer kuvvet serisi olmak tizere;

katsayilar1 arasinda toplama ¢ikarma ve ¢arpma islemlerinde su 6zellikler vardir.

h(0)=71 (1) 2 g (1) A" (1) = 1) ["](t):

( h[] Zf["’]
/(1)

- (){f['v] 1) Zh[n " [:1(,)};
h(t)= £ (t)" ) (1) = ()0 ) .n> 0 igin

0= S i) M0

"Barrio R.,(2005), “Performance of the Taylor series method for ODEs/DAEs” Applied

Computation, 163 525-545

Mathematics
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o,
h(t):e(/(')), h[O](t):e('/ o) ve n>0 igin,

h(t)=n(/ (1)), (1) =In( £ (t)) ve n>0igin
1 n-1

Py — L LA LS iV ) A L
W0 =iz 10 -5 S =) 0

g(t)=cos(f(t)) ve h(t)=sin(f(t)),
|

(1) =cos(11(1). (1) ==L 3°i# 1 0) 110

i=1

#1(0)=sin(£(0)). #(0) =13 i () 1)

h(t) = arctan(f(t)), Al ()= arctan(f[O] (t)) ve n>0 i¢in

OB WARIOYAI0)

e ()= L0 i () A () .
#0) H(fm([))z(f )-8 40

seklinde bagintilar vardir.
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3. MATERYAL ve YONTEM

3.1. Diferensiyel Cebirsel Denklemleri C6zmek I¢in Niimerik Metot

F(y,y,x)=0 G4

wlx) =30, y'(x) =¥ (32)

seklinde verilmis diferensiyel cebirsel denklemi g6z Oniine alalim. Burada F ve y her
mertebeden diferensiyellenebilen vektorel fonksiyonlardir. Baslangic degerleri yerine

yazildiginda bu denklem,

F(y(xo).y'(xo).xo) =0

seklini alir. (3.1) denkleminin ¢6ziimlerinin

Y=Y +yx+ex’ (3.3)

seklinde oldugunu kabul edelim. Burada e,y, vey, ile aym boyutta olan bir vektorel

fonksiyondur. (3.1) denkleminde (3.3) ifadesi ve tiirevleri yerlerine yazilip yiiksek dereceden

terimler ihmal edilirse,
Ade=B 3.4)

seklinde e¢'ye gore lineer denklem sistemi elde edilir. Burada 4 ve B sabit matrislerdir. (3.4)
denklemi ¢oziiliirse e degeri bulunur ve bu e degeri (3.3) denkleminde yerine yazilir. Yiiksek
dereceden terimler igin yukaridaki islemler tekrar edilirse (3.1) denkleminin ¢6ziimii igin

keyfi dereceden kuvvet serileri elde edilir.

3.2. Niimerik Metodun Kuvvet Serilerine Uygulanis

(3.3) fonksiyonu (3.1)'de yerine yazildiginda
F(x)= fy + fix+ fyx7 + 4 (S + Dy o+ Py ) X" (3.5)

seklinde bilinen kuvvet serisinden farkli, (3.5) gibi baska bir kuvvet serisi tanimlayalim.
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Burada p,,p,....,p, ler sabitlerdir. ¢ .e,,...,e, (3.3) denklemindeki e vektoriiniin tabanidir,

m ise e vektdriintin boyutudur. (3.3) denklemindeki y, m elemanli bir vektérel fonksiyondur.

(3.3) denkleminden
Y, =Y otV X+y,X +-+ex" (3.6)

olarak tammlamr. y,, » ‘nin i nci elemamdir. (3.1) denkleminde, (3.6) ifadesi yerine

yazilirsa
[ = (f,"” + Dot p e, )x"" +O(x”"+') (3.7)

elde edilir. Burada f, (3.1) denklemindekif(y,y',x) 'in i.elemamdir. Eger f(y,y'x), y' 'nii

igeriyorsa j = 1; igermiyorsa j = 0 dir. (3.4) ve (3.7) den;
A, =P, (3.8)
B=-f (3.9)

seklinde lineer denklem sistemi elde edilir. Bu lineer denklem sistemi ¢doziiliirse
e,(izl....,m) bulunur. Bu e, degeri (3.6) denkleminde yerine yazilirsa n.dereceden bir
polinom olan y,(i=1...m) elde edilir. (3.6) denkleminden (3.9) denklemine kadar bu
islemler tekrar edilirse (3.1) denklemindeki diferensiyel cebirsel denklemin ¢6ziimii igin keyfi
dereceden kuvvet serileri elde edilir. x 'in adim aralig1 / olsun. Bu deger y ve y de yerine
yazilirsa, x = x; + h noktasinda y ve y elde edilir. Eger bu islem devam ettirilirse (3.1)

diferensiyel cebirsel denkleminin niimerik ¢6ziimii elde edilmis olur.
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4. ARASTIRMA SONUCLARI

Test problemi* 4.1

x' =1, 4.1
0=x+)°, 4.1
Diferensiyel cebirsel denklemini g6z 6niine alalim. Baslangig sartlar

%(0)=-1 »,(0)=-1. (4.2)

Problemin tam ¢6ziimleri asagidaki sekildedir.
y=t-Ly, =—J1-t. (4.3)
Baslangi¢ degerlerinden (4.1) denkleminin ¢6ziimlerinin

yl([):yo_l+e1t:_1+€lt "
yz(t)zyo‘z +32[=—1+62[ F

seklinde oldugunu kabul edelim.

(4.4) denklemi ve tiirevleri (4.1) denkleminde yerine yazilir yiiksek mertebeli terimler ihmal

edilirse,

e, -1+0(1)=0,

(e,—2e,)1+ O(r*)=0, (4.5)

(3.7) formundaki denklemi elde edilir. (3.8) ve (3.9) denklemlerine karsilik gelen lineer

denklem sistemi

A:(1 Oj,Bz[l}ve e=[elJ (4.6)
1 -2 0 e,

olup verilenlerden Ae = B esitliginden denklem ¢oziiltirse

" Basem S.A, (2006) “Continuation method for computing certain singular points for index-1 differential
algebraic equations”, Applied Mathematics and Computation 175, 1026-1038



i-ale)-(o) w

1
e:[O.Sj (4.8)

olarak bulunur. Bulunan degerler (4.4) denkleminde yerine yazilirsa

y(t)=-1+¢
] (4.9)
k)= =1 +=1
» (1) 5
olur. (4.9) denklemini kullanarak (4.1) denkleminin ¢oziimleri
w(t)=-1+r+ef’
(4.10)

y:(t)=—1+%t+e312

seklinde oldugu kabul edelim. Benzer sekilde (4.1) denkleminde (4.10) denklemi ve tiirevleri

yerinde yazilip yiiksek mertebeden terimler ihmal edilirse

2e1+0(t’)=0

4.11
(i—+e,—2e2jt3+0(t3)=0 ; )

elde edilir. Burada

A=(2 °J.3=[° )vee=(e'] 4.12)
b2 025 e,

dir. Ae = B lineer denkleminden

2 e e

0
- 4.14
: (0.125) e

elde edilir. Buradan
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1+t

Y (’)

v, (1)=-1+0.5t+0.125¢*
olur. Ayni sekilde yukaridaki islemler devam edilirse

y,‘ (t) =—1+t
Y, (l) =—1+40.50000000007 + 0.1250000000¢> + 0.06250000000¢* + 0.03906250000¢*

+0.02734375000¢° +0.0205078125¢° +0.1611328125¢” +0.013092041027*
+0.01091003418¢’

Dokuzuncu dereceye kadar y; (r),y; (1) kuvvet serileri elde edilir.

Simdi tam ¢6ziimle yaklagik ¢6ziimleri agsagidaki tablo ve sekilde karsilastiralim.

Cizelge 4.1 Test problemi (4.1) deki y, (¢)ile y, () nin kargilastiriimast.

! ¥, (1) v (1) INOESNG
0.1 -0.9486832981 -0. 9486832982 1x107"°
0.2 -0.8944271910 -0.8944271921 1.1x10°°
0.3 | -0.8366600265 -0.8366601006 7.41x10°
0.4 | -0.7745966692 -0.7745981600 1.4908x10°°
0.5 -0.7071067812 -0.7071228325 6.806613x107*
0.6 | -0.6324555320 -0.6325735248 1.179928x10™*
0.7 | -0.5477225575 -0.5484032188 6.806613x107*
0.8 | -0.4472235955 -0.4506240000 3.4104045x10°°
0.9 | -0.3162277660 -0.3329442928 1.67165268x10™
1.0 0 -0.1854705810 | 1.854705810x10""

(4.15)
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104
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Sekil 4.1 Test problemi (4.1) deki y,(7) ve y;(t)in grafigi

Test problemi* 4.2

y(x)=e"+y,(x)+xp,(x)

(4.16)
y,(x)=cosx

Diferensiyel cebirsel denklemi verilsin. Baslangi¢ sartlar

3(0)=1, y,(0) =1, y,(0)=2, »,(0)=0

dir. (4.17)
Problemin tam ¢oziimleri asagidaki sekilde verildi.

Yy, =€ +xcosx 4.18)

Y, =cosx

seklindedir.

Weiming Wang , (2005) , “An algorithm for solving DAEs with mechanization”, Applied Mathematics and
Computation, 67 1350-1372
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Baslangi¢ degerlerinden (4.16) denkleminin ¢éziimlerinin

N (x) =i +y(l)_lx+e|x2 =1+2x+e,x2

; 3
Vs (x) = Vo2 T Vo X tex = 1 +e2x2

Seklinde oldugunu kabul edelim.

(4.19)

(4.19) denklemi ve tiirevleri (4.16) denkleminde yerine yazilir yiiksek mertebeli terimler

ithmal edilirse,

0

(~1+2¢,)x+0(x")

[%+ezjx2 + 0(x3)=0,

(4.20)

(3.7) formundaki denklemi elde edilir. (3.8) ve (3.9) denklemlerine karsilik gelen lineer

denklem

[2 0
A= .B
01

os)e=(2)

olup verilenlerden Ae = B esitliginden denklem ¢oziiliirse

)
(3]

elde edilir. Bulunan degerler denklemde yerine yazilirsa

olur. (4.24) denklemini kullanarak (4.16) denkleminin ¢6ziimleri

(4.21)

(4.22)

(4.23)

(4.24)
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¥, (x)=1+2x+%x2 +ex’
5 ; (4.25)
yz(x)=l—§x' +e,x’

seklinde oldugunu kabul edelim. Benzer sekilde (4.16) denkleminde (4.25) denklemi ve

tiirevleri yerinde yazilip yliksek mertebeden tiirevler ihmal edilirse

(e, +D)x’ +O(x*) =0

4.26
e,x’ +0(x")=0 o

denklemleri elde edilir. Burada

o1)2- (o))
A= B= = (4.27)
01 0 e;

dir. Ae = B lineer denklem sisteminden

30)(¢) (-1 e
01)le,) L O s
-1/3

- 4.29

7 =

olarak bulunur. Buradan

b2 (x)=l+2x+%x2 —%x3

(4.30)

olur. Benzer sekilde yukaridaki islemlere devam edilirse

¥ (x) =142, x +0.5000000000 x° -

0.3333333333. x° +0.04166666667 x* +0.05000000000 x° +0.001388888889 x° -
0.001190476190 x” +0.00002480158730 x*+0.00002755731922 x’



y; (x) =1-0.5000000000 x> +0.04166666667 x* -0.001388888889 x° +0.00002480158730 x*
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Dokuzuncu dereceye kadar y; (x),y; (x) kuvvet serileri elde edilir.

Cizelge 4.2 Test problemi (4.2) deki y, (x)ile y; (x)nin karsilagtiriimasi

x () ” (%) () =y ()
0.1 1.204671335 1.204671335 0
0.2 1.417416074 1.417416074 0
0.3 1.636459755 1.636459755 0
0.4 1.860249096 1.860249096 0
0.5 2.087512552 2.087512551 0.110°
0.6 2.317320169 2.317320169 0
0.7 2.549142238 2.549142236 0210
|
| 0.8 2.782906295 2.782906288 0.710°
0.9 3.019052082 3.019052064 0.18 1077
1.0 3.258584134 3.258584106 0.28 10~







Cizelge 4.3 Test problemi (4.2) deki y, (x)ile y, (x)nin karsilagtirilmast

28

x ¥, (%) ¥, (%) ¥,(x) = y;(x)
0.1 0.9950041653 0.9950041653 0

0.2 0.9800665778 0.9800665779 -0.110°
0.3 0.9553364891 0.9553364891 0

0.4 0.9210609940 0.9210609941 01167
0.5 0.8775825619 0.8775825622 -03107°
0.6 0.8253356149 0.8253356166 £ 17 10°%
0.7 0.7648421873 0.7648421951 0.78% 10}
0.8 0.6967067093 0.6967067388 -0.295 1077
0.9 0.6216099683 0.6216100638 -0.955 1077
1.0 0.5403023059 0.5403025794 DI85 "




.

serisi 1

et

¥
T
-

&
in

2(0)

: o (o
i o 2§

R




30

5. TARTISMA ve SONUC

Bu ¢aliyjmada sunulan kuvvet serileri ¢oziim metodu, diferensiyel-cebirsel denklemlerin
niimerik ¢oziimleri igin etkili bir metottur. Metot test problemlerine uygulandi.

Problemlerde tam c¢oztimlerle, kuvvet serileri ¢6ziimii ile elde edilen niimerik ¢oziimler
tablolar ve sekiller {izerinde karsilastirildi. Bu kargilastirma sonucunda tam ¢6ziimlerle kuvvet
serileri ¢oziimii uyumlu oldugu gériildii.
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