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SIMGE LISTESI

R Reel sayilar kiimesi

R" Aritmetik n boyutlu uzay

E, Oklid uzay1

R, Kesin pozitif reel sayilar kiimesi

Ry Pozitif sayilar kiimesi

H Hiperdiizlem

A’ A kiimesinin i¢ noktalarinin kiimesi
A A kiimesinin kapanisi

co(S) S kiimesinin konveks Orteni

clS S kiimesinin kapanisi

as S kiimesinin sinir noktalar kiimesi
intS S kiimesinin i¢ noktalar1 kiimesi
epif f fonksiyonunun epigrafigi

hypf f fonksiyonunun hipografigi
f* f fonksiyonunun eslenik fonksiyonu
f f fonksiyonunun ikincil eslenik fonksiyonu
of f fonksiyonunun subgradyanti

(P) Primal problem

(P*) Dual problem

o) Perturbasyon fonksiyonu
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KISALTMA LISTESI

CALP
LP
LPP
LVO

Cok Amagli Lineer Programlama
Lineer Programlama
Lineer Programlama Problemi

Lineer Vektor Optimizasyonu
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ONSOZ

Dualite, optimizasyonda c¢ok kullanigh bir yontemdir. Bir¢ok konuya (polar kiimeler, eslenik
fonksiyonlar, lineer programlama, ¢ok amagli lineer programlama,...) uygulanabilen bu
yontem temelinde konveks kiimeler icin destek hiperdiizlemler 6zelligine dayanir.

Lineer programlamada ise dualite herhangi bir optimizasyon problemine karsilik belli bir
kurala gore bir dual problem bulunmasi ve bu problemlerin ¢ift olarak incelenmesidir. Bu
sayede dual ciftin incelenmesi verilen ilk problemin daha genis incelenmesine olanak tanir.

Cok amach lineer programlama problemlerine ayn1 zamanda lineer vektor optimizasyonu
problemi de denir. (CALP=LVO)
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OZET

Bu yiiksek lisans tezinde klasik (tek amagli) lineer programlamada hem Lagrange’in minmax
yontemi hem de perturbasyon yontemiyle dual problem ve dual teoremlerin nasil alindigina
dair bir 6zet verilmigtir. Daha sonra ¢ok amacli lineer programlama icin mevcut dualite
teoremlerinin Ozeti verilmistir. Son olarak ¢ok amaclh lineer programlama icin Azimov’un
verdigi dualite teorisi cercevesinde dualite teoremi yazilmig ve ispat edilmistir.

Anahtar kelimeler: konveks analiz, eslenik fonksiyon, dualite, ¢ok amacli lineer
programlama.
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ABSTRACT

In this MS thesis is a brief summary of how dual problem and duality concepts are obtained in
both Lagrange’s minmax method and perturbation method in single objective linear
programming. Then a summary of some duality theorems for multiple objective linear
programming is given. Finally, duality theorem for multiple objective linear programming is
given and proven according to Azimov’s duality theory.

Keywords: convex analysis, conjugate function, duality, multiple objective linear
programmming.
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1. GIRIS

Cok amagh lineer programlamada dualite yontemleri ilk kez Gale, Kuhn ve Tucker
tarafindan 1951°de gelistirilmistir. Lineer programlamanin amag fonksiyonlart matris olan bir
ciftini incelemis ve bazi dualite teoremlerini gostermislerdir. Lineer programlamanin matris
problemleri ama¢ fonksiyonu vektor ve skaler degerli lineer programlama problemlerini de
ozel haller olarak icerdiginden gelistirilen bu teori lineer programlamanin vektor problemleri
ve klasik lineer programlamaya uygulanabilir. Schonfeld’in 1964’te bu dualite yontemine

katkilart olmustur.

Kornbluth 1974’te “Duality, Indifference and Sensitivity Analysis in Multiple Objective
Linear Programming” isimli makalesinde lineer programlamanin lineer homojen parametrik
vektor problemlerinin bir dual ciftini incelemistir. Kornbluth’un dualite ifadelerine 1977°de
Rodder tarafindan katkida bulunulmus ve genellestirilmis bir eyer noktasi teorisine

uygulanmistir. Daha ileri bir dualite yontemi 1977’ de Isermann tarafindan gelistirilmistir.

Bir¢ok algoritma ve simpleks yontemin ¢ok amacli duruma uygulanmasi ¢alisilmistir (Evans
ve Steuer (1973), Isermann (1977), Steuer (1985), Yu ve Zeleny(1975), Yu (1976), Zeleny
(1974)). Daha yakin zamanlarda karar uzayindaki Pareto optimal kiimesi yerine goriintii
uzaymdaki etkin kiimenin tiiretilmesi iizerine yogunlasan yontemler ilgi konusu olmustur
(Benson (1997)). Ayrica ¢ok amach lineer programlama i¢in dualite teorisi calisilmistir

(Corley (1984), Isermann (1978)).

Tek amach klasik lineer programlamada ise dualite ilk kez John von Neumann tarafindan
tasarlanmustir. i1k yazili kamti George Dantzig’in yazdigi bir Hava Kuvvetleri raporudur.
1947°de George B. Dantzig, John von Neumann’a ilk kez lineer programlama probleminden
bahsettiginde von Neumann hemen bir matris oyuncu i¢in optimal strateji bulmanin (sifir-
toplamli iki-kisili oyun) bir lineer programlama problemi oldugunu gormiistii. Matris
oyununda iki oyuncu oldugundan von Neumann lineer programlama problemlerin ¢iftler
halinde varoldugunu 6ne siirdii. Bu varsayimi, David Gale, Harold W. Kuhn ve Albert W.

Tucker tarafindan 1948’de ispatlandi. (Nevind & Tucker, 1993, pp.260)

Ote yandan Dantzig bagimsiz olarak Hava Kuvvetleri’nin yayinlanmamus bir i¢ yazismasinda
von Neumann ile 1947°deki ilk tartigmasina dayanarak dualiteyi 1948’de ifade ve ispat
ettigini soyler. Fakat Dantzig’in dedigi gibi: “Bugiin herkes dualite teoreminin yaraticisi
olarak von Neumann’1 sayar ve ilk kesin kanit1 yayinlayanlar olarak Tucker, Kuhn ve Gale’i

bilir.”



Albert Tucker ile Princeton Universitesi'nde iken yapilan roportajdan alinti yapmak bu
noktada daha gercek¢i bir yaklasim saglayacaktir; “O zamanlar Pentagon’daki Hava
Kuvvetleri’'nde istatistik¢i olarak calisan George Dantzig, Princeton’a John von Neumann’1
gormeye gelmisti. Daha 6nce Kasim 1947°de simpleks yontemden bahsetmek icin John von
Neumann’t ziyaret etmisti. O zaman von Neumann dualiteyi Onceden gormiistii. Von
Neumann’in cesaretlendirmesi ile Dantzig lineer programlamanin matematigi ve bununla
ilgili konular iizerine bir iiniversite bazli projeye Hava Kuvvetleri bursu alabilmek icin
basvuruda bulunmustu. Dantzig von Neumann’t gérmeye 1948 Bahar’inda tekrar geldi, o
zaman tesadiif eseri onunla tanistim. Lineer programlamanin ne oldugunu sordum, bir tagima

problemi 6rnegi vererek lineer programlamaya 5 dakikalik bir giris yapti.

1948’de benimle ¢alisan iki {iniversite dgrencisi vardi. Biri David Gale digeri Harold Kuhn
idi. Bir matris oyunu ile lineer programla arasinda bir iligki kurmaya calisiyorduk. Dantzig
Kasim 1947°de ona lineer programlamadan bahseder bahsetmez von Neumann lineer
programlamanin bir matris oyunundaki iki oyuncudan biri demek olabilecegini gormiistii.

Lineer programlamada dualiteyi onceden géren de von Neumann’di.

Yaz sonunda lineer programlama ile matris oyunlar1 arasindaki iligkiyi kesin olarak
saglayabildik ve dualiteyi tanimladik. Lineer programlar ikililer olarak varlardi, her

maksimizasyon programina karsilik onunla iligkili bir minimizasyon programi bulunuyordu.”

1948’de Gale& Kuhn lineer programlamanin bir maksimizasyon probleminde Lagrange

carpanlar yontemi uygulanirsa Lagrange ¢arpanlarinin dual degiskenler oldugunu gosterdi.

Tek amach lineer programlama problemi xe R", ¢ n-boyutlu vektor, A nxn matris olmak

uzere:

max{c, x)
Ax<b (1.1)
x20

yapisindaki bir problemdir. Burada lineer programlama probleminin amaci x = 0 kisit1 altinda

(¢, x) fonksiyonunun alacagi maksimum degeri bulmaktir.

Gercek hayat problemleri ise ¢ogunlukla birden ¢ok amagc icerir. Bu yiizden tek amach lineer
programlama ic¢in bilinen yontemlerin ¢cok amagh lineer programlama problemleri icin

genigletilmesi gerekliligi dogmustur. Cok amacli lineer programlama problemi:



max{c,, x)

max({c,, X)

max({c,,x)
Ax<b
x=0

yapisindadir.

Cok amacli lineer programlamaya gercek hayattan bazi 6rnekler:

Portfoy Segimi

max {kar}

min {risk}

max{hisse kar pay1}

min{Cesitlendirme hedeflerinden sapma}
Uretim Planlamasi

max{toplam net gelir}

max{herhangi zamanda minimum net gelir}
min{fazla mesai}

min{son liriin envanteri}

Tasima

min{maliyet}

min{oncelikli miisterilere ortalama nakliye siiresi}
max{verilen bir yonteme gore tagima}
min{yakat tiiketimi }

Sermaye Yonetimi

max {simdiki net deger}

min{sermaye yatirim gereksinimleri}

(1.2)



min{yillik isletim giderleri}
max{cevresel korumalarla ilgili proje yatirimi}
max{ verilen cografi bolgelerde proje yatirimi}

max{verilen bir iiretim ¢izgisine ait proje yatirimi}



2. MATEMATIKSEL ALTYAPI

2.1 Konveks kombinasyon ve lineer bagimhhik

Tanim 2.1.1

Her biri reel say1 olan x,,x,,...,x, gibi n tane degiskenin sirayla x = (x,,x,,...,x,) seklinde

yazilmasina siralt n’liler denir ve bunlarin olusturdugu kiime

R" ={xlx=(x,x,,....x,),Vi=(l,n)i¢in x, € R}
‘dir ve bu kiimeye aritmetik n boyutlu uzay denir.

Tanim 2.1.2

x',x%,...,x" € R" vektorleri ve 4, € R (1<i<n)skalerleri igin

n
Z/Lx' =Ax' + A x>+, 4+ x"
i=1

toplamina x',x?,...,x" vektorlerinin bir lineer kombinasyonu denir.

Tanmim 2.1.3

x',x?%,...,x" € R™ vektorleri ve A, 20 (1<i<n), Z/ii =1 skalerleri i¢in
i=1

n
Z/Lx' =Ax' +Ax*+.+Ax"
i=1

toplamina x',x”,...,x" vektorlerinin bir konveks kombinasyonu denir.
Tamim 2.1.4

Her i icinx’ € R"olmak iizere{x',x*,..,x"} vektorler kiimesinin lineer bagimsiz olmasi

demek
Ax'+ 4,7+ ..+ A x" =0

esitligini saglayan tek {A',A’,...,A"}skalerler kiimesinin A' = A* =...= A" = 0 olmasidir. Aksi

halde hepsi birden 0 olmayan 4. € R mevcut ise {x',x%,...,x" }vektorleri lineer bagimlidir



denir. {x',x?,...,x"}vektorleri lineer bagimli ise en az bir vektor digerlerinin lineer

kombinasyonu seklinde yazilabilir. Lineer bagimsiz vektorlerinin herhangi bir altkiimesi
lineer bagimsiz ve lineer bagimli vektorlerin herhangi bir iistkiimesi lineer bagimlidir.

Siitunlar1 lineer bagimsiz vektorlerden olusan bir m x m boyutlu A matrisi tersinirdir.

(|A] = 0°dir.)

Tanmim 2.1.5

m

V bir vektor uzayi viovi,..v™ de bu uzaydan alinmis m vektdr olsun. hvi.v™)

kiimesinin V’ye bir taban (baz) olusturmasi icin gerek ve yeter sart bu kiimenin V uzayim
germesi ve elemanlarinin aralarinda lineer bagimsiz olmasidir. Vektor uzayinin boyutu ise

uzay1 geren lineer bagimsiz vektorlerin maksimum sayisidir.
Tanum 2.1.6

Bir matrisin rank1 matristeki maksimum lineer bagimsiz satir sayisidir. Matriste maksimum
lineer bagimsiz satir sayisi maksimum lineer bagimsiz siitun sayisina esittir. Bu yiizden

matrisin minimum boyutu rank i¢in bir iist sinirdir.

2.2 Acik kiire ve simir noktalari

Tanum 2.2.1
d:(R"XR") — R bir fonksiyon olsun. Vx,y,z€ R"
i. d(x,y)=0
ii. d(x,y)=d(y,x)
ii. dx,y)=0&sx=y
iv.  d(x,2)<d(x,y)+d(y,z) (iggen esitsizligi)

sartlarini saglyorsa d’ye uzaklik fonksiyonu denir.

Tanim 2.2.2

x€ R" ve £€>0 olmak iizere x merkezli ve € yarigcapli, H c R" acik kiiresi asagidaki gibi

tanimlanir.



H={yeR"ld(x,y)< €&}
kiimesidir.

Ozel olarak bu hiperkiire R’de bir acik aralik, R*’de cevresi olmayan bir daire, R’’de ise

yiizeyi olmayan bir kiire gosterir.
Tanim 2.2.3

X R"’ de bir nokta ve ¥ < R" olmak iizere Y x’i iceren herhangi bir agik kiimeyi kapsiyorsa

Y kiimesine x’in komsulugu denir.

Tarnim 2.2.4

xe R" ve AcC R" olmak iizere x’in A’nin kapsadigi bir komsulugu bulunabiliyorsa x A

kiimesinin bir i¢ noktasidir denir.
Bir kiimenin tiim i¢ noktalar1 kiimesi intS seklinde gosterilir.

Kiimenin biitiin elemanlart i¢ nokta ise kiimeye acik kiime denir. Yani S = intS ise S agik

kiimedir.

Diger bir deyisle R"’in altkiimesi olan bir kiime R"’deki acik kiirelerin birlesimi seklinde

yazilabiliyorsa acik kiimedir.

Eger S kiimesi bir acik kiime ise tiimleyeni kapali kiimedir ve tersi de dogrudur. Kapali bir

kiime sinir noktalariin tiimiinii icerir.
Tanmuim 2.2.5

xe ScE, elemam eger her £€>0 i¢cin SNN,(x)# ise S kiimesinin kapanisinin

elemanidir. Bu sekilde tiim x elemanlarinin kiimesine S kiimesinin kapanisi denir. Eger S=clS

ise S kapalidir.

Tarnim 2.2.6

S c R" kiimesinin sinmrli kiime olmasi igin gerek ve yeter sart S’yi iceren n boyutlu kiirenin

mevcut olmasidir.

Diger bir deyisle S’deki tiim x’ler i¢in |x| < M olacak sekilde M =0 sonlu reel sayis1 mevcut

ise S kiimesi sinmirhidir. Kiime sinirli degilse sinirsiz kiimedir.



>
Sekil 2.1 I¢ noktalar1 olmayan kapali kiime (sinirlr)

=

Sekil 2.2 i¢ noktalar1 olan sinirli (hiperkiire icine almabilir) ne acik ne kapali

A

>

>

Sekil 2.3 Kapali sinirsiz kiime

Sekil 2.4 A¢ik sinirsiz kiime



Tanmim 2.2.7

Bir xe R" noktasinin her komsulugu A c R" kiimesinden bir nokta ve A kiimesinin
tilmleyeninden bir nokta igeriyorsa x A kiimesinin bir sinir noktasidir. Tiim smir noktalarinin

kiimesi dS ile gosterilir.

2.3 Afin fonksiyon ve cokyiizlii

Tamm 2.3.1
f:R" > R" tamimhi f(x+y)=f(x)+ f(y) ve f(Ax)=Af(x) tanmim arahigindaki
her x ve y ve her A skaleri i¢in saglanan f fonksiyonuna lineer fonksiyon denir.

Tanim 2.3.2

n-'n

f(x,,.x,)=a,x, +..+a,x, +b formundaki vektdr degerli fonksiyonlara afin fonksiyon

denir. Katsayilart skaler veya matris olabilir. Sabit terim skaler veya siitun vektoriidiir.
Lineer programlama problemleri lineer ama¢ fonksiyonu ve sonlu sayida lineer esitlik veya

esitsizlik kisitina sahip optimizasyon problemleridir. Bu tiir problemler C ve K konileri

cokyiizlii olmak iizere konik lineer problemlerin bir 6zel hali olarak goriilebilir.

Tanmim 2.3.3

Sonlu sayida kapali yariuzaylarin kesisimine ¢okyiizlii (polihedral) denir. Kapali yariuzay
konveks kiime oldugundan cokyiizlii de kapali konveks bir kiimedir. Ornegin uygun ¢oziimler

kiimesi bir ¢okyiizliidiir.

Sekil 2.5 Cokyiizlii



10

X4
Xi

Xy

Sekil 2.6 Cokylizlii: kapali sinirli (kompakt) kiime

2.4 Konveks koniler

Tanim 2.4.1

V+d,veV cR" olsun. @>0 i¢in ave V ise V bir konidir.

Orijinde bulunan O konisinden bagka biitiin koniler sinirsiz kiimelerdir. Oe R" noktasi her

konide bulunur. Orijinden ¢ikan yari 151n bir konidir.

A

>
Sekil 2.7 Orijinden ¢ikan yari 151n

R"’de K genel konisi konvekstir.

Sekil 2.8 Genel koni
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Asagidaki ornekte goriildiigii gibi koninin konveks olmasi gerekmez.

Sekil 2.9 Konveks olmayan bir koni

R! ={xe R" | x>0} standart konisi konveks bir konidir.

R" de konveks bir konidir.

Kapali yariuzay konveks bir konidir. Ancak H™ ={xe R" I<c, x> <0} acik yariuzay1 orijini

kesmediginden koni degildir.

Sekil 2.10 Acik yariuzay (koni degil)
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3. KONVEKS ANALIZE GiRi$

3.1 Konveks kiimeler

Tarnim 3.1.1

ScE, veS# olmak iizere Vx,,x,€ S,VA€[0,1] icin Ax, +(1-A)x, € S ise S konveks

kiimedir. Yani kiimede herhangi iki noktay1 birlestiren dogru iizerindeki tiim noktalar yine

kiimenin elemani ise kiime konvekstir.

Sekil 3.1 Konveks bir kiime

Sekil 3.2 Konveks olmayan bir kiime

Iki konveks kiimenin kesisimi, toplami ve bir konveks kiimenin sabit bir A ile ¢arpimi yine

konvekstir.
Tanim 3.1.2

Konveks bolgede iki farkli noktanin konveks kombinasyonu olarak yazilamayan noktaya ug

(extreme) nokta denir. Matematiksel olarak S — E, konveks bolgesinde x,,x,€ S ve

x, #x, veke (0,]) olmak iizere x= kx, + (1—k)x, seklinde yazilamiyorsa xe S noktasi

S’nin bir u¢ noktasidir. Tanimdan dolay1 u¢ nokta bir i¢ nokta olamaz. Dolayisiyla biitiin ug

noktalar sinirhidir.

Tanmim 3.1.1°de kiimenin herhangi iki elemaninin konveks kombinasyonunun kiimede olmast
kiimenin konveks bir kiime oldugu belirtilmistir. Kolaylikla gosterilebilir ki herhangi sonlu

sayidaki x icin de gecerlidir. Dolayisiyla asagidaki teorem dogrudur.
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Teorem 3.1.3

S konveks bir kiime ise z&ixi eS (Vx; e S,Z/ii =1,VA4, 20) du.
i=1 i=1

3.2 Konveks orten ve Carathéodory teoremi

Tarnim 3.2.1

S c E, kiimesinin konveks orteni kiimenin tiim konveks kombinasyonlarinin toplulugudur.

Diger bir deyisle konveks orten

)4 r R
co(S)=H(S)={x:x=) Ax,,D A =1,4,20,i=1,pVx €S} (3.1)
i=1

i=1
seklinde tamimlanir ve co(S) veya H(S) ile gosterilir.

Ayn1 zamanda konveks orten § kiimesini kapsayan en kiigiik konveks kiimedir. Aslinda H(S)

S kiimesini kapsayan tiim konveks kiimelerin kesisimidir.

Tiim konveks kiimelerin kesisimi de konveks bir kiimedir ve bu kiime S’yi iceren en kiiciik

konveks kiimedir.
Onerme 3.2.1
iki konveks orten tanimi denktir.

Tanmim 3.2.1°te sonlu sayida eleman i¢in konveks orten tanimi yazilmistir. Ancak asagidaki
cok iinlii teoremde verilmistir ki n boyutlu uzayda p’nin n+1’den fazla alinmasma gerek

yoktur.
Teorem 3.2.1 (Carathéodory Teoremi)

Bir kiimenin elemanlarinin tiim konveks kombinasyonlar kiimesi n boyutlu uzayda en fazla
n+l elemanin konveks kombinasyonlart ile siirlandirilabilir. Yani xe H(S)ise p’nin

n+1’den fazla alinmasina gerek yoktur.

Asagidaki teorem konveks kiimeleri karakterize eden bir teoremdir. Biri kiimenin kapaniginda
biri konveks kiimenin i¢inde olmak {iizere biri i¢ nokta olmak zorunda iki eleman alindiginda

bu iki nokta birlestirildiginde aradaki noktalarin da kiimenin i¢inde oldugunu ifade eder.



Teorem 3.2.2
ScE, ici bos olmayan konveks bir kiime olsun. x, €clS vex,eintS olmak iizere

VAe (0,1)igin Ax, +(1-A)x, € int S "dir.

Xi

X

Sekil 3.3 Teorem 3.2.2

Sonug 3.2.1
S konveks bir kiime ise intS de konvekstir.
Sonug¢ 3.2.2
S konveks ve int S =& ise clS konvekstir.

Teorem 3.2.2’ye aksi ornekler verilebilir. Ornegin konveks bir kiime alalim ve icinden bir

nokta atalim.

Sekil 3.4 Teorem 3.2.2’ye bir aksi ornek

Asagida goriilen diger bir ornekte ise birlestirilen iki nokta arasindaki noktalar i¢ nokta

olmamaktadir.

Sekil 3.5 Teorem 3.2.2’ye diger bir aksi 6rnek
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Teorem 3.2.3

S c E, kapali konveks bir kiime ve y¢ S olsun. y noktasindan $ kiimesine en kisa mesafeyi

veren nokta vardir ve tektir. xo’in bu minimize eden nokta olmasi i¢in gerek ve yeter kosul

<X—=X,,y =X, ><0,Vxe S olmasidir.

Sekil 3.6 Kapali konveks bir kiimeye minimum uzaklik

Bir konveks kiime ile bu kiimeye ait olmayan bir nokta alindiginda kiime kapali olmasa

Teorem 3.2.3’ii saglayan bir nokta olmayabilir. Ornegin acik daire icin boyle bir nokta olmaz.
Eger kiime konveks degilse ise boyle bir nokta tek olmayabilir.

Tanim 3.2.2

p#0ve pe E, olmakiizere H ={x < p,x>=a,abirskaler} kiimesi bir hiperdiizlem

tanimlar. p vektoriine hiperdiizlemin normal vektorii denir. Bir hiperdiizlem uzay1 iki kapali

yariuzaya ayirir. Bu yariuzaylar konvekstir.

H ={x<p,x>a}lveH ={x<p,x>xa} (3.2)
Onerme 3.2.2

Hiperdiizlem konvekstir.

Ispat:

Vx,,x, € H,YAe [0,]] olmak iizere Ax, + (1— A)x, € H oldugunu gdstermemiz gerekir.
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(p. Ax,, (1= D)x, ) =(p, Ax, )+ (p.(1 - A)x,)

=Ap.x,)+1-A)(p.x,)
=Aa+(1-Da
=

3.3 Ayirma teoremi

Ayirma Teoreminden Optimizasyonda gerek dualite gerek optimum i¢in gerek kosullarin
ispatinda da faydalanilir. Ayirma Teoremi lineer fonksiyonel analizin {i¢ temel teoreminden

biri olan Hahn-Banach Teoremine esdegerdir.
Teorem 3.3.1 (Ayirma Teoremi)

& # S c E, kapali konveks bir kiime ve y¢ Solsun. Jp # 0 vektorii ve bir a skaleri vardir ki

<p,y>ave<p,x>q,Vxe S dir.

Sekil 3.7 Ayirma teoremi

Teorem 3.3.2 (Iki konveks kiimenin ayrimast)

S,NS, # konveks kiimeler ise bunlar1 aywran bir hiperdiizlem vardir. Yani
<p,x>a,VxeS$, ve <px>xa,VxeS§, olacak sekilde O0#peFE,  varsa

H ={x:< p,x>=a}hiperdiizlemi S; ve S»’yi ayiriyor denir.

Bu teorem optimizasyonda ¢ok énemlidir ve Kuhn-Tucker Teoremi buradan elde edilmistir.

H
Sekil 3.8 Iki konveks kiimenin ayrilmasi
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Konveks olmasalar bu kiimeleri ayirmak miimkiin degildir.

Tanim 3.3.1

@+ScE, vex,€dSolsun. Her xe § igin <p,x—x,><0 (ScH™) olacak sekilde

dp # 0 bulunabiliyor ise H hiperdiizlemine S kiimesinin xo noktasinda destek hiperdiizlemi

Konveks kiimelerin sinir noktalarinda destek hiperdiizlemleri vardir. & # S c E, konveks bir

kiime ve x, € dS olmak iizere S’yi xo noktasinda destekleyen bir hiperdiizlem vardir.
dp#0 <p,x—x,><0 ,VxeclS (3.3)

Bu teorem fonksiyonel analizdeki Hahn-Banach teoremine denktir.

Uygulamali matematikte, matematiksel ekonomide ve optimizasyonda konveks kiime ve
konveks fonksiyonlar ¢ok nemli bir siniftir. incelemeyi kolaylastiran ozellikleri vardir. Bu

sinifin pratikte bir¢cok uygulamasi vardir.
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3.4 Konveks fonksiyon

Tanim 3.4.1

f:S—>E,ScE, S +#Jolmakiizere Vx , x, € S,VA1e[0,1] i¢in.

JAx + (A= Dxy) S A (x) + (A=A f(x,)

ise f'ye § lizerinde bir konveks fonksiyon denir.

A

S

Sekil 3.10 Konveks fonksiyon
Teorem 3.4.1
Jf konveks bir fonksiyon ise

f(Z": Ax.)< i/@f(x,.) (Vx, e S,Zn:/ii =1,V 20)dir
i=1 i=1 i=1

Teorem 3.4.2
Konveks fonksiyonlar tanim bolgesinin icinde siireklidir.

Tanim 3.4.2

X1 Axi+(1-1) x> Xz>

(3.4)

(3.5)

Bir fonksiyonun epigrafigi fonksiyonun grafiginin lizerinde kalan noktalarin olusturdugu

kiimedir.
epif ={(x,y):xe S,ye E,,y 2 f(x)}

Tanim 3.4.3

(3.6)

Bir fonksiyonun hipografigi fonksiyonun grafiginin altinda kalan noktalarin olusturdugu

kiimedir.

hypf ={(x,y):x€ S,ye E,y < f(x)}

(3.7)
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A

S

epif

hypf

>
Sekil 3.11 Konveks bir fonksiyonun epigraf ve hipografigi
Teorem 3.4.3
& # S c E, konveks kiime ve f : § — E|, olsun. f’in konveks fonksiyon olmasi i¢in gerek ve

yeter kosul epif in konveks kiime olmasidir.

3.5 Subgradyent kavramm

Tarnim 3.5.1

&+ S c E, konveks kiime ve f : S — E, konveks fonksiyon olsum. Eger Vxe § icin
fO)2f(x)+<&x—x,> ise & f’in xg'daki subgradyentidir denir. fin xo’daki

subgradyentleri kiimesi 9df (x,) seklinde gosterilir ve subdiferansiyel denir.

A

. ~

<§,x—x0>

f(x,)
>

T e S

Sekil 3.12 Konveks bir fonksiyon icin subgradyentin geometrik yorumu
Teorem 3.5.1

&+ S cE, konveks kiime ve f:S — E, konveks bir fonksiyon ise x, €intS i¢in Oyle bir

& vektorii vardir ki
H={(xy):y=f(x)+<&x—x,>} (3.8)

hiperdiizlemi [x,, f(x,)] noktasinda epif’i destekler.
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3.6 Eslenik fonksiyonlar

Tanum 3.6.1
f:E, —R fonksiyonunun egslenik (konjuget) fonksiyonu f" :E, —R

f (x)H)=sup{<x,x >—f(x)},Vx € E,

xeE,
seklinde tanimlidur.

Onerme 3.6.1

fE, eﬁveg:En —R icin
fO<gx) = f(x)2g (x )Vxe E,)dir
Tanum 3.6.2

fiE, —R fonksiyonunun ikincil egslenik (konjuget) fonksiyonu

fr(x)=sup{<x,x >—f (x)},Vxe E, seklinde tanimhidir.

x'e E,
A
\/ f(x)
Sekil 3.13 Ikincil eslenik fonksiyonu
Teorem 3.6.1

f:E, =R olsun. f"(x)< f(x)(Vx) dir.

(3.9)

(3.10)
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Ispat:

frxH2<xx >—f(x)(Vx,x € E,)
fx)2<x,x >—f (x ) (Vx,x € E))
sup{<x,x >—f"(x)}< f(x)

*
x €k,

)< fx)

(3.11)

Asagidaki teorem ¢ok onemli bir teoremdir. Bu dualite teoremidir.

Teorem 3.6.2
f:E, = R olsun. 9f (x,) = Dise f(x,)=f " (x,)dur.
Ispat: of (x,) # @ oldugundan Ix" € E, : x" € df (x,,) "dir. Subgradyent tanimindan

fx)= fx)+<x,x—x,>(VxeE,)
<x,x>—f(x)<<x’,x, > —f(x,)(Vxe E,)
frx)s< X*sxo >—f(x)

Jx) =< X*’xo >_f*(x*) < f**(xo)

(3.12)

buradan ve f~ < f’den f(x,)=f" (x,)’dir.

Tanim 3.6.3

fiE, — R olmak iizere (P) glbf f(x) minimizasyon problemine primal problem denir.
f(x)=inf P kosulunu saglayan her xe E, (P) probleminin bir ¢6ziimiidiir.

Tanum 3.6.4

fix) fonksiyonu ile ilgili ¢:E XE, — R olmak iizere #(x,0) = f(x) kosulunu saglayan

¢(x,y) fonksiyonuna perturbasyon fonksiyonu denir. Vye E i¢in (Py)inbf o(x,y)=h(y)

minimizasyon problemine verilen perturbasyon fonksiyonuna gore (P) probleminin

perturbasyon problemi denir. y = 0i¢in (F,) problemi (P) ’nin kendisidir. Problem

inf £(x)

<0 (3.13)

ise
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h(y) =inf{f(x): g(x) < y} (3.14)
tanimlansin.

Perturbasyon fonksiyonunun 0 noktasindaki degeri yani h(0), problemin degeridir. Coziimiin
olmast icin sifir-dualite araligi olmalidir. Eger boyle ise 7(0) = /" (0) dir. Konveks analizde
bunun i¢in 0h(0)#0 olmalidir. Eslenik fonksiyonlarla ilgili teoremden bu esitligin

saglanmasi i¢in yeter kosul O noktasindaki subdiferansiyel kiimesinin bos kiimeden farkl

olmasidir.

Tanmim 3.6.5

(P) primal problem, (P,) perturbasyon problemi ve ¢ :E, XE, —>Ef0nksiy0nu ¢
perturbasyon fonksiyonunun eslenik fonksiyonu olsun. (P) probleminin ¢ perturbasyon

fonksiyonuna gore dual problemi (P")sup{—¢ (0,y )} olarak tammhdir.sup P  =—¢"(0,y")

YEE,

kosulunu saglayan her y" € E, elemani (P") probleminin bir ¢oziimiidiir.

Tarnim 3.6.6

Primal ve dual amag¢ degerleri arasindaki farka dualite araligi denir. Terim, bir araligin
mevcut oldugunu yani degerinin sifir olmadigini gosterir. Sifir-dualite araligi varsa primal ve

dual amag degerleri birbirine esittir ve problemin ¢dziimii vardir.
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4. KLASIK LINEER PROGRAMLAMA iCiN DUALITE TEOREMI

4.1 Klasik lineer programlamaya giris

Tanim 4.1.1

Bir LPP ¢,,b o problemde verilmek iizere

min<c,x>:Zcixi

i
Zaﬁxi <bj,j=l..p
Zaﬁxi 2b,,j=p+l...q

Zaﬁxi =bj,j:q +1,...,m

genel halinde bir optimizasyon problemidir.

Bir lineer programlama probleminin (LPP) esas 6zelligi amag¢ fonksiyonu ve kisitlarin

tumiiniin lineer olmasidir.
Tanim 4.1.2
Standard formdaki bir LPP

min{< c, x> |Ax =b,x2 0} ‘dir.

Boylece her LPP’deki elemanlar:

1. Bir mXn A matrisi, n > m olmak tizere.
2. Bir be R" vektorii

3. Bir ce R" vektori

Burada < c¢,x > c¢ vex vektorlerinin i¢ ¢arpimi, Ax ise A matrisi ile x vektoriintin carpimidir.
Bu yiizden problemimiz x, bilesenleri negatif olmayan (x > 0) tiim uygun xe R" vektorlerini
gezerken, Ax=»b kisitiyla <c¢,x > i¢ carpimimin minimum degerini bulmaktir. Ayrica bu

minimum degere ulasilan x vektorii (veya tiim x vektorleri) ile de ilgileniyoruz.

Her LPP standard forma doniisebilir. Bu doniisiimiin nasil elde edildigini anlamak onemlidir.

Bu ii¢ adimda yapilir.
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Isaret kisitlamast olmayan degiskenler:

Isaret kisitlamasi olmayan degiskenler igin

x" =max{0,x}>0,x" =max{0,—x} >0

olmak iizere pozitif ve negatif degiskenler i¢in
x=x"—-x"xl=x"—x

ozelliklerini kullanarak

x, =x" —xP xM —x? >0

yeni degiskenleriyle problem yeniden yazilir.

Esitsizlikleri esitlikler haline doniistiirmek:

Lineer programlama problemlerinde kisitlar cogu zaman esitsizlik seklindedir.
min{cx |Ax<b,A'x=0b",x2 O}

probleminde yapma degiskenler kullanilarak kisitlar tek bir esitlik kisit1 haline getirilebilir.
y=b—-—Ax20

yeni degiskeni tanimlanarak ve 1 birim matris olmak iizere
X=(x yL,A=(A 1)

denilerek problemin kisitlar1 sadece

AX =b

haline getirilebilir.

Maksimumu minimuma ¢evirmek:

Problemde minimum yerine maksimum isteniyorsa

max {f(x) }= - min{-f(x)}

veya daha acik bir dille

maxfex | Ax = b, x > 0}= —min{(-c)x | Ax = b, x >0}
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oldugu unutulmamalidir.
Tanum 4.1.3

Asagidaki lineer programlama problemlerini gozoniine alalim:

a,x, +a,x, +..+a, x, =2b
ay X, +ayXx, +...+a, x, 2b, .
i e x, 20(1<i<n)

a,x +a,x,+..+a, x 2b,

ml m2 mn”*n

min(c x, +¢,x, +...+c,X,)

n-'n

probleminin duali

a,y, tayy,+..+a,y, <c

apy, +ayy, +..+a,,y, ¢,
D) e

a,y, +a,y, +..+a,,y, ¢,

v, 20(0<i<m)

max(b,y, +b,y, +...+b,y,)

problemidir. (P) ve (D) problemlerinin matrislerle ifadesi:

Ax2b
P) x=20

min<c, x>

yA<c
D) y=20
max(y,b>

seklindedir.

Burada A matrisi (mxn) boyutlu bir matris, b (mx1) boyutlu vektor, x (nx1) boyutlu vektor, ¢

(1xn) boyutlu vektor oldugundan y (1xm) boyutlu vektordiir.

4.2 Perturbasyon Yontemi

Lineer programlama i¢in optimizasyon problemleri hem perturbasyon hem de Lagrange

yontemleri ile ¢oziilebilir.

Simdi Rockafellar tarafindan bulunan Klasik lineer programlama problemi i¢in dualite



26

teoremini ispatlayalim. Primal problemimiz

min{(c,x)I<ai,x>Sbi,i=L_s;<ai,x>zbi,izs+1,m} 4.1)

olsun. Bu probleme karsilik /(y) fonksiyonunu yazalim

h(y)zinf{(c,x>|<ai,x>—biSyi,izl,s;<ai,x>—bizyi,i=s+1,m} 4.2)

h*(y*):sup{<y y >—1nf{ c, x > Sy, i=1s; <a x> b=y, i=s+1,m}}
zsup{<y y >+sup{< e, x)l{a;,x)—b, Syi,izl,_s;<ai,x>—bi =y,,i=s+1,m}}
=sup{<y y > c, x>| - b, <yi,i=1,_s;<ai,x>—bi =y, i=s+1,m}
zsup{sup{<y,y > <c x> < > Syi,izl,_s;<ai,x>—bi =y, ,i=s+1m}}

olarak h(y) fonksiyonunun birinci eslenigi bulunur. Elde edilen bu sonucta

a.x)—b +€& =y, i=ls, &20 (4.3)
< i > 4 12 i i

ve

iyiyi* =ZS:(<ai’x>_bi +gi)yl‘*’ €20 4.4)
i=1 i=1

yerine konursa

s m +°°,E|yl*>0,l:1,7s
. —bA . ‘ cy —b ‘ — , = m -
iglgél((a x)=b, +€,)y, +i;1(<a, x)=b)y —(c.x) Z(<ai’x>_bi)y; _<C,x>’ V<0.vi=1s
i=1

ve buna bagli olarak eslenik fonksiyonu

+o0,3y" >0,i=1,5

h™(y")= m — 4.5
) sup(Z(<ai,x>—bi)yi* —(c,x)),Vy, <0,Vi=1,s (*+3)

elde edilmis olur. ikinci eslenik fonksiyonu da
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h™ (0) =sup{=h"(y")}

=—inf 2" (y")

=—inf sup(i (<ai , x> -b)y, — <c, x>)(Vyi* <0,Vi=1,s)

i=1

sup(i({ai,x>—bi)yf —(C,X>)=Sup(i(<apx>)’; _biy;)_<c’x>)

x i=1

= sup(). (a7 3= b,y = e )

X i=

+ o0 ,Zaiy;;tc

RO == inf (-2 b))
= i=1
i=l,s,

m
Z”[)'i =c

i=1

m
¥
= sp (Uba))
yi20, =l
i=l,s,

m
P
a;y; =¢

i=1

seklinde elde edilmis olur.

4.3 Lagrange Yontemi

(4.6)

4.7

(4.8)

LP problemleri Lagrange fonksiyonundan faydalanilip minmax gibi gosterilebilir. Primal ve

dual problemleri iki oyunculu bir oyun gibi diisiiniilirse Oyun teorisinden minmax degeri 1.

oyuncunun garanti edecegi miktardir, yerini degistirdigimizde maxmin 2. oyuncunun garanti

edecegi miktardir ve buna dual problem denir.

Lagrangian Dualite

min{(c,x)I<ai,x>Sbi,izl,s;<ai,x>:bi,i:s+1,m}

4.9)
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problemini ele alalim.

<D=<afx>Sbfi=i§«afx>:bfi:s+Lnﬂ

olmak iizere problem

min{(c, x) | xe D} dir.

Lagrangian fonksiyonu L: R x R" — (—co,+0]

m
L =(ex)+ £ A4((a,x)=b) (4.10)
i=1

seklinde tanimlanir. Burada Q= {(/11,/12,...,/1S ,ls N 1,...,ﬂm) I ﬂl. >0,i=1,s} olmak iizere

A€ Q iizerinde maksimize ettigimizde

<c,x>,xe D
+oo,x¢ D

max L(x;A) = { 4.11)
AeQ

- n.. . o . . . PR
ve bu deger xe€ R" iizerinde minimize edildiginde

min max L(x;4)= min <c,x> (4.12)
reRM A0 xe D

bulunur.
(P) probleminin optimal degeri p € [—oo,+o0] ile gbsterilirse

p= min max L(x;A) (4.13)
xe R A0

ve (P) ile ilgili olarak (P*) problemi ise g € [—oo,+co] dual deger olmak iizere

g= max min L(x;A) (4.14)
A€ Qe Rjn

seklinde gosterilebilir. Boylece dual problem ®(A4)= min L(x;A) dual fonksiyonu A€ Q
xeR"

tizerinde maksimize edilerek elde edilir.
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min L(x; 4) = g}{(c, x) - Zl A:((a;, x) = b))}
=min{(e,x) - iwai %)= Ab))
= min{(c, x) - <Z ﬂlal,x> iﬂibi} (4.15)
=

_ g}{<c - lz/ilal,x> ¥ ;Z::/Lb,. )

Z&bl,c = z&.ai

=
+o0,¢ # Z Aa,
=

L(x; A A.b;, Aa,
man n;ln (x;A)= max; b, c= Z:‘ ey
Bu alinan dual problem olur. Yani (P) primal problemine Lagrange fonksiyonu dahil edilip

minmax seklinde yazarak dual problemi elde etmis olduk.
Dual problem alindiginda perturbasyon yontemi ile ayni sonucun alindigin1 gordiik.

Bu teoreme oyun teorisindeki gibi yorum getirmek gerekirse soyle sodylenebilir: Primal
problem 1. oyuncunun stratejisi ve stratejiler kiimesini, dual problem de 2. oyuncunun
stratejisi ve stratejiler kiimesini ifade etmek iizere 2. oyuncu A’ya gére maksimum, 1. oyuncu
x’e gbre minimum oynarsa bu oyunda optimal stratejinin ne olacagini diisiinelim. Bu durumda
2. oyuncu 1. oyuncunun hamlesini tahmin edebilir ve x’e gore maksimum yapacaktir. Boylece
2. oyuncunun stratejisini dual problem ifade ettiginden ve 2. oyuncu en fazla bu kadar

kaybedecektir. Buna karsilik da 1. oyuncu en az bu kadar kazanacaktir. Yani optimal strateji
L(A,x,) < L(xy,4,) < L(x,y, A)

degerleri arasinda kalacaktir.
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5. COK AMACLI LINEER PROGRAMLAMAYA GIRIi$
Tanun 5.1

Cok amacli lineer programlama problemi

max{(c1 , x>}

max{<c2 , x>}

max{(ck,x>}
Ax<b

xeScR”

seklinde tanmimlanir. Bagka bir deyisle C amac fonksiyonlarinin kxn boyutlu katsayilar matrisi

olmak tizere

max{Cx| Ax<b,xe S}

seklindedir.

Bu probleme aym1 zamanda lineer vektor maksimizasyon problemi de denir. Amag, verilen

kosullar altinda Cx vektoriiniin maksimum degerini bulmaya calismaktir.

Kompleks problemlerde probleme tek amacli gibi bakmak kullanish degildir. Bu yiizden ¢ok

amacl lineer programlama problemleri biiyiik 6nem tasir.

Burada klasik lineer programlamadan farkli olarak fonksiyon vektor degerli oldugu icin
optimallik kavraminin yerine ¢ok amach lineer programlama problemlerinde pareto optimum

kavrami gelir.
Tanmim 5.2

F(x)=(f,(x),...f, (x)) ve Y=F(x) goriintii uzay1 olmak iizere

fi(x) > max,i=1m
xe X
problemini alalim.

x" € X noktasi bu problemin bir maksimumu olsun ve f(x)> f(x") ve en az bir i igin

f:(x) > f,(x") olacak sekilde baska bir maksimum nokta yok ise x"¢6ziim noktasina pareto
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maksimum denir.

A A Y

A\

Sekil 5.1 Pareto optimum

Problemimiz asagidaki sekilde olsaydi ve minimumu arasaydik

fi(x) > min,i=1,m
xe X
x" € X noktast bu problemin bir minimumu ise ve f(x)< f(x") ve en az bir i igin

f;(x) < f,(x") olacak sekilde bagka bir minimum nokta bulunamiyorsa x"¢6ziim noktasina

pareto minimum denir.

Simdi Cok Amacghh Lineer Programlamada mevcut olan dualite teoremlerini kisaca

inceleyelim.
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6. GALE, KUHN VE TUCKER’IN DUALITE YONTEMLERI

Gale, Kuhn ve Tucker asagidaki genel haldeki iki lineer programlama problemini

incelemislerdir. Bu problemlerin herbiri ayn1 varsayimlara sahiptir; A (mXn)-matris, B

(mxr)-matris, C (kXxn)-matris, D (kX r)-matris ve x, y,u,v degiskenler olmak iizere
"max"{D|Ax=By,Cx 2 Dy,xe Rj,y€ R} (6.1)
"min"{DIA"u>C"v,B"u<D"v,ue R",ve R} (6.2)

(x°,y°,D") (6.1) icin bir uygun ¢oziim olsun. O zaman (x°,y°,D°) (6.1) icin etkin veya
basilamaz olmasi igin gerek ve yeter sart (6.1) icin D > D° olacak sekilde farkli bir
(x',y,D’) uygun ¢oziimiiniin bulunamamasidir. Eger (x°,y°,D") (6.1) igin bir etkin ¢oziim
ise D° (6.1) icin yukaridaki matris esitsizliklerinden dolay1 maksimaldir denir. (6.1) problemi

tiim maksimal D°’lar1 siralama problemi olarak diisiiniilebilir. Benzer bir ¢6ziim yaklagimi

problem (6.2) i¢in uygulanabilir.

k>1,r=1vey=1olsun. B bir (mXx1)-boyutlu b vektoriine ve D bir (kx1)-boyutlu d

vektoriine doniisiir ve genel haldeki iki lineer programlama matris problemi asagidaki vektor

problemleri haline gelirler:

"max"{d | Ax=b,Cx>d,xe R} (6.3)

"min"{d | A"u>C"v,b’u<d"v,ue R",ve Rf} (6.4)

Eger k=1,r=1vey=v=1 ise B bir (mx1)-boyutlu b vektorii, C bir (I1xn)-boyutlu c
vektorii ve D bir skaler-degerli p degiskeni haline gelir. O zaman genel haldeki iki lineer

programlama matris problemi siradan lineer programlama problemlerinin bir dual ciftine

indirgenmis olur:

"max"{d | Ax=b,Cx=d,xe R} (6.5)
"min"{plA"u>c" ,b"u< p,uc R"} (6.6)
Gale, Kuhn ve Tucker’1n elde ettikleri esas sonuglar asagidaki teoremde verilmistir:

Teorem 6.1

(6.1) ve (6.2) problemlerini diisiinelim.
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(6.1)’in etkin ¢oziimiiniin olmas1 i¢in gerek ve yeter sart (6.2)’nin etkin ¢Oziimiiniin
olmasidir.

(x°,y°,D") (6.1) icin bir etkin ¢oziim olsun. O zaman (6.2) icin D° = D" olacak
sekilde bir etkin ¢oziim (u”,v",D") vardir. Benzer sekilde (6.2) i¢in de gecerlidir.
Eger (x°,y°,D") (6.1) icin bir etkin ¢oziim ise Cx” = D"y dir. Benzer sekilde (6.2)
icin de gecerlidir.

x°,y°,D% ve @°,v°,D") swrasiyla (6.1) ve (6.2) icin uygun coziimler ve

Cx’=Dy",B"u’ = D" v° olsun. O zaman (x°,y°, D% ve (u°,v°, D%)sirasyla (6.1)

ve (6.2) i¢in etkin ¢oziimlerdir.
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7. ISERMANN’IN DUALITE YONTEMIi

Asagidaki lineer programlama vektor problemleri dual ¢iftini alalim:
"max"{z=Cx|1Ax=b,xe R} (7.1)
"min"{h =Ub|UAw < Cw higbir we R, i¢in} (7.2)
(7.2y’de U (kxm)-boyutlu bir matristir. £k =1 ic¢in (7.1) ve (7.2) lineer programlarin dual
ciftine indirgenir.
(7.1) ve (7.2) problemleri i¢in dualite 6zellikleri asagidaki teoremde Ozetlenmistir:
Teorem 7.1
(7.1) ve (7.2) problemlerini diisiinelim:

i.  Asagidakiler denktir:

1) (7.1) ve (7.2)’in her ikisinin de bir uygun ¢6ziimii vardir;

2) (7.1) ve (7.2)’in her ikisinin de bir etkin ¢oziimii vardir ve Cx” = U °b olacak

sekilde etkin ¢oziimlerin en az bir (x°,U°) ¢ifti vardr;

3) min{b"ul A"u—c"v>0,v>1} lineer programmin bir (i,7) optimal ¢oziimii

vardir.

ii.  x”’1n (7.1) icin bir etkin ¢oziim olmas: igin gerek ve yeter sart (7.2) icin Cx” =U’b
olacak sekilde bir U° uygun ¢oziimiiniin var olmasidir. O zaman U° 1 kendisi (7.2)

icin bir etkin ¢dziim olur.

iii.  U"’mn (7.2) icin bir etkin ¢oziim olmasi igin gerek ve yeter sart (7.1) icin Cx° =U b
olacak sekilde bir x’uygun ¢oziimiiniin var olmasidir. O zaman x° ‘mn kendisi (7.1)

icin bir etkin ¢6ziim olur.

Boylece (7.1) vektor problemi bir ¢cok amach simpleks yontemi ile ¢oziildiigiinde (7.2) dual
dual vektor problemi ayni anda ¢6ziilmiis olacaktir. (7.1) ve (7.2) problemleri cifti ile Gale,

Kuhn ve Tucker’in vektor problemleri arasindaki iliski asagidaki teorem ile belirtilmistir:

Teorem 7.2

(6.3) ve (6.4) ile (7.1) ve (7.2) problemlerini diigiinelim.
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x”’1m (7.1) igin bir etkin ¢6ziim olmasi igin gerek ve yeter sart (6.3) icin d° = Cx’
olacak sekilde bir (x°,d°) etkin ¢oziimiiniin var olmasidir.
U °’1n (7.2) icin bir etkin ¢6ziim olmasi i¢in gerek ve yeter sart (u’,v°,d°) (6.4) icin

u’=U"v" ve d° =U"b olacak sekilde bir uygun ¢oziim olmak iizere bir v’ e R*

varolmasidir.
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8. KORNBLUTH’UN DUALITE YONTEMi

Kornbluth asagidaki cok amagh lineer programlama ¢iftini incelemistir:

"max"{z=Cx|Ax=By,xe R),ye R} 8.1)

"min"{g=B"ulA"u>C"v,ue R",ve R} (8.2)

Her iki problem de r ile k kesin pozitif sag taraf sabitleri olmak {izere homojen cok
parametreli lineer programlama problemi olarak diisiiniilebilir. Boylece (x°,y°) degerinin
(8.1) problemi igin bir etkin ¢oziim olmasi igin gerek ve yeter kosul Cx > Cx° saglanacak
sekilde higbir (x',y") uygun ¢oziimii bulunmamasi ve (u°,v")degerinin (8.2) problemi icin
bir etkin ¢oziim olmasi icin gerek ve yeter kosul B'u < B'u’ olacak sekilde higbir
(u',v’)uygun ¢oziimii bulunmamasidir. Kornbluth’un ¢alismalari (8.1) ve (8.2) problemleri

icin uygun bi¢imdeki etkin ¢oziimler iizerine yogunlagmistir. Yine de her lineer programlama

vektor problemi i¢in her etkin ¢dziim uygun bir etkin ¢oziimdiir.

Asagidaki teorem (8.1) ve (8.2) problemleri ile lineer programlama matris problemleri (6.1)

ve (6.2) arasindaki yakin iliskiyi gostermektedir.
Teorem 8.1
(6.1) ve (6.2) problemleri ile (8.1) ve (8.2) lineer programlama problemlerini diisiinelim.
i.  (x°, y°)degerinin (8.1) problemi icin bir etkin ¢oziim olmasi icin gerek ve yeter kosul

(x°,y°,D")degeri (6.1) problemi icin bir etkin ¢6ziim olacak sekilde (k x r)-boyutlu
bir D° matrisinin bulunmasidir.

ii. (u”,v’) degerinin (8.2) problemi icin bir etkin ¢oziim olmasi icin gerek ve yeter kosul
(u’,v°, D")degeri (6.2) problemi icin bir etkin ¢oziim olacak sekilde (k x r)-boyutlu
bir D° matrisinin bulunmasidir.

Bu teorem (6.1) ve (6.2) problemleri ¢ifti icin varlik ve dualite teorisinin (8.1) ve (8.2)

problemleri ciftine uygulanabildigini gosterir.



37

9. AZIMOV’UN DUALITESI

Azimov’un ¢ok amaghh problemler icin dualite yaklasiminda eslenik ¢okdegerli
fonksiyonlardan faydalanilmistir. Dualite teorisi ilk kez cok degerli fonksiyonlar icin
tanimlanmistir. Bu teori daha sonra cok amacli problemlerde dual iligki kurabilmek icin

kullanilmustir.

9.1 Eslenik cok degerli fonksiyonlar

Y ve Y reel lineer topolojik uzaylari <,> kanonik bilineer forma gore dual ve sirasiyla
oY, Y )veo(Y",Y) zayif topolojilerine sahip olsunlar. Bir ¢ok degerli fonksiyon

H:Y —Y, verilsin.
epiH ={(y,y,)eYxY,ly,e H(y)+ K,},domH ={ye Y| H(y) # J}

kiimelerine sirasiyla H ¢ok degerli fonksiyonunun epigrafigi ve etkin kiimesi denir. Asagidaki

fonksiyonlar tanimlansin.

Q;, (57, y9)=supl(y”,¥) = (¥, 30 )1 yo € H(Y), yE ¥} 9.1)
Qy (,yy) =supl(y',y) = (v ¥y e ') 9.2)
K, K,’a dual koni olsun. K;(intK;) mn Y, dual uzaymn birim ¢emberi ile kesigimi
K, (Ky,) ile gosterilir.

Onerme 9.1.1

ye intdomH ve y, € K, olsun. O zaman 6yle bir y“ € Y" vardir ki
Qv =(y",y) - Q, (", ;) dur.
Fr bir kiimenin sinirin1 gostermek iizere I'(y) =Fr(H (y)+ K,) olsun.

Tarnum 9.1.1

vo€I'(y) oldugunu varsayalim. Bir (y,y,) noktasinda H:Y —Y, c¢ok degerli

fonksiyonunun subdiferansiyeli asagidaki sekilde tanimlanan kiimedir:
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OH (y,y)={y" € Y 13y, € Ko : (3", )= (35, %,) = Q3 (", y)}
Tanum 9.1.2

Bir H:Y —Y, ¢ok degerli fonksiyonu eger herhangi y, € I'(y) igin dH(y, y,) bos olmayan

bir kiime ise subdiferansiyellenebilirdir denir.

Bir H:Y =Y, ¢cok degerli fonksiyonu epiH konveks ise konvekstir denir.

Azimov’un bu makalesinde daha sonra farkli dualite iliskileri kurulmak {iizere kullanilan iki

farkli eslenik fonksiyon tanimi asagida verilmistir.

Tanmim 9.1.3

H" Y Y, (H.:Y" —Y,) tanimh

H* () H () =y, € Y, 1Tys € Ko (Koy) (30, 30) = Q3 (v, 90)) (9.3)
cok degerli fonksiyonuna H :Y — Y, fonksiyonunun eslenik fonksiyonu denir.

Tanim 9.1.4

H™:Y >Y,(H. :Y —>Y,) tanimh

H™ ()HT (30) =y, € ¥y 13y € Ko (Ko (v, 30 ) = Q5 (3, 39} (9.4)

cok degerli fonksiyonuna H :Y — Y, fonksiyonunun ikinci eslenik fonksiyonu denir.

9.2 Cok amach problemlerin dualitesi

X ve X reel lineer uzaylari bir <,> bilineer formuna gore dual olsunlar. X ve X * reel lineer

uzaylari swrasiyla o(Y,Y")veo(Y",Y) topolojilerine sahip olsunlar. Y, sonlu-boyutlu
Euclidean uzay: bir Y, Kkonisi ile sirali olsun. K, konisi su kosullar1 sagliyor olsun; K,
konveks ve kapal,, intK, #< ve K, N(=K,)={0}. F:X =Y, U{+oeo} tek degerli bir

fonksiyon olsun. Cok amacli problemi
(P) Min{F(x)lxe X} 9.5)

seklinde tanimlansin. Bazi x€ X igin F(x)=+4cc ve MinF(X)# < oldugunu varsayalim.
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(P) problemine esas problem denir. F(x)e MinF(X) olacak sekilde herhangi xe X

elemanina (P) probleminin bir ¢6ztimii denir. MinP = Min{F (x)| xe X} olsun.

Y ve Y reel lineer uzaylar <,> kanonik bilineer forma gore dual ve sirasiyla

oY, Y")veo(Y",Y) topolojilerine sahip olsunlar.

P: X XY =Y, U{+eo} fonksiyonu herhangi xe X icin P(x,0)=F(x) seklinde tanimh
olsun. & fonksiyonuna perturbasyon denir. (P) probleminin dual problemleri
® perturbasyonuna gore tanimlanir. Bunun i¢in & fonksiyonunun birinci eslenigi ®*(®?)

hesaplanmalidir.

Q, (", v, yy) =sup{{x”,x) + (v, y) = (v, @(x ) (x, )€ XY} (9:6)
fonksiyonunu tamimlayalim. & (®?) fonksiyonu su sekilde tanimlidir:

O (", yI@L ¥y N = (e e ¥y 13y € Koy (KD (v, 30) = Q4 (27, v, 3))

(P") max| J{-®"(0,y")ly eY"} 9.7)

(P) max| J{-®1(0,y")Iy" eY"} (9.8)

problemleri verilen @ perturbasyonuna gore (P) probleminin dualidir.

max P* = max|_J{-®"(0,y") Iy €Y’} 9.9)
max P, =max|_J{-®.(0,y")ly eY"} (9.10)
olsun.

Simdi H :Y =Y, ¢ok degerli fonksiyonunu

H(y)=Min{®P(x,y)lxe X} (9.11)
seklinde tamimlayalim. O halde H(0)=MinP oldugu aciktir.

Simdi bu makaledeki esas teoremlere gz atalim.

Kosul R

Herhangi y e Yicin mincl(®(X,y)+ K,) kiimesi distan stabildir.
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Onerme 9.2.1
Kosul R’nin saglandigim varsayalim. O zaman herhangi y* € Y" icin
a) &0,y )=H"(y)
b) L0,y )=H (y")
y €Y’ vey, € K, oldugunu varsayalim. O halde

Qu(0,y",y)) =9}, (¥, ¥,) 9.12)
oldugu aciktir.

Teorem 9.2.1

Kosul R’nin saglandigimi varsayalim ve ayrica O € intdomH olsun. O zaman

aymax H™(0) =max P"; b)max H. (0) = max P, ’dr.

Teorem 9.2.1 icin sadece Kosul R saglandiginda a) ve b) iliskileri max yerine Max

yazildiginda dogru olur.

®: X XY =Y, U{+eo} perturbasyon fonksiyonu i¢in asagidaki kosullar gegerlidir:
Kosul o

P: X XY =Y, U{+eo} konveks bir fonksiyondur.

Kosul g

Herhangi yeY icin ®(x(y),y)<c, olacak sekilde bir ¢, € Y, Y"de sifirin bir V komsulugu

ve bir x(.):V — X fonksiyonu bulunur.
Kosul y

Min®(X ,0) # < dir.

Onerme 9.2.2

d: X XY — Y, U{+oo} perturbasyon fonksiyonunun Kosul R ve f'y1 sagladigini varsayalim.

O zaman (0, y,) € intepiH olacak sekilde bir y, € Y, vardur.
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Onerme 9.2.3

®: X XY =Y, U{+eo} perturbasyon fonksiyonunun Kosul R ve &’y1 sagladigini varsayalim.

O zaman epiH konveks bir kiimedir.
Teorem 9.2.2

®: X XY =Y, U{+eo} perturbasyon fonksiyonunun @ -y kosullarin1 sagladigini

varsayalim. O halde Kosul R saglanir.
Tanim 9.2.1

(P) esas problemi 9.11’de tanimlanmis olan H :Y — Y, cok degerli fonksiyonu sifirda

subdiferansiyele sahipse stabildir denir.
Teorem 9.2.3

(P) problemi i¢in ®: X XY =Y, U{+eo} perturbasyon fonksiyonu a -7y kosullarin

saglasin. O zaman asagidakiler dogrudur:

A. Herhangi y, € min P igin 6yle bir y, € K, vardir ki
(35, Yoy =max{—Q (0,y", y;) | y" € Y }dir

B. max P’ =int. MinP dir, int.MinP kiimesinin MinP+ K, kiimesinin sinirinda

tanimlanmis topolojiye gore i¢i olmak {iizere.

C. max P, c MinP c c/max P,

O halde Onerme 9.1.1 ‘den O€ intdomH igin birlesim y; € K, (K,) iizerinde olmak iizere

H” O)H 0)=J{y € ¥, 1(y5. vy = max{=Q;, (v, y5): y € Y7} ) drr, 9.13)

9.3 Ozel hal I

X,X veY,Y" ilgili o-topolojilerine ait dual uzaylar olsun. J:X XY — Y, U {+eo}bir

fonksiyon ve A : X — Y siirekli bir lineer fonksiyon olsun.

F(x) =J(x,Ax)olsun.
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(P) Min{J(x,Ax)| xe X} 9.14)

problemini  diisiinelim.  J(x,Ax) #+c  olacak sekilde bir xe X  varolsun.
®: X XY =Y, U{+eo} perturbasyon fonksiyonunu P(x,y)=J(x,Ax—y) seklinde

tanimlariz. O zaman H(y) =Min{J(x,Ax—y)lxe X} duir.

Q4 (0,y",y0) =Q5 (A" ,=y", y) (9.15)
oldugu kolayca goriilebilir.

Bu durumda dual problemler soyledir:
(P") (P)) maXU{yO €Yy 1< Yy, >==Q;(A'y =y, yo)} 9.16)
Burada birlesim tim y, € K, (K;,) ve y" € Y™ iizerindedir.

Teorem 9.2.1 ve (9.13) ve (9.12)’den R veOe intdomH kosullar1 altinda birlesim tiim

¥, € K, (K, ) iizerinde olmak iizere
max P*(P)) = maXU{yO €Y,k y,,y, >=max{-Q, (A"y" ,—y",y)ly €Y }}’dir. (9.17)
Asagidaki 6nermenin ispati kolaydir.

Onerme 9.3.1

Eger J: X XY — Y, U{+o} konveks ise ®: X XY =Y, U {+eo} perturbasyon fonksiyonu da

konveks bir fonksiyondur.
Siradaki teorem (9.14) ve (9.16) problemleri i¢in bir dualite teoremidir.
Teorem 9.3.1

MinP#0 ve J:XXY —Y,uU{+o} konveks bir fonksiyon olsun. Ayrica
J(x,,) y=Ax,’da siirekli olacak sekilde bir x, e X varolsun. O zaman A)’da (9.15)

dikkate alinmak iizere A) ve B) bagintilar1 dogrudur.

9.4 Ozel hal I

YY" veY,,Y, ilgili o-topolojilerine ait dual uzaylar olsun. K, C¥,’in i¢i bos olmayan

konveks kapali bir koni oldugunu varsayalim. F,: A —Y, veF,: A=Y, ifadeleri Ac X
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konveks bir kiime olmak iizere konveks fonksiyonlar ve F,:X —Y, ifadesi A: X =Y,

stirekli lineer bir fonksiyon ve a€ Y, olmak iizere F,(x)=Ax+a seklinde tanimli bir afin

fonksiyon olsun.
(P) problemi asagidaki sekildedir:

(P) Min{F,(x)| x€ A, F,(x) <0, F,(x) =0} (9.18)

Y =Y, xY,olmak lizere ®:X XY — Y, U{+oo} perturbasyon fonksiyonu asagidaki sekilde

tanimlidir:

F AF, (X)<y,,F (x)=y, ise,
q)(x,y)z{ o (%) xe () Sy Fy(0) =y, ise

+ oo aksi halde

Burada y= (y1 , y2) “dir.

L(x, 3y ¥y »¥) = (g Fg () = (0] s F (0 = (5, Fy ()
olsun.

* * * * * * * & & * .
Bu durumda Yo: Yy V€V, elemanlart Yo € KOl(KOZ)’ Y| €- K1 vey, € Y2 olacak sekilde

herhangi elemanlar olmak iizere dual problemler asagidaki sekildedir:
* * & . * * *
(P*) (P2 maxU{yy € Yy 1<yg o) =inf(L(x, 35, v} > v5) 1 x€ A}, 9.19)

Teorem 9.2.1 ve (9.13) ve (9.12)’den bagintilarindan R ve 0 € intdomH kosullar1 altinda ve

Yo Yo € Ky, (K,,) olacak sekilde herhangi bir eleman olmak iizere

max P*(P)) = maXU{y0 €Y, (¥, yy)=  max in£ L(x,y5, ¥, » y;‘)} dir. (9.20)

Vvie—K! yiev; xe
Onerme 9.4.1
®: X XY =Y, Uf+eo} perturbasyon fonksiyonu konvekstir.
Teorem 9.4.1

MinP = olsun. F,(x,)<0,F,(x,)=0olacak sekilde ve F, ve F, fonksiyonlar1 bu noktada

stirekli olmak iizere bir x, € int A noktasinin varoldugunu varsayalim. Ayrica A: X — Y, bir
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acik fonksiyon olsun. O halde (9.18) ve (9.19) problemleri icin A) — C) bagintilar1 asagidaki

kosul ile saglanir:
A) bagintis1 asagidaki sekildedir:

A) Herhangi y, € MinP i¢in

(¥o-30)= _max_inf L(x,y5.¥!,3)

B Pl
yi€-Ky,y€Y, X

olacak gekilde bir y, € K, eleman: vardir.
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10. COK AMACLI LINEER PROGRAMLAMA iCiN PERTURBASYON YONTEMi

y=0,y,)y,€R",y,e R, A :R" > R™, A, :R" - R™ olmak iizere ¢cok amacl lineer

programlama problemi
(P) Min{Cx| A x<b,,A,x<b,,x =0} (10.1)
alalim. MinP =Min{Cx| A x<b,,A,x<b,,x 20} olsun.

®D: X XY > R" U{+oeo} fonksiyonu herhangi x>0 i¢cin ®(x,0)=Cx seklinde tanimli olsun.
@ ifadesine perturbasyon denir. & perturbasyonuna gore (P) probleminin dual problemleri

tanimlanir. Bunun i¢in @ fonksiyonunun birinci eslenigi @ (P> ) hesaplanmalidir.

Q, (¢ y v =supl(x".x) + (3 y) = (35, @(x. 1)) > (V)€ XxY) (10.2)
tamimlandiginda @ (P’ ) fonksiyonu:

@' (x", y DL,y N =y, € R 1Ty € Koy (Kpp) (v, 30) = Q4 (2, v, 1)

(P") max| J{-®"(0,y")ly" e R™ xR™} (10.3)
(P)) max| J{-®.(0,y") |y e R™xR™} (10.4)

problemleri verilen @ perturbasyonuna gore (P) probleminin dualidir.

max P* = max|_J{-®"(0,y")ly" e R™ xR™} (10.5)
max P = max|_J{-®.(0,y")ly"eR™ xR™} (10.6)
olsun.

A :R" > R™,A, :R" - R™ olmak iizere

D(x,y) :{fx’ Ax—=b <y,Ayx—=b, =y,

L:<y;,Cx>—<y1*,A1x—b1>—<y;,A2x—b2>
(Cyy = ATy, = A5y3,x)+ (1 by ) + (5.0



46

y*’b + y*,b ,C*y*_A*y*_A*y*ZO
lnf L={< ! 1> < 2 2> 0 N1 2 Vs
xeR" _00,C~y0~_Alyl,_A2y2¢0

<y;,y0>=<y1*,bl>+<y;,b2> olmak iizere C"y, — Ay, — A, y, =0 iken

it L=, b+ v )
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