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ÖNSÖZ 

Dualite, optimizasyonda çok kullanışlı bir yöntemdir. Birçok konuya (polar kümeler, eşlenik 
fonksiyonlar, lineer programlama, çok amaçlı lineer programlama,…) uygulanabilen bu 
yöntem temelinde konveks kümeler için destek hiperdüzlemler özelliğine dayanır. 

Lineer programlamada ise dualite herhangi bir optimizasyon problemine karşılık belli bir 
kurala göre bir dual problem bulunması ve bu problemlerin çift olarak incelenmesidir. Bu 
sayede dual çiftin incelenmesi verilen ilk problemin daha geniş incelenmesine olanak tanır. 

Çok amaçlı lineer programlama problemlerine aynı zamanda lineer vektör optimizasyonu 
problemi de denir. (ÇALP=LVO) 



 viii

ÖZET 

Bu yüksek lisans tezinde klasik (tek amaçlı) lineer programlamada hem Lagrange’ın minmax 
yöntemi hem de perturbasyon yöntemiyle dual problem ve dual teoremlerin nasıl alındığına 
dair bir özet verilmiştir. Daha sonra çok amaçlı lineer programlama için mevcut dualite 
teoremlerinin özeti verilmiştir. Son olarak çok amaçlı lineer programlama için Azimov’un 
verdiği dualite teorisi çerçevesinde dualite teoremi yazılmış ve ispat edilmiştir. 

Anahtar kelimeler: konveks analiz, eşlenik fonksiyon, dualite, çok amaçlı lineer 
programlama.



 ix

ABSTRACT 

In this MS thesis is a brief summary of how dual problem and duality concepts are obtained in 
both Lagrange’s minmax method and perturbation method in single objective linear 
programming. Then a summary of some duality theorems for multiple objective linear 
programming is given. Finally, duality theorem for multiple objective linear programming is 
given and proven according to Azimov’s duality theory.  

Keywords: convex analysis, conjugate function, duality, multiple objective linear 
programmming.
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1. GİRİŞ 

Çok amaçlı lineer programlamada dualite yöntemleri ilk kez Gale, Kuhn ve Tucker  

tarafından 1951’de geliştirilmiştir. Lineer programlamanın amaç fonksiyonları matris olan bir 

çiftini incelemiş ve bazı dualite teoremlerini göstermişlerdir. Lineer programlamanın matris 

problemleri amaç fonksiyonu vektör ve skaler değerli lineer programlama problemlerini de 

özel haller olarak içerdiğinden geliştirilen bu teori lineer programlamanın vektör problemleri 

ve klasik lineer programlamaya uygulanabilir. Schönfeld’in 1964’te bu dualite yöntemine 

katkıları olmuştur. 

Kornbluth 1974’te “Duality, Indifference and Sensitivity Analysis in Multiple Objective 

Linear Programming” isimli makalesinde lineer programlamanın lineer homojen parametrik 

vektör problemlerinin bir dual çiftini incelemiştir. Kornbluth’un dualite ifadelerine 1977’de 

Rödder tarafından katkıda bulunulmuş ve genelleştirilmiş bir eyer noktası teorisine 

uygulanmıştır. Daha ileri bir dualite yöntemi 1977’de Isermann tarafından geliştirilmiştir. 

Birçok algoritma ve simpleks yöntemin çok amaçlı duruma uygulanması çalışılmıştır (Evans 

ve Steuer (1973), Isermann (1977), Steuer (1985), Yu ve Zeleny(1975), Yu (1976), Zeleny 

(1974)). Daha yakın zamanlarda karar uzayındaki Pareto optimal kümesi yerine görüntü 

uzayındaki etkin kümenin türetilmesi üzerine yoğunlaşan yöntemler ilgi konusu olmuştur 

(Benson (1997)). Ayrıca çok amaçlı lineer programlama için dualite teorisi çalışılmıştır 

(Corley (1984), Isermann (1978)). 

Tek amaçlı klasik lineer programlamada ise dualite ilk kez John von Neumann tarafından 

tasarlanmıştır. İlk yazılı kanıtı George Dantzig’in yazdığı bir Hava Kuvvetleri raporudur. 

1947’de George B. Dantzig, John von Neumann’a ilk kez lineer programlama probleminden 

bahsettiğinde von Neumann hemen bir matris oyuncu için optimal strateji bulmanın (sıfır-

toplamlı iki-kişili oyun) bir lineer programlama problemi olduğunu görmüştü. Matris 

oyununda iki oyuncu olduğundan von Neumann lineer programlama problemlerin çiftler 

halinde varolduğunu öne sürdü. Bu varsayımı, David Gale, Harold W. Kuhn ve Albert W. 

Tucker tarafından 1948’de ispatlandı. (Nevind & Tucker, 1993, pp.260) 

Öte yandan Dantzig bağımsız olarak Hava Kuvvetleri’nin yayınlanmamış bir iç yazışmasında 

von Neumann ile 1947’deki ilk tartışmasına dayanarak dualiteyi 1948’de ifade ve ispat 

ettiğini söyler. Fakat Dantzig’in dediği gibi: “Bugün herkes dualite teoreminin yaratıcısı 

olarak von Neumann’ı sayar ve ilk kesin kanıtı yayınlayanlar olarak Tucker, Kuhn ve Gale’i 

bilir.” 
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Albert Tucker ile Princeton Üniversitesi’nde iken yapılan röportajdan alıntı yapmak bu 

noktada daha gerçekçi bir yaklaşım sağlayacaktır; “O zamanlar Pentagon’daki Hava 

Kuvvetleri’nde istatistikçi olarak çalışan George Dantzig, Princeton’a John von Neumann’ı 

görmeye gelmişti. Daha önce Kasım 1947’de simpleks yöntemden bahsetmek için John von 

Neumann’ı ziyaret etmişti. O zaman von Neumann dualiteyi önceden görmüştü. Von 

Neumann’ın cesaretlendirmesi ile Dantzig lineer programlamanın matematiği ve bununla 

ilgili konular üzerine bir üniversite bazlı projeye Hava Kuvvetleri bursu alabilmek için 

başvuruda bulunmuştu. Dantzig von Neumann’ı görmeye 1948 Bahar’ında tekrar geldi, o 

zaman tesadüf eseri onunla tanıştım. Lineer programlamanın ne olduğunu sordum, bir taşıma 

problemi örneği vererek lineer programlamaya 5 dakikalık bir giriş yaptı. 

1948’de benimle çalışan iki üniversite öğrencisi vardı. Biri David Gale diğeri Harold Kuhn 

idi. Bir matris oyunu ile lineer programla arasında bir ilişki kurmaya çalışıyorduk. Dantzig 

Kasım 1947’de ona lineer programlamadan bahseder bahsetmez von Neumann lineer 

programlamanın bir matris oyunundaki iki oyuncudan biri demek olabileceğini görmüştü. 

Lineer programlamada dualiteyi önceden gören de von Neumann’dı. 

Yaz sonunda lineer programlama ile matris oyunları arasındaki ilişkiyi kesin olarak 

sağlayabildik ve dualiteyi tanımladık. Lineer programlar ikililer olarak varlardı, her 

maksimizasyon programına karşılık onunla ilişkili bir minimizasyon programı bulunuyordu.” 

1948’de Gale& Kuhn lineer programlamanın bir maksimizasyon probleminde Lagrange 

çarpanları yöntemi uygulanırsa Lagrange çarpanlarının dual değişkenler olduğunu gösterdi. 

Tek amaçlı lineer programlama problemi nRx ∈ , c n-boyutlu vektör, A nxn matris olmak 

üzere: 

0

,max

≥

≤

〉〈

x

bAx

xc

 (1.1) 

yapısındaki bir problemdir. Burada lineer programlama probleminin amacı 0≥x  kısıtı altında 

〉〈 xc,  fonksiyonunun alacağı maksimum değeri bulmaktır. 

Gerçek hayat problemleri ise çoğunlukla birden çok amaç içerir. Bu yüzden tek amaçlı lineer 

programlama için bilinen yöntemlerin çok amaçlı lineer programlama problemleri için 

genişletilmesi gerekliliği doğmuştur. Çok amaçlı lineer programlama problemi: 
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0

,max

,max

,max

2

1

≥

≤

〉〈

〉〈

〉〈

x

bAx

xc

xc

xc

n

M
 (1.2) 

yapısındadır. 

Çok amaçlı lineer programlamaya gerçek hayattan bazı örnekler: 

Portföy Seçimi 

max {kar} 

min {risk} 

max{hisse kar payı} 

min{Çeşitlendirme hedeflerinden sapma} 

Üretim Planlaması 

max{toplam net gelir} 

max{herhangi zamanda minimum net gelir} 

min{fazla mesai} 

min{son ürün envanteri} 

Taşıma 

min{maliyet} 

min{öncelikli müşterilere ortalama nakliye süresi} 

max{verilen bir yönteme göre taşıma} 

min{yakıt tüketimi} 

Sermaye Yönetimi 

max{şimdiki net değer} 

min{sermaye yatırım gereksinimleri} 
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min{yıllık işletim giderleri} 

max{çevresel korumalarla ilgili proje yatırımı} 

max{verilen coğrafi bölgelerde proje yatırımı} 

max{verilen bir üretim çizgisine ait proje yatırımı} 
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2. MATEMATİKSEL ALTYAPI 

2.1 Konveks kombinasyon ve lineer bağımlılık 

Tanım 2.1.1 

Her biri reel sayı olan nxxx ,...,, 21  gibi n tane değişkenin sırayla ),...,,( 21 nxxxx =  şeklinde 

yazılmasına sıralı n’liler denir ve bunların oluşturduğu küme 

}için  ),1(),,...,,(|{ 21 RxnixxxxxR in

n ∈=∀==  

‘dir ve bu kümeye aritmetik n boyutlu uzay denir. 

Tanım 2.1.2 

mn Rxxx ∈,...,, 21  vektörleri ve )1(  niRi ≤≤∈λ skalerleri için 

n

n

n

i

i

i xxxx λλλλ +++=∑
=

...2
2

1
1

1

 

toplamına nxxx ,...,, 21  vektörlerinin bir lineer kombinasyonu denir. 

Tanım 2.1.3 

mn Rxxx ∈,...,, 21  vektörleri ve ∑
=

=≤≤≥
n

i

ii ni
1

1   ),1(  0 λλ  skalerleri için 

n

n

n

i

i

i xxxx λλλλ +++=∑
=

...2
2

1
1

1

 

toplamına nxxx ,...,, 21  vektörlerinin bir konveks kombinasyonu denir. 

Tanım 2.1.4 

Her i için mi Rx ∈ olmak üzere },...,,{ 21 nxxx  vektörler kümesinin lineer bağımsız olması 

demek 

0...2
2

1
1 =+++ n

n xxx λλλ  

eşitliğini sağlayan tek },...,,{ 21 nλλλ skalerler kümesinin 0...21 ==== nλλλ olmasıdır. Aksi 

halde hepsi birden 0 olmayan Ri ∈λ  mevcut ise },...,,{ 21 nxxx vektörleri lineer bağımlıdır 
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denir. },...,,{ 21 nxxx vektörleri lineer bağımlı ise en az bir vektör diğerlerinin lineer 

kombinasyonu şeklinde yazılabilir. Lineer bağımsız vektörlerinin herhangi bir altkümesi 

lineer bağımsız ve lineer bağımlı vektörlerin herhangi bir üstkümesi lineer bağımlıdır. 

Sütunları lineer bağımsız vektörlerden oluşan bir m x m boyutlu A matrisi tersinirdir. 

( 0A ≠ ’dır.) 

Tanım 2.1.5 

V bir vektör uzayı mvvv ,...,, 21  de bu uzaydan alınmış m vektör olsun. },...,,{ 21 mvvv  

kümesinin V’ye bir taban (baz) oluşturması için gerek ve yeter şart bu kümenin V uzayını 

germesi ve elemanlarının aralarında lineer bağımsız olmasıdır. Vektör uzayının boyutu ise 

uzayı geren lineer bağımsız vektörlerin maksimum sayısıdır. 

Tanım 2.1.6 

Bir matrisin rankı matristeki maksimum lineer bağımsız satır sayısıdır. Matriste maksimum 

lineer bağımsız satır sayısı maksimum lineer bağımsız sütun sayısına eşittir. Bu yüzden 

matrisin minimum boyutu rank için bir üst sınırdır. 

2.2 Açık küre ve sınır noktaları 

Tanım 2.2.1 

RRRd nn →× )(:  bir fonksiyon olsun. nRzyx ∈∀ ,,  

i. 0),( ≥yxd  

ii. ),(),( xydyxd =  

iii. yxyxd =⇔= 0),(  

iv. ),(),(),( zydyxdzxd +≤  (üçgen eşitsizliği) 

şartlarını sağlıyorsa d’ye uzaklık fonksiyonu denir.  

Tanım 2.2.2  

nRx ∈  ve 0>ε  olmak üzere x merkezli ve ε yarıçaplı, nRH ⊂  açık küresi aşağıdaki gibi 

tanımlanır. 
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}),(|{ ε<∈= yxdRyH n  

kümesidir.  

Özel olarak bu hiperküre R’de bir açık aralık, 2R ’de çevresi olmayan bir daire, 3R ’de ise 

yüzeyi olmayan bir küre gösterir.  

Tanım 2.2.3 

x nR ’ de bir nokta ve nRY ⊂  olmak üzere Y  x’i içeren herhangi bir açık kümeyi kapsıyorsa 

Y kümesine x’in komşuluğu denir. 

Tanım 2.2.4 

nRx ∈  ve nRA ⊆  olmak üzere x’in A’nın kapsadığı bir komşuluğu bulunabiliyorsa x A 

kümesinin bir iç noktasıdır denir. 

Bir kümenin tüm iç noktaları kümesi intS şeklinde gösterilir. 

Kümenin bütün elemanları iç nokta ise kümeye açık küme denir. Yani S = intS ise S açık 

kümedir. 

Diğer bir deyişle nR ’in altkümesi olan bir küme nR ’deki açık kürelerin birleşimi şeklinde 

yazılabiliyorsa açık kümedir. 

Eğer S kümesi bir açık küme ise tümleyeni kapalı kümedir ve tersi de doğrudur. Kapalı bir 

küme sınır noktalarının tümünü içerir. 

Tanım 2.2.5 

nESx ⊂∈  elemanı eğer her 0>ε  için ∅≠∩ )(xNS ε  ise S kümesinin kapanışının 

elemanıdır. Bu şekilde tüm x elemanlarının kümesine S kümesinin kapanışı denir. Eğer S=clS 

ise S kapalıdır. 

Tanım 2.2.6 

nRS ⊂  kümesinin sınırlı küme olması için gerek ve yeter şart S’yi içeren n boyutlu kürenin 

mevcut olmasıdır.  

Diğer bir deyişle S’deki tüm x’ler için Mx ≤ olacak şekilde 0≥M  sonlu reel sayısı mevcut 

ise S kümesi sınırlıdır. Küme sınırlı değilse sınırsız kümedir. 
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Şekil 2.1 İç noktaları olmayan kapalı küme (sınırlı) 

 

 

 

 

Şekil 2.2  İç noktaları olan sınırlı (hiperküre içine alınabilir) ne açık ne kapalı 

 

 

 

 

Şekil 2.3 Kapalı sınırsız küme 

 

 

 

 

Şekil 2.4 Açık sınırsız küme 
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Tanım 2.2.7 

Bir nRx ∈  noktasının her komşuluğu n
RA ⊆  kümesinden bir nokta ve A kümesinin 

tümleyeninden bir nokta içeriyorsa x A kümesinin bir sınır noktasıdır. Tüm sınır noktalarının 

kümesi S∂  ile gösterilir. 

2.3 Afin fonksiyon ve çokyüzlü 

Tanım  2.3.1 

 mn RRf →:  tanımlı )()()( yfxfyxf +=+  ve )()( xfxf λλ =  tanım aralığındaki  

her x ve y ve her λ skaleri için sağlanan f fonksiyonuna lineer fonksiyon denir. 

Tanım 2.3.2 

bxaxaxxf nnn +++= ...),...( 111  formundaki vektör değerli fonksiyonlara afin fonksiyon 

denir. Katsayıları skaler veya matris olabilir. Sabit terim skaler veya sütun vektörüdür. 

Lineer programlama problemleri lineer amaç fonksiyonu ve sonlu sayıda lineer eşitlik veya 

eşitsizlik kısıtına sahip optimizasyon problemleridir. Bu tür problemler C ve K konileri 

çokyüzlü olmak üzere konik lineer problemlerin bir özel hali olarak görülebilir. 

Tanım 2.3.3 

Sonlu sayıda kapalı yarıuzayların kesişimine çokyüzlü (polihedral) denir. Kapalı yarıuzay 

konveks küme olduğundan çokyüzlü de kapalı konveks bir kümedir. Örneğin uygun çözümler 

kümesi bir çokyüzlüdür. 

 

 

 

 

 

Şekil 2.5 Çokyüzlü  

S 
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Şekil 2.6 Çokyüzlü: kapalı sınırlı (kompakt) küme 

2.4 Konveks koniler 

Tanım 2.4.1 

nRVvV ⊂∈∅≠ ,  olsun.  0≥α  için Vv ∈α ise V bir konidir. 

Orijinde bulunan 0 konisinden başka bütün koniler sınırsız kümelerdir. nR∈0  noktası her 

konide bulunur. Orijinden çıkan yarı ışın bir konidir. 

 

 

 

Şekil 2.7 Orijinden çıkan yarı ışın 

nR ’de K genel konisi konvekstir. 

 

 

 

 

Şekil 2.8 Genel koni 

2x

1x
4x

3x
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Aşağıdaki örnekte görüldüğü gibi koninin konveks olması gerekmez. 

 

 

 

 

Şekil 2.9 Konveks olmayan bir koni 

}0|{ ≥∈=+ xRxR nn  standart konisi konveks bir konidir.  

nR  de konveks bir konidir. 

Kapalı yarıuzay konveks bir konidir. Ancak }0,|{ <∈=− xcRxH n  açık yarıuzayı orijini 

kesmediğinden koni değildir. 

 

 

 

 

 

Şekil 2.10 Açık yarıuzay (koni değil)
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3. KONVEKS ANALİZE GİRİŞ 

3.1 Konveks kümeler 

Tanım 3.1.1 

∅≠⊂ SES n   ve  olmak üzere ]1,0[,, 21 ∈∀∈∀ λSxx  için Sxx ∈−+ 21 )1( λλ  ise S  konveks 

kümedir. Yani kümede herhangi iki noktayı birleştiren doğru üzerindeki tüm noktalar yine 

kümenin elemanı ise küme konvekstir. 

 

 

Şekil 3.1 Konveks bir küme 

 

 

 

Şekil 3.2 Konveks olmayan bir küme 

İki konveks kümenin kesişimi, toplamı ve bir konveks kümenin sabit bir λ ile çarpımı yine 

konvekstir. 

Tanım 3.1.2 

Konveks bölgede iki farklı noktanın konveks kombinasyonu olarak yazılamayan noktaya uç 

(extreme) nokta denir. Matematiksel olarak nES ⊂  konveks bölgesinde Sxx ∈21 ,  ve 

)1,0(  ve21 ∈≠ kxx  olmak üzere 21 )1( xkkxx −+=  şeklinde yazılamıyorsa Sx ∈  noktası 

S’nin bir uç noktasıdır.  Tanımdan dolayı uç nokta bir iç nokta olamaz. Dolayısıyla bütün uç 

noktalar sınırlıdır. 

Tanım 3.1.1’de kümenin herhangi iki elemanının konveks kombinasyonunun kümede olması 

kümenin konveks bir küme olduğu belirtilmiştir. Kolaylıkla gösterilebilir ki herhangi sonlu 

sayıdaki x için de geçerlidir. Dolayısıyla aşağıdaki teorem doğrudur. 
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Teorem 3.1.3 

S konveks bir küme ise )0,1,(    
11

≥∀=∈∀∈ ∑∑
==

i

n

i

ii

n

i

ii SxSx λλλ ’dır. 

3.2 Konveks örten ve Carathéodory teoremi 

Tanım 3.2.1 

nES ⊂  kümesinin konveks örteni kümenin tüm konveks kombinasyonlarının topluluğudur. 

Diğer bir deyişle konveks örten 

},,1,0,1,:{)()(
11

SxpixxxSHSco
p

i

iii

p

i

ii ∈∀=≥==== ∑∑
==

λλλ  (3.1) 

şeklinde tanımlanır ve co(S) veya H(S) ile gösterilir.  

Aynı zamanda konveks örten  S kümesini kapsayan en küçük konveks kümedir. Aslında H(S) 

S kümesini kapsayan tüm konveks kümelerin kesişimidir. 

Tüm konveks kümelerin kesişimi de konveks bir kümedir ve bu küme S’yi içeren en küçük 

konveks kümedir. 

Önerme 3.2.1 

İki konveks örten tanımı denktir. 

Tanım 3.2.1’te sonlu sayıda eleman için konveks örten tanımı yazılmıştır. Ancak aşağıdaki 

çok ünlü teoremde verilmiştir ki n boyutlu uzayda p’nin n+1’den fazla alınmasına gerek 

yoktur. 

Teorem 3.2.1 (Carathéodory Teoremi) 

Bir kümenin elemanlarının tüm konveks kombinasyonları kümesi n boyutlu uzayda en fazla 

n+1 elemanın konveks kombinasyonları ile sınırlandırılabilir. Yani )(SHx ∈ ise p’nin 

n+1’den fazla alınmasına gerek yoktur. 

Aşağıdaki teorem konveks kümeleri karakterize eden bir teoremdir. Biri kümenin kapanışında 

biri konveks kümenin içinde olmak üzere biri iç nokta olmak zorunda iki eleman alındığında 

bu iki nokta birleştirildiğinde aradaki noktaların da kümenin içinde olduğunu ifade eder. 
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1x

2x

Teorem 3.2.2 

nES ⊂  içi boş olmayan konveks bir küme olsun. SxclSx int  ve 21 ∈∈  olmak üzere 

Sxx int)1(için  )1,0( 21 ∈−+∈∀ λλλ ’dir. 

 

 

 

 

Şekil 3.3 Teorem 3.2.2 

Sonuç 3.2.1 

S konveks bir küme ise intS de konvekstir. 

Sonuç 3.2.2 

S konveks ve ∅≠Sint  ise clS konvekstir. 

Teorem 3.2.2’ye aksi örnekler verilebilir. Örneğin konveks bir küme alalım ve içinden bir 

nokta atalım. 

 

 

Şekil 3.4 Teorem 3.2.2’ye bir aksi örnek 

Aşağıda görülen diğer bir örnekte ise birleştirilen iki nokta arasındaki noktalar iç nokta 

olmamaktadır. 

 

 

Şekil 3.5 Teorem 3.2.2’ye diğer bir aksi örnek 
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Teorem 3.2.3 

nES ⊂  kapalı konveks bir küme ve Sy ∉ olsun. y noktasından S kümesine en kısa mesafeyi 

veren nokta vardır ve tektir. x0’ın bu minimize eden nokta olması için gerek ve yeter koşul 

Sxxyxx ∈∀>≤−−< ,0, 00  olmasıdır. 

 

 

 

 

 

Şekil 3.6 Kapalı konveks bir kümeye minimum uzaklık 

Bir konveks küme ile bu kümeye ait olmayan bir nokta alındığında küme kapalı olmasa 

Teorem 3.2.3’ü sağlayan bir nokta olmayabilir. Örneğin açık daire için böyle bir nokta olmaz.  

Eğer küme konveks değilse ise böyle bir nokta tek olmayabilir. 

Tanım 3.2.2 

}skalerbir  ,,:{ üzereolmak    ve0 αα>=<=∈≠ xpxHEpp n  kümesi bir hiperdüzlem 

tanımlar. p vektörüne hiperdüzlemin normal vektörü denir. Bir hiperdüzlem uzayı iki kapalı 

yarıuzaya ayırır. Bu yarıuzaylar konvekstir. 

},:{  ve},:{ αα >≤<=>≥<= −+ xpxHxpxH  (3.2) 

Önerme 3.2.2 

Hiperdüzlem konvekstir. 

İspat: 

[ ]1,0,, 21 ∈∀∈∀ λHxx  olmak üzere Hxx ∈−+ 21 )1( λλ  olduğunu göstermemiz gerekir. 

y 
x S 

0x



 

 

16

α

αλλα

λλ

λλλλ

=

−+=

−+=

−+=−

)1(

,)1(,

)1(,,)1(,,

21

2121

xpxp

xpxpxxp

 

3.3 Ayırma teoremi 

Ayırma Teoreminden Optimizasyonda gerek dualite gerek optimum için gerek koşulların 

ispatında da faydalanılır. Ayırma Teoremi lineer fonksiyonel analizin üç temel teoreminden 

biri olan Hahn-Banach Teoremine eşdeğerdir. 

Teorem 3.3.1 (Ayırma Teoremi) 

nES ⊂≠∅  kapalı konveks bir küme ve Sy ∉ olsun. 0≠∃p  vektörü ve bir α skaleri vardır ki 

Sxxpyp ∈∀>≤<>>< ,,  ve, αα ’dir.  

 

 

 

 

Şekil 3.7 Ayırma teoremi 

Teorem 3.3.2 (İki konveks kümenin ayrılması) 

∅≠∩ 21 SS  konveks kümeler ise bunları ayıran bir hiperdüzlem vardır. Yani 

1,, Sxxp ∈∀>≥< α  ve 2,, Sxxp ∈∀>≤< α  olacak şekilde nEp ∈≠0  varsa 

},:{ α>=<= xpxH hiperdüzlemi S1 ve S2’yi ayırıyor denir. 

Bu teorem optimizasyonda çok önemlidir ve Kuhn-Tucker Teoremi buradan elde edilmiştir. 

 

 

 

Şekil 3.8 İki konveks kümenin ayrılması 

y 

S 

H 

>α 

α≤

1S
2S

H 
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S 

p 

x 

x0 

Konveks olmasalar bu kümeleri ayırmak mümkün değildir. 

 

 

 

 

Tanım 3.3.1 

SxES n ∂∈⊂≠∅ 0  ve olsun. Her Sx ∈  için 0, 0 >≤−< xxp  )( −⊂ HS  olacak şekilde 

0≠∃p  bulunabiliyor ise  H hiperdüzlemine S kümesinin x0 noktasında destek hiperdüzlemi 

denir. 

 

 

 

 

 

Şekil 3.9 Destek hiperdüzlemi 

Teorem 3.3.3 

Konveks kümelerin sınır noktalarında destek hiperdüzlemleri vardır. nES ⊂≠∅  konveks bir 

küme ve Sx ∂∈0  olmak üzere S’yi x0 noktasında destekleyen bir hiperdüzlem vardır. 

clSxxxpp ∈∀>≤−<≠∃ ,   0,   0 0  (3.3) 

Bu teorem fonksiyonel analizdeki Hahn-Banach teoremine denktir. 

Uygulamalı matematikte, matematiksel ekonomide ve optimizasyonda konveks küme ve 

konveks fonksiyonlar çok önemli bir sınıftır. İncelemeyi kolaylaştıran özellikleri vardır. Bu 

sınıfın pratikte birçok uygulaması vardır.  

H 
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x1 x2λ x1+(1-λ) x2 

3.4 Konveks fonksiyon 

Tanım 3.4.1 

]1,0[,, üzereolmak  ,,: 211 ∈∀∈∀∅≠⊂→ λSxxSESESf n  için. 

)()1()())1(( 2121 xfxfxxf λλλλ −+≤−+  (3.4) 

ise f’ye S üzerinde bir konveks fonksiyon denir. 

 

 

 

 

Şekil 3.10 Konveks fonksiyon 

Teorem 3.4.1 

f konveks bir fonksiyon ise 

)0,1,(      )()(
111
∑∑∑

===

≥∀=∈∀≤
n

i

iii

n

i

ii

n

i

ii Sxxfxf λλλλ dır (3.5) 

Teorem 3.4.2 

Konveks fonksiyonlar tanım bölgesinin içinde süreklidir. 

Tanım 3.4.2 

Bir fonksiyonun epigrafiği fonksiyonun grafiğinin üzerinde kalan noktaların oluşturduğu 

kümedir.  

)}(,,:),{( 1 xfyEySxyxepif ≥∈∈=  (3.6) 

Tanım 3.4.3 

Bir fonksiyonun hipografiği fonksiyonun grafiğinin altında kalan noktaların oluşturduğu 

kümedir.  

)}(,,:),{( 1 xfyEySxyxhypf ≤∈∈=  (3.7) 
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0, xx −ξ

)( 0xf

ξ

 

 

 

 

Şekil 3.11 Konveks bir fonksiyonun epigraf ve hipografiği 

Teorem 3.4.3 

1:  veküme konveks ESfES n →⊂≠∅ olsun. f’in konveks fonksiyon olması için gerek ve 

yeter koşul epif’in konveks küme olmasıdır. 

3.5 Subgradyent kavramı 

Tanım 3.5.1 

1:  veküme konveks ESfES n →⊂≠∅  konveks fonksiyon olsum. Eğer Sx ∈∀  için 

>−<+≥ 00 ,)()( xxxfxf ξ  ise f ξ ’in x0’daki subgradyentidir denir. f’in x0’daki 

subgradyentleri kümesi )( 0xf∂ şeklinde gösterilir ve subdiferansiyel denir. 

 

 

 

 

Şekil 3.12 Konveks bir fonksiyon için subgradyentin geometrik yorumu 

Teorem 3.5.1 

1:    veküme  konveks  ESfES n →⊂≠∅  konveks bir fonksiyon ise Sx int0 ∈  için öyle bir 

ξ  vektörü vardır ki 

},)(:),{( 00 >−<+== xxxfyyxH ξ  (3.8) 

hiperdüzlemi )](,[ 00 xfx  noktasında epif’i destekler. 

epif 

hypf 
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3.6 Eşlenik fonksiyonlar 

Tanım 3.6.1 

REf n →:  fonksiyonunun eşlenik (konjuget) fonksiyonu REf n →:*  

n
Ex

Exxfxxxf
n

∈∀−><=
∈

**** )},(,{sup)(  (3.9) 

şeklinde tanımlıdır. 

Önerme 3.6.1 

REgREf nn →→ :  ve:  için 

))(()()()( ****
nExxgxfxgxf ∈∀≥⇒≤ dir (3.10) 

Tanım 3.6.2 

REf n →:  fonksiyonunun ikincil eşlenik (konjuget) fonksiyonu REf n →:**  

n
Ex

Exxfxxxf
n

∈∀−><=
∈

)},(,{sup)( *****

*

 şeklinde tanımlıdır. 

 

 

 

 

 

 

Şekil 3.13 İkincil eşlenik fonksiyonu 

Teorem 3.6.1 

REf n →:  olsun. ))(()(** xxfxf ∀≤ ’dir.  

f(x) 

)(xf ∗∗
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İspat:  

)()(

)()}(,{sup

),)((,)(

),)((,)(

**

***

****

****

*

xfxf

xfxfxx

Exxxfxxxf

Exxxfxxxf

nEx

n

n

≤

≤−><

∈∀−>≥<

∈∀−>≥<

∈

 (3.11) 

Aşağıdaki teorem çok önemli bir teoremdir. Bu dualite teoremidir. 

Teorem 3.6.2 

REf n →:  olsun. )()( ise )( 0
**

00 xfxfxf =∅≠∂ dır. 

İspat: ∅≠∂ )( 0xf olduğundan )(: 0
** xfxEx n ∂∈∈∃ ’dır. Subgradyent tanımından 

)()(,)(

)(,)(

))((,)(,

)(,)()(

0
****

0
*

0

00
***

00
**

0
*

0

xfxfxxxf

xfxxxf

Exxfxxxfxx

Exxxxxfxf

n

n

≤−>≤<

−>≤<

∈∀−>≤<−><

∈∀>−<+≥

 (3.12) 

buradan ve ff ≤** ’den )()( 0
**

0 xfxf = ’dır. 

Tanım 3.6.3 

REf n →:  olmak üzere )(inf)( xfP
nEx∈

 minimizasyon problemine primal problem denir. 

Pxf inf)( =  koşulunu sağlayan her nEx ∈  (P) probleminin bir çözümüdür. 

Tanım 3.6.4 

f(x) fonksiyonu ile ilgili REE nn →×:φ  olmak üzere )()0,( xfx =φ  koşulunu sağlayan 

),( yxφ  fonksiyonuna perturbasyon fonksiyonu denir. nEy ∈∀ için )(),(inf)( yhyxP
nEx

y =
∈

φ  

minimizasyon problemine verilen perturbasyon fonksiyonuna göre (P) probleminin 

perturbasyon problemi denir. )( problemi )(için  0 0 PPy = ’nin kendisidir. Problem 

0)(

)(inf

≤xg

xf
 (3.13) 

ise 
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})(:)(inf{)( yxgxfyh ≤=  (3.14)  

tanımlansın.  

Perturbasyon fonksiyonunun 0 noktasındaki değeri yani h(0), problemin değeridir. Çözümün 

olması için sıfır-dualite aralığı olmalıdır. Eğer böyle ise )0()0( **hh = ’dır. Konveks analizde 

bunun için 0)0( ≠∂h  olmalıdır. Eşlenik fonksiyonlarla ilgili teoremden bu eşitliğin 

sağlanması için yeter koşul 0 noktasındaki subdiferansiyel kümesinin boş kümeden farklı 

olmasıdır. 

Tanım 3.6.5 

(P) primal problem, (Py) perturbasyon problemi ve REE nn →×:*φ fonksiyonu φ  

perturbasyon fonksiyonunun eşlenik fonksiyonu olsun. (P) probleminin φ  perturbasyon 

fonksiyonuna göre dual problemi )},0({sup)( *** yP
nEy

φ−
∈

 olarak tanımlıdır. ),0(sup *** yP φ−=  

koşulunu sağlayan her nEy ∈*  elemanı )( *P  probleminin bir çözümüdür. 

Tanım 3.6.6 

Primal ve dual amaç değerleri arasındaki farka dualite aralığı denir. Terim, bir aralığın 

mevcut olduğunu yani değerinin sıfır olmadığını gösterir. Sıfır-dualite aralığı varsa primal ve 

dual amaç değerleri birbirine eşittir ve problemin çözümü vardır. 



 

 

23

4. KLASİK LİNEER PROGRAMLAMA İÇİN DUALİTE TEOREMİ 

4.1 Klasik lineer programlamaya giriş 

Tanım 4.1.1 

Bir LPP jiji abc ,, problemde verilmek üzere 

mqjbxa

qpjbxa

pjbxa

xcxc

j

i

iji

j

i

iji

j

i

iji

i

ii

,...,1,

,...,1,

,...,1,

,min

+==

+=≥

=≤

>=<

∑

∑

∑

∑

 

genel halinde bir optimizasyon problemidir. 

Bir lineer programlama probleminin (LPP) esas özelliği amaç fonksiyonu ve kısıtların 

tümünün lineer olmasıdır. 

Tanım 4.1.2 

Standard formdaki bir LPP 

{ }0,A,min ≥=>< xbxxc   ‘dir. 

Böylece her LPP’deki elemanlar: 

1. Bir nm ×  A matrisi, mn >  olmak üzere. 

2. Bir mRb ∈ vektörü 

3. Bir nRc ∈ vektörü 

Burada xcxc   ve   , >< vektörlerinin iç çarpımı, Ax ise A matrisi ile x vektörünün çarpımıdır. 

Bu yüzden problemimiz x, bileşenleri negatif olmayan )0( ≥x tüm uygun nRx ∈ vektörlerini 

gezerken, bx =A   kısıtıyla >< xc,  iç çarpımının minimum değerini bulmaktır. Ayrıca bu 

minimum değere ulaşılan x vektörü (veya tüm x vektörleri) ile de ilgileniyoruz. 

Her LPP standard forma dönüşebilir. Bu dönüşümün nasıl elde edildiğini anlamak önemlidir. 

Bu üç adımda yapılır. 
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İşaret kısıtlaması olmayan değişkenler:  

İşaret kısıtlaması olmayan değişkenler için 

0},0max{,0},0max{ ≥−=≥= −+ xxxx  

olmak üzere pozitif ve negatif değişkenler için 

−+−+ −=−= xxxxxx ||,  

özelliklerini kullanarak 

0, )2()1()2()1( ≥−−= iiiii xxxxx  

yeni değişkenleriyle problem yeniden yazılır. 

Eşitsizlikleri eşitlikler haline dönüştürmek:  

Lineer programlama problemlerinde kısıtlar çoğu zaman eşitsizlik şeklindedir.  

{ }0,'',|min ≥=≤ xbxAbAxcx  

probleminde yapma değişkenler kullanılarak kısıtlar tek bir eşitlik kısıtı haline getirilebilir.  

0≥−= Axby  

yeni değişkeni tanımlanarak ve 1 birim matris olmak üzere 

)1(
~

,)( AAyxX ==  

denilerek problemin kısıtları sadece 

bXA =
~

 

haline getirilebilir.  

Maksimumu minimuma çevirmek:  

Problemde minimum yerine maksimum isteniyorsa  

max{f(x)}= - min{-f(x)} 

veya daha açık bir dille 

{ } { }0,|)(min0,|max ≥=−−=≥= xbAxxcxbAxcx  
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olduğu unutulmamalıdır. 

Tanım 4.1.3  

Aşağıdaki lineer programlama problemlerini gözönüne alalım: 

(P)   

)...min(

)1(0

...

...

...

2211

2211

22222121

11212111

nn

i

mnmnmm

nn

nn

xcxcxc

nix

bxaxaxa

bxaxaxa

bxaxaxa

+++

≤≤≥













≥+++

≥+++

≥+++

KKKKKKKKKKK  

probleminin duali 

(D)   

)...max(

)1(0

...

...

...

2211

2211

22222112

11221111

mm

i

nmmnnn

mm

mm

ybybyb

miy

cyayaya

cyayaya

cyayaya

+++

≤≤≥













≤+++

≤+++

≤+++

KKKKKKKKKKK  

problemidir. (P) ve (D) problemlerinin matrislerle ifadesi: 

(P)   

xc

x

bAx

,min

0≥

≥

  

(D)   

by

y

cyA

,max

0≥

≤

 

şeklindedir. 

Burada A matrisi (mxn) boyutlu bir matris, b (mx1) boyutlu vektör, x (nx1) boyutlu vektör, c 

(1xn) boyutlu vektör olduğundan y (1xm) boyutlu vektördür. 

4.2 Perturbasyon Yöntemi 

Lineer programlama için optimizasyon problemleri hem perturbasyon hem de Lagrange 

yöntemleri ile çözülebilir. 

Şimdi Rockafellar tarafından bulunan Klasik lineer programlama problemi için dualite 
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teoremini ispatlayalım. Primal problemimiz 

},1,,;,1,,|,min{ msibxasibxaxc iiii +===≤  (4.1)  

olsun. Bu probleme karşılık h(y) fonksiyonunu yazalım 

},1,,;,1,,|,{inf)( msiybxasiybxaxcyh iiiiii
x

+==−=≤−=  (4.2)  

}},1,,;,1,,|,,{sup{sup

},1,,;,1,,|,,{sup

}},1,,;,1,,|,{sup,{sup

}},1,,;,1,,|,{inf,{sup)(

,

msiybxasiybxaxcyy

msiybxasiybxaxcyy

msiybxasiybxaxcyy

msiybxasiybxaxcyyyh

iiiiii
yx

iiiiii
xy

iiiiii
xy

iiiiii
xy

+==−=≤−−=

+==−=≤−−=

+==−=≤−−+=

+==−=≤−−=

∗

∗

∗

∗∗∗

  

olarak h(y) fonksiyonunun birinci eşleniği bulunur. Elde edilen bu sonuçta 

0   ,,1   ,, ≥==+− iiiii siybxa εε  (4.3)  

ve 

∑ ∑
= =

∗∗ ≥+−=
s

i

s

i

iiiiiii ybxayy
1 1

0   ,),( εε  (4.4)  

yerine konursa 
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ε

  

ve buna bağlı olarak eşlenik fonksiyonu 


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

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=
∑

=

∗∗

∗

∗∗
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1

,1,0),,),(sup(

,1,0,

)(  (4.5)  

elde edilmiş olur. İkinci eşlenik fonksiyonu da 
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 (4.8)  

şeklinde elde edilmiş olur. 

4.3 Lagrange Yöntemi 

LP problemleri Lagrange fonksiyonundan faydalanılıp minmax gibi gösterilebilir. Primal ve 

dual problemleri iki oyunculu bir oyun gibi düşünülürse Oyun teorisinden minmax değeri 1. 

oyuncunun garanti edeceği miktardır, yerini değiştirdiğimizde maxmin 2. oyuncunun garanti 

edeceği miktardır ve buna dual problem denir. 

Lagrangian Dualite 

},1,,;,1,,|,min{ msi
i

bx
i

asi
i

bx
i

axc +===≤  (4.9)  
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problemini ele alalım.  

},1,,;,1,, msi
i

bx
i

asi
i

bx
i

aD +===≤=  

olmak üzere problem 

}|,min{ Dxxc ∈ ’dir. 

Lagrangian fonksiyonu ],(: +∞−∞→ℜ×ℜ nmL  

∑
=

−+=
m

i
i

bx
i

a
i

xcxL

1
),(,);( λλ  (4.10)  

şeklinde tanımlanır. Burada },1,0|),...,
1

,,...,
2

,
1

{( si
imss

Q =≥
+

= λλλλλλ  olmak üzere 

Q∈λ  üzerinde maksimize ettiğimizde 





∉∞+

∈
=

∈ Dx

Dxxc
xL

Q ,

,,
);(max λ

λ
 (4.11)  

ve bu değer nx ℜ∈ üzerinde minimize edildiğinde 

xc
Dx

xL
Qnx

,min);(maxmin
∈

=
∈ℜ∈

λ
λ

 (4.12)  

bulunur. 

(P) probleminin optimal değeri ],[ +∞−∞∈p  ile gösterilirse 

);(maxmin λ
λ

xL
Qnx

p
∈ℜ∈

=  (4.13)  

ve (P) ile ilgili olarak (P*) problemi ise ],[ +∞−∞∈q  dual değer olmak üzere 

);(minmax λ
λ

xL
nxQ

q

ℜ∈∈
=  (4.14)  

şeklinde gösterilebilir. Böylece dual problem );(min)( λλ xL
nx ℜ∈

=Φ  dual fonksiyonu Q∈λ  

üzerinde maksimize edilerek elde edilir. 
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Bu alınan dual problem olur. Yani (P) primal problemine Lagrange fonksiyonu dahil edilip 

minmax şeklinde yazarak dual problemi elde etmiş olduk. 

Dual problem alındığında perturbasyon yöntemi ile aynı sonucun alındığını gördük. 

Bu teoreme oyun teorisindeki gibi yorum getirmek gerekirse şöyle söylenebilir: Primal 

problem 1. oyuncunun stratejisi ve stratejiler kümesini, dual problem de 2. oyuncunun 

stratejisi ve stratejiler kümesini ifade etmek üzere 2. oyuncu λ’ya göre maksimum, 1. oyuncu 

x’e göre minimum oynarsa bu oyunda optimal stratejinin ne olacağını düşünelim. Bu durumda 

2. oyuncu 1. oyuncunun hamlesini tahmin edebilir ve x’e göre maksimum yapacaktır. Böylece 

2. oyuncunun stratejisini dual problem ifade ettiğinden ve 2. oyuncu en fazla bu kadar 

kaybedecektir. Buna karşılık da 1. oyuncu en az bu kadar kazanacaktır. Yani optimal strateji 

),(),(),( 0000 λλλ xLxLxL ≤≤  

değerleri arasında kalacaktır. 
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5. ÇOK AMAÇLI LİNEER PROGRAMLAMAYA GİRİŞ 

Tanım 5.1 

Çok amaçlı lineer programlama problemi 

n

k

RSx

bAx

xc

xc

xc

⊂∈

≤













},max{

},max{

},max{

2

1

M

 

şeklinde tanımlanır. Başka bir deyişle C amaç fonksiyonlarının kxn boyutlu katsayılar matrisi 

olmak üzere 

},|max{ SxbAxCx ∈≤  

şeklindedir. 

Bu probleme aynı zamanda lineer vektör maksimizasyon problemi de denir. Amaç, verilen 

koşullar altında Cx vektörünün maksimum değerini bulmaya çalışmaktır.  

Kompleks problemlerde probleme tek amaçlı gibi bakmak kullanışlı değildir. Bu yüzden çok 

amaçlı lineer programlama problemleri büyük önem taşır. 

Burada klasik lineer programlamadan farklı olarak fonksiyon vektör değerli olduğu için 

optimallik kavramının yerine çok amaçlı lineer programlama problemlerinde pareto optimum 

kavramı gelir. 

Tanım 5.2 

))(),...(()( 1 xfxfxF m=  ve Y=F(x) görüntü uzayı olmak üzere 





∈

=→

Xx

mixf i ,1max,)(
 

problemini alalım. 

Xx ∈∗  noktası bu problemin bir maksimumu olsun ve )()( ∗≥ xfxf  ve en az bir i için 

)()( ∗> xfxf ii  olacak şekilde başka bir maksimum nokta yok ise ∗x çözüm noktasına pareto 
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maksimum denir. 

 

 

 

 

 

Şekil 5.1 Pareto optimum 

Problemimiz aşağıdaki şekilde olsaydı ve minimumu arasaydık 





∈

=→

Xx

mixf i ,1min,)(
 

Xx ∈∗  noktası bu problemin bir minimumu ise ve )()( ∗≤ xfxf  ve en az bir i için 

)()( ∗< xfxf ii  olacak şekilde başka bir minimum nokta bulunamıyorsa ∗x çözüm noktasına 

pareto minimum denir. 

Şimdi Çok Amaçlı Lineer Programlamada mevcut olan dualite teoremlerini kısaca 

inceleyelim.

X 

Y 
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6. GALE, KUHN VE TUCKER’IN DUALİTE YÖNTEMLERİ 

Gale, Kuhn ve Tucker aşağıdaki genel haldeki iki lineer programlama problemini 

incelemişlerdir. Bu problemlerin herbiri aynı varsayımlara sahiptir; A )( nm × -matris, B 

)( rm × -matris, C )( nk × -matris, D )( rk × -matris ve vuyx ,,,  değişkenler olmak üzere 

},,,|max"{" 0
rn RyRxDyCxByAxD +∈∈≥=  (6.1) 

},,,|min"{" kmTTTT RvRuvDuBvCuAD +∈∈≤≥  (6.2) 

),,( 000 Dyx  (6.1) için bir uygun çözüm olsun. O zaman ),,( 000 Dyx  (6.1) için etkin veya 

basılamaz olması için gerek ve yeter şart (6.1) için 0' DD ≥  olacak şekilde farklı bir  

),,( ''' Dyx  uygun çözümünün bulunamamasıdır. Eğer ),,( 000 Dyx  (6.1) için bir etkin çözüm 

ise 0D  (6.1) için yukarıdaki matris eşitsizliklerinden dolayı maksimaldir denir. (6.1) problemi 

tüm maksimal 0D ’ları sıralama problemi olarak düşünülebilir. Benzer bir çözüm yaklaşımı 

problem (6.2) için uygulanabilir. 

1  ve1,1 ==> yrk olsun. B bir )1( ×m -boyutlu b vektörüne ve D bir )1( ×k -boyutlu d 

vektörüne dönüşür ve genel haldeki iki lineer programlama matris problemi aşağıdaki vektör 

problemleri haline gelirler: 

},,|max"{" 0
nRxdCxbAxd ∈≥=  (6.3) 

},,,|{min"" kmTTTT RvRuvdubvCuAd +∈∈≤≥  (6.4) 

Eğer 1  ve1,1 ==== vyrk  ise B bir )1( ×m -boyutlu b vektörü, C bir )1( n× -boyutlu c 

vektörü ve D bir skaler-değerli ρ  değişkeni haline gelir. O zaman genel haldeki iki lineer 

programlama matris problemi sıradan lineer programlama problemlerinin bir dual çiftine 

indirgenmiş olur:  

},,|max"{" 0
nRxdCxbAxd ∈≥=  (6.5) 

},,|min"{" mTTT RuubcuA ∈≤≥ ρρ  (6.6) 

Gale, Kuhn ve Tucker’ın elde ettikleri esas sonuçlar aşağıdaki teoremde verilmiştir: 

Teorem 6.1 

(6.1) ve (6.2) problemlerini düşünelim. 
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i. (6.1)’in etkin çözümünün olması için gerek ve yeter şart (6.2)’nin etkin çözümünün 

olmasıdır.  

ii. ),,( 000 Dyx  (6.1) için bir etkin çözüm olsun. O zaman (6.2) için ∗= DD0  olacak 

şekilde bir etkin çözüm ),,( ∗∗∗ Dvu  vardır. Benzer şekilde (6.2) için de geçerlidir.  

iii. Eğer ),,( 000 Dyx  (6.1) için bir etkin çözüm ise 000 yDCx = ’dır. Benzer şekilde (6.2) 

için de geçerlidir. 

iv. ),,( 000 Dyx  ve ),,( 000 Dvu  sırasıyla (6.1) ve (6.2) için uygun çözümler ve 

000000 , vDuByDCx
TT ==  olsun. O zaman ),,( 000 Dyx ve ),,( 000 Dvu sırasıyla (6.1) 

ve (6.2) için etkin çözümlerdir.  
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7. ISERMANN’IN DUALİTE YÖNTEMİ 

Aşağıdaki lineer programlama vektör problemleri dual çiftini alalım: 

},|max"{" 0
nRxbAxCxz ∈==  (7.1) 

için} hiçbir   |min"{" 0
nRwCwUAwUbh ∈≤=  (7.2) 

(7.2)’de U )( mk × -boyutlu bir matristir. 1=k  için (7.1) ve (7.2) lineer programların dual 

çiftine indirgenir. 

(7.1) ve (7.2) problemleri için dualite özellikleri aşağıdaki teoremde özetlenmiştir: 

Teorem 7.1 

(7.1) ve (7.2) problemlerini düşünelim: 

i. Aşağıdakiler denktir: 

1) (7.1) ve (7.2)’in her ikisinin de bir uygun çözümü vardır; 

2) (7.1) ve (7.2)’in her ikisinin de bir etkin çözümü vardır ve bUCx 00 = olacak 

şekilde etkin çözümlerin en az bir ),( 00 Ux çifti vardır; 

3) }1,0|min{ ≥≥− vvcuAub TTT  lineer programının bir )ˆ,ˆ( vu  optimal çözümü 

vardır. 

ii. 0x ’ın (7.1) için bir etkin çözüm olması için gerek ve yeter şart (7.2) için bUCx 00 =  

olacak şekilde bir 0U  uygun çözümünün var olmasıdır. O zaman 0U ’ın kendisi (7.2) 

için bir etkin çözüm olur. 

iii. 0U ’ın (7.2) için bir etkin çözüm olması için gerek ve yeter şart (7.1) için bUCx 00 =  

olacak şekilde bir 0x uygun çözümünün var olmasıdır. O zaman 0x  ‘ın kendisi (7.1) 

için bir etkin çözüm olur. 

Böylece (7.1) vektör problemi bir çok amaçlı simpleks yöntemi ile çözüldüğünde (7.2) dual 

dual vektör problemi aynı anda çözülmüş olacaktır. (7.1) ve (7.2) problemleri çifti ile Gale, 

Kuhn ve Tucker’ın vektör problemleri arasındaki ilişki aşağıdaki teorem ile belirtilmiştir: 

Teorem 7.2 

(6.3) ve (6.4) ile (7.1) ve (7.2) problemlerini düşünelim. 
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i. 0x ’ın (7.1) için bir etkin çözüm olması için gerek ve yeter şart (6.3) için  00 Cxd =  

olacak şekilde bir ),( 00 dx  etkin çözümünün var olmasıdır. 

ii. 0U ’ın (7.2) için bir etkin çözüm olması için gerek ve yeter şart ),,( 000 dvu  (6.4) için 

000 vUu
T

=  ve bUd 00 =  olacak şekilde bir uygun çözüm olmak üzere bir kRv +∈0  

varolmasıdır. 
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8. KORNBLUTH’UN DUALİTE YÖNTEMİ 

Kornbluth aşağıdaki çok amaçlı lineer programlama çiftini incelemiştir: 

},,|{max"" 0
rn RyRxByAxCxz +∈∈==  (8.1) 

},,|{min"" kmTTT RvRuvCuAuBg +∈∈≥=  (8.2) 

Her iki problem de r ile k kesin pozitif sağ taraf sabitleri olmak üzere homojen çok 

parametreli lineer programlama problemi olarak düşünülebilir. Böylece ),( 00 yx  değerinin 

(8.1) problemi için bir etkin çözüm olması için gerek ve yeter koşul 0' CxCx ≥  sağlanacak 

şekilde hiçbir ),'( 0yx uygun çözümü bulunmaması ve ),( 00 vu değerinin (8.2) problemi için 

bir etkin çözüm olması için gerek ve yeter koşul 0' uBuB TT ≤  olacak şekilde hiçbir 

),'( 0vu uygun çözümü bulunmamasıdır. Kornbluth’un çalışmaları (8.1) ve (8.2) problemleri 

için uygun biçimdeki etkin çözümler üzerine yoğunlaşmıştır. Yine de her lineer programlama 

vektör problemi için her etkin çözüm uygun bir etkin çözümdür. 

Aşağıdaki teorem (8.1) ve (8.2) problemleri ile lineer programlama matris problemleri (6.1) 

ve (6.2) arasındaki yakın ilişkiyi göstermektedir. 

Teorem 8.1 

(6.1) ve (6.2) problemleri ile (8.1) ve (8.2) lineer programlama problemlerini düşünelim. 

i. ),( 00 yx değerinin (8.1) problemi için bir etkin çözüm olması için gerek ve yeter koşul 

),,( 000 Dyx değeri (6.1) problemi için bir etkin çözüm olacak şekilde )( rk × -boyutlu 

bir 0D  matrisinin bulunmasıdır. 

ii. ),( 00 vu  değerinin (8.2) problemi için bir etkin çözüm olması için gerek ve yeter koşul 

),,( 000 Dvu değeri (6.2) problemi için bir etkin çözüm olacak şekilde )( rk × -boyutlu 

bir 0D  matrisinin bulunmasıdır. 

Bu teorem (6.1) ve (6.2) problemleri çifti için varlık ve dualite teorisinin (8.1) ve (8.2) 

problemleri çiftine uygulanabildiğini gösterir. 
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9. AZİMOV’UN DUALİTESİ 

Azimov’un çok amaçlı problemler için dualite yaklaşımında eşlenik çokdeğerli 

fonksiyonlardan faydalanılmıştır. Dualite teorisi ilk kez çok değerli fonksiyonlar için 

tanımlanmıştır. Bu teori daha sonra çok amaçlı problemlerde dual ilişki kurabilmek için 

kullanılmıştır. 

9.1 Eşlenik çok değerli fonksiyonlar 

Y ve ∗Y  reel lineer topolojik uzayları .,.  kanonik bilineer forma göre dual ve sırasıyla 

),(  ve),( YYYY ∗∗ σσ  zayıf topolojilerine sahip olsunlar. Bir çok değerli fonksiyon 

0: YYH →  verilsin.  

})(|{},)(|),{( 0000 ∅≠∈=+∈×∈= yHYydomHKyHyYYyyepiH  

kümelerine sırasıyla  H çok değerli fonksiyonunun epigrafiği ve etkin kümesi denir. Aşağıdaki 

fonksiyonlar tanımlansın. 

}),(|,,sup{),( 0000 YyyHyyyyyyyH ∈∈−=Ω ∗∗∗∗∗  (9.1) 

}|),(,sup{),( 00
∗∗∗∗∗∗∗∗∗ ∈Ω−=Ω Yyyyyyyy HH  (9.2) 

00   KK ∗ ’a dual koni olsun. )(int 00
∗∗ KK ’ın ∗

0Y  dual uzayının birim çemberi ile kesişimi 

)( 0201
∗∗ KK  ile gösterilir. 

Önerme 9.1.1 

domHy int∈ ve ∗∗ ∈ 010 Ky  olsun. O zaman öyle bir ∗∗ ∈Yy  vardır ki 

),(,),( 00
∗∗∗∗∗∗∗ Ω−=Ω yyyyyy HH ’dır. 

Fr bir kümenin sınırını göstermek üzere ))((Fr)( 0KyHy +=Γ  olsun. 

Tanım 9.1.1 

)(0 yy Γ∈  olduğunu varsayalım. Bir ),( 0yy  noktasında 0: YYH →  çok değerli 

fonksiyonunun subdiferansiyeli  aşağıdaki şekilde tanımlanan kümedir: 
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)},(,,:|{),( 0000100
∗∗∗∗∗∗∗∗∗ Ω=−∈∃∈=∂ yyyyyyKyYyyyH H  

Tanım 9.1.2 

Bir 0: YYH →  çok değerli fonksiyonu eğer herhangi )(0 yy Γ∈  için ),( 0yyH∂  boş olmayan 

bir küme ise subdiferansiyellenebilirdir denir. 

Bir 0: YYH →  çok değerli fonksiyonu epiH  konveks ise konvekstir denir.  

Azimov’un bu makalesinde daha sonra farklı dualite ilişkileri kurulmak üzere kullanılan iki 

farklı eşlenik fonksiyon tanımı aşağıda verilmiştir. 

Tanım 9.1.3 

):(: 00 YYHYYH →→ ∗∗
>

∗∗  tanımlı 

)},(,:)(|{))()(( 0000201000
∗∗∗∗∗∗∗∗∗

>
∗∗ Ω=∈∃∈= yyyyKKyYyyHyH H  (9.3) 

çok değerli fonksiyonuna 0: YYH →  fonksiyonunun eşlenik fonksiyonu denir. 

Tanım 9.1.4 

):(: 00 YYHYYH →→ ∗∗
>

∗∗  tanımlı 

)},(,:)(|{))()(( 0000201000
∗∗∗∗∗∗∗∗∗

>
∗∗ Ω=∈∃∈= yyyyKKyYyyHyH H  (9.4) 

çok değerli fonksiyonuna 0: YYH →  fonksiyonunun ikinci eşlenik fonksiyonu denir. 

9.2 Çok amaçlı problemlerin dualitesi 

X ve ∗X  reel lineer uzayları bir .,.  bilineer formuna göre dual olsunlar.  X ve ∗X  reel lineer 

uzayları sırasıyla ),(  ve),( YYYY ∗∗ σσ  topolojilerine sahip olsunlar. 0Y  sonlu-boyutlu 

Euclidean uzayı bir 0Y  konisi ile sıralı olsun. 0K  konisi şu koşulları sağlıyor olsun; 0K  

konveks ve kapalı, ∅≠0int K  ve }0{)( 00 =−∩ KK . }{: 0 +∞∪→ YXF  tek değerli bir 

fonksiyon olsun. Çok amaçlı problemi 

}|)({Min  )( XxxFP ∈  (9.5)  

şeklinde tanımlansın. Bazı Xx ∈  için +∞=)(xF  ve ∅≠)(XMinF  olduğunu varsayalım. 
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(P) problemine esas problem denir. )()( XMinFxF ∈  olacak şekilde herhangi Xx ∈  

elemanına (P) probleminin bir çözümü denir. }|)({ XxxFMinMinP ∈=  olsun. 

Y ve ∗Y  reel lineer uzayları .,.  kanonik bilineer forma göre dual ve sırasıyla 

),(  ve),( YYYY ∗∗ σσ  topolojilerine sahip olsunlar. 

}{: 0 +∞∪→×Φ YYX  fonksiyonu herhangi Xx ∈  için )()0,( xFx =Φ  şeklinde tanımlı 

olsun. Φ  fonksiyonuna perturbasyon denir. (P) probleminin dual problemleri 

Φ perturbasyonuna göre tanımlanır. Bunun için Φ  fonksiyonunun birinci eşleniği )( ∗
>

∗ ΦΦ  

hesaplanmalıdır.  

}),(|),(,,,sup{),,( 00 XxYyxyxyyyxxyyx ∈Φ−+=Ω ∗∗∗∗∗∗∗
Φ  (9.6) 

 fonksiyonunu tanımlayalım. )( ∗
>

∗ ΦΦ fonksiyonu şu şekilde tanımlıdır: 

)},,(,:)(|{)),()(,( 0000201000
∗∗∗∗

Φ
∗∗∗∗∗∗∗

>
∗∗∗ Ω=∈∃∈=ΦΦ yyxyyKKyYyyxyx  

U }y|)y(0,{-max  )( ∗∗∗∗∗ ∈Φ YP  (9.7) 

U }y|)y(0,{-max  )( ∗∗∗∗
>

∗
> ∈Φ YP  (9.8) 

problemleri verilen Φ perturbasyonuna göre (P) probleminin dualidir.  

U }y|)y(0,{-maxmax ∗∗∗∗∗ ∈Φ= YP  (9.9)  

U }y|)y(0,{-maxmax ∗∗∗∗
>

∗
> ∈Φ= YP  (9.10) 

olsun. 

Şimdi 0: YYH →  çok değerli fonksiyonunu 

}|),({)( XxyxMinyH ∈Φ=  (9.11) 

şeklinde tanımlayalım. O halde H(0)=MinP olduğu açıktır. 

Şimdi bu makaledeki esas teoremlere göz atalım. 

Koşul R 

Herhangi Yy ∈ için )),((min 0KyXcl +Φ  kümesi dıştan stabildir. 
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Önerme 9.2.1 

Koşul R’nin sağlandığını varsayalım. O zaman herhangi ∗∗ ∈Yy  için  

a) )(),0( ∗∗∗∗ =Φ yHy  

b) )(),0( ∗∗
>

∗∗
> =Φ yHy  

∗∗∗∗ ∈∈ 010  ve KyYy  olduğunu varsayalım. O halde  

),(),,0( 00
∗∗∗∗∗∗

Φ Ω=Ω yyyy H  (9.12) 

olduğu açıktır. 

Teorem 9.2.1 

Koşul R’nin sağlandığını varsayalım ve ayrıca domHint0 ∈  olsun. O zaman 

∗
>

∗∗
>

∗∗∗ == PHPH max)0(maxb)     ;max)0(maxa)  ’dır. 

Teorem 9.2.1 için sadece Koşul R sağlandığında a) ve b) ilişkileri max yerine Max 

yazıldığında doğru olur. 

}{: 0 +∞∪→×Φ YYX  perturbasyon fonksiyonu için aşağıdaki koşullar geçerlidir: 

Koşul αααα 

}{: 0 +∞∪→×Φ YYX konveks bir fonksiyondur. 

Koşul ββββ 

Herhangi Yy ∈  için 0)),(( cyyx ≤Φ  olacak şekilde bir 00 Yc ∈ , Y’de sıfırın bir V komşuluğu 

ve bir XVx →:(.)  fonksiyonu bulunur. 

Koşul γγγγ 

∅≠Φ )0,(XMin ’dır. 

Önerme 9.2.2 

}{: 0 +∞∪→×Φ YYX  perturbasyon fonksiyonunun Koşul R ve β’yı sağladığını varsayalım. 

O zaman epiHy int),0( 0 ∈  olacak şekilde bir 00 Yy ∈  vardır. 
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Önerme 9.2.3 

}{: 0 +∞∪→×Φ YYX  perturbasyon fonksiyonunun Koşul R ve α’yı sağladığını varsayalım. 

O zaman epiH  konveks bir kümedir.  

Teorem 9.2.2 

}{: 0 +∞∪→×Φ YYX  perturbasyon fonksiyonunun γα −  koşullarını sağladığını 

varsayalım. O halde Koşul R sağlanır. 

Tanım 9.2.1 

(P) esas problemi 9.11’de tanımlanmış olan 0: YYH →  çok değerli fonksiyonu sıfırda 

subdiferansiyele sahipse stabildir denir. 

Teorem 9.2.3 

(P) problemi için }{: 0 +∞∪→×Φ YYX  perturbasyon fonksiyonu γα −  koşullarını 

sağlasın. O zaman aşağıdakiler doğrudur: 

A. Herhangi Py min0 ∈  için öyle bir ∗∗ ∈ 010 Ky  vardır ki 

}|),,0(max{, 000
∗∗∗∗∗

Φ
∗ ∈Ω−=〉〈 Yyyyyy dır 

B. PP Minintmax Γ
∗ = dir, Γint MinP kümesinin 0Min KP +  kümesinin sınırında 

tanımlanmış topolojiye göre içi olmak üzere. 

C. ∗
>

∗
> ⊂⊂ PclPP maxMinmax  

O halde Önerme 9.1.1 ‘den domHint0∈  için birleşim )( 02010
∗∗∗ ∈ KKy  üzerinde olmak üzere 

U }}:),(max{,|{))0()(0( 00000
∗∗∗∗∗∗∗∗

>
∗∗ ∈Ω−=∈= YyyyyyYyHH H ’dır. (9.13) 

9.3 Özel hal I 

∗∗ YYXX ,  ve,  ilgili σ-topolojilerine ait dual uzaylar olsun. }{: 0 +∞∪→× YYXJ bir 

fonksiyon ve YX →Λ : sürekli bir lineer fonksiyon olsun. 

),()( xxJxF Λ= olsun. 
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}|),({Min    )( XxxxJP ∈Λ  (9.14) 

problemini düşünelim. +∞≠Λ ),( xxJ  olacak şekilde bir Xx ∈  varolsun. 

}{: 0 +∞∪→×Φ YYX  perturbasyon fonksiyonunu ),(),( yxxJyx −Λ=Φ  şeklinde 

tanımlarız. O zaman }|),({Min)( XxyxxJyH ∈−Λ= ’dır. 

),,(),,0( 00
∗∗∗∗∗∗∗∗

Φ −ΛΩ=Ω yyyyy J  (9.15) 

olduğu kolayca görülebilir. 

Bu durumda dual problemler şöyledir: 

)},,(,|{max    ))((  )( 00000
∗∗∗∗∗∗∗

>
∗ −ΛΩ−>=<∈ yyyyyYyPP JU  (9.16) 

Burada birleşim tüm ∗∗∗∗∗ ∈∈ YyKKy   ve)( 02010  üzerindedir. 

Teorem 9.2.1 ve (9.13) ve  (9.12)’den domHR int0  ve ∈  koşulları altında birleşim tüm 

)( 02010
∗∗∗ ∈ KKy üzerinde olmak üzere 

U }}|),,(max{,|{max)(max 00000
∗∗∗∗∗∗∗∗∗

>
∗ ∈−ΛΩ−>=<∈= YyyyyyyYyPP J ’dır. (9.17) 

Aşağıdaki önermenin ispatı kolaydır. 

Önerme 9.3.1 

Eğer }{: 0 +∞∪→× YYXJ  konveks ise }{: 0 +∞∪→×Φ YYX  perturbasyon fonksiyonu da 

konveks bir fonksiyondur. 

Sıradaki teorem (9.14) ve (9.16) problemleri için bir dualite teoremidir. 

Teorem 9.3.1 

∅≠PMin  ve }{: 0 +∞∪→× YYXJ  konveks bir fonksiyon olsun. Ayrıca  

00     ),( xyxJ Λ=⋅ ’da sürekli olacak şekilde bir Xx ∈0 varolsun. O zaman A)’da (9.15) 

dikkate alınmak üzere A) ve B) bağıntıları doğrudur. 

9.4 Özel hal II 

∗∗
2211 ,  ve, YYYY  ilgili σ-topolojilerine ait dual uzaylar olsun. 11 YK ⊂ ’in içi boş olmayan  

konveks kapalı bir koni olduğunu varsayalım. 1100 :  ve: YAFYAF →→  ifadeleri XA ⊂  
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konveks bir küme olmak üzere konveks fonksiyonlar ve 22 : YXF →  ifadesi 2: YX →Λ  

sürekli lineer bir fonksiyon ve 2Ya ∈  olmak üzere axxF +Λ=)(2  şeklinde tanımlı bir afin 

fonksiyon  olsun. 

(P) problemi aşağıdaki şekildedir: 

}0)(,0)(,|)({Min  )( 210 =≤∈ xFxFAxxFP  (9.18) 

21 YYY ×= olmak üzere }{: 0 +∞∪→×Φ YYX  perturbasyon fonksiyonu aşağıdaki şekilde 

tanımlıdır:  







∞+

=≤∈
=Φ

halde aksi       

,ise 
2

)(
2

,
1

)(
1

,   )(
0),(

yxFyxFAxxF
yx  

Burada )
2

,
1

( yyy = ’dir. 

〉∗〈−〉∗〈−〉∗〈=∗∗∗ )(
2

,
2

)(
1

,
1

)(
0

,
0

)
2

,
1

,
0

,( xFyxFyxFyyyyxL  

olsun. 

Bu durumda ∗∗∗
2

  ve
1

,
0

yyy  elemanları ∗∈∗∗∈∗∗∗∈∗
22

  ve
1

 -
1

),
02

(
010

YyKyKKy  olacak şekilde 

herhangi elemanlar olmak üzere dual problemler aşağıdaki şekildedir: 

}},|)
2

,
1

,
0

,(inf{
0

,
0

 |
00

{max    ))((  )( AxyyyxLyyYyPP ∈∗∗∗=〉∗〈∈∗
>

∗
U  (9.19) 

Teorem 9.2.1 ve (9.13) ve (9.12)’den bağıntılarından domHR int0  ve ∈  koşulları altında ve 

)( , 020100
∗∗∗∗ ∈ KKyy  olacak şekilde herhangi bir eleman olmak üzere 

U






 =〉〈∈= ∗∗∗

∈∈−∈

∗∗
>

∗

∗∗∗∗
),,,(infmax,|max)(max 210

,
0000

2211

yyyxLyyYyPP
AxYyKy

’dır. (9.20) 

Önerme 9.4.1 

}{: 0 +∞∪→×Φ YYX  perturbasyon fonksiyonu konvekstir. 

Teorem 9.4.1 

∅≠MinP  olsun. 0)(,0)( 0201 =< xFxF olacak şekilde ve 10   ve FF  fonksiyonları bu noktada 

sürekli olmak üzere bir Ax int0 ∈  noktasının varolduğunu varsayalım. Ayrıca 2: YX →Λ  bir 
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açık fonksiyon olsun. O halde (9.18) ve (9.19) problemleri için A) – C) bağıntıları aşağıdaki 

koşul ile sağlanır: 

A) bağıntısı aşağıdaki şekildedir: 

A) Herhangi MinPy ∈0  için 

),,,(infmax, 210
,

00
2211

∗∗∗

∈∈−∈

∗

∗∗∗∗
= yyyxLyy

AxYyKy
 

olacak şekilde bir ∗∗ ∈ 010 Ky  elemanı vardır. 
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10. ÇOK AMAÇLI LİNEER PROGRAMLAMA İÇİN PERTURBASYON YÖNTEMİ 

2121 :,:,,),,( 212121
mnmnmm

RRARRARyRyyyy →→∈∈=  olmak üzere çok amaçlı lineer 

programlama problemi 

}0,,|{Min  )( 2211 ≥≤≤ xbxAbxACxP  (10.1) 

alalım. }0,,|{MinMinP 2211 ≥≤≤= xbxAbxACx  olsun.  

}{: +∞∪→×Φ nRYX  fonksiyonu herhangi 0≥x  için Cxx =Φ )0,(  şeklinde tanımlı olsun. 

Φ  ifadesine perturbasyon denir. Φ perturbasyonuna göre (P) probleminin dual problemleri 

tanımlanır. Bunun için Φ  fonksiyonunun birinci eşleniği )( ∗
>

∗ ΦΦ  hesaplanmalıdır.  

}),(),(,,,sup{),,( 00 XxYyxyxyyyxxyyx ∈>Φ−+=Ω ∗∗∗∗∗∗∗
Φ  (10.2) 

 tanımlandığında )( ∗
>

∗ ΦΦ fonksiyonu: 

)},,(,:)(|{)),()(,( 000020100
∗∗∗∗

Φ
∗∗∗∗∗∗∗

>
∗∗∗ Ω=∈∃∈=ΦΦ yyxyyKKyRyyxyx n  

U }RRy|)y(0,{-max  )( 21 mm ×∈Φ ∗∗∗∗P  (10.3) 

U }RRy|)y(0,{-max  )( 21 mm ×∈Φ ∗∗∗
>

∗
>P  (10.4) 

problemleri verilen Φ perturbasyonuna göre (P) probleminin dualidir.  

U }RRy|)y(0,{-maxmax 21 mm ×∈Φ= ∗∗∗∗P  (10.5)  

U }RRy|)y(0,{-maxmax 21 mm ×∈Φ= ∗∗∗
>

∗
>P  (10.6) 

olsun. 

21 :,: 21
mnmn RRARRA →→  olmak üzere 





∞+

=−≤−
=Φ

222111 ,,
),(

ybxAybxACx
yx  

221122110

2221110

,,,

,,,

bybyxyAyAyC

bxAybxAyCxyL

∗∗∗∗∗∗∗∗

∗∗∗

++−−=

−−−−=
 



 

 

46







≠−−∞−

=−−+
=

∗∗∗∗∗∗

∗∗∗∗∗∗∗∗

∈ 0,

0,,,

22110

221102211

yAyAyC

yAyAyCbyby
Lnfi

n
Rx

 

221100 ,,, bybyyy ∗∗∗ +=  olmak üzere 022110 =−− ∗∗∗∗∗∗ yAyAyC  iken 

2211 ,,inf bybyL
n

Rx

∗∗

∈
+= ’dir. 
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