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OZET
H aynlabilir Hilbert uzay: olmak tizere L, (-,, H) -ayrilabilir Hilbert uzayinda
-y +0(x)y —00 <X <D

diferansiyel ifadesi ile tammlanan operatériin Green fonksiyonu incelenmis ve ozdegerler
sayisinin asimptotik ifadesi bulunmustur Burada  Q(x) , (-,)’dan alnmus her x

degerinde H’da kendine es,pozitif ve tersi kompakt operatdrdiir.

Anahtar Kelimeler:Operator fonksiyon,Green fonksiyonu,spektrum, spektral agilim
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ABSTRACT

Let H be seperable Hilbert space.In L,(-,0,H) seperable Hilbert space,Green function of
differantial expression defined by

-y +0@x)y — <X <0

is studied and asymptotic expression of eigenvalue numbers is found,where Q(x) is an

operator that is self adjoint and pozitive (for every x in (—o0,)) and its inverse is compact
in H.

Key words :Operator-function,Green function,spectrum,spectral expansion.
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1.GIRIS

H ayrilabilir bir Hilbert uzayr olmak tizere ,(—o0,0) araiginda tammli ,degerleri H'ya ait ,

Bochner anlaminda 6lgiilebilir ve

[l Gl e <o0

kosulunu saglayan f(x) fonksiyonlar kimesini H,= L,(~c,; H) ile gosterelim Burada ||,
sembolii H uzayinda normu gosterir.H, ’e ait iki f(x),g(x) fonksiyonlarnmn i¢ ¢arpimim
(fO.80N, = [(f(x), g(x))y e

formiilii ile tammlarsak H, ayrilabilir bir Hilbert uzay: olur.

Bu ¢alismada H, uzayinda

I)=-y" +0(x)y , -w<x<w

diferansiyel ifadesi ile olusturulan L operatoriiniin Green fonksiyonu incelenmis ve buna

dayanarak 6zdegerler sayisinun asimptotik ifadesi bulunmustur.

I(y) ’nin ifadesinde yer alan Q(x) her x € (—w,) i¢in H ‘da tammh kendine es ,pozitif
taumb,tersi kompakt olan operatordirBunun yamsira Q(x)operatér fonksiyonu iizerine

Titchmarsh-Levitan kogullari denilen kogullarda eklenmistir.

Ele aldigimiz L operatériiniin 6zdegerler sayisin asimptotik davramisi  ilk olarak 1967
yiinda A.G Kostyuchenko ve B.M.Levitan’in ¢aligmasinda bulunmugtur.Sonralan bu ¢aligma
farkli  yénlerde gelistirilmiy ve genellestirilmistir.  [Aslanov,1985;Bayramoglu,1971;
Bayramoglu,1997; Bayramoglu ve Uslu Oztiirk,2000; Boymatov,1973; Solomyak,1986;]




Sturm-Liouville operatoriiniin spektrumunun asimptotik davramiginin incelenmesine dair ve

konuya ait kaynaklarmn yer aldig1 Otelbayev (1990) kitab: gosterilebilir.



2 .TUM EKSENDE VERILMIS OPERATOR KATSAYILI STURM-LIOUVILLE
OPERATOR DENKLEMININ GREEN FONKSIYONU

2.1 On Bilgiler

H aynlabilir bir Hilbert uzay: iken (a,b) aralifindan alinmig her x sayisina A(x) operatorii
(vektoril) karsilik geliyorsa o zaman (a,b) aralifinda operatér (vektér) fonksiyon

tanimlanmugtir denir.Eger x, €(a,b) iken

H%“A(xo + h) - A(x, )|| =0

ise ozaman A(x) operatér (vektdr) fonksiyonu x, noktasinda stireklidir denir.Eger Vu e H
i¢in;

%E%”A,(xo +hyu — A(xy )| =0

ise 0 zaman A( x ) operator fonksiyonu x, noktasinda kuvvetli stireklidir denir.(a,b) araliginin

herbir noktasinda siirekli operator(vektor) fonksiyona (a,b) araliginda siirekli operator(vektor)

fonksiyon denir.

H’da tanimlanmig lineer A operatériiniin tamim kiimesi D(A) olsun.V x,y € D(4) i¢in

(Ax,y)=(x,Ay) kosulu saglaniyorsa A operatdriine simetrik operator denir.

Eger V feD(A) icin (Af,f)26(f,.f),(ASf,f)S6(S,[)) esitsiziligini saglayan &
sayisi varsa A , J ile alttan (listten) simrhidir denir ve kisaca A>81 (A< S 1) seklinde
yazilir.Burada I, H uzayinda birim operatrdiir.

0 >0 ise, A operatoriine pozitif tammh &6 =0 ise , A operatdriine pozitif operatér denir.

Biitin H uzaymda tamimlanmis A lineer operatérii H’nin keyfi sinirh kiimesini kompakt

kiimeye doniistiiriiyorsa A operatoriine kompakt operator denir.

A pozitif operator olsun.A™"  operatorii kompakt ise A’min spektrumu sadece dzdegerlerden

ibarettir.Yani;

A SA LS4, S limA, = (Mikusnski et.al,1990)

n—o



Bu ozdegerlere karsiik gelen ortanormalize edilmis 6z vektorler e,e,,......e,,...ile

n

gosterilirse ,spektral agilim teoremine gére[Mikusinski et.al,1990] , Vx € H i¢in
X = Z (x> € )ek

k=1
ve

Ax= Z(Axa €, )e; =Z/1k (x,€;)e,
=1 k=1

olur.Bu formiiller sirast ile sembolik olarak

I=i(.,ek)ek (2.1a)
A=ilk(.,ek)ek ‘ (2.1b)

seklinde yazilir.(2.1b) formiiline A operatériiniin spektral agilimi denir. (2.1a), (2.1b)

formiilleri ile ¢(1) (—0,0) da tanimlanmig keyfi fonksiyon iken

A =3 FA) e e,
ile ¢(A) operatdrii tammlanir. ¢(4) 'nin tamim kiimesi D( f(4))

glszs(zk)zn(x,ek | <oo

kosulunu saglayan x e H lardan olusur. x € D(f(A4)) iken
$(A)x =Y d(4,)(x.e,)e, ile tanimlanur.
k=1

A , H uzayinda tamimh kompakt operatér A' ise, A’mn eslenigi olsun.A A" operatorii H

uzayinda kendine es pozitif operatordiir.



AA’ operatérii negatif olmadigindan dolay1 bunun spektrumu negatif olmayan 6zdegerlerden
ibarettir. AA " ‘i pozitif dzdegerlerini sp2sr>..2s52 > ile

gosterelim. 5,,5,,....,5,,...sayllarina A operatoriiniin s-sayilar1 denir.

Eger ZS,. serisi yakinsak ise A operatdrine cekirdek |, Zs,z serisi yakinsak ise A

i=] i=]
operatoriine Hilbert-Schmidt ( kisaca H-S ) tipli operatér denir. A pozitif operator ise A’nin

s-sayilar1 A ’nin 6zdegerleri olur.

o, ¢ekirdek operatorler kiimesi iken norm;
Ae o, olmak iizere ”A[]1 =5,
i=1
o, H-S tipli operator kiimesi iken ;
1/2
Ae o, olmak iizere 14|, = (Zs J

seklinde tammlamirlarsa ¢,,0, Banach uzaylar olustururlar.

2.2 Tim Eksende Verilmis Operator Katsayith Strum-Liouville Operatér Denkleminin

Green Fonksiyonunun Incelenmesi

H ayrilabilir soyut Hllbert uzay1 olsun. H; = L, (-, «0; H) ile Bochner anlaminda 6l¢iilebilir

Ve

flEGE) dx <o
kogulunu saglayan f: (-c0,c0) — H fonksiyonlar kiimesini gésterelim. g
Eger H)’e ait f( x ), g(x) elemanlarinin i¢ ¢carpimin f j
¥

(f g)l I(f(x) g(x))y dx 2.1)



formiilii ile tanimlarsak o zaman H, aynlabilir bir Hilbert uzay:r olusturur.

[Yosida,1980]Daha 6nce bahsettigimiz gibi H,; uzaymnda

Iy)=-y" +0(x)y , —0<X<o0 | (2.2)

diferansiyel ifadesi ile olusturulan operatdriin Green fonksiyonunu inceleyecegiz ve buna

dayanarak L nin 6zdegerler sayisinin asimptotik davranigimi bulacagiz.

Q (x) uzerine Titchmarch — Levitan kosullan olarak bilinen asagidaki kosullarin saglandigi

varsayilmaktadir.

1. V x € (-0,0) i¢in Q (x), Hda kendine es operatordiir. O (x) =1 dir. Buradal,

H’da birim operat6rdiir.

2. Q (x)in tamm kiimesi D(Q(x )) x ’den bagimsizdir ve D(Q(x ))=D, D =H dir.
(Burada D , D kiimesinin kapanigidir).

3. x’in (-00,00) ait her degerinde Q(x ) in tersi Q'l( x ), H’da tam siirekli operatordiir.

- 1 .. .
F(x)= ZIW serisi yakinsaktir ve F(x) e L; (-0,0) dur. Burada
J= J

ag(x)<a,(x) <. S'an (x) <... O (x)in 6zdegerleridir. Bu 6zdegerlerin (-o0,00) da

Olciilebilirligi varsayilmaktadir.

4. |x—¢|<1 oldugunda

N [0 -0®)]0 (%)

<cx-¢| (c = sbt > 0) (0<a<%)

1 1
5. |x—¢|<1 oldugunda 02(x).Q 2(&)<c|”  olsun.




I(y) diferansiyel ifadesi ile L operatéri asagidaki sekilde tanimlanir.

9, (x)eCs (~o0,),f, €D olmak tizere

i P, () T,

seklinde elemanlar kiimesini D' ile gosterelim. Burada ¢,(x) (k = 1,2...) fonksiyonlarinin

L,(—,©) uzayinda, f, (k=12,..) elemanlarinin ise H uzaymda tam ortanormal sistem

olugturdugu varsayilmaktadir.Bu taktirde D" kiimesinin H, uzayimnda tam sistem olusturdugu

bilinmektedir (Balakrisnan,1976). Tanim kiimesi D' ve her y € D' iken
Ly=1(y)
formiiliiile L operatoriinii olusturalim.

Boyle tamimlanmis L operatoriintin F, uzayinda alttan I ile simrli bir simetrik operator

olusturdugu kolayca gosterilebilir.Bunu yani,

(Ly,z)=y,Lz) , VyzeD (2.3)
oldugunu gosterelim.
Ly=1()=-y +0®)y , y=2 c@f, , z=D bpf, (bs,ci=sbt) (2.4)
k=1 s=1

olsun.(2.1) deki i¢ ¢arpim tanimina géore ,
(L'y,z)l = ‘]‘(—- y",z)dx+ e]‘(Q(x)y, z)dx dir. (24")

(2.4) deki ifadeler (2.4') denkleminde yerine konulursa;



Ly2) = [[S-cupif, . oo, <x>fs)dx+ ZQ(x>ck¢k<x>fk,Zb <os<x>f]
s=1

—o\ k=1 —wo\ k=1

Z k¢k k¢k)dx+ Z(Ck¢’k(x)f) Q(x)Z(bsws(x)f )J

—oo\ k=1 —col_k=1 s=1

Birinci toplamda kismi integrasyon uygularsak

]‘_(ck(”;(x)-b—k ¢’—k(x)J = -c, b {(Dk(x) P - j (@ (x)¢k (x))dx}}

-e.b, [loi0.oL )
=B {cok(x) o) - (wk(x) 7)) }

=B, [0, ()@, (x)dkx

Boylece;

Ly.2)= | Xeon o)ty stq)s(x)fsjdﬂ [, 0)z)ax

-co\ k=1 s=1

_ T((y,-z">dx+ I(y,Q(x)Z)dXJ= 2"+ 0()ar

-0

= [0.L2)dc=(3.L2),

Boylece (2.3) ispatlanmis oldu. Yani  (Ly,z) = (y,Lz) oldugu gosterildi.[Yosida,1980]



L operatorii simetrik operatér oldugundan dolay: kapamisa sahiptir. I operatriiniin
kapamisimi L ile gosterelim. Biz L operatériiniin kendine es oldugunu varsayacagiz.Biz bu
boliimde L operatoriiniin Green fonksiyonunu inceleyecegiz.Buna dayanarak 3. béliimde L
operatoriiniin 6zdegerler sayisimin asimptotik davramigini ele alacagiz.Belirtelim ki,Green
fonksiyonunun incelenmesinde (Levitan,1968) c¢alismasinin  yanmisira (Oer,Z.,1997)

¢alismasindanda yararlanacagiz.

4 >0 parametre olmak lizere agagidaki kosullar1 saglayan iki degiskenli G(x,&; 1) operatdr

fonksiyonuna L nin Green fonksiyonu denir.

1) G(x,&; 1) Hda doniisiim yapan x ve & (-c0<x <co, -00<& <c0) nin sﬁrc_zkli operator

fonksiyonudur.

2) x=#¢ degerlerinde G(x,&u) niin £’ye gore birinci tirevi stirekli ve

G, (x,x+0; 1) -G, (x,x—0; ) =—1
3) G(x,¢; p) ikinci tiireve sahip operatér fonksiyondur ve
-G (0,85 )+ Gl & 1) QE)+ 1G(x. &5 ) =0 (x &) dur.

Yukarida belirttigimiz gibi G(x,&; ) operatér fonksiyonunun bulunmasinda Hilbert Levy’nin

parametriks yontemini kullanacagiz. Yontem geregi G(x,&; u) operator fonksiyonu;
G(x &)= 1(x—&)gle.& )~ [{elx ~m)gle,m ) [0l)- 0()]

(x-n>g(x,w>+zr'(x-n>—a—g(—’gg;-”) Gl )i

= t(x~¢)elx.& 1)~ P - P, + P} G, & 1) dn @5)

integral denkleminin ¢6ziimii seklinde arayalim.
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Burada N ={Q(x)+ u}"” olmak lizere

gl Gia)= 587

ve r(x)= 2 kosulunu saglayan istenildigi kadar tiireve sahip fonksiyondur.

Bu integral denkleminin ¢6ziime sahip oldugunu ve elde edilen ¢oziimiin (2.2) probleminin
Green fonksiyonu oldugunu gosterecegiz.(2.5) denklemi agagida tammlanan uzaylarda

g6zoniine alinacaktir.
X1 ve X5 uzaylari;

-0 < x , n <o bolgesinde tamimlanms, degerleri H’da lineer simirl1 operatérler olan ve

e]dx «_’[MA( X, 77)[2 dnp <o

—o0 -0

kosulunu saglayan A(x,7n) operatdrler kiimesini X, ile gosterelim. X, bir lineer uzay

olusturur. Bu uzayda A( x,7) nin normunu,

JAGe), = [E& NGy’ dn}

—0

formiilii ile tanimlayalim. Bu durumda X bir Banach uzay olur.

Xy ile -0 < x , 7 < oo bolgesinde tanimlanmis, degerleri H’da doniigiim yapan Hilbert-
Schmidt (H-S) tipli ve

jdx ﬂlA(x, n)lz dn <o kosulunu saglayan A(x,7)

-0 -0

operatorler kiimesini gosterelim.
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Burada ”A(x, 77] z A(x , 7)’nin H-S normunu gosterir.

X,’de HA(x, r]] ’nin normunu

A7), = [jdx A dnJ

ile tanimlarsak X, uzay1 da bu norma gére Banach uzayi olur.

Cahsmamiza devam edebilmek i¢in gerekli olan, H’da doniigiim yapan simirli A(x, 77)
operatdrlerinin olusturdugu diger X590, X,9, X,® ve Xs (p 2 1, s < 0) uzaylarinin tanimim

verelim.Bu uzaylarda norm sirasiyla;

XC) e =(_§ggw °]]IA(xm)l](mdn)
[AGe ) = Jo [JAGm 0@, an

G Dl = w0 JJAGer)0O) dr

[aGe.m)y, = swp s fAGen)

seklinde tammlanir. Bu uzaylar B.M. Levitan (Levitan, 1968) tarafindan verilmis ve Banach

uzay1 olduklar ispatlanmigtir.

degerlerinde bu denklemin X; ve X, de tek ¢oziime sahip oldugunu ve ¢dziimiin ardi
yaklasim y6ntemi ile bulunabilecegini gdsterecegiz.

(2.5) integral denklemini X; ve X, uzaylarinda gozoniine alalim. Biz u >0 bﬁ? :

Bunun igin u’niin  so6zii edilen degerlerinde r(x—é‘)g(x,f; ,u)e X, ,

rx—-&)glx, & u)eX, ve

P/
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PG (i)~ [lle=nlelem l0ln)-06)-x. (- )i

+2r, (x-7n) ;& u)dn

ag(g, 7777; u)} o

operatdriiniin X; ve X,’de biizen doniisiim oldugunu géstermemiz yeterlidir.

Once (2.5)_denkleminde r(x -£ )g(x,/;‘; ,u) € X, yani

I 'ﬂ‘r(x Eg(x, & p) I dxd§<oo

—-00 —00

oldugunu gésterelim. Bunun igin

e - E)el. & )|
nin normunu bulalim.

g(x,&; 4) x, £ ve > 0 niin herbir degerinde kendine es operatdrdir. |r

oldugundan

oo

rGe-&)ele.&s ) <2 3 (x & 1))

i=1

olur.Burada A; (x,&; 1), g(x,&; ) operatériiniin 6zdegerleridir.

s - el s 0)]; =ele—g)set e a

Kendine es operatdriin spektral agilimina gére,

”r(x §)N e

[ - Jo, (v |x—§|J o0 o7 [o; ey |x-¢]
2

,/a (x)+u B

o a(x)+ u

£) <c

dir.
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Béylece

T (-

—0 —00

e

ld§+°jﬂlr(x— N el

= c]'dx{tmr(x—é’)x‘l (=) z

e}

{w szx J‘2Ja(x)+‘u§d§+z \/mx e]‘ 2/aj(x)+,u§ df}

<c? fdx —_—
I moe(x)+p b o)+

-0

=C2 wdx ie_zmx 2,/a,(x)+# £ Ix w ZW.X e~2m : |oo
S (x(x)+;z? ‘ '—2(aj(x)+y)3’2 L

_ c2 aodx i e_z S * | e2,[aj(x)+,u x B iez‘/a—j(x)—ﬂl . | e-2 [aj(x)+/4 x
2(0Lj(x)+,uF2 = --2(0&1.(x)+,u)3/2

I T 1 @ 1 1
I jd){z ST M e } jdx[ (0,00 + ) J

(kosul 3. kullanilarak)

<c? Q]dx 3 W_c jF(x)dx<oo

- i=1
saglanir.

Teorem 1: A siirli, B (H-S) operatorii ise o zaman AB ve BA operatérii H-S tipli

operator olur ve

|ABl, <[4l {8,
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[BAl, <[Bl, [A]
saglanir. (Bu teoremin ispat1 (Kato, 1980) bulunabilir.)

Lemma 1: K(x,£ ), x ve £ nin (a,b) den alinmig (-0 < a <b < ) her bir degerinde

H da sinirhi bir operator olsun. Eger

bﬂIK(x, S)dx <M ve l_)ﬂlK(x, s)|ds <M

ise 0 zaman

o
Af(x)= [K(x,5)f(s)ds

integral operatorii L, (a, b, H) Hilbert uzayinda simrli operatérdiir ve “A” L, aomS Mdir. Bu

Lemmanin ispat1 agagidaki bilinen Lemmaya dayanir. (Smirnov, 1964)

Lemma 2: (a, b) x (a, b) de tammlanmis K (x, s) operatér fonksiyonu
b b
ﬂK(x, )ds<M ve I K(x,s)|dx <M
oluyorsa

Bf(x)= jK(x,s) f(s) ds

operatérii L, (a,b) uzayinda siurli bir operatordiir ve HB” <M yani

2

B = JIBf(o)*dx = |

t_,"K(x, s) f(s)ds

b
dr < M? [lf(x)" dx

Simdi Lemma 1’i ispatlayalim;
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2
L, (ab;H)

A £0)] = f|a oo, dx

2

dx

H

B

[K(x.9) f(s)

b (b 2
< J‘ { I ||K(x,s) f(s)“ ds} dx

Lemma 2’den

b (b 2 b 5
j { ﬂ|K(x,s)|| )] ds} dx < M? j G| de

a

dir. Boylece

2
L,(abH)

b
AL g <M [l dx

olur. Buradan da;

|AL] <M]|f “L bulunur.

L, (a,b;H) 1(a,b;H)

Lemma 3 : K(x,s) Lemma 1 deki 6zelliklere sahip olsun. O zaman
b
TA(x,9)= [A(£s)K(£,x)de

integral operatorii X, uzayinda simrl operatdrdiir ve
It <M dir

ispat :
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b

(Tl = J Jiral? dsas

2

dxds

gl

[AE.s)K(g,x)de

2

<[] ol e ave

< Mzbj[bj lA.s): dg} ds

<M JA[,
Boylece,

ITAll, <MJAL, veya

ITj<M dir.

Bu lemma X3, X5®... uzaylan iginde gegerlidir.

(2.5) ifadesinden

PA= jr(x Jele. 7 w)[Q(m)- 0(:)] Alp.£)an

ifadesini agagidaki sekilde yazalim.

[te-n)elm o) -ceolar2)in =
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= | tx-n)elxmu)lolm)- 0)Aw.£)dn +

|x-n|<1

+ [ tle-n)glem p)00m)- 0G)AGM.E)dn =2, +a,

|x-1|>1

Burada

2

2
o, =

| rle-n)elemm)lom)-ox))Alm.¢)dn

Jx-njsl

2

r(x - n)g(x.m £)[00)-0(x)] || |A(.£), dn J

s( [
|x-n|<l
Sc( I

Jx-n]<1

Biz c ile genellikle farkl sabitleri gosterecegiz.

gl 1) [0()-0()] | A(.£), dﬂJ (2.6)

Once integral alt1 ifadeyi simirlandiralim;

|

Kosul 4. den - <clx-7 "Qa (x)g(x,; ,qu

g7 1) [0(m) - 0(x)]

<|elem )0 (x).| 07 )em)-ok)] |

bulunur. Bu durumda (2.6) nin sa tarafi

. J' Slﬂlg(x, m.1)[00)- 0|A(.€), dnf f‘{;

3
S

: ¥
< c( i f' e lo* () gle.m: )| |AG.£), dnJ seklini %%

4
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[ -rlor (x)ele.ms ). |AGr.€), dn 2.8)
|x-n|<1
< % Ix _ 77,1+e ’x _ n|—8 Qa (x)N—Z—s Nl*‘s e‘*ﬂ‘lx'ﬂl } . “A(ﬂ,f}'z d?] (29)
|x~n|<s1

Spektral agtlim formiiliinii kullanarak [|Q*(x)N 7

smirlandiralim.

0 (:)(0(x) + )t

=supA® (A + y)% (-2-¢)

A2l

<sup(A+u) (L + ,u)% (2+2)
A1

(2+¢)

=sup (A + ) 2

azl
€>0 iken {=a- (i;i) <0 kosulunu saglayan bir & secelim. Bu taktirde

C

<— ¢>0 (2.10)
P .

Qa (X) N -2-¢

olur. Simdi ise

T

ifadesini smirlandiralim. Biz burada x > 0 iken x% ™ fonksiyonunun simrli oldugunu

gozoniinde bulunduracagiz.

1

R A B suplx — [ (h-+ p)p O+l

= sup Qx —n (A + ) )He e (el o .11
Azl
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(2.9), (2.10) ve (2.11) den

Ja,]l; < -;;f(l [ =7 |a@m.¢), dn]

x-mjsl

=£2TL j =7 JA(, &), dn j = nl “A(n 5}) } 2.12)

B s -]t

n—x=v ,p —x=v doniisimi yaparsak

2c Idx j v A, 5)” dv‘ .[ M “A(” 51‘

—0 ISI

,UZCH‘DVI dvlj 'Vl dv' I”A x+V f}' ”A(x+v 51(

172

£ v dv' |£1 v|" dv ( flaG+v)4); jm (:[NA(HVMIﬁ dx}

12

j V™ dv j | dv[ flagex; du) (j]; s du'J

uE Ivist =

i [ It vaz fIAG £ du

—_
C

Y7,
o, = ( i dvj A2 0

o, < Jiatee)f e
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oy, =S A2,

|x=7|>1 iken r(x -7) = 0 oldugundan a,= 0 olur.

Simdide (2.5) denklemindeki P, ve P3 operatdrlerinin >0 in biiyiik degerlerinde biizen

operatdr oldugunu gosterelim.
P)A=r1 (x-n)g(x,m;u) yigoz oniine alahm.
| r'(x-n)| <c;oldugundan

| ' x-m g(xmp)| <ci| glxmu)|

olur.

| eComm] =] xle™ ]

| i (aj(x)+ u)'? Lo 71 (Lee; |

J=l

e-J@f(X)+#l x-1

< e_ﬁl'x-ﬂl
= @

=~

o]”r"(x'”)x_le'xlxwl | dn < «], e g

:
3 T Ju

= _(’:L_( J‘ e“[zlx"ﬂ dn +J' eﬁlx-nl dn)
H x

( _[ e'm.emdn +_[ e‘["_".e‘mdn)



21

eV e lm |x L VR r)

e
-

& 2 _2_c¢
Ju Ju non

boylece

m_"“r"(x-n)N’le'le_nl | dn < £ oldugundan
4 u

IA

2, ;

elde edilir.

4> 0 biyik degerlerinde |B,|, < £ olur. Benzer sekilde |2, < — bulunur. Bununla |
2 ,Ll 2

£
)7
PA operatériiniin £>01n biiyilk degerlerinde X, uzaymnda biizen operatér oldugunu

ispatlamis olduk.

1(x—n)g(x,m; u)e X, oldugunda (2) denkleminin x>0 1n biiyiik degerlerinde X, uzayinda
¢ozlimiintin varligini ve tekligini gosterdik. Benzer sekilde X, uzayinda varligr ve tekligi

gosterilir.

Teorem 2 : Eger 1), 2.), 3) kosullar1 saglamiyorsa o zaman x>0 niin biiyiik

degerlerinde, (2.5) denkleminin, X;,X, uzaylarinin her birine ait ¢éziimii vardir ve tektir.

Lemma 4: Eger Q(X) operatdr fonksiyonlart 1), 2), 3) kosullarini sagliyorsa o
zaman P operatorii g >0 biiyik degerlerinde X, X , X® | X uzaylarinn her birinde

biizen operatdrdiir.

Biz daha 6nce

G(x,&u)=r(x-8)gx,.&p)— PG, 1)
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integral denkleminin X; uzayina ait oldugunu gésterdigimizden bu lemmaya gére bu integral

denklem ¢6ziime sahiptir ve ¢6ziimde X, X , X ,X{) uzaylarina ait olacaktir.

Lemma 5: Q(x) operatér fonksiyonu 1., 2., 3. kosullarini saglasin ve ek olarak

1 L
x—& <1  iken Q2 (x)Q 2(&)|<c olsun. Bu takdirde;

(v - D2 )] v ex'? X %
o&? '
yani
e | 1282 0 )] ag<o ot

Bu lemma kolayca ispatlanabilir.

2.3 Green Fonksiyonunun Birinci Tiirevi

(2.5) denkleminin & degiskenine gore formal tiirevini alalim.

s re-0swam I | rte-nat s [om-0e)
7 G s 2r o) CEED B ngnan @1y

X! (p=1) Banach uzayinda asagidaki integral denklemi gbz oniine alalim.

0

K(x,n;ﬂ)=%(rg)- [ { 1x-metx, nsm)lom-0m)]

o eem)eCr s p¥2r (o — ) BETA)

3 K(n,&u)dn (2.14)
n
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56;(r(x Eg(xé&un)) e X3

olmasi igin

sup I “ (rg) “ df <oo oldugunu gosterelim.

—0 <X <O —0

3 (9 e X0 X,

olmasi yeterlidir.

5 (O 88 = (-8 g & +r (x-H)E (n i)

r(x-& )—% (x,&; 1) € X3 olduBunu gosterelim.

( Lt
(x,&p)= %N_le’x("—g) x>&

x <¢ i¢in siirlandirma yapalim.

85

sup I '———re—N(g —%) “d§<oo

oldugunu gésterelim.|r|< ¢ oldugundan

”_lre—N(é—x) ”310 | e ~RE-% “=1ce-m@-,>
2 2 )

sup I e ~NE-¥) | d£<c sup j' e

—0LX<L0 -w<X<OO
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<c sup |- 1 -/aerae-

e Vv (x)+ u

4>0, o,(x)21 oldugundan dolay1

1 c
| Sciiibm(x)w} S[\/ﬁ}

Diger terimlerde benzer sekilde siirlandinilarak sonugta 1 > 0 oldugunda % rg)eX;

bulunur. Buna gore K(x,&; 1) nin X3(P) uzayinin, &zel olarak X, = X3 uzaymin elemanidir.
Simdi de;
¢ < x oldugunu varsayalim, ( x< ¢) i¢inde benzer sekilde incelenir.

¢

[ Rugude=rg(x&p)- [ f&-ngemw [0m)-06)

—c0

og(x,n, 1)

-r"(x-ﬂ)g(x,Tz;ﬂ)+2r'(x-7_7) on }K(ﬂ,f;#)dﬂ (2.16)

(2.16) denklemi (2.5) ile aym olur. (2.5) denklemi tek ¢6ziime sahip oldugundan

¢

[ K(x& 1) dE=6(x&p) | @.17)

-0

olur.£ # x igin K(x,&; 1) operatdr fonksiyonu siirekli ise yani

| K(x&+mu) -K(x,&u) |20  (>0)  iken oluyorsa (2.17) esitliginin tirevini
alarak '
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K(x,¢; #)--?(x 'S H)

bulunur.$imdi K(x,&; 1) opefatér fonksiyonunun stirekliligini inceleyeiim. (2.14) denklemini
agagidaki sekilde ifade edelim.

K(x,&5u }) or )

o08) _ - | {reeamm) ) -0) -F )

©

2rgEmmu) |} a?(n £,u)dn - | rgCx,m; 1[0 -0@)]

G 2r'g i)} K(n.& u)- 7(77 & u)dn 2.18)

L(x, & )= K(x, 85 1)- 5 ZE (x.&)

1=~ [ A retemsmlom-0@]-r g

-0

+2rg ) 1 2 (n. & myan

ile g&sterelim.(2.18) denklemi.

Los&pl(x&n- | 4 retemmlom-0m]r gt )

+2rg Gom) } L(ns & p)dy @.19)

seklini alir ve buradan
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AL (n &)= Al &w)- [{ (e w00 -0 gCom i)

2rgemm | oL Emdn 2.20)
elde edilir. Burada
AL(x&u)=l(ng+ R p)- 1(x,6;4)
Al(x,Eu)=1(xE+hpu) 1(xEp)
dir.(2.20) denklemini
AL= Al -P(AL) (2.21)
seklinde yazalmm.

Elemanlan H uzayinda déniigiim yapan stnurly A(x,n) operatér fonksiyonlan (-0 < x,77<o0)

olan ve normlan
|AGx7)| &, =S s | AGx7) |5

seklinde tammlanan Banach uzayimu X;s ile gosterelim. Lemma 4’de oldugu gibi P operatérii
>0 biyik degerlerinde X5 uzaymnda da biizen operatsr oldugu gésterilir.Buna gore (I+P)”
var ve smirhdir, -

|@+py* ” x, A olsun

(2.21) denkleminden

|AL],, < A JAL],, | (2.22)

bulunur, Burada A = |[(+P)"| dir.
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~ Lemma 6: V ¢ )0igin Syle §)0 vardirki, |4/ <& oldugunda

IL(x&+mu)-L(x&u)|y, <& ol (2.23)

Ispat : (2.22) den goriildiigi gibi lemmamn ispat1 i¢in agag1dak1 ifadenin dogrulugunu
gostermek yeterlidir.

Keyfi £>0 icin 36 = §(¢) varsa ki, [/ <& oldugunda
jaz s, <% €

olur.Sabit § i¢in {25 segelim.

| . §-¢ :

sl nam= | { wlom-ow]l-rg+2rg }a, aé L (5, £;u)dn
+ [ wlom-ow]-rg+2g }a 82, gsmyan
¢-¢

seklindeyazalim.

A “ x, '1smurlandiralim.

@, i¢in n<&-¢ dir. Yani, 4‘-}7>§ »= n+h+&>¢ +h ve buradan lhl<5 oldugundan |

-n+h+ &> +h<g - § olurBuna gére 7 ve & nin bu degerlerinde

ag L, i) l agg(n £+t ) dt

dogrudur.Boylece



28

org

A
|a 22

(1, &) n = ||I 2, Eu) |t

< [r"g—2r'g' +rg"kry,

<[ | |eome+sp)|, -|ere)me+sm),

e g+, }dt

olur,

|4

| llr 552 E (me+np) |, dt

-0

. 2 .
yi simrlandiralim.Once Q_% tirevinin bir terimini alarak simirlandirmayi yapalim, diger
0

terimler i¢inde benzer sinirlandirma yapilabilir.

I

| Ilr 652 £ 5+t,u>|lﬁdt——j

-0

“N(f +-1) " L dt

1

W ~(&+1-1) (e (x)+1)?

1
CJ. ay (x)ep2l (al(t)+lu)2
0

h 1 1
L] 1 1 1

1 2
< — sup . (%) + )2 (& +t — n) EHmaxrx) di

t 20 olmak tizeret e* < 1 oldugundan,
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|h

j. f.l at C |l< co
T §+t—77 23 775 2¢-9)"2AC-5)

bulunur.Boylece

las|s, < 2({ 5 (2.24)

bulunur.Benzer islemler || a2” xve |a " x, icinde yapildiginda (Levitan, 1968)

| AL(n,&;

bulunur.

K(x,&p) - f E (x.&u)

operatér fonksiyonunun &’ ye gore stirekli oldugunu gosterdik. £ = x noktasinda

8(,“ (x &, ) hangi sigrayisa sahip ise ——5— ( x,&; ) de ayni sigrayisa sahiptir.

O —= ( x,&; 1) nlin stirekliligini inceleyelim.

o5
oe _. rg+t % iken r%’— terimini g6z 6niine alalim.
4 73

og

r(x— &) fonksiyonu, ifadesinden goriildiigi gibi r—g% , 5_./,; ile x=¢& noktasinda aym

sigrayisa sahiptir. £ < x igin

|| s O §hin) 5§(x P



30

ifadesini stmirlandirabm.t= x -& olsun &, (x) = A iken spektral agilim formiiliinden

” PR GOLIPE ”H < sup e-(r-h)m e

= (Au)2l

it

sup

e-tﬁ@ (ehm - 1)‘

(A+p)21
_ » —tfarp , _hfavu
- ?lllsp(zw)szv le (e _1)}

S S CUGRR VR AR

(A+p)zN

J> icin:

h—>0 oldugunda ‘h|<t alalm. Buradan Ve ¢ >0 igin N’yi oyle biiyiik segilim ki;

A+ u) N oldugunda

< o (2.25)

2

e—(t+h)\/ﬂ.+,u —e Avu

Jp icin;

N’yi sabit tutarak 1< ( A+ y) <N igin 6yleb bir h secebiliriz ki

hfiru &
e iE : (2.26)
§
(2.25) ve (2.26) dan.
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e—(t—h)N Pl

buluruz. Diger terimlerde benzer islemler yapilarak

<&

elde edilir.

x# & iken %ﬂ nin siirekli olmast x #¢& igin K(x,&; ,u): %(x,f;,u) niin siirekli

olmasini gosterir.

x=¢  sigrama noktasi igin g(—%g) yi inceleyelim.
8(rg) =rg+r %
0¢ 95

it g stireklidir. (2.15) denklemini inceleyelim. > 0 kabul edelim.

ag l lre—hx Gg I | . '
aé f—x+h 2 ag S=x-h

= =——re v

[ % | += I}N 2= 1(re("”*‘)-1)x'2 = a(x,&;h) olsun.
OF gexen 2

||a(x,§; h][ = Il— -;—(re -hR _ I) N2

¢ —h(ara)s 1
== su (e -1) '
2 13(4+BSN At+u
¢ -h(Arul 1
+—= su e -1 ) ‘
2 (l+;¢)EN A+



32

1< A+ u <X oldugunda 7 istenildigi kadar kiigiik secilebilir ki

e—h(l+u)§ -1

1
< — ¢ olur.
2

Ve >0 olsun. (l + ,u) >N olacak sekilde dyle biiyiik N segebiliriz ki

1
A+u

< %a kosulu saglanir.

Boylece V. ¢>0 icin 36 =05(¢) bulunabilirki, 0 <~ <5 iken,

la (x,&;h) <& olur.h—>0 iken (k> 0)

0 1 -
sup sup “ [”“g‘ - £ 2,0

~00<X <00 —0<E <0 af &=x~h 2

oldugu ispatlanir. Buradan;

org org P

— -—= I N 0 >0
s s Lo | oge [N 0 hs

aG oG R

yr— - +7 | N -0 A0
i A | OF surn OF gJ_,, RN

oldugu ispatlanur.

(2.27)

(2.28)

feD=(0(x)) olsun. f elemaninin (O(x)+ ) operatoriniin tanim kiimesine ait oldugu

bellidir. O(x)+ 4/ operatérii f fonksiyonuna uyguladiginda (Q(x)+u)f =g olsun. Bu

durumda Q(x)+ Ml nin tersi oldugundan ;

f=N"g

olur. (2728) den

(2.29)
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AN A Y

At E E AR

H

<elel=),
elde edilir. Béylece, x = & sigrama noktasinda sigrayisinin — f ‘e esit oldugunu yani;
G, (%, x + 0; 41) = Gy (x,x 0 ) = =1 (2.30)

oldugu goriliir. G(x, &) operatér fonksiyonunun x=¢ noktasinda sigrayisa sahip
oldugunu gormiis olduk.

2.4 Green Fonksiyonunun Ikinci Tiirevi

oG _ 0 " 12y g 1 00
%" rg i relotm)-o)]-r'g +2r'g }Eg(n,f;ﬂ)dn | 2.31)
ifadesini

%0 %8 _ T fslot)- ol-r'g +2r g } 27 (r. &) dn

ok 8¢ o¢
i{ g[o(n)- 0(x)}- rg+2r'g'}[%?-%r;§g}dﬂ (2.32)

seklinde goz oniine alalim.

L(x,f;u>=%§—aar—§

100650 == [ belo)-06)-r s +2r's 1 55 (i)

—00

olmak tizere (2.32) denklemi
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Lo =108 | freloln)-0)-r'g+2r'g | L (&) dr

-0

halini alir.Bu denklemin & ‘ye gore tiirevini alalim;

° oL
ag‘EE—l{ O(x)])- rg+%g}—EW£mdm7
bulunur
T +0,)= 7 o x-Oi) = -1

g6z Oniine alarak,

ag = {relo©)- o) rg+2rg} wf{rg[Q(n)—Q(x)]—r"g+2r'g'}zzf dn

~-00

=1(x, &)

1
-5) . : :
bulunur./, € X i 2°  uzaymna ait oldufunu gostererek Lemma 4’e gore asagidaki denklemi

1

X, * uzayna ait ve ¢6zlimiin var oldugunu géstermis olduk.

Me,& ) =h(ngs ) - [ elol)-0W)]-r g +2r'g }M (.6 wydn 2.33)

1
(-=)
L(x,Esu)e X, *

oldugunu goésterelim.

L(x,& ) =rgl0)-0x)]-r'g+2r'g

- I {rg[Q(ﬂ)—Q(x)]—r"g+2r'g'}Z:fdﬂ

jn-¢ls1
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- [ belom-ow)-rg+2rg} 278 TR
{r/ &[>
=a, +a,+a,

1
m~&>1iken a, =0 ve a, € X2 dir.

2,0 ? (&)

yi siurlandiralim.

1
]%Q 2(&)

H[I I[{rg[Q(n) -0@)]-r'g+2rg} 08 v ]Q ©)dn

n~¢}st

‘|

[n-¢|st

[ felom) - om)]-rg+2r'g } o~ (a;)”dn

- |

[m-¢<1

frelom) ?Q(x)]-r"g +2r'g'{rg" + r'g-2r'glo (5)”0177

1
[ [relotm-0l-rg+2r'g Wre'lo lan

[n-¢lst

+ {rg[Q(n)-Q(x>]—r"g+2r'g‘}{-2r‘g'}Q’%<:)”dn

[n-&l<1

+ {rg[Q(n)—Q(x)]-r"g+2r'g'}{r"g}Q'5(f>”dn

[1-¢ls1
=K, +K 4K,

IK;||"t sinrlandiralim.
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dn

I&l= [ frelom-0wl-re+2re}re'0>@)

|7-¢|<t

= [ [irelo)-0() |- +2r'e }r{%xe'“""f'—}Q'%@dn

[7-¢}s1

< [leelot)-0) I-r'g+2r'g e HCH% (Oe) )2 072 (2) Jun

|n-¢|<1

< [lrelo@)-0() I-r"g+2r'g’ YO o) 1 1)1 03 E) [

|17 &|st

1 1
7 —&| <1 oldugundan dolay1 |Q *(7).Q 2(&£)| < ¢ kosulunu kullanarak

<c { [lalot)-0t) 1-g+2rg e fon

‘ 1
olur.Bu integralin ve diger terimlerin sinirlandirilmasiyla /€ X, 2 bulunur.

Simdi (2.33) denklemin fe D{O(x)} oldugunda ¢oziimiin %=M( AR GEY3)

denkleminin sagladigim gosterelim. f € D{Q(x)} oldugunda (2.33) denklemi;
M) =1(N)- [ frelotm)-0lx) ]-r'g+2r'g" IM(f)dn

olur. Bu ifadenin &, ‘dan & ’ye kadar integralini alalim.

¢ ¢ ) ¢
(M & u)(HdE = [1,(n&u)aE - [lreloln)-0k) 1-r'g+2r'e }{ Mg y)(f)df—}dn
$o %o ~® $o
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Boylece;

[LGx, & 1) = L(x, &y 1)) = 106, &5 1) ~ 1(x, €03 ) )

o0

= [ belom -ow)-r"g+2r'g } L&) - L&y, 1) fidn (234)

-0

bulunur.

¢

[ L& (s = &)~ 1(x, &0 )f (2.35)
) .

oldugunu gosterirsek (2.34) denkleminin ¢ozlimiiniin tekliginden asagidaki denklem elde

edilir.
¢
[ M(x,& pyde = [Lix.& 1)~ L&y )] (f) (2.36)
&o
Boylece;
M(x,é;ﬂ)(f)=%(f) @37)
bulunur.

oG org o ‘ ; A
L(x,&, u)=—(x,&Eu)——=(x,& 1) oldugundan (2.37) ‘den ve Lemma 5’den 17 # & de

74 74

2 1

nin varlifi ve X 4( 2) uzayina ait oldugu cikar.

a 2

Simdi de (2.35) i ispatlayalim;

(5,80 = - [{reloln)-06) 1-r'g+2r's 1 2E (s iy

o 05

olur,
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| (&,,¢&) aralipinda keyfi £ ‘secelim. O zaman Q7 (&)Q(¢) de H’da siurh operatérdiir.
ESE, E=& +k+r  (k tamsayr 0<r <1 )olsun

lx-&|<1 iken “Q(x)Q'1 (5)“ <c oldugunu varsayalim.

QHOOEHI=0T() Q¢ -DQT(E D 07§ +rQ (&) olur.

Q7'(&) Q&) niin siurh oldufu yukaridaki dzdeslikten ve kosuldan elde edilir. 7 yi f’e
uygulayalim.

0

16800 =~ [ral0l)-06) 1-r's +2r's' }ZE &

= [tslo@)-06) I-r's+2r's ZEm & urdn

jx—nis1

+ [eslo@)-06) 1-r's+2rs 1ZEmE NN =+,
|x-ni>1

|x-7n>1 oldugunda b, =0 dir.b,(x,&; 1) yii 2 halde inceleyelim.
1.Jx—&>2 olmasi halinde;

In—¢|2|x~¢&|~|x~n|>1 integral alundaki fonksiyon.kendisi ve &’ye gére tiirevi sk

operatordiir.

2.]x— ¢ <2 olmast halinde

f=0"'(mh  heH yazalimBu durumda da integral altindaki operatériin kendisinin ve

& ’ye gore tlirevinin siurl oldugunu goriiyoruz.Béylece (2.35)in dogrulugu elde edilmis olur.
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2.5 Green Fonksiyonunun Denklemi Saglamasi
x# & igin G(x,&; 1) Green fonksiyonunun igin

oG
o7 = Ogmlo@) ] (238)

denklemini sagladigim goésterelim:

%cg_ - aagg) ~ [ lrelomn - 0e)]-r'g + 2r'g']%g (m,¢; w)dn

denkleminin ¢ ’ye gore tiirevini alirsak:

0*G _ *(rg) S

P T (2.39)

olur. Burada:

~-0

K= [{relotm)-06) }-r'g+2r'g }%g—(mcf;ﬂ)(f)dﬂ

¢
K= [treloln)-olx) |-r'g+2r'g }g—?—(mf;ﬂ)(f )dn

-]

+ [relol)- o) 1+'g+2r' g }%g-(n,cf;ﬂ)(f)dn

¢

(2.30)’u kullanarak & ’ye gore tiirevi
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—Z%=-{rg(Q(:)—Q(x»—r"g+2r’g'}+

+ [lrelo)-0(s) g +2rg 2 ; (.8 10N

olur.Bu tiirev (2.39) da yerine yazilirsa;

’G o or g _aig__ ) B N
5§2 6&2 g+2’5§a§ r 62 —{Vg[Q@) Q(.X')] r g+2rg}

- [ belom -0el-r'g+2's 12 gff (n.&;) (2.40)
bulunur.
S+ (0@ rpg=0  £#x oldufudm R CORLY

olur. (2.40)’ta yerine yazilirsa;

2

—r'g+2r'g —rg(Q(x)+ i) = {2l - )]~ r'g +2r'g '}

o0& 2
© 2
- {rg(Q(n)—Q(x))—r"g+2r'g'}Zg(ﬂ,ﬁ,u)dn
bulunur. Buradan;
aZG « 2

o7 =@ un - | re(@m) - 0e)~r'g+2r'g’} %f;(n,é,mdn 2.41)
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feD igin;
%ég‘(f) = Q&)+ 1) f) - j {”g[Q(ﬂ)"Q(x)]—r“g+2r'g'} o°G & w(fdn  (2.42)

- Gl
elde edilir. [Q(ﬁ) + 1f = olsun. Buna gore (2.42)’yi

d’G
o&?

(N =o&) + " a=rg(x,&, pa

o0

- | belom-0el-r'g+2r'g }2 ;(f)[Q(f)wl]"a i @43)

seklinde yazip (2.5) denklemi ile karsilastirirsak ve (2.5) denkleminin tek ¢oziime sahip
oldugunu g6z 6niine alirsak,

p ;f (N=10@) + ' a=Gx& wya

y1 elde ederiz.

@O+ a=f vea=QE)+uD)f

oldugu son ifadede gz oniine alirsak

2 ,
T =G wlo® + ulf @.44)

olur.Burada her bir &> 0 i¢in f elemanlar kiimesi H’da yogun oldugundan (2.44) den

2 o
Z ;f . E WG EWOE) + ]=0  (x28) (2.45)

bulunur.
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2.6 Green Fonksiyonunun Simetrikligi

Green fonksiyonu G(x, ¢ ; u) niin simetrikligini, yani

G (x,&; 1) = G(&,x; 1)

oldugunu gosterelim. (2.45) denkleminin her iki yammin H’da ig¢ garpima gére eslenigini
alirsak

-a%(—;‘—f—“—) 0@+ w6 (. =0
olur.
_ G a(;czé‘ D) e X, i
supj -aia(g’fi”——)g <§)“d«f <@ (2.46)

(Lemma 4) oldugunu gdstermistir. A operatdriintin normul|4|, A’nin esleniginin normuna esit

(|47 =

sup j.

—0<LX<0 wd

05

g (f)a—G—(fi”—)@Hdé <o (2.47)

olur. (2.45), (2.46) ve (2.47) den [Levitan,1968] da oldugu gibi islemler yapilirsa;

G (x,& 1) = G(&,x; 1) | | (2.48)

oldugu ¢ikar.



43

3. BUTUN EKSENDE TANIMLANMIS OPERATOR  KATSAYILI
STURM-LIOUVILLE DENKLEMININ OZDEGERLER SAYISININ ASIMPTOTIK
IFADESI

3.1 L Operatoriiniin Ozdegerleri Sayisinin Asimptotik Ifadesi

Teorem 2’ye gore p > 0 1 yeterince biiylik degerlerinde G(x,¢; 1) Green fonksiyonu

W 0

[ [ l6Ge.& ), dudg <o

—a0 —00

kosulunu saglar. Yani (L + ul) operatoriiniin tersi Hilbert Schmidt tipli operatérdiir. L’nin 6z

degerlerini,

ile gosterelim. A > 1 herhangi reel say1 olsun N(14 ) ile A sayisim asmayan 4, (n=12,..)

Ozdegerler sayisini gosterelim.

Ny =T,

A, <A

Biz bu bolimde Q(x)in 6z degerleri «,(x) (i=1L2,...) lizerine, ek kosullar altinda 4 — o
iken N(A4 )nin asimptotik ifadesini bulacagiz. G(x,&; 1) L operatériiniin Green

fonksiyonu oldugundan dolay1

v, () =4, + 1) [Gx.& mw, (£)dé €B))

seklinde yazilir.
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P operatérii 1 > 0 1n biiyiik degerlerinde biizen oldugndan y — « iken

G(x,&;4) =r(x - )g(x& L +oD)] (3.2)
seklinde yazabiliriz.Burada o(1) g —>« iken (x,&) degiskenlerine gére normu sifira
diizgiin yakinsayan operator degerli bir fonksiyondur. (3.1) , (3.2)’ de g6z 6niinde

bulundurulur ise

p O ARG (3.3)

n —c0

olur. Buradan (Kosyuchenko A.G. ve Levitan B.M.) ¢alismasina gore

Sl oy | G4

A+ = =
TR e () + )

olarak bulunur. Burada (Titchmarsh,1958,b.XVII)

i————l 2| dN(4) (3.5)

S+ )’

oldugu goriiliir..(3.5)’1 (3.4) de goz Oniine alirsak;

0]‘ ZN(A)3 = %i ‘]—_______dx olur.
oA a 3 e

3
2

Bu esitlikten N(A4 )nn asimptotik ifadesini bulmak i¢in Titchmarsh’in Tauber tipli

teoremini kullanacagiz.[Titchmarsh,1958,b. XXII] Bunun igin Q(x) operatdr fonksiyonunun

a;(x) (i=12,..)06zdegerleri lizerine asagidaki kogullar: eklememiz gerekir.
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(Kostyuchenko ve Levitan,1967)

3/2 Idt<z Idts 3/22 J‘dt

ioa(x)st J a;(x)2t i a;(x)st

olacak sekilde c¢;,c, sabitlerinin oldugunu varsayalim. Bu taktirde s6zii edilen Tauber tipli

teoreme gore A — o iken

N(A )~—Z fla-a, o)

J a;(x)<A

asimptotik formiilii elde edilir.
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4. SONUCLAR

H =L,(—0,0,H) , (-,0)’da tammli ve degerleri ayrilabilir H Hilbert uzayna ait
Bochner anlamda 6l¢iilebilir ve

fl7 Gy, e <o0

ozelligine sahip fonksiyonlar uzay: olsun.H,’e ait f(x) ve g(x) fonksiyonlarin ig
garpimini

(f+8) = J(f(x), (), dx
formiilleri ile tamimlarsak H, ayrilabilir bir Hilbert uzay: olusturur.Bu tez ¢alismasinda
Hl’de

-y +0(x)y , —w<x<w

diferansiyel ifadesi ile olusturulan L operatériiniin Green fonksiyonu ve bu operatériin
Ozdegerler sayisinin asimptotik ifadesi bulunmustur.

Burada Q(x) , x’in (—o0,c0) ‘dan alinmig herbir degerinde H’da doniisiim yapan kendine
es alttan simrh ve tersi kompakt operatdér olmanin yamsira Titchmarsh-Levitan kogullarini
saglamaktadir.
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