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OZET

Bu cahsmada, dogal sayilar icin tek tirli carpanlara aynlma ozelligt hakkinda
Euclid’ ten Gauss’ a kadar olan bir doénemdeki bashica c¢ahgmalar incelenmistir.
Aritmetigin Temel Teoreminin bir geni kapsamh arastirmasi venlmugtir.

Bu arastirmada Euclid, al-Farisi, Prestet, Euler, Legendre ve Gauss gibi matematikilerin
cahismalanindan bahsedilmigtir. Aritmetigin Temel Teoreminin farkh ispatlan incelenmig
ve smflandinimgtir.

Anahtar Kelimeler: Euclid, al-Fansi, Euler, Gauss, ATT.
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ABSTRACT

In this work we investigate main studies of the unique factorization property for
natural numbers during the period from Euclid to Gauss. We give a comprehensive
survey of the Fundamental Theorem of Arithmetic.

In this survey, we can mention Euclid, al-Farisi, Prestet, Euler, Legendre, and Gauss.
We study different proofs of the Fundamental Teorem of Arithmetic and classify them.

Keywords: Euclid, al-Farisi, Euler, Gauss, FTA
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1. GIRIS

Modern degismeli halkalar teorisinde Onemli rol oynayan tek tiirlii carpanlara ayirma
kavrami, kéken olarak Yunan aritmetigine dayanmaktadir. Tek tiirlii ¢arpanlara ayirmanmn iki
temel kismu vardir. Bunlar varlik ve tekliktir. Varlik, bir elemanin sonlu sayida indirgenemez
elemanlarinin ¢arpimi seklinde yazilabilecegini, teklik ise bu gosterilisin tek tiirlii olacagini
ifade eder. Ilk olarak dogal sayilarin bir 6zelligi olarak ortaya ¢ikan tek tiirlii ¢arpanlara

ayirma kavrami, Aritmetigin Temel Teoremi (ATT) olarak adlandirilir.

ATT su sekilde ifade edilir: 1 den biiyiik biitin dogal sayilar, carpanlarin sirasini
diisiinmeksizin tek tiirlii asal sayilarin ¢arpimi seklinde yazilabilir. ATT belirttigimiz sekilde
Euclid’ in Elements kitabinda yer almasa da, Euclid ATT tarihinde 6nemli bir yere sahiptir.
Ozellikle Euclid’ in Elements kitabindaki VIL. ve IX. ciltler ATT ile ilgili 6nemli sonuglar

igerir.

al-Farisi, “ Tadhkirat al-Ahbab f1 bayan al-tahabb > kitabinda asal c¢arpanlara ayirmanin
varhgini ispat etmis, tekligi ile alakali biitiin delilleri sunmustur. Onerme 9, verilen bir
saymin asal c¢arpanlar1 yardimi ile biitiin bolenlerinin bulunabilecegini gostermistir. Buna
benzer bir yaklasimi Prestet’ in “ Nouveaux Elemens de Mathematiques ™ (Goldstein ,1992)

kitabinda da gorebiliriz.

Prestet’ ten sonra Euler den (1770) s6z edebiliriz. Euler “ Vollstindige Anleitungzur
Algebra ” kitabinda ATT’ nin varhk kismimi kabul etmis ve al-Farisi ve Prestet’ in
yaklasimina benzer bir yaklagimla biitiin bolenlerinin bulunabilecegini gostermistir. Daha
sonra, Legendre (1798) “ Theorie des nombres ” kitabinda ATT’ nin varlik kismini ispatlamusg,
teklik kismim1 kabul etmistir. Fakat agik bir sekilde ATT’ yi ifade etmemistir. ATT’ nin ilk
acik ifadesi ve ispati Gauss’ un  “ Disquisitiones Arithmeticae ™ kitabinda yer almgtir.

Gauss’ dan sonrada bir gok matematik¢i ATT’ nin farkli ispatlarini yapmiglardir.



2. EUCLID ve ATT

Euclid’ in Elements kitab1 13 cilttir. VII, VIII ve IX. ciltler sayilar teorisi deki temel sonuglari
iceren aritmetik kitaplardir. Bu kitaplarda Euclid, asal, asal olmayan. aralarinda asal ve
milkemmel sayilarin tammlanm vermig ve birgok onemli temel sonuglan ispatlamugtir. ATT,
Elements’ de acik olarak yer almaz ancak ATT ile yakindan ilgili olan iki teorem VII.30 ve
VIL.31 Elements’ de bulunur. Aynca Onerme IX.14 bir gesit teklik teoremidir. Aslinda ATT;

VIIL.30 ve VIL.31 6nermelerinden elde edilir. Asagida bu 6nemelerin ifadelerini verelim.

Onerme VIL30: Eger iki saymn ¢arpmmuyla elde edilen bir sayi, bir asal say1 tarafindan
boliinebiliyorsa, ¢arpilan sayilardan biri de ayni asal tarafindan boliinebilir. (yani, ¢ asal sayisi

a . b carpimim boliiyorsa, a veya b sayisindan en az birini de boler.
Onerme VIL31: Her birlesik say1 bir asal say1 tarafindan boliiniir.

VII. 31 sayesinde ATT’ nin varhk kismi (1 den biiylik her dogal sayr asal sayilann ¢arpim
seklinde yazlabilir) ve VII.30 sayesinde ATT’ nin tekligi (¢arpanlann sirasim diisinmeksizin
bu yazihigin tek turlit oldugu) kolaylikla gosterilebilir. Bugiin birgok matematik¢i ATT’ nin
ispat1 i¢in bu onermeleri kullanmaktadir. Tekligi igin, p;..pn = q1..9m nin iki farkh asal
carpanlara ayrihig oldugunu varsayalim. VIL.30 sayesinde p; [ql oldugu gorilir. Dolayistyla
buradan p;=q, elde edilir. Bu sekilde p ve q’ lerin aym ve n=m oldugu gosterilebilir. Fakat

Euclid VII. cildinde bu 6nermelerden sonra ATT’ yi ifade etmemistir.

XL ciltte yer lan Onerme 14 “ Eger bir say1 asal sayilar tarafindan boliinen en kiigik say ise,

»

bagka hicbir asal say: tarafindan bolinemez. ” olarak ifade edilir. Simdi bunu gosterelim;

A sayisi, B, C, D asal sayilan tarafindan boliinebilen en kiigiik say1 olsun. O zaman A sayist,

B, C, D asal sayilarindan farkli bir asal sayiya boliinemez.
Miimkiinse, A sayisii, B, C, D asal sayilan ile aym olmayan bir E asal sayisina bolelim.
E asal sayist A’ y1 F’ ye gore bolsiin; bu yiizden E ile F’ nin garpimi A’ y1 verir.

Eger iki saymn carpmmu herhangi bir sayiy1 verirse ve herhangi bir asal say1 bu sayiyt
bolerse, aym zamanda orijinal sayilardan birini de boler [ VIL 30]; bu yiizden B, C, D asal

sayilari, E ve F sayillanndan birini boler.

E sayist B, C, D sayilanindan farkh ve bir asal say1 oldugundan E, bu sayilar taraﬁnd y

boliinemez.
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Bundan dolay1 A’ dan kiigiik olan F sayisi, B, C, D asal sayilan tarafindan béhinecektir. Bu
imkansizdir. Cinki bu , A’ nin, B, C, D asal sayilan tarafindan béliinebilen en kigik say:

olmasi durumu ile geligir.
Bu yiizden A’ y1 B, C, D asal sayillanindan bagka higbir asal say1 bolemez.

ATT ile Onerme 14 arasinda bircok benzerlik vardir. Onerme 14 bir gesit teklik teoremidir.
ATT’ nin teklik kosulunun iyi bir kismi gosterimidir. Ancak Onerme 14 in kare ¢arpami olan
sayilann kapsamadig1 aciktir. Euclid onermesine su ifadeyle baslar, A sayisi, B, C, D asal
sayllarina bolinen en kugiik say: olsun. Eger B, C, D sayillaninin birbirinden farkh olmama
ihtimali varsa, A bu sayilann ¢arpimlarina esit olmayip bu sayillann en kiigiikk ortak kati
olacaktir. Eger takip eden A= BCD ifadesindeki B, C ve D sayilarindan en az ikisinin esit ise,
bu durum Euclid’ nin bir sonraki ispat: ile gelisir. Eger B, C, D asal sayilan, B=C#D
seklindeyse, o zaman boldiikleri en kicik sayi B?D den ziyade BD dir. Bu yiizden kare
bolenli sayilan bu yaprya dahil edemeyiz. Bu yizden bazi yazarlar Onerme 14’ i
degerlendirmis ve hakh bir sekilde ATT’ ye teknik olarak denk olmadigim belirtmislerdir
(Hendy, 1975 ; Mullin, 1965).

Bazi tarihgiler (Hendy, 1975 ; Mullin, 1965) IX. 14’ deki yorumlarinda Euchid’ in
onermesinde, A’ mn sadece B, C ve D asallanmn ¢arpim gibi simrl sayida asallann
kullamlmas: durumunda ispatlandigini iddia etmislerdir. Yunan aritmetii az gelismis cebir
notasyonu engeline takilmigti ve bu durum Euclid’ de etkilemistir. Euclid bu sorunu, belirsiz

sayilardaki mevzularda, belirli sayilan dikkate alarak ¢ozmuistiir.

Ozellikle Euclid, asal sayilann sayisimn sonsuz oldugunu ¢ok iyi biliyordu. Bunu igin
IX.20° de soyle ifade eder: “ Asal sayilar, belirlenmis asal sayilarin sayisindan daha fazladir. ™
Bu 6nermenin ispatinda belirlenmis olan “ A, B, C sayilanm alir ve A, B, C sayilardan daha
fazla asal say1 oldugunu soyler. ” IX .14’ un ispatimin aym gesit bir varsayum vardir: A sayisi
B, C, D’ ye boliinen en kiigiik say1 olsun... Bahsettigimiz gibi, belirsiz bir sayimn durumu igin

aldigimiz Gi¢ say1 bir hata olarak diigiiniiilmemelidir.

Onerme 14 asal garpanlarina ayngmin varhgm belirtmeden asal say1 kolleksiyonuyla
basladigs, fakat ATT’ mn tam sayilarla bagladigim belirtmeliyiz. Buradan gorilir ki; bu iki

teoremin baslangi¢ noktalan farklidir.

Simdi Euclid’ in ATT” y1 bilip bilmedigi sorusuna karar verelim. Bu konuyla ilgili iki goriis
vardir. Birincisi, Euclid’ in ATT’ yi bildigi, fakat Elements kitabinda bunu belirtmedigi

gorusidir. ATT’ yi ispatlamak i¢in bazit yararh Onermeler vermistir, fakat ATT’ yi 6nemli



gormedigi igin Elements kitabinda bu konu tizerinde fazla durmamistir. Ama eger isteseydi,
VII. cildindeki Onerme 30 ve 31 de bu konuyu verebilirdi. Ikinci ve daha gok savunucusu
olan gorig ise Euckid’ in higbir sekilde ATT’ yi bilmedigidir. Baglica sonuglann ispatini
amagclayan Elements, bilimsel bir incelemeden ¢ok bir metin kitabidir. Eger Euclid ATT yi
biliyorsa, neden kitabinda belirtmedi, onun i¢in temel bir sonu¢ degilse bile, ATT’ yi
kitabinda belirtmeliydi. Elements kitabinda temel olmayan ve diger onermelerde de
kullamlmayan bazi 6nermeler oldugunu goriyoruz (IX.14 gibi). Benzer bir sekilde ATT yi
bityiikk bir sonug olarak ve diger 6nermelerin kanitlanmasina yardimci olmayacak baska bir

Onerme olarak verebilirdi.

Bugiin ders kitaplan ATT’ yi temel teorem olarak ele alir. Bu kitaplar 6nce asal sayilarn
tammu verir ve daha sonra asal sayilarin tekligini ispatlar. Daha sonra ise aralaninda asal
sayilar ve en biyik ortak bolen kavramim verirler. Bu yaklagimin Gauss’ la bagladig
soylenebilir. Gauss en biiyilk ortak boleni bulmak i¢in bolme algoritmasini kullanmmg ve
buradan aralarinda asal sayilanin iglemsel tarifine ulasmustir. Aralaninda asal sayilan
bulduktan sonra asal sayilara ait sonuglara ulasmistir. Euclid in teorisinde ATT 6neminin gok
bityiik bir kisnum kaybetmistir. Ciinkii Onerme 14 temel olmanin ¢ok otesinde, Euclid’ in

aritmetik teorisinde en sonda yer alir.



3. al-FARISI ve ATT

Kamal al-Din al-Farisi biyiik bir Fars matematikgisi, fizik¢isi ve astronomuydu. Gauss’ dan
once ATT ‘ye ait en genis kapsamh ¢aligma, muhtemelen al-Faris’ ye aitti. al-FarisT’ nmin bu
caligmast “ Tadhkirat al Ahbab fi bayan al-tahabb ” adh kitabinda yer alir. Bu kitabin
baslangicinda bir birlesik sayinin sonlu sayida asal saytmn ¢arpimu seklinde yazilabileceginin
ilk ispatimn da yer aldigt 9 6nerme bulunur. Esas ugragi amicable (arkadas) sayilardir. Ve
amact ise Ibn-i Qurra’ nm “Eger p=3.2"'-1, ¢=3.2%1ver=92"""1asal vep, q> 2 ise

”»

2"p.q ve 2"r amicable (arkadas) dir. teoremini farkli bir yontemle ispatlamakti
(Hogendijk, 1985). Ibn-i Qurra tim sayilarnin ayrigmast lzerine bir caligma yapmustir.
al-Farisi saylar teorisinde yeni fikir lerin gelismesine Onciilik etmistir. Aynca tam sayilarin
aynistmm, Ibn-i Qurra’ dan daha derinlemesine incelemistir. al-Farisi ¢cahgmast i¢in 6nce tam
sayilanin asal carpanlanna aynlabilecegini gostermis ve bunu kullanarak bir saymn

bolenlerini bulmustur.

(Agargiin ve Fletcher, 1994) Makalelerinde ilk dokuz onermenin ingilizce terciimesini ve
al-Farisi’ nin metodunun bir aciklamasim vermiglerdir. Bu dokuz 6nermenin asil amaci
verilen bir saymn bolenlerini bularak, amicable (arkadas) sayilar iizerine ¢alima igin bir
hazithk yapmakti. Asal carpanlara ayirmada ilk adim: Euclid’ in attigi ve al-Farist’ nin de ilk
onermesinde sonlu asal c¢arpanlara ayirmanin ispatim yaparak son noktayr koydugu

sOylenebilir.

Onerme 1: Her birlesik say, sonlu sayida asal saymm carpim seklinde yazlabilir.
a > 1, bir birlesik say1 olsun. Euclid VII.31 onermesine gore a’ min bir b asal boéleni vardir.

Dolayisiyla 1< c< a,
a=bc

dir. Eger ¢ asal ise Onerme ispatlanmistir, aksi takdirde ¢ bir d asal bolenine sahiptir.

Vel <e<cigin;
c=de

dir. Eger e asal ise 6nerme ispatlanmustir. Cuinkii,



a=bde

dir. Sayet asal degilse biz iglemlerimize bu gekilde devam ederiz. Sonlu bir sayi, sonsuz bir

¢arpim seklinde yazilamayacagindan bu isglem bir yerde sonuglanacaktir. O halde bir k asal
sayisl i¢in,

a=bd. k

dir. Bu Onerme asal garpanlarina ayirmanin varlik kismu igin ortaya konmus ilk ispattir.
al-Farisi den sonra Prestet asal carpanlarina ayimamn varlik kismum ifade etmemis, fakat
verilen bir tamsayinin tiim bolenlerini bulmak igin kullanmustir. Euler ise ifade etmis ve

kullanmugtir. Sonralan ise Legendre belirtmis ve ispatlamustir.
Daha sonra al-Farist 2-5 6nermelerini vermistir.

Onerme 2: Verilen a, b, ¢ sayilan i¢in ,birincinin tgiincliye oram, birincinin ikinciye oram
ile ikincinin {igiincilye oraninn birlegimidir.

Onerme 3: 1 in herhangi bir bilesik saytya oram, 1 in bu bilesik saymin her bir asal ¢arpanina
oranlarinin birlegimidir.

Onerme 4: Aym carpima sahip, tiim birlesik sayilar birbirlerine esittirler.

Onerme 5: iki fark: birlesik says, aym carpima sahip olamaz.

al-Farist 5. onermeden sonra bir tam saymn tiim g¢arpanlanni bulmaya baslamistir. Saymin
kendisini bolen olarak almamistir. Burada temel baglangic (Prestet ve Euler de oldugu gibi)
asal carpanlara aynhgtxr.

Onerme 6: Asal carpanlan b, c, d, e,..., kK’ dan olugan bilesik bir a sayisinin bolenleri
be, bd,... gibi ikili carpimlar; bed, bde,... gibi iigli carpimlar ve boyle devam ederek elde
edilen carpimlardir.

Daha sonra al-Farisi 7.6nermeyi ispatlamigtir. Sonra bu 6nermeyi 8. Onermede kullanmustir.

Onerme 7: Eger a )/ bise n=3,4,...i¢in a2/|/ ba ve a" )/ ba, a4+ ba’, ™14 ba?,
a* 7 ba® a2 1" ba’ ... ve benzer sekilde.

Onerme 8: Birlesik bir a sayist asal carpanlarina a = bed...k  seklinde aynimis olsun.
Carpanlannda bini mesela b, a’ da tekrar etmiyor ise bz/’/ a ven=34_ icinb" /I/ a dir.



Eger b bir kez tekrar ediyor ise b’ | a fakat b"~1" a dir. Ve eger b sadece iki kez tekrar
ediyorsaise b® | a, b® | a fakat b a dir.

Bir birlesik bir saymm tiim bolenlerini bulabilmek icin al-Farisi 9. Onermeyi ispatlamustir.
Bu oOnermede daha once gegen butiin Onermelerin dolayli  veya dogrudan kullamidigmi
gorityoruz. Fakat 9. Onerme takipgilerinden gok daha 6nce orta konmustur. 9. Onerme asal

olmayan bir sayinin tiim bolenlerini bulan ilkk onerme olarak bilinir.

Onerme 9: Birlesik bir a sayis1 a = bed..kl  seklinde asal garpanlarna aynilmugsa a’ nin
asagidaki sayilar diginda boleni yoktur: b, ¢, d,..., k, 1, bunlann ikigerli carpimlan; be.bd,...,
tgerli carpimlan; bed,beh..., gibi,..., bir ¢arpan hari¢ digerlerinin hepsinin ¢arpimi; cdh.. kl,
bdh...kl, bedh.. k.

1,b,c, d,..,k vel nin a’ mn bir boleni oldugu acgiktir. Digerlerinin de a’ mn boleni oldugu
6. Onermenin bir sonucudur. Simdi z, a’ min bagka bir boleni olsun. z ya asaldir ya da asal
degildir. Eger z asal ise a’y1  b(cd...l) seklinde yazahm. Buradan zl b(cd...l) igin Euclid
VIL3(Q’ a gore z | cdh..1 olur. Aym sekilde z \ c(dhl..)) ve z | dh..1olur. Bu sekilde devam
edilirse, z | Kkl elde edilir. Dolayistyla z | k veya z | 1 dir. Buradan goriliyor ki, z =k veya
z = 1 dir. Bu bir ¢eliskidir. Simdi 2z’ nin asal olmayan bir say1 oldugunu ve daha 6nceki
bolenlerden farkh oldugunu varsayalim. 5. Onermenin bir sonucu olarak, z’ nin asal
carpanlan arasinda, a’ min asal carpanlarindan farkh bir carpan oldugu soylenebilir. Eger
boyle bir garpan yoksa, z’ nin, z ve a’ da aym sayida tekrar etmeyen bir asal garpanimin
oldugu soylenebilir. Bu durumda g ihtimal s6z konusudur. (i) Eger boyle bir asal ¢arpan
yoksa, z’ nin a’ min asal garpanlarindan farkhi olan bir asal carpam v ardir. (ii) 2z’ nin asal
carpanlarindan biri z’ de, a dakinden daha ¢ok tekrar etmistir. (ili) z’ nin bir asal
carpam a’ da daha ¢ok tekrar etmigtir.

Eger birinci durum gecerli ise yani h, a’ mn asal ¢arpanlanndan farkli bir asal say: ise,

z’ nin asal say1 oldugu varsayilan 6nceki durumdan bu bir ¢eligkidir.

Eger ikinci durum gegerli ise, z’ nin bir asal carpani p, z’ de n kez, fakat a’ da z’ den daha

az tekrar etmisse, p™ | z ve p™| a olur. Fakat bu 8. Onermeden imkansizdir.

Eger Gi¢iincii durum gegerli ise yani z’ nin garpanlan, a’ mn carpanlarindan daha fazla tekrar
etmemigse z, 3’ mn yukanda ifade edilen bir garpam olur. Bu bir celiskidir.



al-Faris' mn 1-9. oOnermeleri igin asagidaki diyagram venlebilir. Bu diyagram

1-8. 6nermelerin dogrudan veya dolayli olarak 9. Onerme de kullamldiklarn: gosterir.

I

Sekil 3.1 1-8. onermelerin dogrudan veya dolayh olarak 9. 6nermede kullamldiklarim gésteren
divagram

al-FarisTnin  ATT’ ¢in 6nemli adimlar attigim goriyoruz. Kendisi ATT’ nin varhk kismim

belirtmis ve ispatlamugtir. Fakat teklik kismumin  6nemli olmadig diisiincesiyle, ne belirtmig
ne de ispatlama ihtiyact duymustur. Bu tabi ki tekligi bilmedigini gostermez. Isteseydi
tekligi de ispatlayabilirdi. al-Farisi’'nin tekligi c¢ok iyi bildigi 9. Onermenin ispatindan
kolayca gorilebilir. Asal olmayan bir saymun tim asal c¢arpanlari  bulmak igin
9. Onermeyi kullanmistir. Ve Ibn-i Qurra’ min teoremine yeni bir ispat olarak sunmustur.
Ashndada tekligin ispat1 igin gerekli olan her seyi sunmustur. Bunun icin 9. Onerme ATT’ nin

teklik kismina denk sayilabilir.



4. PRESTET’ in SONUCLARI

Bu kisimda Sean Prestet’ in 1689’da yayimnlanan Nouveaux Elemens de Mathematiques
(Goldstein, 1992) deki bazi sonuglar sunacagiz. Bu sonuglar modern zamanlardan 6nce asal
carpanlara ayirmanin ilgi gekici bir konu olarak goriilmedigini ve sadece bdlenleri bulmak

i¢in bir arag olarak kullanildigim1 gostermektedir.

Prestet ATT’ nin ne varh@mi ne de tekligini belirtmistir. Euclid’ den etkilenerek
bolenlerle ilgilenmistir. al-FarisT ve Euler gibi, bir sayinin tiim bdlenlerini bulmak i¢in temel
sonuglar1 sunmustur. Ozellikle Sonug IX &nemli bir yere sahiptir. Bu Prestet’ in ATT’ yi
bildigi kanisini uyandirmaktadir. Kendisinin ATT’ yi ispatlayabilecegini fakat ilgilenmedigini

diisiiniiyoruz.
Kitabinn ilk cildinin 6. Béliimiinde su teorem yer alir.

Teorem: Eger b ve ¢ aralarinda asal iki say1 ise, bu sayilarin bir ¢arpimi olan bc, bu sayilarla

kalansiz boliinen en kiigiik sayidir.

Bu teoremin bir sonucunu Prestet asaglda vermistir.

Sonug III: d, b ve ¢’ nin ¢arpimi be’ yi bélen ve ¢ ile de aralarinda asal olan bir say1 olsun.
O zaman d, b’ nin bir bélenidir.

Gelecek amag bir sayinin bélenlerini asal ¢arpanlarinin bir ¢arpimi olarak belirlemektir.

Sonu¢ IV: ave b birbirinden farkhi iki asal say1 ise, ab’ nin tiim bolenleri 1,a,b veya
ab’ dir.

Prestet Sonu¢ V ve Sonu¢ VI da farkl ii¢, dort, bes ve benzer sekilde sonlu asal saymmin

¢arpimi igin aym yontemi kullanmaya devam etmistir.
Asagidaki Sonugta bazi asal sayilarin kuvvetleri tizerinde ¢aligmustir.

Sonu¢ VIIIL: a asal say: ise, aa’ nin tim bolenleri 1, a, aa’ dir. Ve 2>’ iin tim bolenleri

1, a, a2, a> diir. Ve bu sekilde sonsuza kadar devam edebilir.

Son olarak asagidaki Sonucu vermistir.
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Sonu¢ IX: a veb asal sayilarsa aab’ nin tiim ¢arpanlan a, a, b’ den biri veya 1, a, aa’ dan biri
veya bunlardan herhangi birisinin b ile ¢arpmm; yani 1, a, aa, 1b, ab, aab’ den biridir.

Cunka basit a, a, b asal sayilarimin tiim ¢arpimlan aa ve ab’ dir.

Prestet calismasinda ATT yi ifade etmemistir. Clinkii onun amact verilen bir sayimn asal
carpanlanyla tim bolenlerini bulabilmekti. Buna ragmen Prestet’ in sonuglan ATT’ ye gok
yakmndir. Ozellikle Sonug IX ATT’ nin teklik kismmna denk sayilabilir.
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5. EULER’ in SONUCLARI

Euler Volistandige Anleitung zur Algebra (Euler, 1770) kitabinda ATT’ nin varhk kismn
ispatsiz fakat diizenli bir sekilde vermistir. Aynica al-FarisT nin 9. Onermesi ve Prestet’ in

Sonug IX’ na benzer bir sekilde teklikle ilgili ifadeler vermistir.

1. kismin, 1. Boliminin, VI. Unitesindeki 41. Makalede Euler, asal carpanlara ayirmanin

varhgindan bahseder ve kismi bir ispat verir. Fakat ispatinda baz1 detaylar yer almaz.

41. Makale: Biitin bilesik sayilar asal sayilardan elde edilen ¢arpanlanyla ifade edilebilirler.

Asal olmayan bir ¢arpan buldugumuzda, bu ¢arpan her zaman iki veya daha fazla asal saymnn
carpmmu seklinde yazihr. Mesela 30 sayisi 5 x 6 ile gosterdigimizde 6 sayisinin asal olmadifi
agiktir, ancak 6° yi 2 x 3 olarak ifade edersek 30 sayisimn tiim garpanlarim asal say1 olarak

vani5x2x3 veya 2x 3 x5 seklinde yazabiliriz.

Euler, 43. Makalede bir ormnekle, herhangi bir sayimn asal ¢arpanlarina aynlisini bulmak igin

bir metot vermistir.

43. Makale bu yiizden, herhangi bir sayiy1 asal garpanlarina ayirmak igin bir metot bulmak
kolaydir. Mesela 360 sayisit ele alalim; bu sayiyr oncelikle 2 x 180 diye gosterebiliriz.
180’ de 2 x 90’ a esittir. Ve

90 esittir 2x45
45 esittir 3x 15
15 esittir 3x5

Boylece 360 sayist 2 x 2 x 2 x 3 x 3 x 5 asal ¢arpanlan ile ifade edilebilir. Clinkii biitiin bu
sayilar carpilinca 360 eder.

Euler, asal sayilara ayirma isleminin tek tirli oldugunu belirtmemistir. Ancak Vollstandige
Anleitung zur Algebra kitabinda ispatsiz sekliyle bu konuyla ilgili bir ifadesi vardir. Bu ifade
1. Bélimiin 1. Kisrumn VL. Unitesinin 65. Maddesinde yer almaktadir.

Herhangi bir sayiy1 asal carpanlanyla ifade ettigimiz zaman, bu saymn boliinebilecegi
saylart gostermek ¢ok kolay olacaktir. Yapmamz gereken sey oOnce asal carpanlan
teker teker almak ve onlan ikiser ikiser, uger uger, dorder dorder garpmak ve benzer gekilde

amaglanan say1y1 buluncaya kadar devam etmektir.
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Goriiyoruz ki Euler, al-FarisT ve Prestet gelenegini takip etmis ve bir sayiin tim bolenlerini
bulmakla ilgilenmis. Makale 65°te Euler soyle demektedir, Bir saymn tim bélenleri, bu
sayty1 asal sayilarin ¢arpim seklinde ifade ettigimizde karsgimiza gikan asal garpanlardan elde
edilir ve bu bir sayimn bolenlerini bulmakta tek yoldur. Dolayisiyla bu, asal garpanlanna
ayirmamn tekligi olarak distnulebilir. Ayrica 64. Makalenin sonunda bir 6rmek vermistir.
60 veya 2 x 2 x 3 x 5 sayis1 sadece bu asal sayilarla degil aym zamanda bu sayilarin herhangi
ikisinin g¢arpimyla olusan 4, 6, 10,15 ve bu sayilann herhangi ugiiniin garpim ile olusan
12, 20, 30 ve son olarak 60 ile bolinir
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6. LEGENDRE

Bu kissimda Legendre’ nin 8. Teoremine yer veriyoruz (Legendre; 1798):

N asal olmayan herhangi bir say1 olsun. N, o, B, y ve benzer seklide baza asal sayilarin
carpim veya bunlann gesitli kuvvetleri alinmig hallerinin ¢arpim seklinde ifade edilebilir.
Boylece N sayisim, N=a™ B" v¥ olarak ele alabiliriz.

Bunu Legendre su sekilde ispatlar;

Bu ayngim yapmak icin takip edilmesi gereken metot, en kiigliginden baslayarak N
sayistm 2, 3, 5, 7, 11 ve devam eden asal sayilarin her birisine bolmeye ¢alismak seklindedir.
Bu sayilardan birisi  a olsun. Eger N o ya boliinebiliyorsa, o olabildigince tekrarlanmahdir.

Ornegin m kere tekrarlanmig ve son béliim P olsun. O zaman;,
N =" P

olur. P sayist o’ ya bolimemez. P° yi o’ dan kiiciik bir asal saytya bolmeye caligmakta
faydasizdir. Eger P, o’ dan kiigiik bir 0 sayisina bolinebilseydi, N’ de 6 ya bolinebilirdi. Bu
bir ¢eliskidir. Bu yiizden P’ yi o’ dan biyiik bir asal sayiya bolmeye galismak zorundayiz. Bu
durumda asagidaki egitlikleni elde ederiz ki

P=p"Q ve Q=R
Sonugta N =a™ B" ¥’ ... esitligi kargimiza ¢ikar.

Bu ispatta da gorildagii gibi, Legendre’ nin metoduna gore herhangi bir say: asal ¢arpanlanina
her zaman aym sekilde aynbr. Acik olarak bunun ATT’ nin teklik kismina denk oldugunu
kabul edemeyiz. Buna kargin teklik ile ilgili bir ifade 10. Teoremde karsimuza ¢ikar:

Bir N sayist o™ B" v° ... seklinde ifade edilsin. N’ in her bir boleni o B v" ... seklindedir.

Burada u, v, ... ler, m, n, p... lerden biiyiik olamaz.

Legendre bu teoremde, bir saymn kag tane boleni oldugunu ve aym zamanda bu bolenlerin
toplamimm ka¢ oldugunu bulmayr amaglamaktadir. Bu ifadeden teklik ozelligini kolayca

ispatlayabiliriz.
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7. GAUSS

Gauss, Disquisitiones Aritmeticae of 1801 (Gauss, 1801) adh eserinin 16. Teoreminde pozitif
tamsayilan igin tek tirlii ¢arpanlara ayirma 6zelligini vermistir. 1I. Bolim asagidaki teoremie

baslamaktadir.

13. Teorem: Bir carpimn iki pozitif ¢arpanm, verilen bir asal sayidan kugiik ise bu ¢arpim bu

asal sayiya bolinemez.
Ardindan Gauss, Euclid’ in Elements’ nin VII.32 Onermesini ve genellemesini vermektedir.

14. Teorem: Ne a ne de b bir p asal sayisma bolinemiyorsa ab ¢arpim da p sayisina

boliinemez.

15. Teorem: Eger a, b, ¢, d saylanndan higbiri bir p asal sayisiyla boliinemiyorsa,

abcd ¢arpim da bu asal sayiya boliinemez.
16. Teorem: Bir birlesik say, asal ¢arpaniarina tek bir yolla aynlabilir.

Gauss ATT’ nin varhk kismu igin bir ispat ortaya koymamustir. Bu kismin neden o sekilde
oldugunun, basit bir muhakeme sonucu anlagilabilecegini One strmiistiir. Anlatimina su
sekilde baglamgtir; Basit bir muhakeme sonucu anlagilir ki, birlesik bir sayi, asal ¢arpanlarina
ayrilabilir. Ancak bunun birgok ve gesitli yoldan yapilamayacag genel olarak ispatsiz sekilde
kabul edilir. Daha sonra A =a* b" ... sayisim ele almis (a, b, ¢ birbirinden farkhi asal
sayilardir) ve gostermistir ki; A, a, b, c... den bagka asal ¢arpam olan veya bazi asal

carpanlan daha ¢ok tekrarlanan bir yolla asal ¢arpanlarina ayrilamaz.

ATT’ nin ilk derli toplu ifadesinin ve ispatinin Disquisitiones Aritmeticae of 1801 adh
eserinde Gauss tarafindan verildigi goriilliyor. O zamandan bu zamana bir ¢ok farkli ispatla

yapiimustir. Gelecek kisimda ATT’ nin gesitli ispatianm inceleyip, simflandiracagz.



8. ATT’ in FARKLI iSPATLARI

Bu bolimde ATT’ in farkh ispatlanim inceleyecek ve simflandiracagiz. Ayrica baska bir ispat
verecegiz. Simdi ATT’ in iki pargasi olan varhk ve tekligi, birbirinden ayn bir sekilde

inceleyelim.

Varlig: ispatlamak igin pek ¢ok yazar benzer metotlar uygular. Bu metotlan dort ana bashk
altinda ele alaéaglz. Birinci metot, iyl swralama prensibini (WOP) kullamir. Mesela, pozitif

tamsayilarin bos olmayan her kiimesi bir en kiigiik eleman igerir.

Onermenin yanhs oldugunu farz edelim. O zaman asallarin bir ¢arpim olarak yazilamayan bir
birlesik sayr vardir. Simdi bu sayilardan en kigiigiine n diyelim. n birlesik sayr oldugundan,
n’ i, 1<nj<n ve 1<m<n olmak uzere bulundugu yerde, nin, ¢arpimu seklinde ifade edebiliriz.
n; ve m, n’ den kiigik oldugundan ya asallardirlar veya asallann bir carpimudiriar. O zaman
n=nn, asallarmn bir ¢arpimudir ki bu bir celigkidir. Bu yiizden, 1 den biiyiik biitiin tamsayilar
asal sayillanin ¢arpimi seklinde yazlabilir. Bazi yazarlar WOP’ u  bu sekilde kullamrlar
(H. Davenport, 1952 ; G.H. Hardy, E. M. Wright, 1938 ; J. Hunter, 1964 ; Shockley, 1967 ;
R.B.J.T Allenby, 1991).

Ikinci tip ispatta, temel basamak Euclid’ in Kitap VII deki 31. Onermesini kullanmaktir. Her
birlesik sayi, bir asal sayi tarafindan boluniir. Bu ikinci ispat asagidaki gibidir:

n, 1 den farkh bir dogal sayi olsun. Eger n asal degilse, yani bilesik say1 ise 0 zaman bir asal
boleni vardir. Bu p; olsun. Aym sekilde n/p;’ i bolen bir p, asali vardir. Eger n=p,p, ise
0 zaman n/pip;’ yi bolen bir p; asali vardir. Bu sekilde devam edersek belli bir adimdan sonra
n=piP2...pm° 1 elde ederiz. Bu ispatta azalan zincir kurah kullanilir. (DCC). Yani, her biri bir
oncekinden daha kugik olan, siursiz tam sayilar dizisi yoktur. Biz VII.31> de DCC’ nin
kullamldigim gorityoruz. a, bir birlesik say1 olsun. O zaman bir boleni vardir. Buna b diyelim.
Eger b asal degilse, bir boleni vardir. Bu ¢ olsun. Eger c¢ asal degilse, ¢’ nin de bir boleni
vardir. Bu sekilde DCC’ yi kullanarak belli bir basamaktan sonra a’ mn bir asal bolenlerini
buluruz. Bu yiizden, ATT’ nin varhk kismum bu sekilde ispatlamak igin DCC’ yi iki kez
kullanmamiz gerekir. Baz:1 yazarlar bu ispatlan verirler. (L.E. Dickson, 1957 ; HN. Wright,
1988 ; A Baker, 1984 ; R.D. Carmichael ,1959).

Timevarim kullanan baska bir ispat vardir. Mesela B.M.Stewart’ 1in ispati. Bu ispat

yonteminde varhk ozelliginin saglandigr bitin n>2 tam sayilar kimesi ele almir.
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O zaman 2’ in kendisi asaldir. Eger bu kiime 2, 3,..., n tamsayilanim igertyorsa, o zaman bu

yol, n+1’ in bu kiimede oldugunu gostererek sona erir.

Aynca varhk kismuni, WOP ve DCC’ yi beraber kullanarak da ispatlayabilinz. Mesela
D. Shanks’ 1n ispat1 gibi.

a>1" in bir tamsay1 oldugunu ve b>1, a’ nin en kiigiik boleni oldugunu kabul edelim(WOP).
b, bir asal olmak zorundadir. Eger degilse, o zaman b’ nin 1 den biyiik fakat kendisinden
kiigiik bir boleni vardir. Bu bélen a’ y1 da boler ve bu durum b’ nin tanimyla gelisir. b=p ve
(a/p)=c olur. Aym iglemi c ile tekrarlayahm. Sonugta bu islem DCC den dolay: sona erer ve
a, sonlu sayida asal sayilarin carpimu seklinde ifade edilebilir.

ATT’ nin teklik kisminin birkag¢ degisik ispat1 vardir. Bu ispatlardan binsi “olagan metot”
olarak adlandinlan Euclid’ in Elements adh eserindeki VII. Kitabindaki 30. Onermesinin
(eger c asal sayis1 ab’ bolilyorsa, a veya b sayilanndan birini de béler) kullamimasidir. Bu
metot bir gok yazann ispatlannda gorulebilir (H.Davenport, 1952 ; G H Hardy, E.M Wright,
1938 ; J.Hunter, 1964 ; Shockley, 1964 ; Dickson, 1957 ; H.N.Wright, 1988 ; A Baker, 1984 ;
R.D. Carmichael, 1959 ; Stewart, 1952 ; Shanks, 1962 ; Jones, 1955 ; Gauss, 1801).

Simdi bu ispat1 verelim:

Kabul edelim ki; a sayisin iki tiirli asal carpanlara aynhsi olsun. p’ ler ve q” lar asal olmak

uzere,

a=pr...Pn= 1. m,,

olsun. pi, qi( 2 ... gm ) carpimim boldiigiinden, qiveya qz ... gm den birini bolmesi gerekir.
pi. qi° 1 bolilyorsa o zaman her iki say1 asal oldugundan p; = q; olur. Eger pi, q2 ... qm’ 1
boluyorsa o zaman aym distinceyi tekrarlayarak ve sonunda su sonuca varinz: p; asal sayisi
i=1, ... ,migin q; asal sayllarindan birine esit olmahdir. Tki gosterimden ortak asal p;’ i
kisaltaim ve aym islemi soldan bir asalla tekrarlayahm. Timevanm ve DCC ile soldaki tum

asal sayilanin sagdakilere esit oldugunu ve ayrica n = m oldugunu gosterebiliriz.

WOP’ u kullanan bagka bir teklik ispati vardir. Baz:i yazarlann ispatlarimi bu simfa dahil
edebilinz (Davenport, 1952 ; Stark, 1971 ; Wright, 1988).
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Temel teoremin yanhs oldugunu varsayalim ve n, asal sayilann carpim seklinde birden fazla

yazilabilen en kiigiik tam say1 olsun. p’ ler ve q’ lar asal olmak tizere;

n=p1..=q ... q

olur. Burada p’ lerin higbiri q;’ lere (15j<l) esit degildir. Ciinkii esit olsa, her iki taraftaki
ortak carpanlar kisaltilirdi ve asal sayilann carpim seklinde birden fazla yazlabilen n” den
daha kiigik bir say elde edilirdi. Bu ise n’ in secimi ile gelisir. Agik olarak gorilir ki, n asal
degildir ve boylece k > 2, 1>2 dir. Bu yiizden i=1,.. k i¢in

pizsn olur ve buradan p1$\/n

yazilir. Benzer sekilde g <n olmak tizere q; vardir. q,°<n dersek q; <Vn olur. p#q;
oldugundan piqi<n olur. Eger n;=n-piq; seklinde yazarsak, O<n;<n i elde ederiz ve buradan
gorulir ki, n;” in asal sayilann carpim seklinde birden fazla gosterimi olamaz. Fakat p;, n ve
dolayistyla ny” in bir garpamdir. Bu durum q; iginde gecerlidir. Bundan dolayi, asal sayilarin
carpimi seklinde yazilan n;” in tek tirlii gosteriminde p; ve q; sayilan gorilmelidir. Ve

boylece piqi, ni’ ive dolayisiyla n’ i boler. Fakat o zaman q;,

n=n/pi=pz..pa

ifadesinin bir carpani olur. Ve n,’ in asal sayilann g¢arpimi seklinde birden fazla gosterimi
olur. Ciinkii bu gosterimde hicbir p, q esit olamaz. Dolayisiyla n,<n oldugundan bu bir

celiskidir ve teorem ispatlamr.

Simdi burada bagka bir ispat sunacagiz. Diger teklik ispatlan, bu ispattaki i’ nin degerine
gore, bu ispattan elde edilebilir. Oregin i = s bu ispatlardan birini verir (Niven, Zuckerman,
1960).

Teoremin yanhs oldugunu varsayabm. Ve n, asal sayilann ¢arpimi seklinde birden fazla
gosterime sahip en kiigiik tam say1 olsun(WOP). Diyelim ki:

n=pr.pp=q..q (1)

Acikca goriliir ki r ve s, 17 den daha buayiiktir. Ve py,...,px asallaninin, q»,...,q asallan ile
ortak elemam yoktur. Ciinkii eger 6rnegin p, ortak asal olursa, (1) de p, kisaltilarak n/p,” in
iki farkh carpanlara ayrihst elde edilirdi. Fakat bu n secimiyle gelisir. Dolayisiyla i = 1,..s;
j= 1,.>..,r icin gq;#p; ve genellii bozmadan p;<q: kabul edebiliriz.
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Boylece 2<i< s igin;

N=n-p1qz...G;i = q2...Gi(qQ1GQi+1...4s-P1) = p1(p2..Pr- G2...q1)  (2)

olur. Agikca N<n dir. Ve buradan gomiliir ki N, tek tirhi asal ¢arpanlara ayniisa sahiptir.
Fakat py A (91Gi+1...qs-p1) dir. Bundan dolay1 (2) bize, N’ in p’ i igeren ve igermeyen
olmak uzere iki tiirlii carpanlara aynhsim verir. Buda bir geliskidir.
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