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ONSOZ

Topolojinin baglangicindan beri reel eksenin [a, b] kapali araliginin diizgiin stireklilik teoremi
ve maksimum deger teoremi gibi teoremlerin ispatlan i¢in temel olan énemli bir 6zelliginin
varhi@1 bilinmektedir. Fakat uzun bir sire bu 6zelligin keyfi bir topolojik uzay i¢in nasil
formiile edilecegi agik degildi. [a,b] nin temel 6zelligi olarak diisiniilen bu gergek, [a,b] nin
her sonsuz alt kiimesinin bir limit noktasma sahip olmasidir. Bu 6zellik kompaktiik kavrami
ile anilmigtir. Daha sonra matematikgiler tarafindan, bu formilasyonun meselenin 6zinde

bulunmadigi, uzayin agik ortilleri cinsinden ifadesinin daha gigli bir formilasyon olacag
anlagilmistir. Sozii edilen bu formiilasyona giiniimiizde kompaktlik denilmektedir.

Tezimi hazirlarken bana yardimci olan ve yonlendiren hocam, Saymn Prof. Dr. Hamit Avcr’ya,
her zaman yanimda olan ve beni destekleyen aileme, esime ve ¢aligmamda bana yardimci
olan arkadaslarima tesekkirlerimi sunuyorum.
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OZET

“Topolojik Uzaylarda Kompaktlagtirma” olarak adlandirilan bu galisma Genel topolojinin
o6nemli bir konusudur ve bes bolimden olugmaktadir.

Birinci boliimde 6n bilgiler bashid1 altinda tanimlar ve bazi temel kavramlara yer verilmistir.

Bu konunun anlasilabilmesi igin kompakt uzaylarin iyi bilinmesi gerektiginden bu ¢alismada
kompakt uzaylara oldukga genis yer verilmistir.

Ikinci boliimde kompaktlik kavrami ve esdeger kosullar iizerinde durulmus, kompakthk ve
Hausdorff uzaylar arasindaki iligkilerden bahsedilmistir.

Ugiincii boliimde kompakt uzaylarin alt uzaylan, ¢arpimlan ve siirekli goriintileri hakkinda
temel teoremlere yer verilmigtir.

Dordiincii bolimde kompakltik turleri olarak dizisel kompaktlik, limit nokta kompaktligi,
parakompaktlik ve yerel kompakthik incelenmaigitir.

Begsinci ve son bolimde ise kompaktlastirma kavrami ve tanim verildikten sonra Alexandroff
Kompaktlastirmas: ( Tek Nokta Kompaktlagtirmasi) ve Stone-Cech Kompaktlastirmasi
ayrintili olarak incelenmistir.

Ayrica her bolimde, konunun kolay anlasilmasi i¢in 6nemli 6rneklere yer verilmistir.



ABSTRACT

This study, which is called “Compactification in Topological Spaces”,is the important subject
of General Topology and includes five chapters.

In the first chapter; the definitions and some fundamental concepts are given by the title
“Preliminaries”.

In this study, the compact spaces are extensivelly investigated since they should be known
very well to understand this subject.

In the second chapter; it is dwell upon compactness concept and equivalent conditions, and it
1s talked about the relations between compactness and Hausdorff Spaces.

In the third chapter;the fundamental theorems about the subspaces, products and continuous
images of compact spaces are examinated.

In the fourth chapter; The subjects; sequentially compactness, limit point compactness,
countable compactness, paracompactness and local compactness are studied as kinds of
compactness.

In the fifth and last chapter, Alexandroff Compactification and Stone-Cech Compactification
are investigated details after giving the concept of compactification.

Moreover, Important examples are given in the each chapter to understand the subject easily.

Vi



1. GIRIS

Klasik analizdeki bir gok énemli teorem, kapah simrli araliklar icin ispatlanmustir. Ornegin
kapali ve sinirli bir aralikta suirekli bir fonksiyonun, maksimum deger kabul ettigini ifade eden
Maksimum Deger Teoremi ve yine kapali ve sinirlt bir aralikta siirekli bir fonksiyonun
dizgin stirekli oldugunu ifade eden Diizgin Siireklilik Teoremi bunlardan ikisidir. Bu tir
teoremlerin ispatlarinin temelinde Heine-Borel Teoremi olarak bilinen ve “kapali sinirli bir
araligin her acgik oOrtiisinin sonlu bir alt ortisi vardir” seklinde ifade edilen teorem
bulunmaktadir. Kapali sinith araliklarin bu 6nemli 6zelligi topolojide kompaktlik tanimi

olarak verilir.

Her topolojik uzay kompakt olmayabilir. Bu taktirde béyle bir uzay, kompakt bir uzaym
yogun alt uzayma homeomorf kilinabilir. Elde edilen uzay topolojik uzaymn bir genislemesi ve

kompaktlagtirmasidir.

Kompaktlik kavramim ilk defa 1906 yilinda Frechet kullanmistir. 1924’te Teitze’nin
makalesinde kullandigi “tek nokta kompaktlastirmasi” kavrami ile de kompaktlagtirma
konusundaki galigmalar baglamistir.

1.1 On Bilgiler
1.1.1 T;-Uzayn

Bir X topolojik uzayinin bir T1-Uzay1 olmasi i¢in gerek ve yeter kosul agagidaki aksiyomun
saglanmasidir.
[T1] Farkli a,be X gibi nokta ciftlerinin her biri, digerini icermeyen bir acik
kiimeye aittir. Bagka bir deyisle
aeG,bgGvebeH,a¢gH

olacak sekilde G ve H kiimeler1 vardir. (Bu aksiyoma Fréchet ayirma aksiyomu da denir. )

o
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1.1.2 Hausdorff Uzay1 (T,-Uzay1)

Bir X topolojik uzayinin bir Hausdorff uzay: ya da T,-Uzay1 olmasi i¢in gerek ve yeter kosul

asagidaki aksiyomun saglanmasidir.

[12] Farkli a,b € X gibi nokta ciftlerinin her biri ayrik-agik kiimelere aittir. Bagka
bir deyisle

acG,beHve GNH=OJ
olacak sekilde G ve H agik kiimeleri vardir. (Bu aksiyoma Hausdorff ayirma aksiyomu da

denir. )

1.1.3 Diizenli Uzay

Bir X topolojik uzaymin bir Duzenli Uzay olmasi igin gerek ve yeter kosul asagidaki

aksiyomun saglanmasidir.

[D] Eger F, X in kapali bir alt kiimesi ve pe X, F e ait olmayan bir nokta ise o

zaman

FcGvepeH

olacak sekilde G ve H agik kumelerini vardir. (Bu aksiyoma Vietoris ayirma aksiyomu da

denir. )

1.1.4 T3-Uzawyr
[Tl] aksiyomunu saglayan bir diizenli X topolojik uzayina T3-Uzayi denir.

1.1.5 Normal Uzay

Bir X topolojik uzaymin bir Normal Uzay olmasi i¢in gerek ve yeter kosul asagidaki

aksiyomun saglanmasidir.
[N] F; ve F», X in ayrik kapali alt kiimeleri ise o zaman
FFcGveF cH

olacak sekilde G ve H ayrk agik kimeleri vardir. (Bu aksiyoma Urysohn ayirma

aksiyomu da denir. )



1.1.6 T4-Uzay
[Tl] aksiyomunu saglayan bir normal X topolojik uzayina T,-Uzay1 denir.

1.1.7 Urysohn Yardimei Teoremi: F; ve F,, bir X normal uzayinin ayrik kapal: alt kiimeleri

olsun. O zaman
£(F,) =10} ve £(F,) = {i}
olacak sekilde bir
f:X —[0]1]
surekli fonksiyonu vardir.

1.1.8 Urysohn Metrikleme Teoremi: Her ikinci sayilabilir normal T;-uzayi

metriklenebilirdir.
1.1.9 Tam Diizenli Uzay

Bir X topolojik uzaymin bir Tam Duzenli Uzay olmasi igin gerek ve yeter kosul asagidaki

aksiyomun saglanmasidir.
[TD] Eger F, X in bir kapal: alt kiimesi ve pe X,p ¢ F ise 0 zaman
f(p)=0 ve £(F)={1}
olacak sekilde bir
f:X—-[0]]
stirekli fonksiyonu vardir.

1.1.10 Tychonoff Uzay: (T, Y, -Uzay1)
2

[Tl] aksiyomunu saglayan bir tam diizenli X topolojik uzaymna Tychonoff-Uzay1 denir.

1.1.11 Birinci Sayilabilir Uzay

Bir X topolojik uzay1 eger Sayilabilirligin Birinci Aksiyomu adi verilen asagidaki aksiyomu

sagliyorsa bu uzaya Birinci Sayilabilir Uzay denir.

[s1] Vx € X noktasin sayilabilir bir komsuluk taban: vardur.



1.1.12 Tkinci Sayilabilir Uzay

Bir (X,T) topolojik uzayr eger Sayilabilirligin Ikinci Aksiyomu adi verilen asagidaki

aksiyomu sagliyorsa bu uzaya Ikinci Sayilabilir Uzay denir.

[SZ] T -topolojisinin sayilabilir bir taban1 vardir.
1.1.13 Teorem: Her ikinci sayilabilir uzay birinci sayilabilir uzaydir.
1.1.14 Lindelof Uzayr

Eger bir (X,T) topolojik uzaymin her agik ortisiiniin sayilabilir bir alt ortiisii var ise, bu

uzaya Lindelof Uzay denir.

1.1.15 Teorem (Lindelof Teoremi): A kiimesi, ikinci sayilabilir bir X uzayinn herhangi bir

alt kiimesi olsun. Bu taktirde A nin her agik ortiistintin sayilabilir bir alt 6rtiisa vardir.

1.1.16 Teorem: X ikinci sayilabilir uzay olsun. O zaman X in her tabaninin sayilabilir bir alt

tabani vardir.
1.1.17 Sonug: Her Ikinci sayilabilir uzay bir Lindelof uzayidir.
1.1.18 Metriklenebilir Uzay

Eger X bir topolojik uzay ve X tzerinde X in topolojisini treten bir d-metrigi varsa, X
uzayina metriklenebilirdir denir. Metriklenebilir X uzayi ile birlikte X in topolojisini veren

ozel d-metrigi, bir metrik uzaydir.



2. KOMPAKTLIK KAVRAMI VE ESDEGER KOSULLAR

2.1 Kompakthk Kavram
2.1.1 Tamm: : (X, T) bir topolojik uzay ve 4, X in alt kiimelerinin bir toplulugu olsun. Eger
A nin elemanlariin birlesimi X e egit ise 0 zaman 4 siufina X in bir ortisadir denir. Eger 4

sinifinin elemanlan X in agik alt kiimeleri ise 4 sinifina X in bir agik ortiisudiir denir.

2.1.2 Tanim: (X, T) bir topolojik uzay olmak tzere eger X uzayimn her 4 agik ortiisiniin
sonlu bir alt ortiisti varsa X uzayina kompakt uzay denir.

2.1.3 Ornek: 2 ={(n,n +2)ne Z} acik araliklarin simfi, R yi orten higbir sonlu alt simfi
icermedigi igin R-reel ekseni kompakt degildir.

2.1.4 Ornek: Sonlu sayida nokta igeren herhangi bir X kimesi, kompakttir. Ciinkii bu
durumda X in her agik ortiist sonludur.

2.1.5 Ornek: Klasik Heine-Borel Teoremini goz 6niine alalim:

A = [a,b] kapali ve sinirl aralik ve {G, :ie A} (A, herhangi bir damga kiimesidir.)

AcUGi

ieA
olacak sekilde agik kiimelerin bir sinifi olsun. Bu taktirde

AcG u.uG
olacak sekilde G; .....G;_ gibi sonlu sayida agik kiime vardir.
Yukarnidaki terminolojiden Heine-Borel Teoremi asagidaki gibi yeniden ifade edilebilir:

Kapali ve sinirh bir A = [a, b] araliginin her acik ortiisii sonlu bir ortiye indirgenebilir. Bu

taktirde R-reel ekseni tizerindeki her kapalt ve sinirli aralik Heine-Borel Teoremi geregince

kompakttir.

2.1.6 Ornek:Olagan topolojili R-reel ekseni tizerindeki X = (O,l) aralig kompakt degildir.

ﬂ={An=( ! ,l):neN}
n+2'n

acik araliklar simfi,



olup; X aralifinin bir agik
ortusudir. Ancak 4 simifi higbir sonlu alt ortii icermez. Gergekten

ﬁ*z {a,.b,).(a,.b,)....(a . b }
siifi, 4 simifimin herhangi bir alt sinifi olsun. Eger
€= min(al,...,am)
ise o zaman € > 0 ve
(a,b)u...u (am,bm)c (s,l)
dir. Ote yandan (0,e]ve (g,1) arahiklan aynktir. O halde A, X in bir ortisit degildir ve
dolayistyla X kompakt degildir.
2.1.7 Ornek: (0,1] aralig1 kompakt degildir.

A={(1/n,1]: n € N} agik ortiisii higbir sonlu alt értii igermez.

2.2 Sonlu Kesisim Ozelligi
2.2.1 Tamm:Bir {Ai :ie A} kimeler simfimn eger her sonlu alt smifimn bostan farkh bir
kesigimi varsa yani
A, NA NN A #D
isebu {A; :ie A} simifina sonlu kesisim 6zelligine sahiptir denir.

2.2.2 Ornek: Asagidaki agik arahiklarn smifini goz oniine alahm:

oo oo

Burada 4, sonlu kesisim ozelligine sahiptir. Cunka

(O,al)m (O,az)m.... N (O,am) = (O,b); b= min(al,az,....,am)> 0
olup, A nin kendisinin de bogtan farkl: bir kesigime sahip oldugu gorulir.
2.2.3 Onerme: Asagidaki ozellikler esdegerdir.

1) X uzayi kompakttir.

11) X in kapali alt kimelerinin her {F, :i e A} sinifi igin

NF =9

ieA

olmast; {F, : i € A} siifinn,




Fil ﬂ....f\Fim = @

S SRR } sonlu alt sinifin1 igermesini gerektirir.

Iy

olmak tizere bir {F

Ispat:

(i) = (ii): X kompakt olsun. {F, :i e A} simfi, X in kapah alt kiimelerinin siifi olmak iizere
ieA
oldugunu varsayalim. Bu taktirde De Morgan Kurali geregince
ieA 1€eA
olup her bir F; kapali oldugundan {ﬁi e A} siifi , X in acik bir ortusiidir. Hipotez
geregince X kompakt oldugundan

X=EF u.. UF

olacak sekilde iji; ,EZ ,....,Em € {IN?I e A} elemanlart vardir. Yine De Morgan Kural
geregince
@Z)N( = (Fl UFI U""UE )N = }F"1 ﬁ....ﬂFi
1 2 m 1 m

sonucu elde edilir.
(ii)= (i): X uzayimin kapah alt kimelerinin her {F, :i € A} siufi igin

F =9

ieA
olmasi {F, ;i e A} siifinin

En..nE =0

olmak uzere bir {F Fiz,....,Fim} sonlu alt smifim icermesini gerektirir. Bu taktirde X in

i
kompakt oldugunu ispatlayalim.
{G, :ie A} simfi, X in agik bir ortisii yani
X = LJ(}1
1€
olsun. De Morgan Kurali geregince

=X = [UGJ~ =G,

ieA ieA



Her bir G; agik oldugundan {Gi e A}, kapal1 kiimelerin bir simifidir. Bununla birlikte
ieA
dir. O halde hipotezden

(3.1 N...N (N}im =

1

olacak sekilde (N}il,....,CN‘ri € {(N}i :ieA} elemanlan vardir. Boylece De Morgan Kurali

m

geregince
F=X= ((N}il NGy J = Gy, U..UG;_
elde edilir. Bu nedenle X kompakttir.

2.2.4 Teorem: X topolojik uzayimmin kompakt olmasi icin gerek ve yeter kosul sonlu kesigim

ozellikli X uzaymm kapali alt kiimelerinin her bir F simifinin, bos olmayan kesigime sahip

olmasidir.
Ispat: Asagidaki ozellikler birbirinin karsit dogrusudur.

{F.}, X in kapal alt kimelerinin herhangi bir simfi olmak tizere

() [JF =9 = E n..NF_ =3 olacak sekilde i,,....,i, vardir.

e

(i)  Heri,...i,icinE Nn..NE 20 = [F %

ieA
Bir 6nceki 6nermeden ve yukaridaki 6zelliklerin esdeger olmasindan dolay:

Vil iGin E n..nE 2@= (|F, 20

ieA

dir.

2.3 Kompakthk ve Hausdorff Uzaylari
2.3.1 Onerme: X bir Hausdorff uzayr ve A c X olmak tuizere A kompakt ve pe X-A
oldugunu varsayalim. Bu taktirde pe G, A cH ve GnH = olacak sekilde G ve H a¢ik

kiumeleri vardur.



Sekil 2.1

Ispat:a € A olsun. p ¢ A oldugundan p = a dir.
Hipotez geregince X bir Hausdorff uzayidir. O halde Va € A i¢in

acH, ve peG, KinG,NnH, =0
olacak sekilde G, ve H, acik kiimeleri vardir.

G 7 H

a3

s

.4y

l
G, a A
J Haz
A

a3

a

Sekil 2.2
O halde
Ac U{Ha ‘aeA}
elde edilir. Yani U{Ha ‘ae A} sinift, A nin agik bir 6rtosiidir. A kompakt oldugundan
AcH, VH, v..UH_

olacak sekilde H, ,H, ,....H, € {Ha} elemanlan vardir.

H, vH, v..UH, =H
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G, NG, N..nG, =G
olsun. H, ve G, kiimeleri a¢ik oldufundan G ve H agiktir. Her a; i¢in pe G, oldugundan
peG ve AcH dir G, nH, = oldugundan GNH, = dir.
GNnH=G r\{Hal VH, v...UH, }: (G NH, )u....u(G mHam):@ dir.
2.3.2 Onerme: A bir X Hausdorff uzayimn kompakt alt kimesi olsun. Eger p¢ A ise o

zaman

peGc A
olacak sekilde G agik kiimesi vardir.

Sekil 2.3

Ispat: Bir 6nceki 6nerme geregince

peG,AcHve GNH=J
olacak sekilde G ve H agik kiimeleri vardir. O halde
ANnG=0 > pch:fN\dlr.

2.3.3 Teorem: Bir Hausdorff uzayinin her kompakt alt kiimesi kapalidir
Ispat: X bir Hausdorff uzay1 ve A c X alt kimesi kompakt olsun. A kiimesinin kapali
oldugunu gostermek igin A kiimesinin acik oldugunu gosterelim:

p € A olsun. Bir onceki 6nerme geregince

peA= peG,cA
olacak sekilde G, agik kiimesi vardir. O halde
K=Ul, peAl
elde edilir. A, acik kiimelerin birlesimi oldugundan agiktir. Yani A kapalidir.
2.3.4 Teorem: A ve B, X Hausdorff uzayinin ayrik kompakt alt kiimeleri olsun. O zaman

AcGveBcH
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olacak sekilde G ve H ayrik agik kiimeleri vardir.

Ispat:

Sekil 2.4

A,Bc X alt kiimeleri kompakt ve ANB =0

olmak uzere a € A olsun. O zaman a ¢ B dir. Hipotez geregince B kompakttir. O halde
Onerme 2.3.1 geregince

aeG,,BcH, ve G,nH, =
olacak sekilde G, ve H, a¢ik kiimeleri vardir.

aeG, oldugundan {G, :a € A} simfi A min agik bir 6rtisudir.

A kompakt oldugundan

AcG, VG, V..UG,

olacak gekilde sonlu sayida G, ,G, ....G, agik kuime vardir.

am

B, her bir H, nin alt kimesi oldugundan

BcH, nH, n..nH, du.

G, v...vuG, =G

olsun. Bu Taktirde
H, n..nH, =H

AcG

oldugu goruliir.
B CH} 18

Ayrica G agik kiimelerin birlesimi ve H sonlu sayida agik kiimenin kesigimi oldugundan
agiktir.
Vi igin; G, NH, =0

olur. Bu taktirde
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G, "nH=0
GnH= (Gal v...uG, )mH = (Gal mH)u....u(Gam mH)= %}

sonucu ¢ikar
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3. KOMPAKT UZAYLARIN ALT UZAYLARI, CARPIMLARI ve SUREKLI
GORUNTULERI HAKKINDA TEMEL TEOREMLER

3.1 Teorem: A, (X,T) topolojik uzaymin bir alt kiimesi olsun. O zaman asagidaki 6zellikler
birbirine esdegerdir.

1) A kimesi T ya gore kompakttir.

i1) A kumest, A tizerindeki T, alt uzay topolojisine gore kompakttir.
Ispat:
()= (ii): G={G, ie A} smfi A kimesinin bir T, agik ortiisi olsun. Alt uzay topolojisi
tanimina gore herhangi bir i € A igin

G,=AnH, cH,

olacak sekilde H; € T vardir. O halde

Ac:UGi CUHi

ieA ieA
dir ve dolayisiyla
H={H  H eTicA}
siifi A kiimesinin bir T agik ortisidir. A, T ya gore kompakt oldugundan # sonlu bir alt
orti icerir. Yani
AcH; UH, U..UH, ; H, efH;:ieA}
AcA r\(Hil v...UH; ):(A NH; )u....u(AmHim ):Gil V... UG,

olur. Boylece {G,:ieA} smfi, bir {G RN ¢ ; sonlu alt ortistni igerir ve dolayisiyla
(A,T,) kompakttr.
(ii)=>(): # ={H, :H, e T,ic A} siufi, A kimesinin bir T agik ortiisii ve her hangi bir
1€ Aigin

G, =AnH,
olsun. Bu taktirde

AclH, :AcAm(UHiJ=U(AmHi)=UGi

€A ieA €A icA
dir. Burada G, € T, dir. Dolayisiyla G = {G;}, A mn T, agik ortusidr. (ii) den A, T, -

kompakt oldugundan {G, } smifi, sonlu bir {Gi] e G } alt ortii igerir. Bu nedenle
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Ac:Gil ... uGirn =(Ar\Hi] )u....u(AmHim ):Am(Hil u....uHim )c (Hi] ... uHim)
olup; boylece {Hl} siift, bir {Hil - } sonlu alt 6rtiiye indirgenebilir. Dolayisiyla A, T

1

ya gore kompakttir.

3.2 Teorem: Bir kompakt vzayin her kapali alt kiimesi kompakttir. Bu teoremin tersinin

dogru olabilmesi igin uzayin Hausdorff olmas: gerekir.
Ispat: X kompakt uzay, F de X in kapal1 bir alt kimesi ve g={G1- i€ A} smifi F nin agik bir

ortiisii yani F < UGi olsun. O zaman
ieA

ieA
dirve G = {Gi}u {f } smif1 ise X in bir ortiisudir. F kapali oldugundanF agiktir. Boylece g*

X in agik bir ortusudiir. Hipotez geregi X kompakttir. O halde G, sonlu bir alt ortiiye
indirgenebilir. Yani
X=G; vG; v..uUG; UF ; G, G
yazilabilir. F ve F ayrik kiimeler oldugundan
FeG, vG, v..uG, G, €@
dir. Boylece F nin herhangi bir g‘={Gi} acik ortiisiiniin sonlu bir alt ortii icerdigi yani F nin
kompakt oldugu gosterilmis olur.

3.3 Yardimer Teorem (Tiip Yardimcer Teoremi): Y kompakt uzay olmak tzere XxY

garpim uzaymi goz Onine alalim. Eger x, € X olmak tzere N, XxY uzaymin x,xY
dilimini igeren X x Y nin agik bir kiimesi ise o zaman, W, X de x, i bir komsulugu olmak
uzere N, x,xY gevresinde bir Wx Y tiptnt igerir. (W x Y kumesine genellikle x, xY
cevresinde bir tip denir.)

Ispat: Once N kiimesinin, tam olarak W x Y kiimesini igerecek sekilde X de x, in bir W

komgsulugunun var oldugunu gosterelim.
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N de bulunan U x V taban elemanlar (X xY topolojisi i¢in) ile x, x Y dilimi ortalsiin. Y ye
homeomorfik olan x,xY uzayt , Y nin kompakt olmasindan dolay: kompakttir. O halde
X, X Y uzayl

U, x V..., U, xV,
seklindeki sonlu sayida taban elemanlariyla orttilebilir.
(U, x V,taban elemanlarinin her birinin x,x Y ile kesistigini kabul edelim. Cunkii aksi
taktirde x,xY ile kesismeyen taban elemanlani gikarilsa bile yine x,xY nin bir ortisi
vardir.)

wW=Un.nU,

olarak tanimlansin. W kiimesi agik olup; W, her bir U, xV, kimesi x,x Y ile kesistiginden
X, 1 igerir. Burada x,x Y dilimini 6rtmek igin segilmis olan U; x V, kimelerinin, WxY

tipuni orttigini gosterecegiz.

} X
\.__\,_..J

"

Sekil 3.1
xxy,WxY nin bir noktasi olsun. Bu nokta gibi aym y-koordinatina sahip olan x,xY

diliminin x, x y noktasint géz ontine alalim. Burada bir 1 i¢in y € V, olacak sekilde
X, xyelU, xV,
dir. Ote yandan her j i¢in x € U, dir. Ciinkii x € W dir. Bu nedenle istenildigi gibi
xxyelU xV

elde edilir. Tam U, x V; kumeleri N de bulunduklarindan ve W x Y tiipini orttiklerinden
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WxY < Ndir.
3.4 Teorem: Sonlu sayida kompakt uzayin ¢apimi kompakttir.

Ispat:Ispat icin, iki kompakt uzaym g¢arpimimn kompakt oldugunu gostermek yeterlidir.

Herhangi sayidaki kompakt uzaymn ¢carpiminin kompakt oldugu tiimevarimla gosterilebilir.
X ve Y kompakt uzaylar olmak tizere X x Y uzayiin kompakt oldugunu gosterelim:
Asmift XxY uzaymn agik bir ortiisii olsun.
X, € X verildiginde x,xY dilimi kompakttir ve bu nedenle 4 simifimin sonlu sayidaki
ALA,,....., A, elemanlan ile ortiilebilir. Bu elemanlarin birlesimi olan
N=A VA, U...UA
kiimesi, x,x Y yi igeren agik bir kiime olup yukaridaki yardimei teoremden dolayr W, X de

agik olmak tzere N acik kimesi x,xY ¢evresinde bir WxY tiipini igerir. Bu taktirde

W x Y A nin sonlu sayidaki elemani tarafindan ortiliir.
Boylece her bir xeX i¢cin W_xY tipt, 4 simfimn sonlu sayida terimi tarafindan
ortiilebilecek sekilde x in bir W, komsulugu segilebilir.
Tim W_ komguluklarinin toplulugu X in agik bir ortusudir. Dolayisiyla X in kompakthig
geregi X i orten sonlu bir {W, ..., W, }alt toplulugu vardir.

Wy x Y, W xY
toplerinin birlesimi X x Y nin timidir. Cunka her biri 4 min sonlu sayidaki terimi ile
otilebilir. Dolayisiyla X x Y de ortalebilir.
3.5 Teorem: Kompakt bir kiimenin stirekli goruntiist de kompakttir

ispat:f:X > Y siirekli bir fonksiyon ve A cX alt kiimesi de kompakt olsun. f(A)

goruntisinin Y nin kompakt bir alt kiimesi oldugunu gosterecegiz.

G={G, :ie A} smfinin £(A)min agik bir 6rtisii oldugunu yani

f(A)c UGi

1eA

oldugunu varsayalim.Bu taktirde
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Ac f'l(f(A))cf’l[UGiJ=Uf_l(Gi)

€A €A
dir. O halde H~ {f (G, )} smifi, A nin bir ortasadur.

Burada f siireklidir ve her bir i€ A iginG; kimesi agiktir. Dolayisiyla her bir £7(G,) ters
goruntiisii de agiktir. Bagka bir deyisle #, A nin agik bir értiisiidiir. Hipotez geredi A kompakt
oldugundan # smfi,

Act(G,)u..ut(G, )
seklinde sonlu alt 6rtiiye indirgenebilir. Bu nedenle
t(A)c flf (6, )u... v (G, )< (6, u...uG, )

dir. Boylece f|A] kompakitir.

X uzaymn hem Hausdorff, hem kompakt ve F; ve F; nin de X in kapali alt kiimeleri
oldugunu varsayalim. Bu taktirde Teorem.3.2. geregince F; ve F, kompakt; Teorem.2.3.4

geregince F; ve F ayrik agik kiimelerin alt kiimeleridir.
Bagka bir deyisle
3.6 Sonug¢: Her kompakt Hausdorff uzayir normal uzaydir.

Boylece Metrik uzaylar ve kompakt Hausdorff uzaylan , Ts-uzaylar yani normal T)-uzaylar

sinifi iginde bulunurlar.

T4-Uzay1 (normal T;-Uzay1)

Sekil 3.2

3.7 Teorem: f, bir X kompakt uzayindan bir Y Hausdorff uzayimin igine, bire-bir, stirekli,
fonksiyon olsun. O zaman X ve f(X) homeomorfiktir.

Ispat:
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f:X—>f (X) fonksiyonu értendir ve hipotez geregi birebir ve streklidir.
f fonksiyonu birebir 6rten oldugundan

£ f(X) > X
ters fonksiyonu vardir. ™' ters fonksiyonunun sirekli oldugunu gosterelim. X uzaymmn her

kapali F alt ktimesi igin

)" ()=
kiimesi, f(X) in kapali bir alt kiimesi ise £ ters fonksiyonu sireklidir. Her kapali kiimenin
ters goruntiisit kapali ise fonksiyon siireklidir. O halde f (X) in kapali oldugunu gosterelim:
Teorem.3.2 geregince X kompakt uzay ve F, X in kapal alt kiimesi oldugundan F kompakttir.
f, strekli oldugundan Teorem.3.5. geregince f (F) f (X) in kompakt bir alt kiimesidir. Fakat
Y Hausdorff uzay1 oldugundan { (X) alt kimesi de Hausdorff uzayidir. O halde Teorem.2.3.3.
geregince f (F) kapahdir. Sonug olarak £~ ters fonksiyonu sireklidir. Boylece
f: X —f(X)
bir homeomorfizmadir. O halde X ile f(X) homeomorfiktir.
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4. KOMPAKTLIK TURLERI

4.1 Dizisel Kompakthk
4.1.1 Tammm: Bir X topolojik uzayinin herhangi bir A alt kiimesindeki her dizi yine A daki bir

noktaya yakinsayan bir alt dizi igeriyorsa, A kiimesine dizisel kompakttir denir.

Bir X topolojik uzayindaki her dizinin yakinsak bir alt dizisi varsa X uzayina dizisel

kompakttir denir.

4.1.2 Ornek: A, X topolojik uzaymin sonlu bir alt kiimesi olsun. Bu taktirde A, mutlaka
dizisel kompakttir.

(51,5258 )
A da bir dizi ise o zaman A daki elemanlardan en az bir a, elemans, dizide sonsuz sayida
bulunmali. O halde

(a.24,20,...)
dizisi, (S, ) dizisinin bir alt dizisidir ve A ya ait olan a, elemanina yakinsar.

4.1.3 Ornek: Olagan topoloji olan R-reel ekseni iizerindeki A = (0,1) acik arahigr dizisel
kompakt degildir. Omegin A da
so(Li1
2°3°4

dizisini goz oniine alalim (S, ) dizisinin 0 a yakinsadig1 ve bu nedenle her alt dizisinin de 0 a
yakinsadig goriiliir. Fakat 0, A ya ait degildir. Bir baska degisle, A daki (S, ) dizisi, A daki
bir noktaya yakinsayan bir alt dizi igermez. Yani A dizisel kompakt degildir.

Genelde, dizisel kompakt olmayan kompakt kiimeler vardir ve tersi de dogrudur.
4.1.4 Onerme: Dizisel kompakt kiimenin siirekli goriintiisi de dizisel kompakttir,

Ispat: f:X > Y sirekli bir fonksiyon, A, X in dizisel kompakt alt kimesi olsun. f [A]

gorinta kiimesinin Y nin dizisel kompakt alt kiimesi oldugunu gostermeliyiz:

(b,,b,,..)

f[A] da bir dizi olsun. O zaman her neN igin

f(a,)=b,
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olacak sekilde a,,a,,....€ A noktalar: vardir.

Ote yandan A dizisel kompakt oldugundan (an )dizisi, A daki bir a,noktasina yakinsayan bir

(ail 5 )
alt dizisini igerir. f stareklidir ve dolaylélyla dizisel sureklidir. Boylece
(ta; b tlay, }..)=b; .0, ....)
dizisi f(a, )ef [A] noktasina yakinsar. Boylece f[A] dizisel kompakttr.

4.1.5 Ornek: T , X iizerinde & ve X in sayilabilir alt kiimelerinin timleyenlerinden olusan

topoloji olsun. X in her sonsuz alt kiimesi dizisel kompakt degildir.
Ispat: X deki bir (al ,az,.,..) dizisinin be X noktasina yakinsamasi icin gerek ve yeter kosul
dizinin

(.':11,a2,..u,ano ,b,b,b,....)

bigiminde olmasidir. Yani dizinin belli bir terimden sonraki elemanlarmin degismeyecek

olmasidir. Bir bagka deyisle (an) dizisinin b den farkli terimlerinden olusan A kiimesi
sonludur. Burada A sayilabilir ve A , b noktasim igeren bir acik kiimedir.

T= @,K:ACX } A= {al,az,....,ano}
O halde (an )—->b ise A, dizinin sonlu sayida terimi hari¢ hepsini igerir. Boylece A
sonludur.
(X, T) topolojik uzayindaki bir dizinin yakinsak olmasi i¢in gerek ve yeter kosul bu dizinin

(a;l,az,....,ano ,p,p,p,....)

formunda olmasidir. O halde eger A, X in sonsuz alt kiimesi ise bu taktirde A da terimleri
farkl1 bir (b, )dizisi vardir. Boylece (b, ) her hangi bir yakinsak alt dizi igermez ve A dizisel
kompakt degildir.

4.1.6 Onerme: X in alt kiimesi A dizisel kompakt olsun. O zaman A nin her sayilabilir agik

ortiist, sonlu bir alt ortiiye indirgenebilir.

Ispat: A nin sonsuz oldugunu varsayalim. Aksi takdirde ispat asikardir. Teoremin tersini

ispatlayalim.

Yani hig bir sonlu alt ortiisii oimayan sayilabilir bir {G; : i e N} agik ortasaniin var oldugunu

farz edelim. (al,az,....) dizisini agagidaki gibi tamimlayalim.



2]

ANG, #O

olacak sekilde en kiigiik pozitif tam sayi n; olsun.

a, e ANG,

elemanini segelim.

ANG, =9
olacak sekilde n; den biyiik en kiigiik pozitif tam say1 n, olsun.
a, € (Aman)—(AmGn‘)
elemanmim secelim. Boyle bir nokta her zaman vardir. Aksi takdirde G, , A y1 orter. Boylece

devam edildiginde her ieN i¢in
n-1
ai GAﬁGni ,ai & UAﬁG“j
j=I
ozelligini saglayan (al,az,....) dizisi elde edilir. (ai) dizisinin A da higbir yakinsak alt dizisi
yoktur. Gergekten;, peA olsun. O zaman p e G, olacak sekilde G; € {Gi} vardir. Burada,

pe ANG;, oldufundan
dir. O halde

olacak sekilde j, € N vardir. (a,,a,,....) dizisinin segiminden dolay:
i>j,=>a; ¢ an
sonucu elde edilir. Dolayisiyla a; ¢ G; dir. Bu nedenle G;, p yi ig¢eren agik kiime

oldugundan (a;) nin hig bir alt dizisi p ye yakinsamaz. Oysa p keyfi eleman oldugundan A
dizisel kompakt degildir.

4.2 Sayilabilir Kompakthik ve Limit Nokta Kompakthk

4.2.1 Tamm: Bir X topolojik uzaymin sayilabilir her agik ortiisiinin sonlu bir alt Ortiisi

varsa, X e sayilabilir kompakt uzay denir.

4.2.2 Tamm: Bir X topolojik uzaymin her sonsuz alt kimesinin bir limit noktas: varsa, X ¢
limit nokta kompakt uzay denir. Bazi kaynaklarda bu ozelligi saglayan uzaya Bolzano-

Weierstrass Kompakttir denilmigtir.

4.2.3 Teorem: Her kompakt uzay limit nokta kompakttir.
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Ispat: X in sonsuz bir A alt kiimesini goz oniine alalim. A nin X de higbir y1gilma noktasinin
olmadigim kabul edelim. Bu taktirde her x € X igin x ¢ A’ dir. Yani dyle bir N e N(x) agik
komsulugu vardir ki

(N, -&Pna=0
yazilabilir. Buradan

ANN, =@ veya AnN, ={}

elde edilir. Her x € X igin x € N oldugundan

X =[JN,

xeX

olur. Boylece {NX :xeX} smifi X in agik bir ortisi olup, X kompakt oldugundan

% ,NXZ sees Ny } sonlu alt ortiist

olur. Boylece

veya
n

A= U(A NN, ): £,,%0,..%, }

1=1]

olur. Her iki durumda da A sonlu bir kiimedir. Bu durum A nin sonsuz olmasi ile geligir. O

halde A nin X de en az bir yigilma noktasi vardir.
4.2.4 Ornek: Her kapali-simrlt A = [0,1] aralig1 limit nokta kompakttir.

Cunki eger, B, A nin sonsuz bir altkiimesi ise o zaman B de simirlidir ve “reel sayilarin her

sinirli sonsuz kiimesinin bir yigilma noktasi vardir” bigiminde ifade edilen Bolzano-
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Weierstrass Teoremi geregince B kiimesinin bir p yigilma noktas: vardir. Ayrica, A kapal
oldugundan B nin p y1gilma noktasi A ya aittir. Yani A limit nokta kompakttir.

4.2.5 Ornek: A =(0,1) agik arahig1 limit nokta kompakt degildir. A = (0,1) arahigmin sonsuz

a-fLLL
2°3°4

alt kiimesini goz 6niine alalim. B nin A ya ait olmayan bir tek 0-limit noktasina sahip oldugu

gorulir. O halde A limit nokta kompakt degildir.

4.2.6 Teorem: (X,T) topolojik uzay1 igin asagidaki ifadeler esdegerdir.
(1) X uzay1 sayilabilir kompakttir.
(i) X uzaymin sayilabilir sonsuz her alt kiimesinin en az bir y18i1lma noktas: vardir.
(iii) X deki her dizi bir y1gilma noktasina sahiptir.

Ispat:

(i)= (ii): A, X de sayilabilir sonsuz bir alt kime olsun. A nin higbir yigiima noktasinin

olmadigini kabul edelim. Bu durumda

esitliginden
A=A
ve her bir a; € A i¢in 6yle bir N; N(ai) acik komsulugu vardir ki
N;nA =}
dir. Yani A kapal1 ve ayrik bir kiimedir. Boylece
N,:ie A}JUA

ailesi X in sayilabilir agik bir ortusidir. Bu ortii iginde X 1 ortecek sekilde higbir sonlu alt
orti yoktur. Bu bir ¢eligkidir. O halde A nin en az bir yi1g1lma noktas1 vardir

(ii) = (iii): f : N — X fonksiyonu yani f (N)=(x,), X de bir dizi olsun. Eger (x,) dizisi X
de sayilabilir sonsuz bir alt kiime ise, hipotez geregi x,, gibi bir yigilma noktasi vardir. Yani

xonoktasinm her komsulugunda dizinin sonsuz ¢oklukta elemam vardir. O halde
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X, — X, dir. Diger taraftan, eger dizi X de sonlu ise oyle bir n, € N vardir ki Vn = n, i¢in

f(n) = x, dir. Boylece x, — X, olur.

(iii)= (i): X uzaymn sayilabilir kompakt olmadigimi kabul edelim. Bu durumda X in
sayilabilir {Ni e A} acik bir 6rtiisiiniin X 1 drten sonlu bir alt 6rtiisii yoktur. Vn € N igin
Xn E X e LJN'1
i=1

secerek (xn) dizisini olusturabiliriz. Bu sekilde olusan dizinin X de higbir y1gilma noktasi
yoktur. Ciinkil her bir x € X i¢in oyle bir N,y € N(x) komsulugu vardir ki

(Xn(x)+1 )f'\ Nn(x) =g
olur. Bu da geligkidir. O halde X sayilabilir kompakttir.
4.2.7 Sonug: Her dizisel kompakt uzay, sayilabilir kompakttir.

Ispat: Dizisel kompakt uzayda, her dizi yakinsak bir alt diziye sahip oldugundan, bu alt
dizinin yakinsadig1 nokta, uzayimn bir limit noktasidir. Bir 6nceki teoremden uzay sayilabilir

kompakttir.

Asagidaki ornek sayilabilir bir kompakt uzaymn, dizisel kompakt olmasi gerekmedigini
gosterir.

4.2.8 Ornek: T, {12}{3,4}{56}... kiimelerinden wretilmis N pozitif tam sayilar kiimesi
lizerinde tamimli bir topoloji olsun. A, N kiimesinin bogtan farkli bir alt kimesi ve n, € A

olsun. Eger ng tek ise 0 zaman np+1 A’nin bir limit noktasidir. Eger no ¢ift ise 0 zaman ne-1
A’nin bir limit noktasidir. Her iki halde de A bir limit noktasina sahiptir. Bu nedenle (N, T)
dizisel kompakttir.

Ote yandan N’nin agik bir 6rtiisii olan

A={12} 3433

sinifinin sonlu alt ortiisii olmadifindan (N, T) topolojik uzay: kompakt degildir. Ayrica
(1,23,.)

dizisi, yakinsak alt dizi icermediZinden (N, T) topolojik uzay: dizisel kompakt degildir.

4.2.9 Teorem: Her kompakt uzay sayilabilir kompakttir.
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Ispat: X kompakt uzay ve A, X de hicbir y1g1lma noktast olmayan bir alt kiime olsun. Bu
taktirde her bir p € X noktas1 , A uzayimn en fazla bir noktasim kapsayan G, agik kiimesine
aittir. {Gp ‘pe X} simfi, X kompakt kimesinin acgik bir ortisidir. Bu smf

- Gy, oG } seklinde sonlu bir alt ortityli kapsar. Boylece
AcXcG, u.uG,
olur. Her bir i € A i¢gin G, , A dan en fazla bir noktay: kapsadigindan
G, V.. VG,

kiimesinin alt kitmesi olan A kiimesi en fazla m tane noktayi kapsar. Yani A kiimesi sonludur.
Buna gore X uzayimn sonsuz her alt kiimesi bir yi1gilma noktasim kapsar. Bir 6nceki teoreme

gore X uzayi sayilabilir kompattir.
O halde asagidaki diyagram verilebilir:
Kompakt = sayilabilir kompakt < dizisel kompakt
4.2.10 Onerme:
i) Sayilabilir kompakt kiimelerin siirekli goruntiisii sayilabilir kompakt olmayabilir.
i)} Sayilabilir kompakt uzayin kapali bir alt kiimesi sayilabilir kompakttir.

Ispat

)T, {1,2}34}556}... kimelerinden iiretilmis N pozitif tam sayilar kimesinde tamml
topoloji olmak tizere X = (N,T) uzay1 sayilabilir kompakttir. D, N tzerinde ayirtik topoloji
olmak tizere Y=(N, D) topolojik uzay1 sayilabilir kompakt uzay degildir. Ote yandan her neN

i¢in 2n ve 2n-1 i n Gizerine tasvir eden

f:X->Y
fonksiyonu siireklidir ve sayilabilir kompakt X kiimesini sayilabilir olmayan Y kimesi

lizerine tasvir eder.

i} X sayilabilir kompakt, F X in kapali bir alt kiimesi ve A, F nin sonsuz altkiimesi olsun.

FcX
oldugundan A, X in sonsuz altkiimesidir. Hipotez geregince X sayilabilir kompakttir. Bu
takdirde A nin X de bir p y1giima noktasi vardir.

AcF
oldugundan p aym zamanda F nin bir y1gillma noktasidir.
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Ote yandan F kapalidir ve bu nedenle tim yigilma noktalanim igerir. O halde peF dir.
Boylece F nin herhangi bir sonsuz A altkiimesinin bir peF yigilma noktasi oldugunu, yani F
nin sayilabilir kompakt oldugunu géstermis olduk.

4.2.11 Teorem: Eger bir X uzay: birinci sayilabilir aksiyomunu saghiyorsa ve sayilabilir

kompaktsa, X uzay1 dizisel kompakttir.

Ispat: (x, : n e N) sonsuz bir dizi olsun. Teorem 4.2.6 ya gore bu dizinin X gibi bir yigiima
noktast vardir. X uzayt birinci sayilabilir aksiyomunu sagladifindan, x noktasimn
komgulugunun sayilabilir bir tabani vardir. Bu taban elemanlarinin agik ve

UoU,>..
seklinde azalan bir dizi oldugunu kabul edelim. x noktasi (x, : n € N) dizisinin bir yig1ima
noktast oldugundan, her k damgasi igin U, kimesine digecek gekilde x, elemamnt
secebiliriz.
(xnl,xnz,:...)
alt dizisi, x noktasina yakinsar, Gergekten verilen N, komsulugu i¢in,
U, €N,
olacak sekilde bir k sayis1 vardir. Boylece

Xp, > Xng,, >

noktalannin timii N, kimesine aittir. Bu da X uzaymin dizisel kompakt oldugunun

tammudir.

4.3 Parakompakthk

Parakompaktlik ilk kez 1944 de Dieudonne tarafindan kompaktligin genellestirilmesi olarak
verilmistir. Bu kavram A. H. Stone tarafindan her metrik uzayin parakompakt oldugunun
gosterilmesi ile daha biyiik 6nem kazanmig ve bu sonug Bing, Smirnov ve Nagata tarafindan

Genel Metriklenebilme Teoreminin ispatinda kullamlmigtir.

Parakompaktlik tanimi verilmeden once bunun igin gerekli olan ozel tip bazi tanimlar

verilecektir.

4.3.1 Tamm:X bir uzay ve B ve 4 herhangi iki 6rtiisti olsun. Eger her Be B i¢in BC A

olacak sekilde bir A € 4 kimesi varsa bu B értiisiine 4 nin inceltimi denir.
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Bu tamim verdikten sonra kompaktlik tamimina egdeger bir tamm verebiliriz: Eger bir X

uzayimn her A agik ortiisiintin X i orten sonlu agik inceltimi varsa X uzayi kompakttir.

4.3.2 Tamm:X bir topolojik uzay ve 4, X in alt kiimelerinin bir simfi olsun. Eger X in her
noktasimn 4 nin sadece sonlu sayida elemamni kesen komsulugu varsa 4 sinifina yerel

sonludur denir.

Eger her bir 4, yerel sonlu olmak iizere

seklinde yazilabiliyorsa bu 7 ailesine o -yerel sonlu denir. Eger her bir 4, ailesi aynk bir

aile ise bu taktirde 4 ya o -ayrik adi verilir.
4.3.3 Ornek:

a) A={n,n+2):n e Z} sifi R topolojik uzayinda yerel sonludur.

b) B={n,2n): n e N} simifi R topolojik uzayinda yerel sonludur.

c) C={(O lj ‘ne N} siifi R topolojik uzayinda yerel sonlu degildir.
n

4.3.4 Tanim:Eger bir X uzay: Hausdorff ve X in her 4 agik ortiisiiniin X i drten bir sonlu agik

yerel B inceltimi varsa X e parakompakt uzay denir.

4.3.5 Ornek:Herhangi bir kompakt Hausdorff uzayinin parakompakt oldugu asikardir.

4.3.6 ﬁrnek:Kompakt olmayan R:reel ekseni bir parakompakt uzaydir. ® nin parakompakt
olmasi gergegi her metriklenebilir uzayin parakompakt olmasinin bir sonucudur. Ancak ispat
su sekilde verilebilir:

A, R.nin bir agik 6rtus olsun. Her bir n tamsayst igin [n, n +1] araligim orten ve (n-1,n+2)

agik aralif ile her birini kesen 4 min sonlu sayida elemanini segelim. Bu sekilde tanmimlanan
sinif @, olsun. Bu taktirde

B=JB,

nez

simufl, Ryi orten, 4 min yerel sonlu agik bir inceltimidir.

Parakompakt uzayin en 6nemli 6zelliklerinden biri de, bir X parakompakt uzaymn, damgali

bir {U, } agik ortitsa verildiginde {U,} vasitasiyla tek bir boluntiistiniin var olmastdr.
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4.3.7 Teorem:Her parakompakt uzay normaldir.

Ispat:Ispat bir kompakt Hausdorff uzayin aym zamanda normal uzay olmast ispatina benzer.
ik olarak diizenliligi ispatlayalim: a, X in bir noktast ve B, X in a dan aynk kapal bir alt
kiimesi olsun. Hausdorff olma kosulu, B deki her b icin, kapams1 a dan ayrik olan b
gevresinde agik bir Uy, kiimesinin segilmesine olanak verir. X uzayimni, hem X-B kiimesi, hem

de agik Uy kiimeleri ile ortelim; X 1 6rten yerel sonlu agik C inceltimini alalm. ¢ nin B yi

kesen her elemanimi igeren bir @D alt toplulugunu olusturalim. Bu taktirde @, B yi1 orter..

Bundan bagka eger D € @ ise 0 zaman D,adan ayniktir. Canka D, B yi keser. Boylece D,
kapamsi a dan ayrik olan bir Uy, kiimesi i¢inde yer alir.

v=[JD

DeD
olsun; bu taktirde V, X de B yi igeren agik bir kiimedir. Ctunki 9 yerel sonlu olup
V- b
peD

olur, dolayistyla V , a dan ayriktir. Boylece diizenlilik ispatlanmus olur.

Normalligin ispati i¢in sadece a y1, kapali A kiimesi ile; Hausdorff kosulunu da diizenlilik ile

yer degistirmek yeterli olacaktir.
4.3.8 Teorem:

a) Bir parakompakt uzayin her kapah alt uzay: parakompakttir.

b) Parakompakt uzaylann ¢arpim: parakompakt olmayabilir.
Ispat:
a) Y, X parakompakt uzayinin kapali bir alt kiimesi olsun. 4, Y deki agik kimelerle Y

nin bir értisii olsun. Her bir Ae_Z icin A" Y = A olacak sekilde X in bir A" agik kiimesini

secelim. X uzaymm, X-Y acik kiimesi ile beraber A" agik kimeleri ile ortelim. X i érten bu

ortiintin, yerel sonlu agik inceltimi, B olsun.
C={BnY:Be®}
toplulugu 4 nin yerel sonlu agik inceltimini gerektirir. (b) sikkim gosteren 6rnek asagidadir:

4.3.9 Ornek: R, parakompakttir. Rl2 ise parakompakt degildir. Ctunkii normal uzay degildir.
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4.3.10 Yardimc: Teorem: Eger X duzenli bir topolojik uzay ise o zaman agagidaki kosullar

esdegerdir:

1) X uzay! parakompakttir.

2) X in her bir agik ortistiniin yerel sonlu bir inceltimi vardir.
3) X in her bir agik ortisiintin kapali yerel sonlu bir inceltimi vardir.
4) X in her bir agik ortiistintin agik & -yerel sonlu bir imceltimi vardir.

(John L. Kelley General Topology sayfa:156).
4.3.11 Teorem: Her metriklenebilir uzay parakompakttir.

Ispat: X bir metriklenebilir uzay olsun. Bu taktirde X in her agik ortiisiiniin X i orten bir agik
inceltimi vardir ve sayilabilir yerel sonludur. Ispat icin son kogulun X in her agik 6rtiisiniin X
i orten agik bir inceltime sahip olmasim ve yerel sonlu obmasim gerektirdigini ispatlamak

gerekir ki bu da yukarndaki yardimci teoremin bir sonucudur.
4.3.12 Teorem: Her reguler Lindelof uzay1 parakompakttir.

Ispat: X bir regiiler Lindelof uzay1 ve 4, X in bir agik ortiisii ise bu ortiiniin A gibi sailabilir

bir alt ortiisii vardir. bu 4, Anin 6 -yerel sonlu bir inceltimidir.

4.4 Yerel Kompakthk

Topolojik uzaylarda oyle kavramlar vardir ki uzayin tamaminda degil de uzaymn belli
bolgelerinde saglanir. Bunlardan biri de yerel kompakthiktir. Bir uzay kompakt olmadig: halde
yerel olarak kompakt olabilir. Yerel kompaktlik kavrami 1924 te Tietze ve Alexandroff

tarafindan verilmigtir.

4.4.1 Tanim: Eger bir X uzayinin, bir x noktasinin bir U komsulugunu igeren C kompakt alt

kiimesi var ise 0 zaman bu X uzayina “x de yerel kompakt uzay” denir

Eger X, her bir noktasinda yerel kompakt ise yani her noktasinin bir kompakt komsulugu var

ise o zaman X uzayina “yerel kompakt uzay” denir.

U

Sekil 4.1
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4.4.2 Ornek: Olagan Topoloji olan R reel ekseni yerel kompakttir. Her p € R noktasinin bir
kapali araliga 6rnegin [p—S,p+5] aralifina ait i¢ nokta oldugu ve kapali araligin Heine-

Borel Teoreminden kompakt oldugu goéraliir.

Diger taraftan R, kompakt uzay degildir. Omegin

A= {..(—3,— 1),(~2,0),(~1,1),(0,2),(1,3),...}
siifi R nin agik bir ortiisiidir; ancak higbir sonlu alt 6rtii icermez.

Boylece yukarnidaki 6rnekten de gorulur ki; bir yerel kompakt uzay kompakt olmak zorunda
degildir. Diger taraftan bir topolojik uzay, noktalarinin her birinin bir komsulugu oldugundan

tersi dogrudur. Bu bir 6nerme ile verilebilir.

4.4.3 Onerme: Her kompakt uzay yerel kompakttir. Q-rasyonel sayilar alt kiimesi ise yerel

kompakt degildir.

4.4.4 Ornek: R™ uzay: yerel kompakttir. x noktasi

[al,bl]x....x [a,.b,]
kompakt kiimesinde icerilen
(al»bl)x ceoe (an>bn)
taban elemaninda yer alir.
4.4.5 Ornek: En kiigik ist simr ozelligini saglayan her basit sirali X kimesi yerel
kompakttir. X igin verilen, X deki bir kapali aralik tarafindan kapsanan bir taban elemam

kompakttir.
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5. KOMPAKTLASTIRMA

5.1 Kompaktlagtirma Kavram

Verilen topolojik uzay bazi hallerde kompakt olmayabilir. Bu taktirde verilen bu uzay
kompakt bir uzayin yogun bir alt uzayina homeomorf kilinabilir.

Omegin C kompleks diizlem iizerinde tanimh kompleks analitik bir f(z) fonksiyonunun
z—> o i¢in nasil bir davramg gosterdigi aragtinhirken, C kompleks dizlem Riemann
kiresinin bir alt uzayr olarak ele alimir. Oyle ki Riemann kiiresinin kuzey kutbu, “o0”
notasyonu ile gosterilen ve “ideal nokta” diye adlandirilan noktaya karsilik getirilerek,
Riemann kiiresi ile

Cufo}=C*
kiimesi arasinda bire-bir esleme yapilmig olur. Bu da bize f (z) fonksiyonunun “oo0”
noktasinda nasil bir davrams gosterdigini inceleme imkammi verir. Bir bagka elemanter 6mek;
x* =2 denkleminin ¢oziimii, Q rasyonel sayilar kiimesinde imkansizdir. Ancak Q rasyonel
kimesi 2 ve—+/2 irrasyonel sayilarin eklenmesi halinde yani Q rasyonel sayilar kiimesinin
genislemesi durumunda, bu miimkindar.
Kompaktlagtirma kavramimin altinda yatan temel disince, yukandaki orneklerden de
anlagilacag gibi, verilen topolojik uzayin genislemesidir. Bu konudaki galismalar 1924°de
Tietze’nin, makalesinde kullandifi “bir nokta kompaktlagtirmast” kavrami ile baglamigtir.
Yine 1924’de Alexandroff ve Urysohn, oncelikle kompaktlagtirmayi, sayilabilir kompakt
uzaylarin genislemesi olarak doginmuglerdir. Daha sonra 1930°da Tychonoff’un
dusiincelerini daha da gelistirmistir. Bu konudaki c¢aligmalar, Freudentha (1942), Kelley
(1955), Wagner (1957) ve Kowalsky (1961) ile devam etmis ve etmektedir.

5.1.1 Tamm:Eger X topolojik uzayi, Y topolojik uzaymin bir alt uzayina homeomorfik ise X
uzayina “Y uzayimna gémuliudiir” denir.

Burada Y kompakt uzay ise 0 zaman Y’ye “X’in bir kompaktlastirmas1” denir.

Bir X uzayimin kompaktlagtirmasi, genellikle X e bir veya daha fazla noktanin eklenmesiyle
ve genigletilmis uzay tzerinde uygun bir topolojinin tanimlanmasiyla elde edilir. Burada
genigletilmis uzay kompakttir ve bir alt kiime olarak X igerir.

5.1.2 Ornek: U olagan topolojili R-reel eksenini goz oniine alalim. — o ve « ile gosterilen

iki yeni noktay1 R ye ekleyelim. Boylece elde edilen R* =R U §- o, oo}
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Genisletilmis kiimesine “Genigletilmis Reel Eksen” denir.
R de siralama bagintis1 herhangi
acR i¢in; —0<a<™

bigiminde tanimlanarak R* ktimesine genisletilebilir. R* in

(a,b)={x:a<x <b}

(a,00]= {x:a < x}

[-0,a)=fx:x <a}
bigimindeki alt kiimelerinin siifi, R* uzerinde bir U* topolojisi igin tabandir. (R*,U*),
topolojik uzayir bir kompakt uzaydir (R* = [—- 0, 00] kapali sinirli) ve bir alt kiime olarak
(R,U) topolojik uzayini kapsar. Boylece (R*,U *), (R,U) uzayinin bir kompaktlagtirmasidir.
Olagan topolojili R-reel ekseni, reel sayilarin herhangi (a,b) agik araligina homeomorfiktir.
Yukandaki (R*,U*) uzaymmn klasik Heine-Borel Teoremine gore kompakt olan herhangi
[a, b] kapal araligina homeomorfik oldugu gosterilebilir.

5.2 Alexandroff Kompaktlastirmasi (Tek Nokta Kompaktlastirmasi)
52.1 Tamm: (X,Ty) herhangi bir topolojik uzay olsun. (X, Ty) nun Alexandroff
Kompaktlagtirmasi veya bir nokta kompaktlastirmasi, (Y, TY) topolojik uzay: ile tammlanir
ve burada
Y =Xu {oo}

olup o simgesi, sonsuzda bir nokta olarak adlandinlir ve X deki diger her noktadan farklidur.
T asagidaki kimelerden olugur.
(1).TiP: U=X iizerindeki Ty topolojisinin her bir elemant (Tyx = Ty)
(2).TIP: Y - C = X’in herhangi kapali ve kompakt alt kiimesinin Y deki timleyeni

T,={U,Y-C:UeT4,C — Xkompaktkapal1}

Ty simfimin Y tizerinde bir topoloji oldugunu gostermemiz gerekir:
1] oe Ty cTy

[TZ] iIki kiimenin kesisiminin agik oldugunun gosterilmesi U¢ durumun bir arada

distntilmesi ile olur.
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U,NnU,eTxcTy (1)-tipindedir
(Y-C)n(Y-C,)=Y-(C,nC,)e Ty (2)-tipindedir
U n(Y-C)=U,nX-C)eTycTy (1)-tipindedir

Cinka C,, X de kapal1 oldugundan X - C, agiktir.

[T3] Benzer sckilde herhangi sayida agik kiimenin birlesiminin agik oldugu gosterilebilir:
JUu.=UetT, T, (1)-tipindedir

Ulr-c,)=v- (ﬂcB] eT, (2)-tipindedir
B

B

(UUa) u(U(Y —~ Cﬁ)] =Uu(Y-C)=Y-(C-U)eT, (2)-tipindedir
o p
Ciinkii C- U, U nun kapal1 bir alt kimesidir ve boylece kompakttir.

5.2.2 Ornek: R’ -ii¢ boyutlu 6klid uzayinda, (x,y)-dﬁzlemim' C olarak; yan capi 1, merkezi

(0,0,1) noktasi olan kiireyi de S? olarak taimlayalim.

“Kuzey Kutup” o= (0,0,2)e S? noktast ve herhangi bir A e Cnoktasindan gegen dogru,
sekilde goraldugi gibi S? kiresini o noktasindan farkl: bir A’ noktasinda keser. f(A)=A’

olarak tamimh
f:Co>8°

fonksiyonu gercekten, kompakt olmayan C dizleminden kompakt olan S? kiiresinin S* — {oo}

alt kiimesi {izerine homeomorfizmadir. O halde S, C nin bir kompaktlastirmasidir.

K(0,0,2)= o olmak iizere

z

©)

Sekil 5.1
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(X,Ty) ve (Y,Ty) uzaylan arasinda 6nemli bir iligki vardur:

5.2.3 Teorem: X yerel kompakt Hausdorff uzay; Y, X in tek nokta kompaktlagtirmas: olsun.
O zaman

1) Y bir kompakt Hausdorff uzaydir

ii) X, Y ninbir alt uzayr; Y - X tek noktadan olusur ve X =Y bagka bir deyigle X, Y

de yogundur.

Ispat:

1) Y nin kompakt oldugunu gosterelim:
A, Y nin bir agik ortasi olsun. 4 toplulugu (2)-tipindeki bir agik kiimeyi, 6rmegin Y —-C yi
icermeli. Ciinkii (1)- tipindeki agik kiimelerin hig¢biri « noktasini icermez.
A toplulugunun diger tim elemanlar1 Y —C den farklidir, X ile kesisir ve C yi 6rten X deki

acik kiimelerin bir toplulugu formundadir. C kompakt oldugundan ortiniin sonlu sayidaki
elemanm da C yi orter. Karsilik gelen 4 mn sonlu eleman toplulugu, Y—-C elemam ile

birllikte Y nin timini orter.
Y nin Hausdorff oldugunu gosterelim:
x ve y, Y nin iki noktast olsun. Her ikisi de X de bulunursa, X de sirasiyla bu elemanlan
igeren aynk acik U ve V kiimeleri vardir. Ote yandan efer x e X ve y =wise X de x inbir U
komsulugunu igeren bir C kompakt kiimesini segebiliriz. O zaman U ve Y —C, Y de sirasiyla
x ve o un ayrik komsuluklaridir.

it) XcYveX=Y oldugunu gosterelim:
Y nin herhangi agik kiimesi verildiginde bu agik kiime ile X in kesigimi, X de agiktir. Ciinki

UnX=Uve (Y-C)nX=X-C

kiimelerinin her ikisi de X de agiktir. Ayrica X de herhangi agik kiime (1)-tipindedir ve
boylece Y de agiktir. X kompakt olmadigindan o noktasin igeren her bir Y —C agik kiimesi
X ile kesigir. Boylece o, X in bir limit noktasidir ve boylece X=Y d
5.2.4 Yardimes Teorem: X bir Hausdorff uzayr olsun. O zaman X kimesinin x de yerel

kompakt olmasi i¢in gerek ve yeter kosul x in her U komsulugu i¢in

v kompakt ve VcUu

olacak sekilde x in bir V komsulugunun olmasidir.
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Ispat:

Bu yeni formulasyonun yerel kompakthg: gerektirdigi agiktir; C=V kimesi, x in bir

komsulugunu igeren, istenen kompakt kiimedir.

Tersine; C nin, x in bir komgulugunu igeren bir kompakt kiime oldugunu varsayalim: U, x in
herhangi bir komsulugu ve A =C—-U olsun.
A, C de kapal1 oldugundan kompakttir.

x ve A nin civarinda sirasiyla W ve W' ayrik agik kiimelerini segelim:

Sekil 5.2

V:Wm(ol

olsun. C kimesi,C de igerilen tim agik kimelerin birlesimi idi. O halde V, x in bir
komsulugudur. X Hausdorff oldugundan C, X de kapalidir. Boylece
Vel
dir ve boylece V kompakttir. V, W de icerildiginden W' den ayriktir ve V, A y1 kesemez.
Boylece
VcC-A
dir. Oyle ki

dir.
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Eger X, her noktasinda yerel kompakt ise bu yardimci teoremin daha basit bir ispati

miimkindir. X in Y-tek nokta kompaktlagtirmasindaki U kiimesinin kompakt olmas1 gergegi
kullanilabilir. Sirasiyla x ve Y —U nun ayrik V ve W komsuluklarim segelim. O zaman Y

deki V kompakttir ve U da igerilir.
5.2.5 Sonug: X yerel kompakt Hausdorff uzayi ve Y, X’in bir alt uzay: olsun. Eger Y, X de
acik veya X de kapali ise 0 zaman Y yerel kompakttir.
Ispat:

i) Y nin X de kapali oldugunu varsayalim:
y e Y verilsin ve C, X deki y nin U komgulugunu igeren, X de kompakt bir kiime olsun. O
zaman CNY, C de kapahdir boylece kompakttir ve Y deki y nin UNY komsulugunu
igerir.

i1) Y nin X de a¢ik oldugunu varsayalim:
y € Y verilsin. Bir 6nceki yardimci teorem geregince v kompakt ve V ¢ Y olacak sekilde
X deki y nin bir V komgsulupunu segelim. O zaman C=V kimesi Y deki y nin V
komsulugunu igeren Y de bir kompakt kiimedir.
5.2.6 Sonu¢: Bir X uzayinin, kompakt Hausdorff uzayin bir agik alt kimesine homeomorfik
olmasi i¢in gerek ve yeter kosul X in yerel kompakt Hausdorff olmasidir.

Ispat: Teorem 5.2.3 ve bir 6nceki sonugtan ¢ikar.

5.2.7 Teorem: Yerel kompakt X Hausdorff uzaymin Y tek nokta kompaktlagtirmas: bir Ty-

uzayidir.

Ispat:Teorem 5.2.3.i geregince kompakt Y uzay: Hausdorf uzaydir ve dolayisiyla T;-uzaydir.
Ayrica Sonug 3.6 geregince normal uzaydir. O halde Ts-uzayidir.

5.3 Stone-Cech Kompaktlagtirmas:

Bir X wuzaymm kompaktlagtirma kurali olarak incelemis oldugumuz  tek nokta
kompaktlastirmas;, X in minimal kompaktlasirmasidir. X uzaymin Stone-Cech
Kompaktlastirmasi ise X in maximal kompaktlagtirmasidr.

5.3.1 Tammm: X, Y de yogun (iz Y ) olacak sekilde X i igeren Y kompakt Hausdorff

uzayina X uzayimn bir kompaktlagtirmas: denir.

X in Y; veY, gibi iki kompaktlagtirmas: i¢in eger her x € X igin h(x) = x olacak sekilde bir
h:Y, —-Y,
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homeomorfizmasi varsa Y; veY; kompaktlagtirmalarina “esdegerdir” denir.

X in bir kompaktlagtirmasimin olabilmesi i¢in X, tam diizenli olmalidir. Tersine her tam

diizenli uzayin en az bir kompaktlagtirmas: vardir.
X in bir kompaktlagtirmasini elde etmenin yolu asagidaki gibidir:

X uzay1 tam diizenli olsun. Bir Z kompakt Hausdorff uzayinda X in bir

h:X—»>2Z

gémmesini segelim:

X, Z nin h(X) alt uzay1 ve Y, ise bu uzayin Z de kapanisi olsun. O zaman Y, bir kompakt
Hausdorff uzaydir ve X, =Y, dir. Boylece Y,, X, uzayinmn bir kompaktlashrmasidir.

(X,Y) ikilisi, (X,,Y,) ikilisine homeomorfik olacak sekilde X i igeren bir Y uzaym
olusturalim. X den ayrik bir A kiimesini, bire-bir, 6rten bir

k:A>Y -X,

tasviri altinda Y, — X, kiimesine kargilik gelecek sekilde segelim.

Y=XUA
olarak tanimlansin ve
H(x)= h(x) ;VxeX
H(a)z k(a) ;VaeA

kosulunu saglayan bire-bir, 6rten

H:Y->Y,

tasviri tanimlansin. Bu taktirde Y yi Y deki U agik kiimeleri ile topolojilestirmek igin gerek ve
yeter kosul H(U) kiimesinin Y, da agik olmasidir H tasviri bir homeomorfizmadir ve X uzay1
Y nin bir alt uzayidir. Cunkii H tasviri, Y nin X alt uzayma kisitlandiginda h-
homeomorfizmasina egittir. 'Y uzayma “h-gommesi ile dretilmis X uzaymin
kompaktlagtirmasi” adh verilir.

Yukandaki olusumu asagidaki sekilde ozetleyelim:

h:X—>Z

tasviri eger, Z kompakt Hausdorff uzayinda X in bir gémmesi ise yani X i Z nin bir alt
kiimesine tasvir ediyorsa o zaman h, X in bir Y kompaktlagtirmasim tretir ve h-gdmmesinin
bir

H:Y->Z
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gommesine genisletilebilir 6zelligi vardir.

Genel olarak, verilen bir X uzayim kompaktlastirmanin bir gok yolu vardir. Omegin X=(0,1)
agik araliginin asagidaki kompaktlagtirmalarini gz 6ntine alalim:

5.3.2 Ornek: R*’deS' birim gemberini alalim ve

h(t) = Cos(2nt)x Sin(2nt)
olacak sekilde
h:(0,1)— '
tasvirini goz Onine alalim. h gommesi ile uretilmis kompaktlagtirma, X in tek nokta
kompaktlagtirmasina denktir.
53.3 Ornek: Y = [0,1] olsun. O zaman Y, X in bir kompaktlastirmas: olup (0,1) agik
arahi@inin her bir ucuna bir nokta ekleme ile elde edilmigtir.

5.3.4 Ornek:R* de [~ 11 karesini goz ontine alahm.

h(x) = xx Sin(¥%)
olacak sekilde
h:(0) - [-11f
tasvirini g6z oniine alalim.

Y, =h(x)

uzay1 “topolojicilerin siniis egrisi”’dir. h-gdmmesi, diger ikisinden oldukgca farkl: bir (O,l) in
kompaktlagtirmasmi olusturur. Bu (0,1) in sag uca bir nokta, sol uca tim dogru pargast

noktalarimin eklenmesiyle elde edilir.

5.3.5 Ornek: X =(0,1) olsun. Ornek 5.3.2 de verilen X in tek nokta kompaktlagtirmasim goz

Oniine alalim. Simrh strekli

f:(0,)>R
fonksiyonunun bu kompaktlagtirmaya genisletilebilmesi i¢in gerek ve yeter kosul

limf(x) ve limf(x)
x—>1"

x->0"
limitlerinin var ve esit olmasidir.
Omek 5.3.3 de goz oniine alinan X in Tki Nokta Kompaktlagtirmasi igin f-fonksiyonunun

genisletilebilir olmast igin gerek ve yeter kosul her iki noktanin limitlerinin de var olmasidir.
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Ornek 5.3.4 iin kompaktlastirmasi igin fonksiyonlarin daha genis bir simfi i¢in genislemeler
vardir. Yukanda gosterilen limitler var ise f in genigletilebilir oldugu kolayca gorilebilir.

Fakat f(x)= sinM) fonksiyonu aym zamanda bu kompaktlastirmaya genisletilebilir:

H, X alt uzayinda h ye esit olan R* de Y nin gommesidir. O zaman bileske tasvir

Y2 5RxR—25R
f-fonksiyonunun istenilen geniglemesidir. Ciinkii eger xe€X 1se o zaman
H(x) = h(x) = xx Sin(¥)
7, (H(x)) = sin(%)

sonucu ¢ikar. Bu kompaktlagtirmada, 6zel bir durum vardir:

Bilesen fonksiyonlar: x ve sin(%) olan h:(0,1])—> R? gommesi segilerek bu kompaktlagtima
elde edilebilir. Boylece x ve sin(Y) fonksiyonlaninin her ikisinin de kompaktlastirmaya

genisletilebildigi sonucuna ulasihir. Bu sonug, eger (0,1) araliginda tammb tim smirh siirekli
fonksiyonlar siifina sahipsek, bir J igin (0,1) in R’ icine bir gobmmesinin bilesen fonksiyonlar:
olarak bu fonksiyonlan kullanabilecegimiz ve o suretle simftaki genisletilebilir her fonksiyon

i¢in bir kompaktlagtirma elde edebilecegimiz fikrini uyandirir.
Bu fikir Stone-Cech kompaktlagtirmasimndaki temel fikirdir. Bu asagidaki gibi tanimlidur:

5.3.6 Tanim: X, bir tam diizenli uzay olsun. X tizerindeki timn smmrh, stirekli reel degerli

fonksiyonlarin siifi, A damga kiimesi olmak {izere {fa }aeA olsun. Her bir a € A igin f,(X)

iigeren, R de bir kapali I, aralifim segelim:

I, = [inf £, (X)supf, (X)]
Bu taktirde
h(x) = (£,())ger
olmak kosulu ile

h:X—)I]I(I

ach

tasviri tamimlanir.

Herhangi sayidaki kompakt uzaym garpiminin kompakt oldugunu ifade eden Tychonoff

Teoreminden dolay:

[T

aeA
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kompakttir. X tam diizenli oldugundan, {fa} smifi noktalant X deki kapah kiimelerden ayirir.

Boylece h bir gommedir. X in h ile uretilen kompaktlastirmasi, X in Stone-Cech

kompaktlagtirmas: adim alir ve B(X) ile tanimhdir.
Stone-Cech kompaktlastirmasimin 6nemli bir 6zelligi asagidaki genigleme ozelligidir.

5.3.7 Teorem: X tam diizenli uzay, B(X) X in Stone-Cech kompaktlagtirmas: olsun. Bu
 taktirde X uzerindeki her simrhi siirekli reel degerli fonksiyon tek olarak B(X) iizerinde bir

siirekli reel degerli fonksiyona genisleyebilir.

ispat: B(X) kompaktlagtirmasi yukandaki gibi tammli o€ A igin

h:X-]T]1,

gommesi ile fretilebilir. Bunun anlami B(X) kompaktlastirmasimin, X alt uzaymna
simirlandinldiginda h gommesine esit bir

H:pX) -1,

gommesinin olmasidir. X tzerinde bir surekli, simirl, reel degerli fonksiyon verildiginde bu

fonksiyon bir B € A igin f; ye esittir. Burada eZer
g [ [1e 215
tasviri f3. koordinat Gizerine izdiigiim ise 0 zaman
ngoH: B(X)— I
bileske tasviri f; nin istenen genislemesidir. Ciinka eger x € X ise
15 (H(x)) = n5(h(x)) = 7 (5. (Des )= f(x) olur.
Geligmenin tekligi agagidaki yardimcei teoremin sonucudur:

5.3.8 Yardimeci Teorem: A c X ve

f:A>Z

A min Z-Hausdorff uzay1 igine sirekli bir tasvir olsun. f nin stirekli bir
g: A>7Z

fonksiyonuna, en ¢ok bir geniglemesi vardir.

ispat: f nin iki farkli geniglemesinin

g g A>Z

oldugunu varsayahm
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g(x) # g'(x)
olacak sekilde x se¢elim. Uve U’ sirastyla g(x) ve g'(x) in ayrik komsuluklan olsun.
gV)cU ve g'(V)c U’
olacak sekilde x in bir V komgulugunu se¢elim. Burada V, bir y noktasinda A y1 keser. O

zaman

gly)eU ve g'(y)e U’
olur. Oysaye A oldugundan

g(y) =f(y) ve g'(y) = f(y)
dir. Buda Uve U’ niin aynik olmasi gercegi ile geligir.
Burada Stone-Cech Kompaktlagtirmasi’mn tekligi ve genisleme ozelligi ile karakterize

edilmesi anlamina gelen esas teoremi ispatlayalim:

5.3.9 Teorem: X tam diizenli uzay olsun. Y; ve Y, , Teorem 5.3.7 de verilen genisleme
ozelligine sahip X in iki kompaktlagtirmast olsun. O zaman her x € X igin

d(x)=x
olacak sekilde Y; ve Y; tizerine bir ® homeomorfizmasi vardir.

Ispat:
1.adim:Bu adimda once su gergedi ispatlayalim:

Y nin Teorem 5.3.7 de ifade edilen genisleme 6zelligini saglayan X in bir kompaktlagtirmasi
oldugunu varsayalim. Eger Z, herhangi kompakt Hausdorff uzay ve
g:X->7Z
herhangi siirekli fonksiyon ise o zaman g, Y yi Z nin igine tasvir eden strekli bir k
fonksiyonuna genisletilebilir.
Bu gergegi ispatlamak igin Z nin tam diizenli oldugunu 6yle ki birJ igin [0,1]J de gomiilebilir
oldugunu belirtelim. Boylece

zclonf
olmasi da farz edilebilir. Burada
g:X>Zcol] cR’
oldugunu goz oniine alalim. g tasvirinin her bir g, bilegen fonksiyonu X {izerinde sarekli,
sinirl, reel degerli bir fonksiyondur. Hipotez geregi g,, Y nin R igine bir k, strekli tasvirine

genigletilebilir.
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k(y) = (ko (s
olacak sekilde
k:Y >R’
tasviri tammlansin. R’ g¢arpim topolojisine sahip oldugu igin k tasviri sireklidir. Burada k nin

gercekten Y yi Z alt uzayi igine tasvir ettigi ileri surilebilir. Cinkii g(X), Z tarafindan
kapsanir ve
k(X) = g(X)
dir. Z, R’ de kapali oldugundan
@ c’Z
oldugu sonucu ¢ikar. k nin siirekliliginden
k(Y)=k(X) < k(Y)
yazilabilir. Boylece k, Y yi Z igine tasvir eder.
2.admm: Bu adimda teoremi ispatlayalim:
,: XY,
kapsama tasvirini goz oniine alalim. Bu j, tasviri, X in Y, kompakt Hausdorff uzay1 igine
siirekli bir tasvirdir. Yy, genisleme ozelligine sahip oldugundan 1.adimdan j, tasviri siirekli
bir
£L:Y, >,
tasvirine genigletilebilir. Benzer sekilde Y, genisleme o6zelligine sahip oldugundan ve Y;
kompakt Hausdorff uzay oldugundan j, kapsama tasvirini stirekli bir
f:Y,->Y,

tasvirine genisletebulir.

Xcy, Xcy,
i/ L/

Y, Y,
fof, Y, Y,

bileskesi, her x € X igin
£,(x))=x

ozelligine sahiptir. Dolayisiyla f, of,,
1 X—>X
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o6zdeslik tasvirinin siirekli bir genislemesidir. Ote yandan Y, in 6zdeslik tasviri aym: zamanda
1, in sirekli bir genislemesidir. Bir onceki yardimci teoremde verilen genislemenin
tekliginden f of,, Y, in 6zdeslik tasvirine; benzer sekilde f, of,, Y, nin 6zdeglik tasvirine

esittir. Boylece f; ve f, homeomorfizmalardir.
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6. SONUC

Bu c¢alismada, Topolojik Uzaylarda kompakt olmayan bir uzayin kompaktlastiriimas: ve
kompaktlashirma  tirleri olarak  Alexandroff Kompaktlastirmas: ile  Stone-Cech
Kompaktlastirmast incelenmigtir. Kompaktlagtirma kavraminin anlagilabilmesi igin bazi temel
tamm ve teoremlerin yam sira kompakt uzaylar Uzerinde de durulmus olup; kompakt
uzaylarin alt uzaylan, carpimlar ve stirekli gortntuleri ile ilgili teoremler verilmig, ayrica

kompaktlik turler: de ayrintili olarak incelenmigtir.
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