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OZET

“Lie gruplan iizerinde Lineer Kontrol Sistemlerinin Gozlenebilirligi” adh bu tez ii¢
bolimden olusmaktadir.

I. béliimde diferansiyellenebilen manifold, Lie parantezi, Lie gruplar, Lie cebiri , iistel
tasvir Adjoint Gosterilim ve Lie Tiirevi incelenmistir.

II. boliimde genel kontrol sistemlerinin tamim, kontrol edilebilirligi ve gozlenebilirligi
hakkinda genel bilgiler ve d6rnekler verilmistir.

III. boliimde ise Lie gruplan iizerindeki Lineer Kontrol Sistemleri icin yerel
gozlenebilirligi ve global gézlenebilirligi karakterize eden cebirsel kosullar incelenmigtir.

v



ABSTRACT

This thesis with the title “Observability of Linear Control Systems on Lie Groups”
consists of three chapters.

In the chapter I; differentiable manifold, Lie bracket , Lie groups , Lie algebras,
exponential map, adjoint representation and Lie derivative have been studied.

In the chapter II; the definition of general control systems, general information about
their controllability and observability and examples have been given.

In the chapter III; algebraic conditions which characterize local and global observability
of linear control systems on Lie groups have been studied.



1 GIRIS

Bu tezin amaci matematiksel bakis agisindan Lie gruplan iizerinde lineer kontrol sistemleri
i¢in yerel ve global gozlenebilirligi karakterize eden cebirsel kosullarin bulundugu ¢alismanin
incelenmesidir. “Lie gruplan iizerinde lineer kontrol sistemlerinin gozlenebilirligi” ni
incelemek igin Topoloji, Lie gruplan, Lie cebiri, Ustel tasvir, Adjiont gosterilim, Lie tiirevi,

Diferansiyel geometriden yararlanildi.

Bu c¢aligma ii¢ boliimden olugmaktadir. 1. Béliimde diferansiyellenebilen manifold, Lie
gruplar, Lie cebiri, Ustel tasvir, Adjiont gdsterilim, Lie tiirevi konulari incelendi. Bu
konularla ilgili érnekler verildi. II. Boliimde kontrol sistemlerinin kontrol edilebilirligi ve
gozlenebilirligi hakkinda bilgi verildi. III. Boliimde ise Lie gruplan iizerinde lineer kontrol
sistemlerinin yerel ve global gozlenebilirligi i¢in cebirsel kosullar bulundu.

G, L(G) Lie cebirli baglantil1 bir Lie grubu olsun. Bu kisimda, G iizerinde bir ¥ lineer kontrol
sistemi agagidaki tarzda belirlenmistir:

> =(G,D,h,V)

Burada, D

)=X(g(t)+ > u, ()Y (g

j=1
y=h(g)eV, ueU
diferansiyel denklemlerin ailesi ile iiretilen vektor alanlarinin bir kiimesidir. X vektor alami G
nin sonsuz kiigiik(infinitesimal) bir otomorfizmidir. Y',...,Y™ € L(G) leri sag-invariant
vektor alanlan olarak g6z Oniine alimiyor ve u kisitlanmayan pargali sabit kontrollerin sinifi

olan U nun bir elemant, yani u € U dur. V ¢1kis uzay1 bir Lie grubudur ve ¢ikis tasviri
h:G->V

Lie gruplarinin bir homomorfizmidir.

Teorem 3.3de X = (G,X, h, V) bir lineer kontrol sistemi olsun. O taktirde I =¢
a ) I, Ker(h)’nin normal, kapali bir lie alt grubudur.

b )1, G; —invariant oldugu ispatlanmistir.

Teorem 3.4 de £ = (G,X,h,V) bir lineer kontrol sistemi olsun. o taktirde / , L(G)’nin X-
invariant alt cebir Yani

ad' (X)(T)c 7, Vi=0 oldugu gdsterilmistir.



Teorem 3.5de £ = (G,X, h,V) bir lineer kontrol sistemi ve n, G’nin boyutu olsun.

n-1
1=()ad™ (X)(x) esitligi gosteriliyor.

i=0

Teorem 3.6 da X =(G,X,h,V) bir lineer kontrol sistemi olsun. O takdirde, S yerel

gozlenebilirdir & T=0 oldugunu ispatlaniyor.

Teorem 3.7 de X=(G,X,h,V) bir lineer kontrol sistemi olsun. o takdirde, =
gozlenebilirdir. &

7=0ve Fix(T)nKer(h) = {e} oldugunu ispatlantyor Burada, Fix (T) G deki sabit noktalarin
kiimesidir.



2 MANIFOLD

n boyutlu yerel Euclid uzay1 M, her bir noktasinin komsulugu R" Euclid uzaymnn agik bir alt
kiimesine homeomorfik olan bir Haussdorf topolojik uzayidur.

Uc M agik kiimesinin R” ‘nin agik alt kiimesine homeomorfik olmasini saglayan ¢ tasvirine
koordinat tasviri ad1 verilir (u,o) ikilisinede koordinat sistemi denir ve x; = r;o @ fonksiyonlar
koordinat fonksiyonlar olarak adlandirilir ve r; :R" — R , ri(a)=a; , a=(a;,a2,a3....,a,) oldugunda

da (u, X1, X2, X3, ...,Xn ) seklinde gésterilir.
2.1  Diferansiyellenebilir Manifold

M bir yerel Euclid uzay1 ve {Uq}qer, M’nin agik kiimeler kolleksiyonu olsun. aeA (A:indis
kiimesi)

{(Uq Qa)}aer= S olmak iizere,

1. {UUg}aea=M

2. Her a,BeA icin pgopp e C”

3. S kolleksiyonunun maksimal ise M ye diferansiyellenebilir manifold denir.

2.1.1 Tanmm

f:Uc R">R, yani f(x1, X3, X3, ....Xn)= ¥ , f(X)= y olmak iizere % (=1,2, ,n)k

mertebeden tiirevleri U kiimesi igerisinde siirekli ise f fonksiyonuna C* sinifindandir denir.

Eger f fonksiyonu tiirevleri vasitasiyla bir kuvvet serisi ile ifade edilebiliyorsa C%
smifindandir denir. k=0 ise fonksiyon C* smifindandir denir.

2.1.2 Uyan : n boyutlu M manifoldunun tanjant demeti 2n boyutludur. TM= UT,M (pe M)
dir.

2.1.3 Tamm: pe M noktasindaki tanjant vektdrlerinin olugturdugu tasvir x : C* (M)—>R dir.

X vektor alanimmin

1. X(f+g)=X®) + X(g)



2. X(f.g)p= Xfg(p)Hip).Xg oOzelliklerini sagladifim kabul edelim. TpM’nin boyutu M
manifoldunun boyutuna esittir.

2.14 Tamm :M deki agik dom(X) iizerinde tanimh bir X vektor alami 6zdegligin bir
liftingidir (yani kaldirmasidir).

dom(X)c M X

\/

Burada gosterilmek istenen n(p,v)= p oldugudur. X(p)eTpM , her pe dom(X) bir vektdr alani
ve f fonksyonu igin yeni fonksiyon X O@E)=X({p).() peM dir.

2.1.5 Tamm:Verilen X,Y vektor alanlan i¢in X : ¢c*(M)—> c®(M), X vektor alaninin
genislemesi seklinde tanimlidir.

2.1.6 Tamm: iki vektor alaninin Lie parantezi yine bir vektor alanidir.

[X.Y] () (B = X(Y )-Yo(X (1.1)

NOT: Matris gruplan iizerindeki Lie parantezi X ve Y vektor alam olmak iizere [X,Y]= XY-
YX seklinde tanimlidir.

2.2 Lie Parantezinin Ozellikleri
1-[X,X]=0 yansimalidir.
2-[X,Y]=-[Y,X] ters simetriktir.

3-[X,[Y,Z]] + [Y.[Z.X]] + [Z,[X,Y]] = O Jacobi zdesligi saglar.



2.2.1 Tamm

C”® smufindan iki tane diferansiyellenebilir manifoldun bileskesi yine diferansiyellenebilir bir
manifold olusturur.

M: C* — m manifold

N: C” —n manifold

y: M—> N tasviri (1.2)
m—y(m)e N seklinde tanimlansin. (1.3)
U,9)—>(v,7) 0=(X1, X2, - ¥m)  T=(Y1, Y2, --s¥n) (1.4)
T Tym(N) (1.5)
cCMmR)-> P Ny(m).R) (1.6)
dy(m): Tm(M)—> Ty(m(N) (1.7)
v—> dym)(V) € Tym(N) (1.8)
dym(V)g=V(20y¥)m (1.9)

2.3  Lie Gruplan (Varadarajan, 1974)

Lie grubu hem manifold hemde grup yapisina sahip olan bir diizendir.

2.3.1 Tanmm:G, eger grup yapisida olan bir diferansiyellenebilir manifold ve GxG—>G’ye
(o,7)—>0.7!  tasvir piiriizsiiz (smooth) diferansiyellenebilir bir tasvirse Lie grubu olarak

adlandinlir.

Not : G bir Lie grubu olsun. O zaman 7 — 7' tasviri ile gosterilen bu ifade
diferansiyellenebilirdir. Ciinkii, bu diferansiyellenebilir birlesim T—(e,7)—> 7" seklinde ifade

edilir.

Burada ¢,G Lie grubunun birim elemamidir. GxG—>G’ye (o,7)—0.7 seklinde tamimliysa
diferansiyellenebilirdir. Ciinkii, bu diferansiyellenebilir birlesim (o,7)—>(0,7")— 0.7
seklindedir.



Genel lineer grup, uniter grup, ortogonal grup ve oOzel lineer grup bilinen Lie grubu

omekleridir.

Ornek 1: Genel lineer grup G=GL(n,R), nxn, tersi olan matrislerin olusturdugu grup lineer
bir Lie grubudur.

Ornek 2: Kompleks, 2x2 matrislerden olusan ve determinant1 1, ters matrisi transpozesinin

eslenigi olan matrislerin grubu SU(2,C) bir Lie grubudur.
Ornek 3: S'=R/Z , S™"in bir Lie grubudur.
Ornek 4: Diger klasik Lie gruplan agagidadir:

a- Uniter grup U(n,C): Bu gruplar kompleks datali nxn boyutlu matrislerdir ve tersi

transpozesinin eslenigidir.

Un,C)={A:A* =A™} (1.10)
b- SU(n) 6zel iiniter grup: U(n)’in determinant1 1 olan alt grubudur.

SUMm) = {A:A' =A" ve detA=1} 1.11)
c- O(n,r) ortogonal grup: Reel datali nxn boyutlu ve tersi transpozesi olan

O(n,R) ={A:A'=A"} (1.12)

seklindeki gruplardir.
d- SO(n) o6zel ortogonal grup: O(n)’ nin determinant1 1 olan alt grubudur.

SO(n)=)={A:A'=A" ve detA=1} (1.13)
2.3.2 Tamm
G bir Lie grubu ve 1 € G olmak iizere £, : GG

£ s(1)=ot ile tamiml £, tasvirine sol doniigiim denir.

Bunun tiirevi d£ (T, (G))cTG dir.

d4 & T(G)=>T(GY dir.



2.3.3 Tanm

Eger her 0€G i¢in Xo £, = d/ 4(X) ise X vektor alam1 G iizerinde sol invariant vektér alanidir

denir.

24 Lie Cebiri

Bir K cismi (R veya C) iizerindeki bir g vektdr uzayina, eger onun vektér uzay: yapisina ek
olarak gx g — g tasviri (X,Y) ¢iftini g ’ nin [X,Y] elemanina gétiiriiyorsa ve aym1 zamanda
agagidaki Ozelliklere sahipse Lie Cebiri‘dir denir.

1) Kiizerinde ikili lineer

[ X +0Xz, Y]=0u[X1, YHoo[X5,Y]

[X, 1 Y1+e,Y2]= oy [X, Yi]+0a[X, Y2

2) [X,Y]={Y,X] Ters simetri

3) [X[Y,Z]}+[Y,[Z,X]] + [Z,[X,Y]] = O Jacobi dzdesligi

Lie cebiri kavramimin 6nemi her bir Lie grubu ile birlestirilmis 6zel sonlu boyutlu bir Lie
cebiri vardir ve Lie grubunda onun Lie cebirine ait Gzellikleri yansir. Herhangibir G Lie
grubunun Lie cebirinin sol invariant vektor alanlarinin uzay: olarak veya birim elemandaki

tanjant uzay1 olarak alabiliriz.
2.4.1 Lie Cebirine Ait Ornekler

1- M manifoldu iizerindeki tiim diferansiyellenebilen vektor alanlarnin olugturdugu vektor

uzayl, vektor alanlar: iizerinde Lie parantezi altinda Lie cebiri tanimlar.
2- Tim parantezler “ 0 “ denk alindiginda herhangi bir vektor uzay: Lie cebiri haline gelir.
3- [A,B]=AB-BA islemi ile tiim nxn boyutlu matrislerin vektor uzay: bir Lie cebiridir.

UYARI: Bir Lie grubunun Lie cebiri, G ilizerindeki sol invariant vektér alanlarinin
olusturdugu uzaya izomorfiktir. Alternatif olarak G ‘nin Lie cebiri Te(G) ile de izomorfiktir.
Etkisiz eleman yardimryla sol doniisiimil kullanalim. L,: G—G, L,(g)= ag tasviri a’nin sol

doniisiimiidiir.



d Ly(Te(G))Tae(G) olmak tizere d L,:T(G)—>T(G) dir.
2.4.2 Lie Grubu ve Lie Cebirine Ait Ornekler

a) R’yi Lie Grubu olarak alabiliriz. Sol invariant vekt6r alanlarini

{ k(—(%), A € R } seklinde basit olarak yazabiliriz. Boylece herhangi iki vektor alaninin Lie

parantezinin sifir oldugunu séyleyebiliriz.

b) 3 boyutlu Heisenberg grubu

(==l

S = A

seklindedir.

1

t

—_ < N

0

X,¥,Ze R

y®=|0 1 0leG
001

alalim. Her te R i¢in G’ye ait bir nokta y (t), G iizerinde bir egridir. Oyleki

y(0)=

dir.

olur.

(1.14)

(1.15)

(1.16)

(1.17)

(1.18)



olsun. Her teR igin G’ye ait bit nokta a(t) ‘de G iizerinde bir egridir.

Oyle ki

100
a(0)={0 1 0|=e

00 1
dir.

000
a'(t)=|{0 0 1|=YeT,(G)

000
olur.

1 0t
B(t)=[0 1 0leG

001

100
B0)=|0 1 0l=e
00 1
dir.
00 1
p(0)=|0 0 0|=ZeT.(G)
000
dir.

T,(G)= § = geren, , =

o O O

oS O =

o O ©

oS O O

(= I = TN =]

o = O

(1.19)

(1.20)

(1.20)

(1.21)

(1.22)

(1.23)
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01 0Y(0 0 0) (0 0 0Y(0 1 0) (0 0 1
[X,Y]=XY-YX=|0 0 0|{0 0 1|-[0 0 1[/0 0 0|=[0 0 0|=Z(1.24)
0 0o0)looo {ooo)iooof (000

[X,z]=XZ-zX=|0 0o|-|0 0 of =[0 0 0[=0 (1.25)
000

o
[
o
o

010001001]010]000

00 0Y(0 0 1) (00 1Y(0 0 0) (0 0 0
[Y,Z]=YZz-zy=|0 0 1| |0 0 0|-|0 0 0|-{0 0 1]|=|0 0 0]=0 (1.26)
0 00j/lo0 00/ {oo00o0/looo (000
i) [0, X+0,2,Y]=0o,[X,Y]+0,[ZY] (1.27)
i) [X,Y]=-Y,X] (1.28)
i) [X,[Y, 2]+ [Y, [z, X])+ [z,[X, Y] = 0 (1.29)

ozelliklerini sagladifindan 3 boyutlu Heisenberg grubu bir Lie cebiridir.

g =geren_, {X,Y} (1.30)
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2.5  Ustel Tasvir

Sol invariant vektor alanlarinin uzay: olarak veya birim elemandaki tanjant uzay1 olarak G’
nin g Lie cebirini gordiikten sonra simdi de bir parametreli alt gruplarin kiimesi olarak Lie

cebirinin figiincii tanimim verelim.
25.1 Tamm

G Lie grubu ve g onun Lie cebiri olsun. ¢:R—G ye bir homomorfizma G’ nin bir

parametreli alt grubu olarak adlandirilir ve burada, k-;—r——> AX R’ den g igine bir

homomorfizma dir. R basit baglantilidir,1- parametreli tek bir alt grubu mevcuttur.

expx:R—G 6yleki dexpy (k %] =AX dir.
t—expx(t) seklinde olan G’nin 1- parametreli tek alt grubunun tanjant uzayr 0 noktasinda
X(e)’ yi verir. Ustel fonksiyon ;

exp: g —G seklinde ifade edilir ve

exp(X)=expx(1) (1.31)
dir.

2.5.2 Teorem

X, G Lie grubunun g Lie cebrine ait olsun. Buradan,

1) exp(tX)=exp«(t), teR

2) exp(titt)X= (exp(t1X)) (exp(t2X)), V ti,t2

2) exp(-tX)= (exp(tX))™ oldugu gosterilebilir.
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Ispat:

1) o ve y, R’den G’ye , y(t) = expsx(t) ve @(t) = expx(st) seklinde tanimlayalim. Burada
seR dir. sX’in tek integral egrisi v dir ve ki y(0) = e dir.

d d
do| — | de —
(P[dIU XPX(Sdr st

dir.

J = lem,(st) (1.32)

Boylece ¢ , sX’in integral egrisidir ve @(0) = e dir. Integral egrileri tek oldugundan ¢ = vy dir.
Boylece expsx(t) = expx(st) , (s,teR;Xeg) olur.

Yukardaki esitlikte t=1 alalim ve s ile t nin yerini degistirelim.

expsx(1) = expx(s) (1.33)
elde ederiz

2) Burada expx, R’den G’ye homomorfizmadir.

exp(t;+)X= expx(ti+t2)= expxt). expxtr= exp(tiX) exp(t2X) (1.34)

seklinde kolayca gosterilebilir.

3) exp(-tX)= expx(-t)= (expx(t))'= exp(tX)" (1.35)

Ornek 1:

A, nxn boyutlu bir matris olsun. ¢:R - GL(n,R) tasviri
242 3IA3 w 4D AN

(p(t)=I+tA+tA LA +---=Z:tA = exp(tx) (1.36)
2 3! “~ n!

seklinde tanimlanir.

Burada, exp(tx) = expx(t)’dir. expx , R’nin bir homomorfizmasidir. d(p(0)= A’dir. o,

GL(n,R)’nin 1-parametreli alt grubudur. Boyle bir matris grubu i¢in iistel fonksiyon tasviri
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2 3 w AN
exp(A)=I+A+A—+é_+...= A
2 3 i o\

bulunur. Biitiin matrislerin vektor uzaylarinin alt uzaylan Lie cebiridir.

Ornek 2:
G, 3 boyutlu Heisenberg grubu olsun ve g onun Lie cebiri olsun.
exp:g > G

X=

© o o
o o =
o © o
m
oal

X2 = 0 olmak iizere ;

L4 tan
exp(X) = ).

n=0

o

0t O 1
=0=>exp(tX)=1+{0 0 0(=|0
0 00 0

(tX)* =| 0

o

(o T e )
(= I = N
O e+
- O O

Buradan ;

110
expX=|0
0 01

=
o

bulunur.
Ornek 3:
h,n boyutlu antisimetrik reel matrislerin vektor uzay: olsun.

E=feM,®)|A+A =0]

(1.37)

(1.38)

(1.39)

(1.40)

(1.41)

(1.42)
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Eger; A,Be h ise

[A,B]+ [A,B]‘ =0 (1.43)
oldugu kolayca goriiliir.

[A,B]ehveh(M,(R),],]) nin Lie cebiridir.

exp: M, (R) - GL, (R) iistel fonksiyonuna uygundur:

Her Ach i¢in expA, O, (R) ortogonal matrislerin Lie grubu da kapsanur.

0,(R)= P € GL, (R)PP' =14} (1.44)
dir.

Gergekten, buradan AA' = A'A yazabiliriz.

d= e =er(e* ) (1.45)
elde edilir.

Ozellikle, eger O,(R) deki birim eleman baglantili parcasmu SO, (R) ile gdsterirsek

T,SO,(R)=h (1.46)
elde ederiz. Buradan,

SO, (R)={A €O, (R)detA =1} (1.47)
yazilir.

0O, (R) Lie grubuve SO, (R) , aymﬁ Lie cebirine sahiptir.
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2.6 Adjoint Gosterilim

M diferansiyellenebilen bir manifold ve G bir Lie grubu olmak iizere G’nin M iizerinde
soldan etkisi gseklinde meydana gelen diferansiyellenebilen tasvir p : G x M— M seklindedir.
Oyleki bu tasvir 6,t € G ve m € M igin p(ot, m)= p(o,u(t, m)); p(e,m)=m’dir.
Eger pu : G x M— M tasviri G’nin M iizerinde soldan bir etkisi ise o taktirde sabit bir c € G
i¢in tasvir m—p(o,t) bir diffeomorfizmadir. Benzer sekilde, G’nin M iizerinde sagdan etkisi
ile meydana gelen p : M x G— M tasviri de V 5,7 € G ve m € M i¢in p(m,01)= p(u(m,s),1);
p(m,e)=m seklindedir.

2.6.1 Tamm

Bir G Lie grubunun kendi iizerinde soldan etkisi ile olusan i¢ otomorfizmasi1 : GxG—G olmak
iizere I(0,1) = oto'=l4(1) seklinde tammlidir. Birim bu etkinin sabit bir noktasidir. Yani
Voe G igin I5(e) = e dir. —>dis | T.G= g tasviri G’nin Aut (g ) igine bir gosterimidir. Bu

adjoint goésterilim olarak adlandinilir ve p :G— Aut (g ) seklinde gosterilir.

Aut (g) ={y | y g — g otomorfizm}seklindedir. Bununla ilgili olarak asagidaki degismeli

diyagramlar vardir.
d
§ 35 End(s) AU
exp! { exp ve exp¥ L exp (1.48)
G P Aut(g) G Is G
- -
exptp(c)(X) = ofexptX)o™ (1.49)

expop, =1, oexp (1.50)
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2.7  Lie Tiirevi
2.7.1 Tamm

Her bir teR igin Xi(m) = Yn(t) segilerek D;= {meM l te(a(m),b(m))} tanmim kiimesi ise bir X
d6niisiimii tanimlayalim.

Ym:( a(m),b(m))->M ; 0 ( a(m),b(m)) ve Ym(0)=m olacak sekilde X’ in bir integral
egrisidir.

Eger Vtigin D=M ise M iizerinde diferansiyellenebilir vektdr alan1 tamdur. (Syle ki her bir
meM igin Y 'nin tamm kiimesi (—oo,+c0 ) dur.) Bu durumda X; transformasyonu X’in 1-
parametreli grubu olarak isimlendirilen reel sayilar vasitasiyla parametrelenen M’nin
transformasyonunun bir grubu halini alr. Efer X tam vektdr alam degil ise X,
transformasyonu bir grup halini almaz. Buradan X; transformasyonlannmn tanim kiimeleri
t’ye baghdir. Bu durumda X’in yerel 1- parametreli grubu olarak X; transformasyonlarinin
birlesimini alabiliriz.

M manifoldu iizerinde diferansiyellenebilen X vektdr alam alalm. X; , X ile birlegmis
transformasyonlarin yerel 1- parametreli grubu olarak gosterilsin. Y de M iizerinde diger bir
diferansiyellenebilen bir vektor alam olsun. meM noktasinda Y’nin tiirevlerini X’e gore
tammlayabiliriz. Ilk olarak X.in integral egrisi iizerinde m’den, X(m) noktasina hareket
edebilen ve orada Y’ nin degerini verelim. X; difeomorfizmasimn dX, diferansiyeli yoluyla

Yx,(,,)’ TwM ile geri transfer edelim. TyM de,t deBerli diferansiyellenebilen dX. (Yy (m),)

fonksiyon degerini digiinelim ve t=0 da kendi tiirevini alalim. Sonu¢ olarak, T,M, m
noktasmda X’e gore Y’nin Lie tiirevi olarak adlandirilan bir vektor alam elde edilir ve (LxY)m

ile gosterilir.
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Buna gore
. dX—t(Yle)—Ym d
LX), =lig——ter = 5 x (¥, ) (151
dir.
Ornek :
3 boyutlu Heisenberg grubu ve onun Lie cebrini alalim.
1:GxG—>G
i(o,1) =016 =i (1) (1.52)
1 a ¢ 1 x z
c=(0 1 bjeGolsunvetr=|0 1 y|eG (1.53)
0 01 0 01
olmak iizere;
1 a c)1l x 1 a o)
i(r)={0 1 bj0 1 0 1 (1.54)
0 0 1A0 0 1 01
1 a c)1 x 1 —a —c+ab)"
=(0 bjo 1 0 1 -b (1.55)
0 0 10 O 1AO0 O 1
1 x z+ay-bx
=0 1 y (1.56)
00 1
1 a ¢
=p|0 1 b|=di, 1.57)
0 01

i, :(x,y,z)-—) (x,y,z+ay—-by) (1.58)
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-b
1 0 0Y)x X
di,:(x,y,z)=| 0 1 0O]yl= y
-b a 1)z ~-bx+ay+z

(X)) = <.coplep XXY)

p(t,0,0) € Aut(g) eldeedilir.

(1.59)

(1.60)

(1.61)

(1.62)
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3 GENEL KONTROL SiSTEMLERI

3.1 Giris

M bir diferansiyellenebilen manifold olsun ve x(M) de, M nin agik alt kiimeleri iizerinde
tanimli tiim diferansiyellenebilen vektor alanlarmin ailesini glstersin.
X:peUcM—>X, X, seklindeki tiim teget vektorlerin kiimesi olsun. Piiriizsiiz kavramini
¢” veya analitik olarak digiinecegiz. Her bir Xe x(M), M iizerinde tamimhi yerel
difeomorfizmalarin bir parametreli grubunu tamimlar. Yani X i¢in olanakli her te R igin
manifoldlar iizerinde vektdr alanlanmin vasitastyla iiretilmis adi diferansiyel denklemlerin
varlik ve teklik teoreminden dolayr X, :dom(Xt)c M —>M yerel diffeomorfizma elde
edilir. Eger y* (-, x),xnoktasmdaki vektor alammnin integral egrisiyse o takdirde
X, (x)=7*(t,x) ile tanimlidir. Kuskusuz, X_, : X, (dom(X,))= M = dom(X,)= M, X, nin

tersidir. Ayrica tanimlandiginda,

)X, o X, =Xy
i) (X, )" =X_,
i) X, =Id dir

3.1.1 Ik Tanim

Bir ¥ kontrol sistemi, £ = ( M,D ) seklinde bir ikili olarak tamimlanir. Burada M

diferansiyellenebilen bir manifold ve D, x(M) nin bir alt ailesidir.
3.1.2 Uyarnlar

i) M ye X nin durum uzay: denir.
if) D nin elemanlan sistemin stratejileri ve £ min kontroleridir.
iii) X bir

Gy ={! 0X2 0.0 X! | X} eD,t, eR,r e N} @.1)

“sozde (pseudo) grubu” tanimlar ¥ tarafindan M de x in yOriingesi, x de G; nmn etkisi
(action) ile verilir:

G;(x)=ox)peG, } 2.2)
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3.1.3 Tamm

Eger Gz(x) =M olacak gekilde x € M varsa, X sistemine gegislidir, denir.

X~y @yer(x) 2.3)
ile G, ile M iizerinde “~” bagmtisii tammlayalim. Elbette, “~” bir denklik bagintisidir.
Ozellikle, eger T gecisli ise o takdirde

G.(x)=M, VxeM (2.4)
dir, ayrica X ile birlesmis,

Sz={Xi. eX2 o--oX!|X/ €D, t; 20, reN} (2.5)

“sozde-yar1 (pseudo-semi) grubu” elde edilir ve x den Z nin “ulagilabilirlik(accesibility)
kiimesi” denilen X ile M deki x in pozitif yoriingesi

8:(x)={olx)] o s, } 2.6)
dir.

3.1.4 Uyanlar

i) Kuskusuz, S;(x)c G;(x), VxeM dir.

if) S, tarafindan tamimlanan M iizerindeki “~” bagintis1 simetrik bir bagint1 degildir.
Gergektende t>0 ise , o takdirde X nin S, ya ait olmas: gerekmez. Diger bir deyisle,
XeD#A-XeD 2.7)
dir. Kontrol Teorideki temel problemlerden biri S; (x) = M olacak sekilde bir D, dinamigi
xeM altindaki kogullann bulmaktir. x baglangic noktasi ile baglanirsa ¥ nin D dimamigi ile

verilen negatif olmayan stratejilerle M nin her noktasina ulagmaktir.

S;(x)c G, (x)c M (2.8)
oldugunu biliyoruz. Dolayisiyla, ¥ nmn gecisliligi bu problemi ¢ézmek icin gerekli bir
kosuldur, ancak yeterli degildir. Omegin, eger

-ui2)

alinirsa, o0 zaman,
$;(0)=[0,0)cG;(0)=R (2.10)

olur (Ayala, 1995).
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3.2 Kontrol Edilebilirlik
3.2.1 Tanmm

% = (M, D) bir kontrol sistemi ve x € M olsun. X ya :
i) eger S;(x)=M ise, x de kontrol edilebilirdir,

ii) eger ¥, M nin her eleman {izerinde kontrol edilebilir ise, kontrol edilebilirdir denir.

Burada genel kontrol sistemleri i¢in teorik agidan ¢ok Onemli bir sonucu verecegiz. Bu
sonuca, sistemin dinamigi hakkindaki tiim bilgileri koruyan M deki herhangi bir baslangig
kosulu i¢in durum (state) uzaymmn yoériingesine indirgenmesine olanak veren yoriinge (orbit)

teoremi adi verilir.
3.2.2 Teorem (Yoriinge Teoremi)

Eger X=(M,D) bir kontrol sistemi ve xeM ise, o takdirde G;(x) yoriingesi bir

diferansiyellenebilen manifold yapisina sahiptir (Sussmann,1973).
3.3  Gozlenebilirlik
3.3.1 Ikinci Tamm

Gozlemeli bir X kontrol sistemi

> =(M,D,h,N) (2.11)
ile belirlidir. Burada, M diferansiyellenebilen. manifold ve D dinamik, N diferasiyellenebilen
manifold ve h:M — Nbir diferansiyellenebilen fonksiyondur. N ye gozleme (observation)

uzay: ve h ye Z nin ¢ikig(output) tasviri denir.
3.3.2 Tanm

2 bir kontrol sistemi olsun. x,y € M noktalarina, eger
hog(x)=hoo(y) Voes, (2.12)

ise, X i¢in ayird edilemez denir.
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3.3.3 Uyan

X~y <> x ve y ayird edilemez, bagintis1 genel olarak bir denklik bagintis1 degildir. Bu durum,
D’ye baghdir.

Eger D sadece analitik vektor alanlarini kapsiyorsa ya da D ileri tam ise, yani her bir X e D
i¢in, X; her bir t 20 igin iyi taniml ise, o takdirde “~” bir denklik bagntisidir. Sonugta bu
ozelligi kabul edecegiz ve x in denklik sinifim X ile gdsterecegiz.

334 Tanim

% bir kontrol sistemi ve x € M olsun. X ya :
i) Eger XNnU= {x}(‘v’x € M) olacak sekilde x in bir U komgulugu varsa, xe M de (M
tizerinde) yerel gozlenebilir dir.

ii) Eger XNnU = {x}(Vx € M)ise, x € M de (M iizerinde) gozlenebilir dir, denir.

Diger bir deyisle, eger uygulamalarin hoS; ailesi x i (M iizerindeki noktalar1), M nin
herhangi bir noktasindan ayirtyorsa, X, x € M de (M iizerinde) gozlenebilir dir.

3.3.5 Ornekler

1) R" iizerindeki diferansiyel denklemlerin

D= f=Ax+BuueR* | (2.13)
ailesini g6z Oniine alalim. Burada Ae M (R), BeM,, (R) dir.

G;(0)=S;(0)=Im(B) yi iceren R® ‘nin A-invariant alt uzay oldugunu ispatlamak
olanaklidir. Buradan ==(R" , D) kontrol sisteminin kontrol edilebilirligi i¢in Kalman rank
kosulu ¢ikar. Yani

%, R” de kontrol edilebilirdir <> rank(BABA?B---A"'B)=n (2.14)
(Kalman, Ho ve Narendra, 1962).
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2 ) Bu 6mekte kontrol edilebilirligi karar vermek igin rank kosulunu kullamyoruz.
p={*=[* T )+  huer 2.15)

= = uu e .

y 0 -1)y 0

ile Z=(R* D) kontrol edilemezdir.
A 1 1 B 1 (2.16)

o -1 "o :

Iyr 1Y1

ank{BAB) = rank =1 2.
i), )

rank(BAB) =2 olmadigindan £=(R? D) kontrol edilemezdir.

o= ) e

ile ==(R?,D) kontrol edilebilirdir.

o ) () an
(s 212

oldugundan kontrol edilebilirdir.

4)M=R?ve

o (1 O
{2l )

g0z Oniine alalim.

O taktirde £=(M,D) ‘nin yoriingeleri
) b0, Gy(a,b)={x,y)y>0}

ii) b=0, G(a,b) = {x,y)y =0}
iii) b<0, G, (a,b) = {x,y)ly <0}

2’nin pozitif yoriingeleri

i) b0, sz(a,b)={(x,y)lﬂ5y5b, x?.a}
X
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i) b <0, Sz(a,b)={(x,y) bSysf-b-, xZa} dur.
X

5) G=SL,(R)={A eM,(R)| detA =1}
grubunu ve

L(G)=sL,(R)={A e M,(R)| trA = 0}
Lie Cebirini goz oniine alalim.

(o o) - {1 o)

olmak iizere

D= {X+quu € R}c s1,(R)

dinamigini g6z Oniine alalim.

X,=(1 tj , Ys=(1 ?Jest(R)

01 s
dir.
> =(R,D) igin
G;(a,b)=R?/{(0,0)}, ve
eger 2> +b” #0 ise, G;(0,0)={(0,0)}
elde edilir. Oysa X kontrol edilemezdir. Ornegin a>0,b>0 ise
S,(8.6)= {x.y)|x 2}
dir.

G;(a,b)b>0

G;(2,b)b=0

G,(a,b)b<0

(2.22)

(2.23)

(2.24)

(2.25)

(2.26)

2.27)
(2.28)

(2.29)
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6 ) G, 3 boyutlu Heisenberg grubu yani

1 x z
G=4/0 1 y|xy,zeR
0 0 1
olsun.
@G iizerinde
010 0 00
X=/0 0 O ve Y=(0 0 1
0 0O 0 00

invariant vekt6r alanlarini yani G’nin

0 a ¢
L(G)=</0 0 bl abceR
000

Lie Cebirindeki elemanlarin1 gz 6niine alalim.

D= {X + quu € R}

yi tammlayalim.

2=(G,D) sistemi gecislidir.

Ale) = geren{X, Y,[X, Y]} = L(G)

dir.

Ozellikle G’nin etkisiz elemamn yériingesi G ile gakisir. X kontrol edilemez. Yani
S;(e)= G, S;(e)=G

dir (Ayala, 1995).

7 ) R" iizerinde gozlemeli bir lineer kontrol sistemini géz dniine alalim.
Xx=Ax+Bu

ve

y(x)=C-xeR®, CeM_,(R)

olsun.

(2.30)

(2.31)

(2.32)

(2.33)

(2.34)

(2.35)

(2.36)

2.37)
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~ n_l .
2, C+A,CA+A,CA? +---+X,CA™ =0, 0= \Ker(C-A')

i=0
oldugu biliniyor. Buradan,
= =(R",D,h,R*)
lineer kontrol sisteminin gézlenebilirligi i¢in rank kosulu ¢ikar.
¥ gozlenebilirdir < X yerel gozlenebilirdir <
[ C

CA
rank| CA? |=n

(CA™)
(isodori, 1989).

8)I= (R2 , D,h,R) sistemini goz oniine alahm.
X 0 1Y)x 0

D= = + u|u eR
y 0 O\y 1

Asagidaki iki durumu inceleyelim.

I) h(x,y) = x olsun.

Sl

bu durumda X gbzlenebilirdir.

2

II) h(x,y) = y olsun. Bu durumda

o sy
dir.

2 gozlenemezdir.

(2.38)

(2.39)

(2.40)

(2.41)

(2.42)

(2.43)
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9) ==(R?,D,h,R) | (2.44)

sistemi

-5 ba DG} o5

seklinde tanimli olsun. X gegcisli degildir. Gergekten,
) b>0,G;(ab)={xy) y>0}

ii) b=0,G;(a,b)={a0)}

iii) b<0,G;(a,b)={xy) [y <0} dr.

Bundan bagka a>0, b>0 ise,
S;(a.b)={x.y) ly>0,x2a} (2.46)
dir.

% kendi yoriingesi iizerinde kontrol edilemezdir. Etkisiz noktanin denklik smmfi h’nin
cekirdegi ile cakigir. Boylece sistem gézlenemezdir.
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4 LIE GRUPLARI UZERINDE LINEER KONTROL SiSTEMLERININ

GOZLENEBILIRLIiGI
4.1 Giris

Bu bélimde, bir G Lie grubu lizerindeki ¥ lineer kontrol sistemi igin go6zlenebilirlik
problemini ve £ nin yerel ve global olarak gozlenebilirligini karakterize eden cebirsel
kosullan1 inceliyoruz. G, L(G) Lie cebirli baglantili bir Lie grubu olsun. Bu kisimda, G
iizerinde bir X lineer kontrol sistemi asagidaki tarzda belirlenmistir:

> =(G,D,h,V) (3.1)
Burada, D

5(0)=X(e(0)+ v, (007 (alt) 62)
y=h(g)eV, ueU (3.3)

diferansiyel denklemlerin ailesi ile iiretilen vekt6r alanlarinin bir kiimesidir. X vektor alam G
nin sonsuz kiiciik(infinitesimal) bir otomorfizmidir. Y',...,Y™ e L(G) leri sag-invariant
vektor alanlan olarak g6z Oniine aliyoruz ve u kisitlanmayan pargali sabit kontrollerin sinifi
olan U nun bir elemani, yani u € U dur. V ¢ikis uzayi bir Lie grubudur ve ¢ikis tasviri
h:G->V (34

Lie gruplarinin bir homomorfizmidir. Bu ¢alismada,
D={X+Zquj|ueR“‘} (3:5)
i

ile verilen £ nin dinamigi G iizerinde tiim analitik vekt6r alanlarinin Lie cebiri olan X(G) nin
bir altkiimesidir. Kontrol sistemlerinin bu tiirii, R" iizerindeki gézlemeli lineer hali kapsar. R"
iizerindeki lineer halde oldugu gibi bu 6zelliklerin Y',..., Y™ kontrol vektorlerinden bagimsiz
oldugunu gosterecegiz. Dolayisiyla,

2 =(G,X,h,V) (3.6)
lineer kontrol sistemlerinde yani u = 0 ile incelemeye galisacagiz. G nin e etkisiz elemaninin
“ayird edilemeyen” I denklik simfinin kapali Lie altgrup yapisi kullanilmaktadir.
A:geG——)A(g)=(Rg)*] 3.7
seklinde G iizerinde bir sag-invariant dagilim tanimlayalim. Burada 7, I nin Lie cebiri ve R, ,

G iizerindeki g ile sag 6teleme doniigiimiidiir.
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R" iizerindeki lineer halde, R" in I vektor altuzaymmn yerel ve global gozlenebilirligi
karakterize ettigi bilinmektedir. Yerel gozlenebilirligi incelemek i¢in Ay1 bilmenin yeterli
oldugunu gosterecegiz. Ancak, global gozlenebilirligi belirlemek i¢in X sapan (drift) vektor
alanlarinin 1-parametreli grubu tarafindan {iretilen etkiyle(action) sabit noktalarn kiimesini
analiz etmek gereklidir.

% =(G,D,h, V) bir lineer kontrol sistemi olsun. =,

Gy =L 0Z% o-0Zk |Z' €Dyt eR (3.8)
G iizerinde global difeomorfizmlerin

Gy = 022 00 ZE|Z' €Dt e R} (3.9)
grubunu ve

Sy ={ZL °Zs, °--'°Zi‘kIZi eD,t; 20} (3.10)

yari-grubunu iiretir.

Her bir geG i¢in Gz(g) yoriingesi diferansiyellenebilen manifold yapisina sahiptir.
Dolayisiyla £ y1 yoriingeler iizerinde kisitlamak miimkiindiir. Asagidaki &zellikleri
hatirlatalim:

i) g,,8, € G elemanlarn, eger

hog(g,)=hop(g,) Voes; (3.11)
ise, X vasitasiyla “ayird edilemez” dir,

i) Eger G nin “ayird edilemeyen” hig iki noktasi yoksa X ya gozlenebilirdir ve eger U daki
her bir eleman g den “ayird edilemeyen” olmayacak sekilde g nin bir U komsulugu varsa, =
ya g € G de yerel gozlenebilirdir, denir.

$=(G,D,57) (3.12)
ile tanimli ¥ igin bir ¥ minimal gerceklestirmesi (realization) gegisli ve gozlenebilir bir
sistemdir. Burada

n:G—>G (3.13)
her Ze D , = nin = tiirevi tarafindan izdiisiiriilebilir olacak sekilde bir piiriizsiiz (smooth),

tizerine altdaldirma (submersion) dir. Bundan bagka = *(D)=]3 ve h on=h dur.

Asagidaki kisimda, esas olarak yerel ve global gozlenebilirlik , i¢in gerek ve yeter kosullan

arayacagiz.
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4.2 Gizlenebilirlik

“~” ile “ayird edilemeyen” denklik bagintisim veg ile g € Gnin denklik smifin1 gosterelim.

Aynica, I =€ dir.

Q=2Z, oZ; o0 Z €G, (3.14)
olsun. her biri=1,2,...k i¢in ve her bir g € Gigin

z, (2)=X,(6:(t)-2) (3.15)
olacak sekilde diferansiyellenebilen bir

B;:R>G (3.16)
egrisi vardir. h bir homomorfizm oldugundan, basit bir hesaplama

g ~ 8 < h(X,(g,))=h(X,(g,)) vt=20 (3.17)
o X, (g g )eKer(h), Vt=0 (3.18)
oldugunu gosterir.

1={g e GX,(g) e Ker(n), vt >0} (3.19)

elde edilir. Bundan baska, her bir g € G i¢in g = Ig dir. Gergekten,

g, ~g,&8,elg (3.20)
dir. R" halinde oldugu gibi, yerel gbzlenebilirlik ve gézlenebilirlik dzellikleri igin genel lineer
kontrol sistemleri Y',Y?,...,Y™ kontrol vektérlerinden bagimsizdirlar. Bu da, X de inceleme
yapmamiza olanak saglar. Bundan sonra sistemi

¥ =(G,D,h,V) (3.21)
ile gosterecegiz ve aym zamanda X ya G iizerinde bir lineer kontrol sistemi diyecegiz. Eger G

baglantil1 ise, o takdirde G nin otomorfizm grubu olan Aut(G) nin bir Lie grubu yapisina
sahip oldugunu hatirlatalim

4.3 Teorem

% =(G,X,h, V) bir lineer kontrol sistemi olsun. O taktirde I =€
a ) I, Ker(h)’nin normal, kapal bir lie alt grubudur.
b) L, G; —invariant dir (Ayala ve Kara, 1997).
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Ispat:

a) 1= { e GIX,(g) e Ker(h), Vt= 0} (3.22)
ilk 6nce I’nin grup oldugunu gosterelim.

g,,8, €I=>g -g;' €l olmahdur.

X, (g, -g5')e Ker(n) (3.23)
oldugunu gostermeliyiz.

X,(g,)X,(g,)eKer(h)ve g, €G, G grup oldugundan g;' G dir. Xt(ggl)e Ker(h)
olacaktir.

Xt(gl)'Xt (g;1)= Xt(gl 'ggl ) (3.24)
X,homomorfizma oldugundan esitligin sol tarafi Ker(h)’mn elemamdir. Dolayisiyla sag

tarafta Ker(h) nin elemani olacaktir. Buradan g, - g;' €I olacaktir. I bir gruptur.
Bu grup yapisinin normal oldugunu gosterelim.

VgeG,Lel igin glg™ eI oldugunu gdstermeliyiz.

X,(g)- X, (0)- X, (g7)=X,(ete™) (3.25)
yukanidaki gibi esitligin sol tarafinin Ker(h)’nin elemam oldugu gosterilebilir. Dolayisiyla
X‘(gfg“l)e Ker(h) olacaktir. Buradan gfg™ el dir. Buradan I, G’nin normal bir alt
grubudur.

Simdi I’nin kapali oldugunu gosterelim
{gn}dizisi alindiginda her sabit t icin X, *nin siirekliliginden X, (g,) = X,(g) elde edilir.
Cekirdek kapali oldugundan X, (g) € Ker(h) dir. Dolayisiyla g € I dir.

b) g~e=>0(g)~e, VoeG; (3.26)
oldugunu ispatlamaliyiz. Tanimdan dolayz, I, S; —invarianttir ve I’'nin formundan dolayr
g~e=X,(g)eKer(h), VteR 3.27)

oldugunu gostermek yeterlidir. u =0 sabit kontrolii ile
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X, e Aut(l), vt=0 ' (3.28)
elde edilir. a(t)= X, ile tammh

a:R — Aut(G) (3.29)
analitik egrisi,

aR* ) Aut(1) (3.30)
yi saglar. R*,Rnin agik alt kiimesi oldugundan,

a(R) < Aut(I) (3.31)

elde edilir. Boylece, I, G —invarianttir.
44  Teorem

¥ =(G,X,h,V) bir lineer kontrol sistemi olsun. o taktirde I , L(G)’nin X-invariant alt
cebiridir. Yani

ad'(X)(T)c 7, Vi20 (3.32)
dir.

ispat:

Tanimdan dolay1 ad’(X), L(G) iizerinde 6zdeslik tasviridir.

ad’ (XXY) = [X, Y] (3.33)
dir ve i >1 i¢in

ad'(X)Y) = ad'(X)[X,Y]) (3.34)
dir. Tiimavarimdan dolayi, i=1 i¢in ispatlamak yeterlidir.

Y eL(G)=[X,Y]e L(G) (3.35)
oldugunu biliyoruz. Diger yandan,

X, :I>1 VteR (3.36)
dir.

Herbir Y e 7ve seR icin exp(sY)e I dir. Burada,
d
X oxpisy) = Et—lmoxt (exp(sY)) € R psry )« (1), VseR (3.37)

dir. Bir 6nceki formiilden ve parantez tanimindan

X, Yle)e7 (3.38)
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oldugu sonucu ¢ikar. Bu iglemin tekrar uygulanmasiyla .
ad'(X)Y)e 7 VieZ, i20 (3:39)

yazilmasina olanak verir ki bu da ispat: tamamlar.
45 Teorem

% =(G,X,h, V) bir lineer kontrol sistemi ve n, G’nin boyutu olsun. O taktirde

7= (ad" (X)(x) (3.40)

i=0

dir (Ayala ve Kara, 1997).
Ispat:

Eger h birebirse o takdirde I=Ker(h)’dir. Dolayisiyla x # 0 kabul edilebilir. Boylece,
iizerinde ad'(X)—etkisi ile iiretilen L(G) nin yeni elemanlarimin sadece i=(n-1)-inci adima

kadar olmast olanaklidir. 7 — ¥ oldugundan Onerme 3.4. den dolayn,

F=:ﬁlad-*' X)x)c T (3.41)

i=0

oldugunu ispatlamak yeterlidir.

adX)(T)c Icx (3.42)
ad(X) (1)< x i=1...(n-1) (3.43)
Tcad'X)( k) k Vi20 (3.44)
T cNadX)( x ) (3.45)
Yead'(X)( x )=adX)(Y) e x (3.46)

(Xt
LG) > L(G)

expl v exp (3.47)
G Xt G
_9
bu tablodan yararlanarak
X, (exp(sY) = exp(X,). (sY) (3.48)

standart Lie serisi agilimindan
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o 4k

(X,).6Y) =Z£k'—adi X)(sY) ' (3.49)
i=0 e

buradan

ad'X)(Y)ex  Vi20 (3.50)
o X, (€)= (X, (V) (3:51)
X, (exp(sY) € Ker(h) 3.52)
Ye I exp(sY) el (3.53)
bdylece ispat tamamlanir.

L(G)’nin her Aaltcebri, TG teget demeti iizerinde 4,(g) =(R,).(A4), ge Gile tammlanan

4, dagilimim iiretir. Bu dagilim diizenlidir. Yani bu dagilimimn boyutu ge G den bagimsizdir.
Bundan bagka A altcebir oldugundan

X,Yed,=[X,Y]ea, (3.54)
elde edilir. Bu dagilim involutive’dir. Frobenious teoremi bu dagilimin integrallenebilirligini
pekistirir. Bu durumda ge G noktasindan gegen 4, ‘nin In, (g) integral manifold

In, (g)=Ag (3.55)
ile verilir.

Burada A, A Lie cebirli G’nin baglantili Lie alt grubudur.

4.6 Teorem

Y= (G,X,h, V) bir lineer kontrol sistemi olsun. O takdirde,

2 yerel gozlenebilirdir & 1=0 (3.56)
dir (Ayala ve Kara, 1997).

Ispat:

Eger Asifir (null) olmayan bir dagilim ise, o takdirde etkisiz elemandan gegen integral
manifold I=¢, G nin apeik (trivial) bir altgrubu degildir. Bundan baska, her bir ge Gve g
nin her bir U komsulugu i¢in

ENU=IgnU (3.57)
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oldugundan I, g yi iceren G nin apagik (trivial) bir altmanifoldu degildir. £ nmin yerel
gozlenebilir olmadi1 sonucuna varihir. Geriye 7 = 0 1n gerekligini ispatlamak kaliyor. Eger
T = 0 ise, o takdirde I, G nin bir ayiktik (discrete) Lie altgrubudur. Sonug olarak, her bir
g € G igin,

g§nU={g} (3.58)
olacak sekilde g nin bir U komsulugu vardir ve bdylece X yerel gozlenebilirdir. Kuskusuz,
yerel gbzlenebilirlik i¢in gerekli bir koguldur. Ancak, R" haline aykiri, I = {0} kosulu I nin
apagik (trivial) altgrup olmasimi gerektirmez. Gergekten, R® in higbir ayirtik (discrete) reel
vektor altuzayr yoktur. Bundan bagka, keyfi Lie grubu ayirtik (discrete) altgrubu kapsayabilir.
Dolayisiyla, £ min gozlenebilirligine global bir sonug elde etmek ig¢in G nin 6zel bir altgrubu

olan G iizerinde T =(X,),; -etkisi (action) ile sabit noktalan incelemek gerekiyor. Daha

kesin olarak, iyi taniml bir

Vv:RxG—>G (3.59)
(t,2) > v(t,2) =X,(g) (3.60)
etkisi (action) vardur. I, T-invariant oldugundan

yRxDcl (3.61)
elde edilir. G iizerindeki T-etkisi (action) ile sabit noktalann kiimesini

Fix(T) = {gX,(e) =g, Vt<R] (3.62)

ile gosterelim. X, G nin bir sonsuz kiigiik(infinitesimal) otomorfizmi oldugundan, Fix(T) nin
G nin kapali bir Lie altgrubu oldugu sonucu ¢ikar.

4.7 Teorem

= (G,X, h, V) bir lineer kontrol sistemi olsun. o takdirde, ¥ gozlenebilirdir. <
a) 7=0,

b) Fix(T) nKer(h) = {e} dir

(Ayala ve Kara, 1997).

Ispat: (=)I= {e} oldugunu varsayalim. O zaman 7 sifir (null) olmahidir. Eger g € Ker(h) T-
etkisi (action) ile sabit nokta ise,

X,(g) eKer(h), VteR (3.63)

dir ve sonug olarak, g = e dir.
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(&) Karsit olarak, 7 = 0, 7 nin Ker(h) nin bir ayirtik (discrete) Lie altgrubu oldugunu

gosterir. Burada, gel alahm ve y nin R x{g} ye kisitlamgi olan iy, siirekli tasvirini

g6zoniine alalim. y|g,; nin tamm bdlgesi baglantili oldugundan,

Im(y,) = X, (@)t € R} (3.64)
de baglantihdir. Ancak, Xo , G nin dzdeslik tasviridir ve I, T-invarianttir. O zaman
gelm(y,)cl (3.65)
dir. I aynktir(discrete) oldugundan,

{g}=Tm(y,) (3.66)

elde edilir. Buradan, g e Fix(T) oldugu sonucu gikar. Ote yandan, I < Ker(h) olup, sonug
olarak g = e dir ve ¥ gozlenebilirdir.

4.8 Ornekler

G, 3-boyutlu Heisenberg grubu, yani

1 a ¢
G=4/0 1 b}l abceR (3.67)
0 01

olsun. G nin Lie cebiri

010 0 00
L(G)=geren, ,1Y,=|0 0 O], Y,=|0 0 1 (3.68)
0 00 0 0O
ile veriliyor. Bu durumda,
0 01
[Y,,Y,]=Y,={0 0 O (3.69)
0 00
dir.
1 a ¢
X|[0 1 b||=DbY, 3.70)
0 01

ile G {izerinde tanimli sonsuz kiigiik (infinitesimal) X otomorfizmini ve asagidaki lineer

kontrol sistemlerini gozoniine alalim:
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a) 2=(G,X,n,,R), burada

1 a ¢
w0 1 b(=b 3.71)
0 01
dir.
1 a ¢
Ker(h)={/0 1 b|| t,seR (3.72)
0 01
B={Y,Y2} - (B.73)
[ {a) =Y; } (3.74)
elde edilir. Basit bir hesaplama
[X,Y,]=0, [X,Y,]=Y,, [X,Y,]=0 (3.75)
oldugunu gosterir.
Ly (@)() =< &,[X,]> (3.76)
oldugundan
Ly(@)=0 (3.77)
sonucu ¢ikar, 0 zaman her i=0,1,.... i¢in
ad' (X)(BH) c x* (3.78)
dir. Sonug olarak,
I=x
dir. Béylece, X yerel gbzlenemezdir.
b) 2 =(G,X,%,G/exp(RY,)),burada
n:G — G/exp(RY,) (3.79)
kanonik izdiigliimdiir.
010
X=|0 0 0 (3.80)
0 00
X=bZ (3.81)
1 00
Kern=<{0 1 t|teR (3.82)
0 01
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seklindedir.
0 00
k=<0 0 1|=Y (3.83)
0 00O
dir.
1 t s
FixT=4/0 1 Ojit,seR (3.84)
0 01
Goriildiigii iizere,
Kerm NFixT={e} (3.85)
olur.
1 = 0 oldugunu goéstermeliyiz.
ad(X) 7< Tc x oldugundan 7 x dir.
010 0 0O
0 0 0,/|c|O0 O 1(|=Y (3.86)
0 00 0 00O
dir.
[XY]=Z [XX]=0 [X,Z]=0 (3.87)
oldugundan
0 00
=10 0 O (3.88)
0 00
dur.

7 = 0 oldugundan X lokal gbzlenebilirdir. Dolayisiyla Teorem 3.7. ye goére global
gbzlenebilirdir (Ayala ve Kara, 1997).
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5  SONUCLAR

Lie gruplan iizerindeki lineer kontrol sistemlerinin Lie gruplan {izerinde gdzlenebilirligi
konusu incelenmistir. Bunun i¢in 6n bilgiler olarak diferansiyellenebilen manifold, Lie
gruplan ve Lie cebirleri gibi temel kavramlar verildikten sonra genel kontrol sistemleri
hakkinda genel bilgiler verilmigtir. Baglantili Lie gruplan igin lineer kontrol sistemlerinin
gozlenebilirligini karakterize eden “Observable Lineer Pairs” adl ikinci referans makalesinin
incelenmesini isleyen bu galismanin ilerisinde farkli ¢ikis fonksiyonlan igin de bu problem

global olarak incelenebilir.
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