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OZET

Bu tezde, L-zayif ve M-zayif kompakt operatdrler ve bu tiir operatorlerin simflarinin
baz1 dzellikleriyle ilgilenilmistir. Kompakt, zayif kompakt, L-zayif kompakt ve M-zayif
kompakt operatorler arasindaki baz iliskiler verilmistir. Aynca, E’den F’ye her diizenli
M-zayif kompakt operatoriin L-zayif kompakt ve tersi de dogru olan E ve F Banach

latislerinin cifti karakterize edilmistir.
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ABSTRACT

In this thesis, we deal with the L-weakly and M-weakly compact operators and some
properties of these classes of operators. We give some relations among L-weakly
compact, M-weakly compact, weakly compact and compact operators. Also, we
characterise the pairs of Banach lattices E and F such- that every regular M-weakly

compact operator from E into F is L-weakly compact and vice-versa.
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1.GIRIS

Genel bir Banach latisi yerlesimindeki zayif kompakt operatérlerin ¢aligilmasindaki
giicliiklerinden dolay: ilgili durumlarin birgogu matematik caligmalarinda incelenmistir.
Bunlann ikisi, L-zayif ve M-zayif kompaktligin dual durumlandir. Bu tezde bu tip

operatorlerin bazi 6zelliklerini verecegiz.

Ilk 6nce bilinen su tammlan hatirlayalim. Bir E Banach latisinin bosg olmayan sinirlt bir alt
|Ixa 11— 0 ise, A’ ya L-zayif kompaktir denir. X bir Banach uzay: olmak iizere T: X — E bir
operatdr olsun. Bu durumda U(X) (ball(X)), X’ in kapal1 birim yuvarim temsil etmek iizere
T(U(X)), E iginde L- zayif kompakt bir kiime ise T’ye L-zayif kompakt operatdr denir.
T: E — X operatorii eger U(E) deki her ayrik ( x,) dizisi igin || T x, || 0 ise T’ ye M-zayif

kompakt operator denir.

Ilk 6nce boyle operatérlerin modiiluslarinin meveut olmadigini gosterecegiz. Mevcut olsalar
bile aynt ozelligi tagimadiklarina deginecegiz. Bununla beraber baslangic operatoriin
ozelligini paylasan operatoriin modiilusu(bazi durumlarda denk 6zellige sahip) igin gdriinti

veya tamum uzaylarindaki kosullar: elde edecegiz.

L-zayif ve M-zayif kompakt operatorlerin herikiside zayif kompaktir. Bolim 4 de ters
neticeleri inceleyecegiz. Neticelerin biiyiik bir kismu pozitif Schure o6zelligi diye bilinen

ozelliklerden elde edilir.

Son bolimde E ve F Banach latis ¢ifti i¢in E’ den F’ ye her dizgin M-zayif kompakt
operatore L-zayif kompakt oldugunu (tersinede dogru) karakterize edecegiz. Bunun igin E ve
F ¢iftleri tizerinde Dodds ve Fremlin ile verilen bir sart , dizgiin L-zayif ve M-zayif kompakt
operatorler igin hemen hemen en iyi neticedir. Banach latis teorisi igin Meyer’ in Banach

Latis kitabi referans olarak verilebilir.



2. TANIMLAR
Bu bolimde galigmada gegen terimler ve teoremler verilmisgtir.

Tanim2.1.< bagintis1 ile bos olmayan bir M kiimesi sirali kiime olmas:t i¢in agagidaki

kosullar1 saglamalidir.
1) her xeM igin x<x;
i) X, yEM igin x<y ve y<x ise x=y,
i1) X,y,2z€M i¢in x<y ve y<z ise x<z dir.

Eger bu kosullar iginde herhangi x,yeM iki eleman: igin ya x<y ya da y<x oluyorsa M’ye
toplamsal sirali kiime denir. A, M sirali kiimesinin bir altkiimesi olsun. Her yeA igin eger
y<x ise xeM’ye A’nin Ust sinir1 denir. Tim yeA igin eger y>z ise zeM’ye A’min alt sinin
denir. Dahasi eger A’nin bir Ust sinuri varsa A’ya Ustten simirlidir denir. Eger A’nin bir alt
sinir1 varsa A’ya alttan strldir denir. Eger A hem ustten hem de alttan sinirli ise A’ya sirali

sinirli denir,

Eger herhangi x,yeM igin xVy=Sup(x,y) ile gosterilen en kugik Ust siurt var ve
xAy=Inf(x,y)ile gésterilen bir en biiyiik alt sinirt varsa bir sirali kiime olan (M, <)’ye bir

latistir denir.

Benzer sekilde keyfi alt kiimeler iginde supremum(ekiis) ve infimum(ebas) tanimlayabiliriz.

Eger v, bir ACM altkiimesinin en kiigiik Gst sinuri ise,

v=Sup(A)= V:\X = sup{x X € A}
yazabiliriz. Eger u, A’nin en biyiik alt sinir ise,

u=1nf{A)=Ay eax=inf{x: xe A}
seklinde yazabiliriz. Agiktir ki eger sup(A)varsa A lstten simirhidir. Bunun tersinin de dogru
olmas: gerekmedigini agagidaki 6rekle gosterebiliriz.

Ornek. Sirali X’in tiim alt kiimelerinin kiimesi M ise M’ye en biiyiik X elemanina sahip bir

latis denir.

M bir sirali kiime ve x,yeM oyle ki x<y olsun. x ve y arasinda ki siral1 arali§



[xy}={zeM: x<z<y}
ile gosteriyoruz.

Bir sirali M kiimesinin bir D altkiimesine eger herhangi iki x,y€D igin z>x,y iken zeD varsa

yukar1 yonli ad1 verilir.

E gergel bir vektor uzay: ve sirali kiime olsun. Eger asagidaki vektor uzay yapisini sagliyorsa

E’ye siral1 vektor uzay denir.

Eger x,y€E igin x<y ve her z€E i¢in x+z<y+z ve tim gergel a>0, a i¢in ax<ay’dir.

'<
Eger bu baglamda (E, <) bir latisse E’ye Riesz uzay: ya da vektor latisi denir.
Tammm 2.2. )Eger her x,yeU i¢in xVyeU ve xAyeU ise E’nin bir alt uzay: olan U’ya E’nin

alt latsidir denir.

ii)Eger bir yeA igin |x|< |y| iken x€ A oluyorsa A’ya E’nin bir solid(kat1) altkiimesi

denir.

—

ii))E’nin her solid alt uzéxyl I, E i¢inde de bir ideal(bir sirali ideal) olarak isimlendirilir.

iv)E’nin bir ideali olan B eger, E iginde bir supremuma sahip her AcB altkiimeleri

i¢in sup(A)eB ise B’ye band denir.

v)E’nin bir B band1 eger her xeE. igin 0<Px<x olacak sekilde bir P.E—B lineer
projeksiyonu var ise B’ye projeksiyon(izdiigim) bandi denir. Boyle bir izdusim band

projeksiyon olarak isimlendirilir.

Her band bir projeksiyon band ise o zaman Riesz uzayinin projeksiyon ozelligi vardir

denir.

Ornek. Tim yakinsak reel dizilerin uzayim c ile ifade edersek buradan c, £*un altlatisidir .

fakat ideal olmasi miimkiin degildir.
Tamm 2.3. Farz edelim ki T: E—F bir lineer operator olsun.

i)Eger T, E.cF. ise T’ye pozitif denir. Bunu T>0 ile gosterecegiz. L(E,F). ile E’den

F’ye tiim pozitif lineer operatdrlerin kolleksiyonunu gsterecegiz.



1)Eger T iki pozitif lineer operatoriin farki ise T’ye reguler(diizgiin) denir. Bunu
L'(E;F) ile gosteririz. Tiim regiiler operatérlerin kolleksiyonun T=S sirali olmas igin gerek ve

yeter kosul T-S>0 olmasidir.

iii)T’ye eger E’nin her sirali sinirlt alt kiimesinin F iginde sirali sinirlt ise T ye sirali

sinirl denir.

iv)E’nin sirali dualni L™=L(E,IR) ile gosteririz ve E, =L'(E,IR) ile gosteririz ve
E, "=L(E,IR). ile E iizerinde pozitif lineer fonksiyonlarin konisidir.
Agiktir ki her pozitif operator ve her diizenli operatdr de sirah sinirhidir, Ilave olarak

L'(E,F)= L(E,F): - L(E,F), dur.

Bununla birlikte sirali siurht bir lineer operatér olan T:C(0, 1)-—>C(0, 1) gibi bir érnek vardir
ki dizenli degildir.(Aliprantis ve Burkinshaw, 1985)

Tanmm 2.4. Latis islemlerini koruyan bir TeL(E,F) operatériine bir latis homomorfizmast

-

denir. Yani her x,yeE igin

T(xVy)=Tx V Ty ve T(xAy)=Tx A Ty’dir.
Bu tamim gosteriyor ki her latis homomorfizmasi pozitiftir fakat tersi dogru degildir.
1-1, orten ve latis homomorfizmast ise bu latise latis izomorfik denir.

Tanum 2.5. Pozitif koni tizerinde toplam Riesz uzayindaki latis normuna L-norm denir. Eger

E’nin normu L-norm ise de Banach Latis E’ye L-uzay: denir.
Tanimm 2.6. E tizerindeki || . || latis normu M-norm olarak isimlendirilir. Eger,

[xVyll=max{||x|,llyll}, tim x,yeE. i¢in bir M-norm Banach latis olan E, M-uzay1

olarak isimlendirilir. Ornegin £..

Tamm 2.7, I)Bir pozitif lineer operatér T:E—F, her xeE. igin eger [0, Tx}=T[0,x] ise T’ye

arahik koruyan denir.

ii) E ve F’nin normlu Riesz uzay: oldugunu farz edelim. Bir pozitif lineer operator

T:E—F eger her xeE, igin T[0,x], [0,Tx] iginde yogun ise hemen hemen aralik koruyan denir.

Tamm 2.8, E Banach latisi Gzerindeki norma eger her AcE igin inf{A)=0 oldugunda

inf{||x[|:x e A}=0 ise stral1 siireklidir denir.



Tamm?2.9. E.: e ile tiretilen ideal olsun.
1) Eger E~E, ise ecE. siralt birimdir veya kuvvetli birimdir denir.
i) Eger B.=E ise e<E,bir zayif birimdir.(B,: e ile uretilen band)

1i1) E’nin bir normu Riesz uzay: oldugunu farzedelim. Eger E,, E iginde yogunsa

ecE., E:’nin yan i¢ noktasi denir.

iv)  E tizerindeki ||.|| latis normu eger her x,y€E, igin

lx+ylI=lixl + iyl
ise bu latis normuna AL-norm denir. Bir AL-normlu Banach latis E’ye bir AL-uzay:
denir. Ornegin, £;.
Tammm 2.10. Eger U(E) yuvar igindeki her monoton dizi yakinsak ise E’ye KB-uzay: denir.

Her KB-uzay: siral: siirekli norma sahiptir fakat tersi dogru degildir.

—

Tanmm 2.11. Bir T:E—X lineer operatorii eger her xeE, igin T[-x, x] goreceli kompaktsa
T'ye AM-kompakt denir. Her kompakt operator AM-kompaktir. Eger E bir gigli birime
sahipse bunun terside dogrudur. 1<p<co oldugunda eger E=C, veya E=¢" oluyorsa her siirekli
lineer operatér T:E—>X AM-kompaktir fakat kompakt olmas: gerekmez.

Tanum 2.12.n—>w iken x,—0 zayifsa her (x,); <X dizisi igin n—o iken ||Tx,|—0 oluyorsa

TeL(X,Y)’ye Dunford-Pettis operatorii denir.

i)Eger her Banach uzay1 Y i¢in her zayif kompakt Lineer operator T:X—Y Dunford-Pettis
operatorii ise X Dunford-Pettis 6zellifine sahiptir denir.

Tamim 2.13. E Banach latisi tizerinde norma eger her AcE igin inf{A)=0 oldugunda

inf{{|x||:xe A}=0 ise sirali siireklidir denir.
Tanm 2.14. (Q,Z,u) ve (,X,v) o-sonlu dlgiim uzay: olsun, Hatta,
Qo=0xQ;, To=ExE; Ve A=UXV

iiretilen 6lgim uzayr olsun. M(p), M(v), M(A) strastyla Q tizerinde tiim gergel degerli lgiim

fonksiyonunun Dedekind tam Riesz uzayint gostersin. Hemen hemen heryerde y’ye denk olan



fonksiyonlar belirlenecektir. Dahast LcM(i) ve McM(v) sirall yogun idealler olsun. Bu
mantikla supp(L)=Q ve supp(M)=2; dir.

L={geM(u): J.fgdu <o, tiim feL igin}
Kothe yardimer uzayimn kiimesidir.
Eger KeM(A) tim fel ve hemen her teQ; igin, Tf{t)= I K(s, t)£(s).du(s)
saglamyorsa bir T:L—M lineer operatoriine kernel(¢ekirdek) operatorii denir.
|T| operatori, L’den M’ye her te€2, igin

IT.£t)=[[K(s,t)

f(s)du(s)

seklinde tammlaniyorsa T ye diizenli kernel operatorii denir.

Tamm 2.15, Bir E Riesz uzayinin altkiimesinin katt kabugu,

—

Sol(A)={xeE :3 acA ki [x]|<|a|}
kimesidir.
Tamm 2.16. Eger E i¢inde her bog olmayan siralt sinirli kiime bir supremum ve infimuma

sahipse E’ye Dedekind uzay: denir.

Bir kiimenin elemanlar1 hem birbirine dik hem de uzunluklart 1 birim ise bu kiimeye

Ortonormal kiime denir,

Tamm 2.17. Rademacher fonksiyonu tiim teIR ve tim nelN igin

eger

1 2k <t <2k +t
h(t)= _
-1 2k+t<t<2k+2

} oldugunda ry(t)=h(2") ile tanimlanir.

Rademacher fonksiyonlarmin {rynelN,} formu L%©,1) iginde bir ortonormal sistem

oldugunu goérmek kolaydir.
Tychonoff Teoremi: Kompakt kiimelerin kartezyen ¢arpimida kompaktir.

Tanmm 2.18. E bir Banach latis olmak iizere eZer esas ideal E,, bir boyutludur ve zeE,
elemanina Riesz uzaymn bir atomudur denir. Eger E kendi atomlariyla iiretilen bir band ise

E’ye bir atomik Banach latis denir. Ornegin ¢o ve ¢ atomik Banach latisdir.



3- L-ZAYIF M-ZAYIF KOMPAKT OPERATORLERIN MODULUSU

Uzun zamandir kompakt ve zayif kompakt operatérlerin moduluslerinin olmadig biliniyordu.
Modiilusleri mevcut olsabile kompakt ve zayif kompakt olmasi gerekmez. Ayni bigimdeki bir
pozitif operatorle sirlanan bir operatoriin aym Ozelligi saglamadii biliniyor(bunun igin
bakiniz 3,4 ve 8) Bu bolimde M-zayif ve L-zayif kompakt operatorlerin ilgili siralama
ozellikleri kadar kompakt veya kompakt zayif operatérlerden daha iyi davranmadigin:
gosterecegiz. Bu durumda operatorlerin regiiler(diizgiin) olmaya ihtiyaci yoktur. Onlarin
moduliisleri yoktur. Onlarla sinirlanan pozitif operatorlerin mevcudiyeti hakkinda daha
kuvvetli varsayimlari yapsak ve modulus mevcut olsa bile o zaman L-zayif veya M-zayif
kompakt operatér olmaya ihtiyact yoktur(zayif kompakt operator olsabile). Basladigimiz

operatorin 6zelligini paylagan bir modiilusun varhgin: kuvvetlendiren sartlarn inceleyecegiz.

Asagidaki gerekgeler temeldir ve c¢aliyjmada kullailacaktir. Bunlarin ispatlart igin
(bak.Meyer,s.212)

(A) Bir F Banach latisinin her L-zayif kompakt A kiimesi F* ‘da kapsamr. Burada F*,

normu siral siirekli olan F> de enbuytik idealdir.

(B) F* ‘mn her goreceli kompakt alt kiimesi L-zayif kompaktir. Ozellikle X Banach
uzaymdan F’ e her kompakt operatore L-zayif kompakt olmak tzere F dizgiin stirekli norma

sahipse her F’ in goreceli kompakt alt kiimesi L-zay1f kompaktir.

TEOREM 3.1.E= L2 [0,1] ve F= Cy (L}[0,1]) olsun. O zaman bir kompakt operatsr T: E — F
vardir ki M ve L-zayif kompaktir fakat diizgiin degildir.

Ispat.£,™ 2"boyutlu Oklit uzay: tizerinde |IS,/l= 2" ve [[IS,|]l= 2" olan bir S, operatori
vardir(Ornegin, Meyer, 5.270). J,: > 1,500, 1] operatOri

-
Ju(x1, .oe o X JF ZXkX[k—-I .“_}
o

on e

1, o[S.]|=2% iken

1,08,

|

J, oS,.[ =1 oldugu saglamir. Hy=J, (£3") ise pozitif ve biiziilme olan,

fle tammh bir latis izomorfizmi vardir ve kolaylikla

P ’2n

Q®=2 :Zi‘«[@fd“}‘[s—g L]



ile tanmli Qu: L[0, 1] H, bir dogal izdasamii(projeksiyonu) vardir. Detaylar icin
(Abramovich ve Wickstead, 1995)’e bakabiliriz.

A;=2" 1,83, Qu olsun ve TE=(Af)? ile T: E —F ‘yi tamimlayalim. O zaman (Abramovich

ve Wickstead, 1995), Teorem 4’iin ispatinda gosterilmistir ki T kompaktir ve E refleksif uzay
olarak T, M-zayif kompakt operatordiir, Aym: zamanda aynt Teorem ispatinda da
gosterilmigtir ki T dizgin degildir. Boylece (B)’den T’nin kompakt oldugu gergegi F’nin
straly surekli normunun olmasindan elde edilir. Boylece T’nin L-zayif kompakt olduguda

gosterilmis olur.
TEOREM 3.2.E=17 [0, 1] ve F= ¢ (L? [0, 1] ) olsun. Bu durumda her ikisi L-zayif, M-zayif

kompakt olan ve moduliisit olmayan T: E —F diizgiin kompakt bir operatér vardir,

Ispat.Her n €E igin Agn=1, A2=0 ve A, Teorem 3.1’de tanimlandigs gibi olmak {izere
T: E —F operatorii Tf= (A, A;); olarak tammlayalim. O zaman T operatorii istenen ozelligi

saglar. Detaylar i¢in (Abramovich ve Wickstead, 1995)’e bakiniz.

-~

TEOREM 3.3.E=(; (L? [0, 1]) ve F= £, (L? [0, 1]) olsun. £ T < U ‘ya sahip asagidaki 6zellikleri

saélayan T, U : E—F operatorleni vardir.
(1) T, hem M-zay1f hemde L-zayif kompakt operatordiir.
(@) T ve U kompaktir.

(3) T" nin modulusu | T | zayif kompakt degildir. Boylece ne M-zayiftir ne de
L-zayiftrr.

Ispat.A,, Teorem 3.1°deki gibi olmak iizere her (f))e E iin

k=n

T(6) =(i Akfk)

U(f,) = (giAk I );
= (i [ dt)(x[o,ll xoal..) |

k=1

ile T, U: E—>Fyi tammlayalim.U operatériniin ranki 1> dir ve siurhidir dolayisiyle
kompaktir. Ayrica = T< U saglamr. (Chen ve Wickstead) ‘in Teorem 3.7’nin benzer ispati



gosterirki T kompakt operatordiir ve T’nin modiiliisii | T | zayif kompakt degildir, Yani, (2)
gercektir. '

F”nin her goreceli kompakt alt kiimesi L-zayif kompaktir ve kolayhkla goérildiigi gibi
T U(E) < co(L? [0, 1]) < F* ve T L-zayif kompaktir. Diger yandan T: E—G= Co(L? [0, 1])
olarak (gn)e G=¢, (L? [0, 1]) i¢in

T'(gn)= [An(ggkﬁ;

ile verilen T’nin duali T"nii kontrol etmek kolaydir ve E'=£,, (L* [0, 1]) olarak n—> iken

Al < 27255 0 olarak T' G' < Co(L? [0, 1]) < (EYY* oldugin kolaydir. Ayrica Gantmacher
Teoremi ile T' kompaktir ve (B) gercegi ifade ederki T' L-zayif kompakt bir operatordir.
Boylece E’ den G’ ye bir operator olan T, (Meyer-Nieberg,1991) in 3.6.11 Teoremi ve
boylece F’ ye M-zayif kompakt bir operatordiir.

Diizgiin M-zayif kompakt operatorlerin ve diizgiin L-zayif kompakt operatdrierin siniflan
olarak hem L-zayif ve hem de M-zayif kompakt olan duzgiin operatorlerin simfinda idealler
olusturdugu U’ lu bir z1t érnegi vermek mamkiindiir. Bunun igin (Meyer-Nieberg,1991)’in

onerme 3.6.16’ya bakilabilir.

Bu ¢egit operatorlerden herbirinin modualustinin ayni 6zellige sahip oldugu Banach latis(orgit)
ciftlerini karakterize edemiyoruz. Tamamu goriintii uzayindan birini degistirdiginiz zaman
bazi neticelere ulagabiliriz. L-zayif kompakt operatérler i¢in tamim uzaym sabit, goriintii

uzayim degistirdigimiz zaman bir tam ¢dzim elde ederiz.
TEOREM 3.4.Agagdaki iddialar bir E Banach latisi(orgisti) i¢in denktir:
(1) E bir AL-uzayna latis izomorfiktir.

(2) Her F Banach latisi igin her L-zayif kompakt operatér T: E—F ° nin bir L-zayif

kompakt modiiliisu vardir.
(3) Her L-zayif kompakt operator T: E—>£y’in L-zayif kompakt modiiliisii vardir.

Ispat.(1)=> (2): (Chen ve Wickstead)’in Teorem 2.3’iin ispatinda gorildugi gibi T’ nin
modiiliisii {T| vardir ve {T| U(E) (Meyer-Nieberg,1991)’in sonug 3.6.4(ii) ile L-zay:f kompakt
olan T U(E) nin kati konveks kabugu’'nun bir alt kiimesidir. Bu nedenle |T| L-zayif
kompaktir.
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(3)= (1): E’den £;’e her kompakt operatdr L-zayif kompakt oldugunu (6)’min Teorem 1’den

izler ve boylece modulusu vardir.

Benzer gekilde M-zayif kompakt operator igin eger goriintii uzayim sabit, tamm uzayim

degistirdigimiz zaman tamdir.
TEOREM 3.5.Bir F Banach Latisi i¢in asagidaki iddialar denktir:
(1) F bir kuvvetli sirali birimli Dedekind uzayidir.

(2) Her E Banach Latisi igin, her M-zayif kompakt operatér T: E—F ¢ nin bir M-zayif

kompakt modiiliisii vardir.
(3) Her birimli(birimsel) AM-uzay1 E i¢in, her M-zayif kompakt operator
T: E—F * nin bir M-zayif kompakt modiiliisii vardir.

ispat.()= (2) : (1)in varhgini kabul edelim. Bu durumda her sinirli operatér T: E—F ‘ye
her E Banach Latis igin (Meyer-Nieberg,1991)’in 1.5.12 énermesi ile

IT|=P [TY\i

vardir. Burada i: E— E" dogal gommedir, P: F* — F smurli pozitif projeksiyonu(izdisimii)
vardir. Eger T M-zayif kompaksa T' (Meyer-Nieberg,1991) onerme 3.6.11 ile L-zayif
kompakt operatordiir. F' bir AL-uzayina Latis izomorfik oldugundan Teorem 3.4 ile IT' |’de
L-zayif kompakt operatordir. Bu 6nerme (Meyer-Nieberg,1991) in 3.6.11 oénermesi |TY'
M-zayif kompakt oldugunu gosterir.i “nin bir latis homomorfizma olduguna dikkat edersek
(T|= P |T'| M-zayif kompaktir. Bu da (1)= (2’ yi gerektirir.

(2)= (3) agiktrr.
(3)= (1): Bunun ispatins ii¢ adimda verelim.

Adim 1:F’in dizisisel bir Levi normu olsun. (Abramovich ve Wickstead, 1997)’in Teorem
2.4%4 ile mimkin olan biitiin sonlu toplamlarmin kiimesinin siurli her ayrik dizisinin bir
supremum(en kiigiik ist siur) oldugunu gostermek yeterlidir. { yn: ne IN } dizisi verilsin.

fa [0, 1] araliinda n’inci Rademacher fohksiyonu olmak tzere T: C[0, 1] -F,

TF = }:( [ frndt)yn
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tammlayalim. T iyi tanimbidir. T zayif kompaktir, Bunu §oyle gorebiliriz, T nin L0, 1]
araciligiyla bir ¢arpimi vardir. Bu gurdan ¢ikar T= Si burada i: C[0, 1] — L2[0, 1] bir dogal

gémme doniigimii ve S= L*[0, 1] —f, Sf :Z( _E frndt)yn fe LYo, 1] ile tammlidir. Bu
n=}

nedenle T, M-zayifkompaktir. (3) ile T’nin modilisi |T| vardwr. C[O, 1], L[0, 1] iginde

yogundur. 1, [0, 1] aralig1 iizerinde sabit birim fonksiyon olmak iizere n€IN iken |T| 1= yn
oldugu goriiliir. Ayrica neIN igin y > y,‘yi saglayan ye F ise U: C[0, 1] =-F Uf = ( J: f .dt).y

+T<U’yu saglayan bir U operatérii tanimlayabiliriz. Burada U2|T| ¢ikar. Ozellikle |T|1sUl=y

dirSupremumun tammindan [T} 1= sup {y..ne IN} dir.

Adim 2:F’nin bir levi normu olsun. (Abramovich ve Wickstead, 1997)’in 2.3 Onermesi
E+’daki miimkiin biitiin sonlu toplamlaninin kiimesi sinirlt olan her ¢ift ayrik elemanlarinin bir
supremumu(e.k.ii.s) oldugunu gostermek yeterlidir. {y,oel'} kiimesi verilsin. K, ayrk
topolojide {0, 1} olmak tizere K= [TaerKa olsun. O zaman K, Tyconoff Teoremi ile kompakt
Hausdorff uzayidir. o (§0})=1a({1})=1/2, {(0,1)} uzerinde ., olasilik 6lgiimii olmak tizere
U=TTaepn Ho olsun. K iizerindeki p integrallenebilir fonksiyonlar sayilabilir ¢ok degiskenlilere
da.yamr. Da, C(K) < L™(1) fonksiyonu belirtsin ki sadece a’ninci degiskene bagl ve o’ninci

degisken 0 ise 1, o’ minci degisken 1 ise -1 degerini alir. a’minc1 degisken tizerinde fe L'(u)’e

bagl degilse J.K fd,dp = 0°dir ve boylece her o,Bel’, o#B igin
[ @.®ydp=0dr.
Ayrica sunlara sahibiz,
® Her f eL'(y) igin Lfd)adu = 0 hepsi igin fakat sayilabilir el harig

(i) Heraerl igin|Jq =1k dir.

O halde, {@, :ael'} LX) i¢inde ortonormal kiimedir. Adim (1)’in 11ginda biliyoruz ki F bir

dizisel Levi normuna sahiptir. Boylece T: C(K)—F operatorii

Tf = 3 ([f9,dn)y,, (norm yakinsak)

ael’ g
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ile tanimhdir. Ilave olarak T zayif kompaktir. T operatorii bir refleksif Banach latis L2(p): T=Si
aractligiyla asagidaki carpantamaya sahip oldugundan M-zayif kompakuir. i: C(K) — L* (p)
dogat gomme ve S: L2 (u)—> F

st =3 (Jfd.dwy,

ael ¥
ile verilir. T°nin modiiliisii |T | (3) ile vardur. Istenildigi gibi
IT | Ix=Sup{ya :acel'} y1 gosterebiliriz.

Adim 3:F kuvvetli bir birime sahip olsun. Mademki her kompakt operator T: C[0, 1] —» F,
M-zayif kompakt operator oldugundan modiliisu vardir. (Cartwright ve Wickstead, 1975) nin
Teorem 1’den F, AM-uzay: latis izomorfik Oyleki ¥’in birim yuvardan tim sonlu
supremumlarmin kolleksiyonu yukart dogru yonlidir ve sinirhidir. Bu nedenle supremumu

vardwr. Bu supremum kesinlikle F’in kuvvetli siral1 birimidir.
Sonuglarimiz geriye kalan iki durum igin daha az baganiidr.

TEOREM 3.6. Bir AL-uzayindan bir Banach latise her M-zayif kompakt operator bir M-zayif

kompakt modiliisi vardir.

Ispat.E bir AL-uzayi, F ise bir Banach latis ve T: E— F bir M-zayif kompakt operator olsun.

E;, E’nin biitiin atomlanyla retilen band olsun. E;=E;% diyelim. O zaman E, atomiktir ve
E=E,; ® Ey’dir.

Tii Ei—»F M-zayf kompakt operator tken T= T, + T; yazalim. (Meyer-
Nieberg,1991)’in 3.6.11 6nermesi ile T2 F' — E,' L-zayif kompaktir. Buna bagh olarak
T, U (F)c EH* *dir.

Atomlart kapsayan bir AL-uzay1 oldugundan, (Meyer-Nieberg,1991)’in Teorem 2.7.1 ile p
atomlar1 olmamak ﬁzere E=L! (p) oldugunu kabul edebiliriz. Boylece E:)* =( L (u)*= {0}
oldugu goriiliir ve buradan To= 0 gikar. Boylece E’nin atomik oldugunu kabul edebiliriz, yani
bir indeks kiime I igin E= ¢,(I') *dir. B’deki her dizi sayilabilir ¢ok degiskenli oldugundan
genelligi bozmadan I"y1 sayilabilir bir kiime kabul 'edebiliri.z. Yani, E= ¢ ’dir. Agikga E’nin
{e.: neIN} dogal tabani olmak {izere fi)nWIIT &all= 0 x0= )y e.U(E) olmak tizere her

(xy) dizisi ve her >0 igin bir K>0 bulunabilir ki tim k>K igin ||T &d|< € dir ve ayni zamanda
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Xo'in aynkli@ gerektirir ki bir tane N>0 var Oyleki her >N ve 1< k < K igin Ay=0’dir.

Boylece n>N ise(her (M) € £,(T) igin [T (A= D A, [Te,| olduga dikkat edilerek)
k=1

IZA““ ITe,|
k=1

ihnk[TekI

k=K+]

<Skil7“nk[

=K+]

.|

.

<g

<g

vardir bu da gosteriyorki £im nye|T | %p = O yani |T | M-zayif kompaktir, Boylece ispat
tamamlanmig olur. £,(T')’in dogal tabam (e,);” olmak tizere T operatorii £,(I')’den bir Y
Banach uzayina £im ,«||T enl|= O Ozellikli bu T operatorii kompakt oldugundan asagida

verecegimiz Teoremin ispat1 kolaylikla yapilmaktadir.

Senuc¢ 3.7.Bir AL-uzayindan bir Banach uzayma tanimlanan her M-zayif kompakt operator
kompaktir.

Sonug¢ 3.8.Bir Banach uzayindan bir AM-uzayina tammh her L-zayif kompakt operator
kompaktir.

Ispat.X bir Banach uzayi, F, AM-uzay: ve T: X— F L-zayif kompakt operator olsun. (Meyer-
Nieberg,1991)’in 6nerme 3.6.11 ile T F'— X' M-zayif kompakt operatordiir. F' AL-uzayi
oldugundan sonug 3.7. ile T' kompakt operat6rdiir. Boylece Gantmacher’in Teoremi ile

kompakt operatdrdiir.

TEOREM 3.9. Bir Banach Latis’den bir AM-uzaymna tanimli her L-zayif kompakt operatoriin

bir L-zayif kompakt modiliisi vardir.

Ispat.E bir Banach latis, F bir AM-uzay1 ve T: E— F L-zayif kompakt operator olsun. Sonug
3.8 ile T kompaktir. Ayrica T U(E) < F* ifade ediyor ki T E’den F* ‘ya bir kompakt operator
olarak diisiinebiliriz. F’nin kapah ideal F* ‘sisirali siirekli bir norumlu AM-uzay: olduguna
dikkat edilirse Krengel’in Teoremi (Krengel, 1966)’u gosteriyorki T°nin modiila [T | E’de
F*“ya boylece F’ye T’nin modiiliisii vardir ve kompaktir ve [T [U(E) < Fy1 saglar. F* ‘nin her
goreceli kompakt alt kiimesi L-zayif kompakt oldugundan |T |U(E) goreceli kompakt
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oldugundan [T |U(E) L-zayif kompaktir. Asagidaki sonug gosteriyor ki Teorem 3.6’daki E’nin
bir AL-uzay1 olmas1 veya Teorem 3.9’daki F’nin AM-uzay1 olmas: hipotezlerinin gerekli
oldugunu gosterir. Teorem 3.4 ve 3.5’ benzer bu neticelerin zitliklar1 olduklarini Gmit

edemeyiz.

ONERME 3.10.E=2, (L'[0,1]) olsun,

(1) Her Y Banach uzayi i¢in, T: E— Y’ye M-zayif kompakt ise T=0 operatoriidiir.
(2) Her X Banach vuzay1 i¢in, T: X— E' L-zayif kompakt ise T=0 operatoriidiir.
(3) E bir AM- ve AL-uzayina latis izomorf degildir.

Ispat.(Meyer-Nieberg,1991)’in 3.6.11 ¢nermesi ile (1),(3) agikken (2)’den izler. (E')*= {0 }
oldugunu gérmek kolay oldugundan 6yleki (2 ) saglanir.
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4. HER ZAYIF KOMPAKT OPERATOR NE ZAMAN M-ZAYIF veya L-ZAYIF
KOMPAKTIR?

Hem M-zayif hem de L-zayif kompakt operatorlerin her ikiside zayif kompakt operator
olmalidir, fakat bunun tersi kesinlikle dogru degildir. Bu boliimde miimkiin ters durumlarinda
hangisinin digerini dairesel olarak gerektirdigini aragtiracafiz. Neticelerimizin birkagint
aragtirmakla baglayacafimiz bir ozelligi igerir. Bir E Banach latisindeki Schur ozelligi

tanimini yapalim.

Tamm. Eger sifira zayif yakinsak bir (x,)1"c E dizisi i¢in £im n«o|[Xs [= O ise E Banach
latisine Schur o6zellifini saglhyor deriz. Omegin, her AL- uzay: pozitif Schur ozelligine
sahiptir. Her ne IN igin E; bir sonlu boyutlu Banach latis ise biitiin E,, ‘lerin ¢,- direkt toplamu
Schur 6zelligine sahiptir ve boylece bir AL~ uzayina izomorfik oldugundan pozitif Schur
ozelligi vardir. (Popa, 1977)’de Schur 6zellikli Banach Ilatislerin karakterizasyonu vardir.
Bununla beraber bir tam yapisal tammlama bilinmiyor. Pozitif Schur ozellikli Banach
fatislerin daha genis sinuf} igin bile az bilindigt gorulayor. Bizim ¢aligmalarimizda uygun olan
pozitif Schur 6zelliginin birkag denkligini sunarak bu boliime baslayacagiz. Bir E Banach
latisinin A alt kiimesi, eZer her e>0igin bir x€E, var ki Ac[-x, x] +€U(E) oldugu
saglamyorsa A’ya yaklagik sirali sinirhidir denir. Bazen de buna hemen hemen sirali sinirh
kiime denir. Agagida (3) esitliginin tersinin daima dogru olduguna dikkat edelim, yani L-zay1f
kompakt kiimeler daima zayif kompaktir demek istiyoruz. Pozitif Schur 6zellikli Banach
latislerin agagidaki karakterizasyonunun bir ispati (Wnuk, 1993)’in Teorem 7’sinde
bulunabilir. (Rabiger, 1988-1989)’un Onerme 1.2’de buna gok yakin néeticeyi kapsar.

TEOREM 4.1. Bir E Banach latisi i¢in agagidakiler denktir.

(1) E pozitif Schur 6zelligine sahiptir.

(2) E, daki her aynk zayif sifir dizisi, sifira normda yakinsar.

(3 ) E’nin her goreceli zay:f kompakt alt kiimesi L-zayif kompaktir.

(4 ) E’nin her bog olmayan simirli A alt kiimesinin goreceli zayif kompakt olmast igin gerek ve

yeter kosul A’nin yakinsak sirali sinirli olmasidir.

Bundan sonraki sonug orjinaldir. Gergekten (1)’in (2)’yi gerek’ardl i (W, _
edilmistir ve aym zamanda (Wnuk, 1993)’in Teorem 2’de bulumb&msﬁ‘” ASYGR W

Sonug 4.2.Bir Banach latis E i¢in agagidakiler denktir.
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(1) E Schur 6zelligine sahiptir.
(2 ) E atomiktir ve pozitif Schur 6zelligine sahiptir.

Ispat Pozitif Schur ézelligini normun swrali sirekliligi gerektirdigini gormek zor degildir.
Soyleki eger (2 ) kaldinlirsa (Meyer-Nieberg,1991)’int Teorem 2.5.23°G ile E’deki latis
islemleri zayif dizisel siireklidir. Boylece eger x,—0, o zaman zayif olarak | xq 10 dir.
Pozitif Schur ozelliginden |l x, 1= {11 x,11}1>0 olmasi, E’nin Shur 6zelligine sahip oldugunu

gosterir.

Zayif kompakt operatorlerin ne zaman L-zayif veya M-zayif kompakt olacagim, tamm kiimesi
ile gorintii kiimesi {izerindeki hangi sartlarda oldugunu arastiracagiz. Bdyle bir sart (Wnuk,
1993)’in Teorem 8’inden biliniyor.

TEOREM 4.3, Bir Banach latis E i¢in asagidakiler denktir:

(1) E' pozitif Schur dzellifine sahiptir.

(2) Her Y Banach uzay1 ¢in her zayif kompakt operatorii T: E->Y M-zayif kompaktir.
3) Her T: E—cq pozitif zayif kompakt operatér M-zaysf kompaktir.

Ayrica dual olarak asafidaki Teoreme sahibiz.
TEOREM 4.4. Bir Banach latis F i¢in asagidakiler denktir:

(i ) F pozitif Schur 6zelligine sahiptir.

(2) Her X Banach uzay: igin her zayif kompakt T: X—F operatorii L-zayif kompaktir.
(3 ) Her porzitif zayif kompakt operator T: £,—F L-zayif kompaktur.

ispat. (1) = (2) oldugu Teorem 4.1°den bir kere daha goniliir.(2) = (3) oldugu zaten kolayca
gorilir. (3) saglansin. F, ‘da ayrik sifir dizisi (ys) olsun.

T: £;—F operatoriinii, kesinlikle pozitif olan ve (Aliprantis, 1985)’nin sonug 10.16. ile zayif

kompakt olan

T =2 A Yas
n=l
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tammlayalim. (3) ile T, L-zayif kompaktir. (yn) dizisi ¢;’deki standart temel vektérlerin
gorintiisi £,’de birim yuvarinin gériintiisiindedir. Bu nedenle olmas: istenildigi gibi normda

sifira yakinsar.

Teorem 4.3’ii Teorem 4.4’den alisilmig yollarla ispatlayabiliriz. Uzaylann bir sabit ¢iftini

dugiiniirsek ne soyleyebiliriz? Bir basit gerek sart verebiliriz.

TEOREM 4.5.E ve F, bir Banach latis olsun. Eger T:E—F pozitif zayif kompakt operatorii ya
M-zayif kompakt veya L-zayif kompakt ise asagidaki Gi¢ sarttan biri saglamr.

(1) F, pozitif Schur ozelligine sahiptir.
(2) E', pozitif Schur 6zelligine sahiptir.
(3) Hem E' hem de F, KB-uzayidir.

ispat.E' bir KB-uzay1 degilse F’nin Schur ozelligine sahip oldugu ve eger F KB-uzay: degilse
E"“niin pozitif Schur 6zelligine sahip oldugunu kurmak yeterlidir. Gergekten E"niin KB-uzay:
olmadigin farz edelim. Yani, E' siralt siirekli norma sahip olmasm. (Meyer-Nieberg, 1991)’in

Teorem 2.4.14°G ile £;’i E’nin kapali altlatisi oldugunu farzedebiliriz ve (Meyer-

Nieberg,1991)’in Onerme 2.3.11’inden bir E’den ¢;,’e orten P pozitif projeksiyonu vardir.

Teorem 3.1 uygulanirsa F.’daki her ayrik zayif O dizisinin sifira norm yakinsak oldugunu

gostermek yeterlidir. (y,); —F, boyle bir dizi olsun T: £;—F,

T(A,) =2 A5,
n=]

ifadesi ile tanimlayalim. (Aliprantis, 1985)’nin sonu¢ 10.16’st ile T pozitif zayif kompakt
operatdrdir. TP: E—F de oyledir. Hipotezden TP’ye ya M-zayif kompakt veya L-zayif
kompaktir diyebiliriz. e, standart taban olmak iizere VneIN igin y, = TPe, iken

£im oselly,|=0 oldugunu buluruz. Gergekten eger TP M-zayif kompaksa(fi’de ve ayni
zamanda E’de) (e, ) ’min aynkhig gerektirir ki £in ey, | =0 olur. Bunun yaminda TP
L-zayif kompaktsa (y, )| ayrik oldugundan £ir o s ”ynu =0°drr.

F’nin KB-uzay1 olmadiim farzedelim.(Meyéer-Nieberg,1991)’in Teorem 2.4.12’si ile Co’in
F’nin kapali altlatisi oldugunu farzedebiliriz Bir defa daha Teorem 4.1 uygulanirsa her aynk

zayif (x;);o cE! dizisi, sifira norm'yakinsak oldugunu gostermek yeterlidir. Gergekten
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Tx=(x;,(x)):° ile T: E—>co F tamimlayalim. (Aliprantis, 1985)’nin Teorem 17.5°i ile T oyle

pozitif zayif kompakt operatordiir ki T, ya M-zayif kompakt veya L-zayif kompaktir ve

w
X, 1=0

T £1—>E’deT‘(?»n)=Z7&n x. aym ozellige sahiptir. Bu da siiphesiz £im o

n=1

olmasim gerektirir. >

Uyari.Umit edebiliriz ki eger her sinirli T: E—F operatorii hem M-zayif hem de L-zayif
kompakt operatér ise ya E' veya F pozitif Schur 6zelligine sahip oldugunu bekleyebiliriz.
Bayle bir durum yoktur. Omegin (Dodds-Fremlin, 1979)’un Teorem 7.6’st ile her sl
lineer T: 3¢, operatorii kompaktir. Buradan T ve T"niin M-zayif kompakt oldugunu
gormek kolaydir. Oyle ki (Meyer-Nieberg,1991)’in 3.6.11 Onermesi ile aym: zamanda T
L-zayif kompakt operator olmasina ragmen ne ¢ ne de #3 “tn dualinin pozitif Schur 6zelligi
yoktur. Teorem 4.5 igin ters iddias1 yoktur. £, iizerinde birim operatér, zayif kompaktir fakat
£; ve duali KB-uzay1 olmasina ragmen ne L-zayif ne de M-zayif kompakt degildir. Hatta eger
dikkatimizi diizenli operatorlere kisitlarsak elde edecegimiz sonug¢ uzaylar ilizerinde bazi
sartlara ihtiyag duyduklarindan hem L-zayif hem de M-zayif kompaktlig: garanti altina
aldigindan da daha kuvvetlidir. Bu durumlarda biitin dizenli operatorler, zayif kompakt
olmasina ragmen bir operatoriin zayif kompakthginin bir zel hipotezine bu neticelerin ihtiyag

 duymadigina dikkat edelim.
TEOREM 4.6.Bir Banach latis F igin agagidakiler denktir:
(1) F Pozitif Schur 6zelligine sahiptir.

(2) Siralt siirekli dual normlu her Banach latis E igin her TeL'(E, F), M- ve L-zayif
kompaktir.

(3)Her refleksif E Banach latis igin, her latis homomorfizma T: E—F ya M-zayif ya da

L-zayif kompakt operatdrdiir.

Ispat.(1)=>(2): Farz edelim ki F pozitif Schur ozelligine sahip(ve bunun yannda sirali siirekli
norma) ve Banach latisinin duali olan Eniin bir sirah siirekli norma sahipken (Meyer-
Nieberg,1991)’in Teorem 3.6.17’si ile her T: E—F pozitif operatériiniin M-zayif kompakt
operatér oldugunu gostermek kolaydir. (xa)i"< U(E) ayrnk olsun. O zaman (Meyer-

Nieberg,1991)’in Teorem 2.4.14%11 ile £im pooXa]=0’dir. EPniin normu swrali siirekli olarak

Oyleki fimp,o Tixg=0’dir. Madem ki F pozitif Schur ozelligine sahip oldugundan
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2im pel | Tixd] |=0 ve boylece fim ;e ||Tx||=0°dir, yani T, M-zayif kompakt bir

operatordir.

(2)=>(3) agiktir. (3)=>(1), Teorem 4.4’e gore her zayif kompakt operatér T: ¢;—F, L-zayif
kompakt oldufunu gostermek yeterlidir. Once F’nin KB-uzayr oldugunu belirtelim.
Gergekten eger F, KB-uzay degilse, (Meyer-Nieberg,1991)in Teorem 2.4.121 ile ¢o’in F’in
bir kapali altlatisi oldugunu farz edebiliriz ve dyleki (3) ile igine doénisiim 1’yi i: £2— cocF ya

M-zayif kompakt ya da L-zayif kompakt olmalidir. Bu imkansiz oldugundan F, KB-uzayidir.

T: £,—F’nin bir zayif kompakt operator oldugunu fafzedelim. P: £,—E bir sinirh operatdr ve
Q. E—F bir latis homomorfizmasi aralik koruyabilen oldugundan (Aliprantis, 1984)’in
Teorem 2.2°si ile T, bir yansima(refleksif) Banach latis E ile T=QP ile garpanlarina
ayirabiliriz. Boylece (3) Q’nun ya M-zayif kompakt ya da L-zayif kompakt oldugunu
gerektirir. E refleksif ve F bir KB-uzay1 olarak E' ve F’nin siralt siirekli normu varken Q
operatorii. M-zayif kompaktsa (Meyer—Nieberg,1991)’iIi Teorem 3.6.17’si ile Q L-zayif
kompaktir. Oyleki Q nun_daima L-zayif kompakt oldugunu biliyoruz. T de L-zayif kompakt

operatdrdir.
Sonraki sonug, Sén neticeniﬁ bir dual cesididir.
TEOREM 4.7.Bir Banach latis E i¢in agagidakiler denktir:
- (1) E"niin pozitif Schur 6zelligi vardir.
| (2) Her KB-uzay1 F igin her TeL'(E, F), hem M- hem de L-zayif kompaktir.

(3) Her F refleksif Banach latis i¢in her hemen aralik koruyan T: E—F operatorii ya
L-zayif kompakt ya da M-zayif kompaktir.

Ispat.(1)=>(2) son Teoremin ispatiyla benzer oldugundan sadece her pozitif T: E—F
operatoriiniin M-zayif kompakt oldugunu gostermemiz gerekmektedir. Gergekten, (Niculescu,
1981)’nin Teorem 1.7’sine gore T zayif kompaktir. Bu nedenle Gantmacher’in Teoremi ile
(Aliprantis, 1985)’in Teorem 17.2’si adjoint T': F'— E"de zayif kompaktir. Teorem 3.1’den
T"niin, L-zayif kompakt oldugu gorilir. (Meyer-Nieberg,1991)’in Teorem 3.6.17’si ile T
M-zayif kompakt operatordiir. | |

(2)=(3) agiktir. (3)=>(1) oldugunu gérmek i¢in, pozitif zayif kompakt operatér T: E—> Co’'min
M-zayif kompakt oldugunu gostermek igin Teorem 4.3t kullanacagiz. Ik énce E' sirali
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siirekli norma sahiptir. Aksi takdirde tiim nelIN i¢in |jx,}][>1 olan (Meyer-Nieberg,1991)’in
Teorem 2.4.2°si ile bir x,,' €0, x]cE' ayrik dizist vardir. Tx=(X,(x));” ile tammh T:E—{;cf,

operatoriinii diigiinelim. Agikca, adjoint T': £, — E'(A,)€ £z igin,

()= 3%,
1
ile verilir. (%,):"‘niin aynkhigindan T'aym zamanda (Meyer-Nieberg,1991)’in Teorem
1.4.19°u ile hemen aralik koruyan operator oldugunu saglamak kolaydir. Boylece (Meyer-
Nieberg,1991)’in Teorem 3.6.11°i ve (3) T" ‘niin ya M-zayif kompakt ya da L-zayif kompakt
oldugunu gésterir. n.girdisi 1 ve digerleri sifira esit £, ‘deki dizi e, ise, (en)1” £2 ‘de ayrik bir
dizi iken eZer T' M-zayif kompakt ise 0 zaman x,'= T'e, —0 ve n—o iken (Aliprantis,
1984)’in Teorem 2.5°1 uygulanarak T, refleksif bir Banach latis, G’ye carpanlarina ayrilabilir,
oyleki T=SQ. Burada S:G~»co sinirht lineer ve Q:E—G’de bir latis homomorfizmaduir. F, G’de
QE’nin kapamst olsun. Q bir latis homomorfizma oldugunda, QE, G’nin bir alt latisidir ve
(Meyer-Nieberg,1991)’in Onerme 1.2.5°i ile F’inde ayn1 oldugu goriiliir. Yani, F bir refleksif

Banach latis’dir.

Agikga goriilityor ki T, F’ye ¢arpanlarina ayrilabilir. Soyleki T= S;Q. Burada Q:E—F bir latis
homomorfizmas: ve Si’de G’nin F alt uzaymaa S’in kisitlamasidir. Simdi iddia adiyoruz ki
Q:E—F hemen aralik koruyandir. Ashnda herbir 0<xeE ve herbir ye[0, Qx]cF i¢in x,€E
dizisi vardir. Yani /imy ,Qx=y’dir. Q’nun bir latis homomorfizmast olmas: sebebiyle n—aw

iken |x3|A x€[0, x] oldugunda,
Q(xa|Ax)= |QxaAQx—y|AQx=y

ifadesi saglamir. Gostermis bulunuyoruz ki Q[0, x], tim x€E igin [0, Qx] iginde yogundur.
Yani, Q hemen aralik koruyandir. Boylece (3) ve referans (Meyer-Nieberg,1991)’in Teorem
3.6.17’den Q daima M-zayif kompakt operatérdiir ve T de 6yledir. Son Teoremin bize
sagladifs imkan dahilinde Aliprantis’in ve Burkinshaw’in ¢arpanlarina probleminin daha
genig bir versiyonuna sahibiz. Teorem 2.5 ve referans(Aliprantis, 1984)’in 3.1°den yola
¢ikarak eger E Banach latis’i 6yleki E' sirah siirekli bir norma sahip ise, o zaman E’den bir
Banach uzayr Y’ye tiim zayif kompakt operator T’ler refleksif bir Banach latisi F’ye
carpanlarina ayriabilir. T=SQ. Burada Q@E—F hemen arabk koruyan bir latis

homomorfizmasidir ve S:F—Y sinirh operatordiir. Dahast eger Y bir Banach latis ve T de
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pozitifse S garpamda pozitiftir. Benzer gekilde enson iki Teoremdeki tamim yada gorintii
kiimeleri iizerindeki sartlarin ne kadar gerekli oldugu asagidaki iki sonug vasitasi ile gosterilir.
TEOREM 4.8.Bir Banach latis F i¢in asagidakiler denktir:
(1) F bir KB-uzayidir.

(2) E' pozitif Schur 6zelligine sahip her Banach latis E i¢in her TeL'(E, F), hem M- hem de
L-zayif kompaktir.

(3) Her latis homomorfizm T: co—F ya M-zayif yada L-zayif kompaktir.
TEOREM 4.9.Bir Banach latis E i¢in asagidakiler denktir:
(1) E', bir swrals siirekli norma sahiptir.

(2) Her Banach latis F igin pozitif Schur 6zellikli, her TeL'(E, F), hem M- hem de L-zayif
kompaktir.

(3) Hemen aralik koruyan-T:E—¥; operatorii ya M-zayif kompakt ya da L-zayif kompaktir.

Yukanidaki neticelerin uygulamalari olarak (Meyer-Nieberg,1991)’in Teorem 3.7.2’nin bir

genellemesi ile bu kism bitiriyoruz.

TEOREM 4.10.Farzedelim ki E Banach Latisi sirali siirekli dual norma ve Banach latis F’de
pozitif Schur ozellifine sahip olsun. E’den F’ye tim kompakt regiiler operatérierin
kolleksiyonu L'(E, F) iginde bir Band’dir.

ispat.Teorem 4.6 ve (Meyer-Nieberg,1991)’in Onerme 3.7.4’i TeL'(E, F) kompakt operatér
olmast igin gerek ve yeter kogul T, kompakt operatdrolmasint iiretir. (Meyer-Nieberg,1991)’in
Onerme 3.7.2°den E’den F’ye biitin diizgin AM-kompakt operatorlerinin kolleksiyonu
L'(E, F)’ye bir band oldugunu gerektirir. Yani E’den F’ye tiim diizgiin kompakt operatorlerin
toplami L'(E, F) iginde bir Band’dir.

Dual olarak su Teoremi verebiliriz.

TEOREM 4.11.Farz edelim ki E Banach Latis’tir. Oyle ki E' pozitif schur &zelligine ve F,
KB-uzayma sahip olsun. E’den F’ye tiim regiiler kompakt operatorlerin kolleksiyonu

L'(E, F)'de bir Band’dir.
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5.NE ZAMAN DUZENLI M-ZAYIF KOMPAKT OPERATORLER NE ZAMAN L-
ZAYIF KOMPAKT ve NE ZAMAN TERSI DE DOGRUDUR?

Biliniyor ki M-zayif kompakt operatorler L-zayif kompakt degildir ve L-zayif kompakt
operatorler de M-zayif kompakt degildir. Dodds ve Fremlin ispatlammglardir ki eger E' ve F
iizerindeki normlar siralt siirekli ise diizgiin operatorlerin L-zayif kompakt olmast igin gerek
ve yeter kosul L-zayif kompakt operatorlerin M-zayif kompakt olmasidir. Bu bolimde
Banach Latislerin hangi ¢iftleri igin L-zayif , M-zayi1f kompakt operatorler L-zayif ve M-zayif
kompakt oldugunu inceleyecegiz. Bu gosterecek ki Dodds ve Fremlin’in Teoremi dogrudur.

Birkag ilave yaparsak Dodds ve Fremlin’in Teoreminin zittinin da dogru oldugunu gérecegiz.
TEOREM 5.1.Bir E ve F Banach Latis ¢ifti i¢in agagidakiler denktir:
(1) Asagidaki sartlardan birisi saglansin.

(a) F bir sirali siirekli norma sahiptir.

(b) (E)*={0}.

-

(2) E’den F’ye her diizenli M-zay1f kompakt operatér T, L-zayif kompaktir.

Ispat.(1) (2)=>(2) (Meyer-Nieberg,1991)’in Sonug¢ 3.6.14’diir. Eger (1) (b)’yi saglar ve
T: E—F bir M-zayif kompakt operator ise o zaman (Meyer-Nieberg,1991)’in Onerme 3.6.11
ile T', L-zayif kompaktir. E' ’nin her L-zayif kompakt alt kimesi (E')*={0} icinde
k'ftpsamldlgmdan T=0 yani T=0’dir. Bu da siiphesiz T’nin L-zayif kompakt oldugunu
gosterir. O halde (1)=>(2)’dir.

(2)=(1). Farz edelim ki 0<x'e(E")* var. O zaman her yeF icin Tx=x'(x)y ile T: E—F
operatoriniin tammlandigint diigtinelim. T'y'=y'(x)x' ile T" F'>E' L-zayif kompakt operator
oldugunu T' UF)clyl| [-x', x'] olarak (Meyer-Nieberg,1991)’in Onerme 3.6.2’si ile L-zayif
kompakt olarak gostermek kolaydir. Bu nedenle (Meyer-Nieberg,1991)’in 3.6.11 ile T,
M-zayif kompakt operatordiir. O halde (2) bize T operatériinin L-zayif kompakt oldugunu
ifade eder (L-zayif kompakt olan 27|x}|[0.y]lcT U(E) [0, y] araligs zayif kompakt olmasini
gerektirir) (Meyer-Nieberg,1991)’in Teorem 2.4.2’si ile (2)=(1)’i kurarsak F’nin bir sirah

siirekli norma sahip oldugunu gériiriiz.
Dual olarak su Teoremi verebiliriz.

TEOREM 5.2.Bir E ve F Banach Latis ¢ifti igin agagidakiler denktir:
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(1) Asagidaki sartlardan birisi saglansin.

(a) E' bir sirali siirekli norma sahiptir.

(b) F'={0}.

(2) Her diizenli L-zayif kompakt operator T: E—F, M-zayif kompaktir.

Ispat. (1) (a)=>(2) (Meyer-Nieberg,1991)’in 3.6.11 ve 3.6.14 Onermelerinden izler. Eger
(1yin (b)’sini farzedersek (Meyer-Nieberg,1991)’in 3.6.2 Onermesi ile E’den F’ye her
L-zayif kompakt operatdriin sifir olmasi gerekmektedir, boylece (2) saglamr.

@)=>(1)

0<yeF”nin var oldugunu farzedelim. Her x'eE'; igin Tx=x'(x)y ile T: E—F tammlayabiliriz
ve yukarida Teorem 4.1°in ispatinda gosterildigi gibi T, L-zayif kompaktir. (2) ile T, M-zayif
kompakt ve oyle ki T'y'=y'(y)x' ile tanimlanan T F—E' (Meyer-Nieberg,1991)’in 3.6.11
onermesi ile L-zayif kompaktir. Buradan her x'€E' i¢in [0, x']’nin zayif kompakt oldugunu
gormek kolaydir. Buradan da (Meyer-Nieberg,1991)’in Teorem 2.4.2. ile E', bir siralt siirekli

norma sahiptir ve (1)=>(2) gosterilmig olur.

Kabul edilebilen diger bir olasilik goz oniine alindiinda bir sonraki sonug gosteriyor ki
[Dodds ve Fremlin, 1979)daki Dodds-Fremlin Teoremi’nin tersi dogru olur(Meyer-
Nieberg,1991)’in Teorem 3.6.17 sine bakilabilir.

Sonug 5.3.Bir E ve F Banach Latis ¢ifti igin agaZidakiler denktir.
(1) Su sartlardan birisi saglansin.

(a) E' ve F her ikiside bir siralt siirekli norma sahip olsun.

(b) (E)*={0} ve F*={0}.

(2) Her TeL'(EF) i¢in T’nin M-zayif kompakt olmas: i¢in gerek ve yeter kosul T nin L-zayif
kompakt olmasidir.

Asadidaki 6rek gosteriyor ki eger E' ve F’nin her ikiside siral siirekli norma sahip olsa bile

diizenli olmayan L-zayif kompakt operatdrlerin M-zayif kompakt olmalar1 gerekmemektedir,

terside.

ORNEK 5.4. (1) E=C[0,1], F=co ve hem E' hem de F’nin bir sirali siirekli norma sahip olsun.
r’, [0,1] Gzerinde n’ninci Rademacher fonksiyonu oldugunda feE igin,
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o

Tf=Uf;dtJ

ile T:.E—F operator tanimlanir ve burdan da T’nin zayif kompakt oldugunu gdstermek

1

kolaydir, aym1 zamanda T M-zayif kompaktir. Fakat, T L-zayif kompakt operator degildir.

(3) E=¢; ve F=L'[0,1] olsun. E' ile F’nin herikisinin de sirali sirekli normu vardir.
(Meyer-Nieberg,1991)’in Sonug 2.7.7’si ile F, £;'ye izomorfik olan H kapal: alt
uzayim kapsar. T:E—>HCF izomorfizmi zayif kompaktir ve F, AM-uzay1 oldugundan
L-zayif kompaktir, fakat M-zayif kompakt operator degildir.
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