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OZET

Polinom interpolasyonu ile her zaman istenilen hassasiyette sonug elde etmek miimkiin
degildir. Keskin koseleri olan, yiiksek mertebeden tiirevlerde hizli degisim olan fonksiyonlara
ve hatta baz diizgiin fonksiyonlara bile yiiksek mertebeden polinomlar ile yapilan
yaklagimlarda istenilen hassasiyet saglanamaz.

Interpolasyon ve veri uydurmada (data fitting) verilen datalara adapte olabilen yeteri kadar
esneklige sahip ve bilgisayarda kolayca hesaplanabilen fonksiyonlarin kullanilmas:
gerekebilir. Dolayisiyla 6zel bir sebep olmadify siirece fonksiyon yaklasiminda veya veri
uydurmada spline’lart kullanmak uygundur. Bu fonksiyonlarin 6zellikleri,

* Diizgiin ve esnektir,

s Bilgisayarda depolamak ve islem yapmak kolaydur,

o Tiirevlerini ve integrallerini hesaplamak kolaydir.

Spline fonksiyonlar1 interpolasyon, veri uydurma, adi ve kismi diferansiyel denklemlerin
coziimiinde, efri ve yiizey yaklasiminda, kompleks geometrik nesnelerin matematik
modellemesinde sik¢a kullanilirlar.

Bu ¢alismada;

fkinci bslimde kiibik spline’lar ve zellikleri anlatildi. Ugtincii bslimde, parametrik kiibik
spline’lar incelendi. Dérdiincti boéliimde B-spline egrileri ele alindi. Besinci bslimde, B-

spline yiizeyleri ve 6zellikleri anlatildi.

Ayrica, her bsliimle ilgili yazilmig C kodlart kullanilarak drnek uygulamalar yapilmis ve elde
edilen sonuglar en son bdliimde verilmigtir.

Anahtar Kelimeler: Spline, diigtim(knot) vektor, B-spline bazlari, kontrol noktalar1.
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ABSTRACT

Polynomial interpolation is frequently unsatisfactory. A function with sharp corners or rapidly
changing higher derivatives is less accurately approximated by a higher-order polynomial
than by a low-order polynomial. Even some smooth functions can be badly approximated by
higher-order polynomials.

When approximating functions for interpolation or for data fitting, it is necessary to have
classes of functions which enough flexibility to adapt to the given data and can be easily
evaluated on a computer. Splines are highly recommended for function approximation or data
fitting whenever there is no particular reason for using a single polynomial or other
elementary functions. Spline functions have the following properties:

e Smooth and flexible,

o Easy to store and manipulate on a computer,

e Easy to evaluate, along with their derivatives and integrals.

Spline functions play an important role in the solution of differential equations, modelling of
data, curve and surface design and modelling of objects of complex geometric shape.

In this study, Cubic splines are introduced and their properties are developed in section 2. In
section 3 describes curves based on parametric cubic spline. In section 4 discusses B-spline
curves. In section 5 adresses the design of B-spline surfaces. In parallel, their practical use is
demonstrated by many examples using the codes written in C.

Keywords: Spline, knot vector, B-spline basis, control points.
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1. GIRIS

Spline fonksiyon ismi ilk defa 1946 da Schoenberg tarafindan ortaya atilmistir. Bu konuda
teorik ve pratik uygulamalarda gelisme 1960’11 yillarin baginda olmustur. Bu fonksiyonlar
interpolasyon, veri uydurma, diferansiyel denklemlerin sayisal ¢oziimlerinde, egri ve yiizey
uydurma gibi birgok uygulamalarda yayginca kullanilmaktadir. Yaklasim yapilan
fonksiyonun &zelliklerinden dolay1 yiiksek mertebeden polinom interpolasyonu uygun
olmayabilir. Bu durumda parcali polinomlar kullanilir. Yani fonksiyon her bir alt aralikta
farkli bir polinom ile temsil edilir. Polinomlar araligin u¢ noktalarinda belirli dereceden
diizgiinliik garanti edilecek sekilde birlestirilir. Eger polinomun derecesi k ise spline

fonksiyonu k. dereceden ((k+1). mertebeden) olarak adlandurilir.



2. DUZLEM EGRILER

2.1 Spline Fonksiyonlar1 ile interpolasyon

N+1 tane noktadan olusan {(x,,y, )} noktalar kiimesi igin polinom interpolasyonu gogunlukla
tercih edilmez. N.dereceden bir polinom N-1 tane bagil maksimum ve minimuma sahip

olabilir ve polinomun grafigi bu noktalardan gegerken salinim yapabilir. Diger bir metod
derecesi daha kiigiik olan S,(x) polinomlariin grafiklerini birlestirmek ve (xk, yk) ve

(%15 V) ardisik diigiim noktalar arasinda interpole etmektir (Sekil 2.1).

(xu,yn xz’}’a)

'( e, Xj.;_l » .}?N—]. )
xh B ’u,‘

(x:.,r:yj.,r)

M
—

% % X3 Ee Ky Kwa Ay
Sekil 2.1 Pargali polinom interpolasyonu

Egrinin [xk,x,m] ve [xk+1,xk+2] araliklar1 arasinda kalan iki kismi sirastyla y =S, (x) ve
y=38,,,(x), ortak dlifim noktas1 olan [%4u1s Y] den gegerler. Grafigin iki pargast ortak
diigiim noktas: olan (x,,;,,, ) noktasmda birlestirilir ve {S, (x)} fonksiyonlar kiimesi pargal1

bir polinom egrisi olugturur. Bu egriyi S(x) ile gosterelim.
2.2 Par¢ah Lineer Interpolasyon

Kullanilacak en basit polinom 1.dereceden polinomdur. Lagrangé polinomu, bu pargali lineer

egriyi temsil etmek i¢in kullanilirsa:

2.1)
X=X, X=X, @.
X — X Xpw1 — Xi



Yukaridakine egdeger ifade nokta-egim formiilii

S(®) =y, +d, (x—x,)

dogru pargast igin kullanilarak da elde edilebilir. Burada d, = %‘—1’3)2 ‘dir.
Xst — Xy
( Xy Yara)
( ffﬁ’}’m)
o A ;Tz ’Its ;*'s;+1 3":4%:—1 "lfnr
Sekil 2.2 Pargali lineer interpolasyon
Buradan lineer spline fonksiyonu agagidaki sekilde yazilabilir:
ry0+d0(x——x0) ) xe[xo,x,]
y+d(x=x) , xe[xl,xz]
S(x)=1
Vi +dp(x=x;) ) xe[xk7xk+l]
Vwa Hdya(x—xyy) , x€ [xN-l’xN]
(2.2) ifadesi S(x)’in hesabi igin (2.1) ifadesinden daha iyidir.

2.2)

Absislerin

Xy <X <..<Xxy, <x, seklinde siralandigim farzedelim. x-—x,,...,x—x,,x—x,,, farklan

x—x,,; <0 olacak sekilde (k+1) en kiigiik tamsay1 oluncaya kadar hesaplanirsa sabit x

degerinin yer aldig: [xk , xkﬂ] araligi tespit edilir ve x, < x < x,,, bulunur.



Spline’in degeri
Sx)=8,(x)=y, +d (x—x,)'dir , x,<x<x,,. 2.3)

Bu teknikler daha yiiksek dereceli polinomlara genisletilebilir. Ornegin tek sayida
X 5o Xy 5oy Xy, diiflimleri verilirse bu durumda pargali kuadratik bir polinom her bir
[ka,x2k+2] alt arahfinda olusturulabilir, k=0,1,...,M-1. Bu kuadratik spline’in dezavantajt
¢ift diiglim noktalart x,, ‘daki egriligin koti bigimdeki degisiminden dolay1 grafikte
istenmeyen egilme ve bozulmalar olabilir. Kuadratik spline’in 2.tiirevi ¢ift digiim

noktalarinda siireksizdir. Eger pargali kiibik polinomlar kullanilirsa 1. ve 2. tiirevlerin her

ikisi de stirekli yapilabilir.
2.3 Par¢ah Kiibik Spline’lar

Bir data noktalar1 kiimesine bir polinom egri uydurma igleminin bilgisayar grafikleri ve taslak
¢izimi alanlarinda uygulamalar1 vardir. Herbir [xk ,xk+1] araliginda §, (x) kiibik fo_nksiyonlarl
olusturularak y = S(x) pargali egrisi elde edilebilir. y =S(x) egrisinin 1. ve 2. mertebeden
tiirevleri [xo , X N] araliginda stireklidir. S'(x)’in siirekliligi, y =S(x) grafiginde keskin
koselerin olmadigini, S”(x) ’in siirekliligi ise efrilik yarigapinin her noktada tamimii oldugunu

gosterir.

Tamm 2.1 (Kiibik Spline Interpolasyonu): {(x,,y, )}:’:0 noktalarim goéz Oniine alalim.
Burada a=x, <x, <...<xy, <xy =b. Eger asagidaki 6zelliklere sahip N tane S, (x) kiibik

polinomu meveut ise, S(x) fonksiyonu kiibik spline olarak adlandirilir:

L S(x)=8,(X) =50+ 5, (x=x,)+5,,(x— %) +5,5(x—x,)°
Xe [xk,xk+1] , k=01,..,N~1.
II. Spline her data noktasindan geger;
Sx,)=y, ,» k=0L..,N.
III. Spline stirekli bir fonksiyon olusturur;
S (X)) =S () » =01, N -2,



IV. Spline diizgiin bir fonksiyon olugturur;
Sk (*p41) = Sk (Xp1) 5 k=01, N-2.
V. Ikinci tiirev stireklidir;
St (Xet) = Sy () 5 k=01, N =2,
2.4 Kiibik Spline’larin Varhg ‘

Yukaridaki tiim sartlar1 saglayan bir kiibik spline olugturalim. Herbir kiibik polinom S, (x)

dort bilinmeyene sahiptir. Bu nedenle belirlenmesi gereken 4N tane katsayir vardir.
Dolayisiyla, 4N tane kosul belirlememiz gerekir. II. kosuldan N+1 tane sart elde ederiz. III,
IV ve V sartlarimin herbirinden N-1 tane kosul elde ederiz. Bu nedenle,

N+1+3.(N-1)=4N-2 tane kosul bellidir. Iki tane kosulu keyfi olarak segmek
zorundayiz. Bunlar ug nokta kisitlari olarak adlandirilir. Bu kisitlar x, ve x, noktalarinda

S'(x) veya S"(x)’i igerir.

S(x) pargali kiibik oldugundan, S"(x) [xo,xN] arahginda pargali lineerdir. S"(x) =S} (x)

i¢in lineer lagrange interpolasyon formiilii

=7 (2.4)

iy dir

Sp(x)=58"(x;) +8"(X441)

Xp ™ Xpat Xpat ~ X
m, =S"(x,), My, =S"(%,,,) ve by, = x,,, — %, alalm. Bu ifadeleri (2.4)’de yerine koyarsak

. m m,, (2.5)
Sy (x) =—hi(xk+I —x)+—]:—’(x—xk)
2 A

elde ederiz. Burada x, <x <x,,, ve k=0,1,..,N-1. (2.5) ifadesini iki defa integre eder ve elde
edilen ifadeyi diizenlersek

(2.6)

m m,,
S, (%) =af‘(xk+1 —x)° +—6—kh—1—(x—xk)3 + P (X —X)+ g, (x—x;)
% k

elde edilir.



Burada p, ve g, integrasyon sabitleridir. (2.6) denkleminde x yerine x, ve x,,, yazarsak ve
Vi =S (x ) ve y,,, =S,(x,,,) sartlarim kullanmirsak
2.7

mk+1

6 e +qihy

m
Vi :?khlf + oy ve Yy =

bulunur. Bu iki denklemden p, ve g, ‘y1 bulup (2.6) denkleminde yerine yazarsak S, (x)
kiibik fonksiyonunu

m m mh
S, (x) = G—hL(XkH —x)3 "‘?Zi(x_xkf +[%—_—%j(xk+l —X)
i & K

+(_J_)ﬂ_ My ](x—xk)
h, 6

2.8)

seklinde elde ederiz. (2.8) ifadesi sadece bilinmeyen {mk} katsayilarini igerir. Bu degerleri

bulmak i¢in (2.8) ifadesinin tiirevini alalim.

2.9
Sy(x) = __m_"_(xk+1 —x)?+ M (x—x,)" - Vi _ mhy, + Yin My
2h, 2h, [f 6 h, 6
(2.9) ifadesini x, noktasinda hesaplarsak
: - (2.10)
Sllc(xk)=—ﬂhk_mk+l hk+dka dk= yk+1 Y
3 h,
bulunur. Benzer sekilde, (2.9)’da k yerine k-1 yazip S;_(x) ’i x, da hesaplarsak
(2.11)

, m m,_ '
Spa(x)= Tkhk—l "‘%hk—l +d,,

elde edilir.



$imdi IV sartini, (2.10) ve (2.11) denklemlerini kullanarak m,_;,m, ve m,,,’i igeren dnemli

bir bagint: elde ederiz.

Py +2(hy + B )m, + hym,,, = Uy, (2.12)
u, =6(d,-d,,), k=12,.,N-1.

2.5 Kiibik Spline’larin Olusturulmasi

(2.12) denklem sistemindeki bilinmeyenler {mk} degerleridir. (2.12) denklem sistemi N+1
tane bilinmeyen igeren N-1 tane lineer denklemden olusmustur. Bu nedenle iki adet denkleme
ihtiyactmuz vardir. Bu iki ek denklem kullamilarak (2.12) denklem sistemindeki birinci

denklemden m, degerini N-1. denklemden ise m,, ’i bulabiliriz.

Cizelge 2.1 Kiibik spline i¢in u¢ nokta kisitlar

Ug nokta stratejisi m, ve m,, i igeren denklemler
(1) ”Clamped kiibik spline”: 3 , m
v o me= gl - S)- 2
S'(x,) ve S'(x,) belittilir(tiirevler biliniyorsa hy 2
Vi secim). 3 b,
on i seim) my =[50 - ]
hy_, 2
(ii) “Natural kiibik spline” (a “relaxed curve™) | 0=0,my=0
(iii) S"(x) ’i ug noktalara extrapole et. hy(my ~my)
My =m, = _hl—
my, = m_, + Ay My —my_5)
hN—Z
(iv) S”(x) ug noktalar civarinda sabittir. - My =my , My =My,
(v) Her ug noktada S"(x) ’i belirt. my, =8"(x) , my =S"(xy)

Cizelge 2.1 ‘deki (v) stratejisini gozOniine alalim. Eger m, verilmigse %,m, hesaplanabilir ve

(2.12) denklem sisteminin ilk denklemi (k=1 igin) asagidaki gibi olur:

2[Ry + Iy Jm, + hymy =u, — hym, (2.13)




Benzer gekilde m, verilmisse %, m, hesaplanabilir ve (2.12) denklem sisteminin son

denklemi (k=N-1 i¢in) agagidaki sekli alir:
hy_ My, + 2[h1v—2 +hy ]mN—l =y —hy my (2.14)

(2.12) denklem sistemi, k=2,3,...N-2 (2.13) ve (2.14) denklemleri m,m,,....,my_, tane

katsay1y1 i¢eren N-1 tane lineer denklem olugturur.

Cizelge 2.1°deki hangi strateji segilirse segilsin, (2.12) denklem sisterrii, k=23,..N-2 ve
(2.13) ve (2.14) denklemleri, HM=V formunda m,,m,,...,m,_, i igeren tridiagonal lineer bir

sistem olugsturur:

r T 1Tr s
b ¢ m Y
a b, ¢ m, Vi
=l - (2.15)
Ay by, oy, My, Voo
| Ay by imys | [ Vya |

(2.15) denklem sistemi kosegen baskindir ve tek ¢6ziime sahiptir. {mk} katsayilar

belirlendikten sonra S, (x) *in katsay1lar1 olan 4{Sk, j} ‘ler asagidaki formiillerden hesaplanir:

s = 5 Y =
%0 = Yk ki k 6 (2.16)
U My —m,
5, ., = — , s
k2 5 k3 6h,

Etkili hesaplama amaci ile herbir S, (x) kiibik polinomu asagidaki sekilde de yazilabilir.
S,(x)= [(s,(,3w+s,{,z)w+sk’1 ]w+yk ,  W=X-—X, (2.17)

Ve §,(x), x, <x<x,, araliginda kullanilir.




Simdi herbir spline tipi i¢in denklemlerin nasil olustugunu gdsterelim.

Lemma 2.1 (Clamped Spline). S'(a)=d, ve S'(b)=d, sartlan altinda asagidaki lineer

denklem sistemi ¢oziiliir:

3 '
(Eho +2h )m + hm, =u, —3[do -5 (xo)l
Poamyy + 2 +h)my + emy =u, . k=23, ,N-2

3 ,
hy_amy_, +(2hy_, + EhN—l Wy = Uy — 3[S (xy)— dN—l]

Lemma 2.2 (Natural Spline). S"(a)=0ve S"(b)=0 ile asagidaki denklem sistemi

¢Oziiliir:

2(hy + b)my + hm, =uy,
h_m,_, +2(h_, +h)ym, +hm,,,=u, , k=23, ,N-2
By amy_y +2(hy_y + hy_ My =y,

Lemma 2.3 (Extrapolated spline). S"(a)'y1 belirlemek igin x, ve x,, S"(b)’yi belirlemek

iginise x,_, ve x,_, kullanilirsa agagidaki denklem sistemiyle karsilagilir:

h2 h2
Bhy + 20 +-2ymy + (b ——2)m, =u,,
h oo
b m, +2(h_ +h)m, +homy, =u, , k=23,.,N-2
2 hZ_
(hy_y — 2 Dymy_, + Rhy_, +30y, + _N—l‘)mjv—l =Uy,-
hy_, hy_

Lemma 2.4 (Parabolically Terminated Spline). [xo,x,] araliginda S"(x)=0 ve [xN_l,xN]

araliginda S”(x) =0 alimirsa denklem sistemi agagidaki sekildedir:

(Bhy +2h)my + hym, = u,,
e m, + 20 +hom, +hmy, =u, , k=23, ,N-2
By My +Qhy_y +3hy Imy =uy,.
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Lemma 2.5 (Endpoint Curvature-Adjusted Spline).

S"(a) ve S"(b) belirtildiginde
asagidaki denklem sistemi ¢oziiliir:

2(hy + I)ymy + my =uy; —hyS"(x,),
h_m,_, +2(h_ +h)m, +hm,, =u, , k=23,.,N-2
Py gy +2(y_y +hy_dmy_ =uy  —hy  S"(xy).
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3. UZAY EGRILERI

3.1 Parametrik Kiibik Splinelar

Kiibik Spline’da amag¢ verilen (n+l) nokta (x,,y,)dan gegen diizgiin bir egrinin
olusturulmasidir. y = f(x) formunda temsil her zaman miimkiin degildir. Bu yiizden x = x(t) ,
y = y(t) parametrik temsilini kullanmak zorunda kalinz. (n+1) noktaya karsilik gelen

ty,ly5-t, parametre degerlerinin biiyiikliiklerine goére siralandigimi farzedelim. Burada

(tesxi) ve (L, vi) > (K=0,12,...,n) degerlerini interpole eden iki spline belirleriz. Yukarida

belirtilen parametrik temsil vasitasiyla istenilen egriyi olugturabiliriz.

Genelde, spline derecesi K olan ve pargalar arasi ortak eklem yerlerinde (K-1). mertebeye
kadar tiirevleri stirekli olan pargal1 bir polinomdur. Dolayisiyla, kiibik spline ortak noktalarda
ikinci mertebeye sahiptir veya birlesim noktalarinda C? siireklilige sahiptir. Diisiik dereceli
polinomlarin parcali spline’lart egri uydurmada ¢ok kullamighidirlar. Ciinkii diisiik derece
polinomlar hesaplama gereksinimlerini ve ayrica daha yiiksek dereceli egrilerde ortaya ¢ikan
niimerik kararsizliklan azaltir. Ortak bir egride birkag nokta birlestirildigi zaman bu
kararsizliklar istenmeyen salinimlara neden olur. Diisiik dereceli polinomlar keyfi bir noktalar
dizisini geremediginden dolayi, bitisik polinom segmentleri kullamilir. Bunlar géz Oniine
alindiginda ortak teknik her bir pargada iki noktay: geren kiibik spline segmentlerinin bir

dizisini kullanmaktir.
Parametrik kiibik spline segmenti igin denklem asagidaki sekilde verilir:

i 3.1
P(H)=> Bt" t, <t<t,

i=1

Burada #, ve t, segmentin baslangicinda ve sonundaki parametre degerleridir. P(t) kiibik
spline segmenti lizerindeki herhangi bir noktanin yer vektorudiir. P(f) = [x(t) (1) z(t)]
vektor degerli bir fonksiyondur. P(t)’nin bilesenleri yer vektoriiniin kartezyen koordinatlaridir.
Her bilesen P(t)’ye benzer bir formiilasyona sahiptir.
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Yani,
4 :

x(t)=) B, t" t, <t<t,
i=1
4

y)=) B 1" 1, St<t,
i=1
4 .

z2(f)=) B, 1" t <t<t,

j=1

B, sabit katsayilari, spline segmenti i¢in dort sir kosulunun belirtilmesiyle belirlenir. (3.1)

denklemi asagidaki ifadeyi saglar:

P(f) = B, + Byt + B,t* + B,t* t, <t<t, (3.2)

P, ve P,, spline segmentinin baglangi¢ ve bitigindeki yer vektérleri olsun (Sekil 3.1). Ayrica

P,' ve PZI ‘de spline segmentinin uglarindaki teget vektorleri olsun. (3.1) denkleminin

diferansiyeli agagidaki ifadeyi saglar:

4 3.3
PO=[x0®) y© ZO]=>BG-D" t<t<t, -
i=1
Yukaridaki sonucu agik olarak yazarsak
P'(t) = B, +2B,t +3B,t* t, St<t, (3.4)
elde edilir. Genelligi bozmadan, ¢, =0 olsun ve dort tane simir kosulunu uygulayalim:
P(0)=P, (3.5)
P(t,)=P, (3.6)
P'(0)= P/ (3.7

P't,) =P, G:8
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Yukaridaki sinir kosullarindan B, bilinmeyenleri i¢in dort denklem elde edilir.

P(0)=B =P, 3.9)
, 4, - , (3.10
P(O)';Z(l_l)t 2Bilr=o =B,=Ph )
i=1
4 3.11
P(t,)=) Bt" !, =B, + B,t, + B;t; + B,t; = P, G.1D
i=l
4 . 3.12
P'(t)) = Z(z’ -D)t"*B, |,=,z =B, +2B,t, +3B,t; = P, G.12)
i=1
Fy
4“#
Vi
JJ;. PE’ tz
Sekil 3.1 Tek kiibik spline segmenti
B, ve B, hesaplanirsa
5 3B-R) 20 B (3.13)
’ t22 t2 t2
_ ' pr 3.14
RELELN o1
t2 t2 t2

olarak elde edilir. B,,B,,B, ve B,’in bu degerleri kiibik spline segmentini belirler.

Segmentin sekli segmentin uglarindaki yer ve teget vektdrlerine baglidir. Ayrica, her ug nokta

IR

denklem, segment sonundaki ¢, parametre degerine ve on iki tane vektdr bilesenine baghidir.
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(3.9), (3.10), (3.11), (3.12) ve (3.13), (3.14) denklemleri (3.1) denkleminde yerine konursa tek

bir kiibik spline segmenti i¢in

P(ty=P, +P1’.t+[3(P2 —h) 2k —f&}t’

t22 t2 t2
R (3.15)
+[2(P1 —Pz>+5+5],3
3 2 2
t2 2 t2

elde edilir.

(3.15) denklemi tek bir kiibik spline segmenti igindir. Egriyi tam olarak temsil etmek igin bir
gok segment bir araya getirilir. Iki bitisik segment Sekil 3.2’de gosterilmistir. B,P,,P, yer
vektorleri, P, P,,P, teget vektorleri ve t,,¢, parametre degerlerinin bilinmesi kosuluyla her
iki segmentin her birine uygulanan (3.15) denklemi, onlarin sekillerini verir. Ayrica, iki

segment arasindaki birlesme noktasinda P/ teget vektorii bilinmeyebilir. P, ig teget vektoril,

birlesme noktasinda bir stireklilik kosulu ile belirlenebilir.

Bildigimiz gibi K. dereceden bir pargali spline i¢ birlesme noktalarinda (K-1). mertebeden
stireklilige sahiptir. O halde, bir kiibik spline i¢ birlesme noktalarinda 2.mertebeden

stireklilige sahiptir. Yani P)(f) birlesme noktalarinda siireklidir. Buradan egrilik birlesme

noktalarinda siireklidir.

(3.1) denklemini iki kez tiiretirsek

4 . (3.16)
P'()=>.(i-Di-2)Bst" t, <t<t,

i=1
elde edilir.

Ilk kiibik spline segmentinin parametre arahft 0<¢<t,’dir. £=¢, igin, (3.16) denklemini

hesaplarsak, P" = 6B,t, + 2B, elde edilir.
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Sekil 3.2 Iki pargali kiibik spline segmenti

Ikinci kiibik spline segmenti igin parametre aralift 0 <¢ < t;’tir. ¢ =0 igin (3.16) denklemini
hesaplarsak, P"=2B, elde edilir. Bu iki sonucu esitler ve (3.9), (3.10) ve (3.13)

denklemlerini kullanirsak

t2 2 2 t2

o[28-R) B B] [3n-R) om0 B]_[3&-B) 25 B
2 3 2 2 2 t2 tz l_ t32 t3 t3

bulunur.

Burada denklemin sol tarafi 1.segmentin sonundaki egrilifi ve sag tarafi ise 2.segment

bagindaki egriligi gosterir. Yukaridaki ifadeyi ¢,¢,’le garpip diizenlersek

! ! ! 3
(B4 2t +0)B + 0B ==} (B - B) +£5(B, = B)
2°3

(3.17)

ifadesi bulunur.

Bu denklem, i¢ birlesme noktasindaki bilinmeyen P, teget vektorii igin ¢oziilebilir. Bu
sonuglar i¢ noktalarda 2.mertebe siireklilige sahip (n-1) adet pargali kiibik spline elde etmek

icin, n data noktasina genellestirilebilir.
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U
£

teia

Sekil 3.3 Coklu pargal1 kiibik spline segmentleri i¢in notasyon.

Sekil 3.3’de gosterilen notasyonu kullamilirsa iki bitisik P,(f) ve P, (¢) kiibik spline

segmenti i¢cin denklemler ;

[k segment igin

. ] P!
P)=P + P]:t+{3(Pk+12 P) _2F5 R, ]tz

tk+l tk+1 tk+l (3 18)
2(Pk_Pk+1) Pk, Pkll 3 )
+ [———13—— + pr + t2—+ t
k+1 k+1 k+l1
ve 2.segment igin
Pyt =Py + Pt +| T2 ") 2B B |2
k+1 k+1 k+1 t2 P /
k+2 k+2 k+2
+|:2(Pk+1—Pk+2)+Pk’+l +Pk,+2 }ta (3-19)
3 2 2
tk+2 tk+2 tk+2

dir. Her segment igin parametre araligi sifirdan baglar, ilk segment i¢in 0<r<¢,,, ve

2.segment i¢in 0<¢ <¢,,, dir.
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Herhangi iki bitisik spline segmenti igin, ortak i¢ noktada ikinci tiirevler esitlenirse, yani

P/(t,) =P/, (0) aliirsa (3.17) denklemine es olan

tk+2 Pk' + 2(tk+1 + tk+2 )Pk,+1 + tk+1 PI:+2 (3 20)
3
= [tlf+1(Pk+2_Pk+1)+tlf+2(Pk+1—Pk)] I<k<n-2
LIRS

ifadesi ile P, ve P,,, herhangi iki spline segmenti arasinda, ara birlesme noktasinda teget

vektorii belirlenir.

Tim spline segmentleri lizerinde (3.20) denklemi uygulanirsa P/, 2<k<n—1 teget

vektorleri i¢in n-2 tane denklem elde edilir. Sonug, matris formunda agagidaki gibi yazilir:

1, 2, +1,) i 0 . : TR
0 t, 2(t, +1t,) t, 0o . : B
0 0 ts 2(t, +t5) t, O . - B

0 t, 2t,+t,4) t, |l P

n L n

3

PR L RARACEIOY
2°3

3
= {2, -P)+2(P, - P}
tit,

(3.21)

3 B -P) (P - P

n-1

L tn—l tn a

veya [M '][P’] = [R]"dir. n tane teget vektor igin yalmz n-2 adet denklem oldugundan [M ']
kare matris degildir. Dolayisiyla tersi bulunamaz ve [P'] icin ¢6ziim elde edilemez. Bu

nedenle ug nokta teget vektorleri A/ ve P, ’niin bilinmesi koguluyla problem ¢6ziiltir.
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Bu durumda matris formu

1 0 . : . . vy

ty 2(t, +15) t, 0 oo . B

0 t, 2(t, +1,) t 0 . . P
0 ts 2(t,+t) t, 0O

0 1, 2(t,+t,) ¢

n n-1

o 12

) o _
3
"_{tzz(P3 —P2)+t32(P2 _Pl)}
t23’3 (3.22)
= {2, - P)+ 122 - P)
1.1,

3 .
(B =)+ (B = B

n-1%#

!
L

veya [M][P']= [R]’dir. Burada [M |artik kare matristir, tersi almabilir. Ve, [M]
tridiagonaldir ayrica [M ] kosegen baskin bir matristir. Dolayisiyla [M ] tekil degildir, tersi

vardir ve ¢ozlimii tektir. Buradan [P’] icin ¢6ziim agagidaki sekilde ifade edilir:

[P]=[M]"[R] G.23)

P, ’larmn bilinmesiyle her spline segmenti igin B, katsayilar belirlenebilir. (3.9), (3.10),
(3.11), (3.12) - (3.18) denklemleri genellestirilirse asagidaki ifadeler elde edilir:

B, =P k
B, =P, k’
B. = 3(Pk+1 —F) _2Pk’ _ Pk'+l
3k — 2
tk+1 tk+l tk+1

=2(Pk_Pk+l)+ PI: +Pk'+1

3 2 2
t k+1 t k+1 tk+1

B4k
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P, lar ve P/ler vektor degerlidir dolayisiyla B; ’ler de vektor degerlidir. Yani, eger

P, lar ve P/ler x,y, z bilesenlerine sahip iseler, B; katsayilar1 da x, y, z bilegenlerine

sahiptirler.

Herhangi bir kiibik spline segmenti k i¢in bu denklemler matris formda

1 0 0 0 ]
Bu o L 9 0 B
B 2 1 (| P
Bl=|"%*|={-— —-— - k 3.24
[ ] B3k tlf+l tk+l tlf+21 tk+l Pk+l ( )
2 '
B | 2 L -2 L&,
L fknt Lot et ten
seklindedir.

Verilen n yer vektorii P,, 1<k <n yardimiyla ug teget vektorleri £, ve P,;' olan pargali
kiibik spline iiretmek igin (3.23) denklemi kullamlarak i¢ teget vektorler P, 2<k<n-1
belirlenir. Her pargali kiibik spline segmenti i¢in ug¢ nokta yer ve teget vektorleri (3.24)
denkleminde kullanilarak istenen segment igin B, ’lar belirlenir, 1<i<4. Son olarak (3.1)

denklemi genellestirilirse

4 3.25
P(t)=) But" 0<t<t, ,1<k<n-1 (3-25)
i=1
ifadesi spline segmenti {izerindeki noktalar1 belirlemede kullanilur.
(3.25) denklemi matris formunda agagidaki sekilde gosterilir:
B 1%
B 3.26)
Pk(t)=[1 t ot 13] 2 0<t<t,, (
B 3k
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(3.24) denklemini yerine yazarsak ve diizenlersek

Pk

P.
P=[F() K@) K@ FE]| | o0st<i,1<k<n-1

P, (3.27)

Pk'+1
elde edilir. Burada 1t =(/ [ ).

k+l -

F,(t)=27" =377 +1 (3.28)
F,, () =-27° +37? (3.29)
Fy, () =1(z? =2 +1)t,, (3.30)
Fu (@) =1(z* =)t (3.31)

Yukaridaki fonksiyonlar blending veya agirlik fonksiyonlar olarak adlandirilirlar.

Agirlik fonksiyonlar: tammu kullanilarak (3.27) denklemi matris formda asagidaki bigimde

gosterilir:
P.(v)=[F][G] (3.32)
Burada [F]

[Fl=[F(x) K@) FEE FE) (3.33)

ile verilen blending fonksiyon matrisidir ve
[G]T = [Pk P K Pk,+l] (3.34)
geometrik bilgi icerir.

(3.32) formundaki denklemler egri ve yiizey tanimlamalarinda sikga ortaya ¢ikar.
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(3.28), (3.29), (3.30) ve (3.31) denklemlerinin hepsi kiibiktir. Bir kiibik spline segmentindeki

herhangi bir nokta , ug nokta yer ve teget vektorlerinin agirhikli toplamdr. F, ’lar blending

veya agirlik fonksiyonlar: gibi davramr. Sekil 3.4 ¢,,; =1.0 olmak {izere F,’leri gdsterir.

Lo

06 -

ot

Sekil 3.4 ¢,,, =1.0 i¢in kiibik spline blending fonksiyonlari.

Sekil 3.4 ‘den F{(0)=1 ve F,(0) = F;(0)=F,(0) =0 oldugu goriiliir. O halde, egri ug nokta
yer vektorii P, ’den gecer. Benzer sekilde F,(1)=1 ve F()=F,Q)=F,1)=0 ‘dir. Bu
durumda, efri ayrica ug nokta yer vektorii P, ‘den geger. Dikkat edilirse, F, , F, ile
F, , F, ile simetriktir. F,(r)=1-F{(7)’dwr. Sonug olarak, F, ile F, ile F, ile F,’iun
bagil biiytiklik iliskileri dikkate alinmalidir. Bitytiklikteki fark genelde, ug yer vektorlerinin
ug teget vektorlerinden daha fazla etkiye sahip oldugunu gosterir.

Pargal1 kiibik spline egrisi, yer vektorleri, teget vektorleri ve parametre degerleriyle belirlenir,
yani her segmentin u¢ noktasindaki ¢, ‘larla belirtilir. ¢, ’larin segimi egrinin diizgiinliigtinii

etkiler.

Ara birlesme noktalarindaki 2.tiirevlerin siirekliligi tek basina egri boyunca minimum egrilik

anlaminda diizgiin bir kiibik spline iiretmez. Minimum egrilikte ve maksimum diizgiinliikte
bir kiibik spline olusturmak i¢in her segmente ¢, ’lar uygun olarak segilerek her segment igin
B, ve B, katsayilari minimize edilmelidir. Bu ilave hesaplamalar1 yapmak gerckmez.

Bunun yerine daha basit metodlar kullanihir.
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t,’lart belirlemekte kullamlan bir yaklasim, parametre degerleri ardistk data noktalar:
arasindaki kirig uzunluklarina esit olarak alimr. Diizgiin egriler bu teknik kullamilarak pratik
olarak elde edilirler. Ikinci bir yaklagim her kiibik segment igin £, =1 segerek degigimi
normalize etmektir. Bu segim hesap gereksinimlerini basitlestirir. Onceki denklemlerden
goriilecegi gibi her £, segimi farkli katsay: degerleri, ayrica verilen data noktalarindan gegen

farkli egriler dretir. (3.28), (3.29), (3.30) ve (3.31) denklemleri ile verilen blending
- fonksiyonlar: spline segmentinin seklinde ug teget vektérlerinin ug yer vektorlerine gére daha

az etkiye sahip oldugunu gosterir.

Sekil 3.5 Pargali kiibik spline. (a) #, *nin kiri yaklagimi kullamlarak belirlenmesi durumu; (b)

t, =1 normalize durumu.
3.2 Kiibik Spline I¢in U¢ Nokta Kogullar1

Bundan once pargali kiibik spline’in u¢ noktalarindaki P ve P, teget vektorlerinin
bilindigini kabul etmistik. Bu sinir kosulu clamped u¢ nokta kosulu olarak isimlendirilir.
Bilinmeyen ara teget vektorleri i¢in ¢oziim (3.22) denkleminde belirtilen tridiagonal [M ]

matrisinin tersiyle verilir.

Eger yalmzca birkag data noktasi biliniyorsa veya fiziksel kisitlar ug noktalarda egri

yiizeyinin tam olarak kontroliinii gerektiriyorsa bagka sinir kogullar: istenebilir.
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Bir alternatif spline ug¢ noktalarinda epriligi belirtmektir. Egriligin sifir olmasi1 durumunda
relaxed veya natural ug kosulu elde edilir. 2. tirev ile egrilige yaklaglrsak (3.16)
denkleminden ‘

4
P')=> (i-1)i-2)Bt"" 0<t<t,,
i=1

elde edilir. i1k spline segmentinin baslangicinda ¢ = 0 ‘dir. Burada, yalnizca i = 3 terimi

sonuca katkida bulunur. (3.24) denklemi kullanilirsa;

3(P2—P1)__2‘Pl’_£21)=0
t22 t2 t2

P"(0)=2B, =2(

ve tekrar diizenlenirse agagidaki ifade elde dilir:

P 3 (3.35)
P+-2=_"(p -P
1 2 2t2( 2 1)

[M ] ve [R] matrislerinin ilk satir1 (3.22) denkleminden agagidaki sekli alir:

120 .. .1(3’1:[2—3-(132-3)}

son segmentin ug noktasinda t =+¢, , k =n—1 ’dir. Burada denklem (3.16) ’dakii=3 vei=4

n ?

terimleri sonuca katkida bulunur. Ozel olarak ;
P"(t,)=2B,+6B,t, =0
veya (3.24) denklemi kullamlirsa;

2P
S, —pys e

2 n
n n n

L/

olur.
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Yukaridaki ifade tekrar diizenlenirse

o p! (3.36)

n-—

+4B =2 (B, - )

bulunur.

[M] ve [R] matrislerinin son satir1 (3.22) denkleminden agagidaki sekli alur:

L.-024Mﬂ{§m—&ﬁ

clamped ve relaxed ug nokta kosullari verilen bir parcali kiibik spline egrisi igin kansik

olabilir.
Diger iki smir kosulu cyclic ve anticyclic ug nokta kosullaridir. Cyclic spline kapali bir egri
veya arahiklarda tekrar eden bir egrinin bir parcasini tiretmek igin kullanilir. Cyclic ug nokta

kosulu, teget vektorii ve egriligin her ikisininde iki ug noktada esit olmasin gerektirir. Yani,

Pl'(o) = Pn' (t n) (3'37)

(3.3) ve (3.16) denklemlerinden ve (3.24) *yi kullamirsak (3.37) denklemi

1 n-1 = tz t ¢

n n n

PP, = 2t,,[3(P" ~b) 28 _fi]

p _ F o pr (3.39)
+3tn|12(Pn—t]3 l)n)_‘_P;z—l +_t_2L:|

n n n

elde edilir.
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Benzer sekilde (3.38) denklemi

2

[3(1’ -P) 28 5}_2[3@,—3,_]) 2P, f;,’}
' t

t2 12 t2 n tn tn
+ 6¢ li ( n-1 3 ) nz-l + ;1 jl (3'40)
tn tn tn

formunu alir.

(3.40) denklemi ¢, ‘le garpilir ve (3.39) denkleminden ¢ikarilarak bu iki denklem
birlestirilirse agagidaki ifade elde edilir.

P -P

n-1

2 |:3(P2;Pl)_2})1,_£2'i| 3f"|: ( -1 ) n—l + r:l

2 t, £ e

n n n

2( H— ) n— n
~ 6t [ ;3 tzl + t2]

n n n

P'= P} oldugundan terimleri tekrar diizenlersek

n

3.41
_3 H(P P) t3("1 P) ( )

t £
214+ B+ P ,

n-1
2 2 2 n

Ara birlesme noktalarindaki teget vektorler (3.22) denklemi kullanilarak tekrar elde edilir. Bu
arada tiim teget vektorleri artik bagimsiz degildirler (P'=P!). [M] matrisi birinci satir

(3.41) denkleminin katsayilari ile verilen (n-1)*(n-1) lik bir matristir.



26

Yani,
- ) 1
o+l B9 0 L[ B
t2 t2 Pr
t, 2, +t) t, . . . 2
1)3’
0 1 k

| . . M

2(tn + tn—l) tn—l i nt

2

3

2°3

3

t34

oyt

n-1"n

Matris artik tridiagonal degildir. Anticyclic spline
P(0)=-F,(t,)

P(0)=-F,)

hari¢ cyclic spline’a benzerdir.

Cyclic ug nokta kogullar1 igin ayni1 yol izlenirse

t t s
2+ + By =Py =35 (h _Pl)+ti(P""1_P)

n
2 2 2 n

elde edilir.

t, 3
34(h, ~B)~=(B,,~ P,

n
n

)

— @B -P)+1 (- A}

T{ri(P4—f’3)+ff(1’s ~B)

3 o o
ar. {tlf—l (Pn - })n—l) + ttf (‘Pn—l - Pn—Z )}

(3.42)

(3.43)

(3.44)

(3.45)
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(3.45) denklemi, anticyclic ug nokta kosulunun koyulmasiyla, [M ] matrisinde
M(1,n—1)deki 1’in isaretinin degistirdigini ve (3.42) denklemindeki R(1,1)’de 2.terimin

isaretinin degistirdigini gdsterir.

Cizelge 3.1 Kiibik spline ug nokta kosullan

Ug nokta kosulu [M | matrisinin ilk ve son satirlarindaki [R]matrisinin ilk ve son
stfirdan farkli elemanlar satirlari
Clamped MO =1 RAH =P
M(n,n) =1 R(n,D)=P!
Relaxed M@ =1 R(LY) 3 &, - P)
M1 =Y oot
M(mn—1)=2 R(nD)=2(P, -, )
| M(n,n) =4 n
Cyclic £ ¢
M(L1) =201+ t—) R = 3(t%)(Pz —-B)
2 2
t
M12)="2 -2@,,-n)
t, L,
M(,n-1)=1 R(n)) tanwmsiz
Anticyclic t, t
M) =201+ ;—) R(LD = 3(t%)(Pz - P)
2 2
2 3
M(122)=—_ +—(Pn—l—‘Pn)
’ t2 tn
MQ,n-1)=-1 R(n,)) tanimsiz

Kiibik spline egrileri, herhangi bir u¢ nokta kogullariyla stirekli 1. ve 2. mertebeden tiirevlere
sahiptirler. Bununla birlikte, eger data noktalar: sayis1 fazla ise teget vektdr matrisinin tersini
almak fazla zaman alabilir. Parametrik pargah kiibik spline egrileri bircok uygulama alanina
sahiptirler. Omegin, otomotiv, gemi ingaat ve havacilik sanayinde uygulanmakta olmasina
ragmen yine de baz1 dezavantajlar vardir. Parametrik kiibik spline’lar tam olarak bir konik
kesite indirgenmez. Asimptotik egrilere daha yakindirlar ve dikkatlice kontrol edilmezlerse
salimmmlar gosterirler. Kiibik spline’lar egri f{izerindeki her noktadan yerel olarak
etkilendiklerinden dolay1 saliumlar olusur ve 3. mertebeden tiirev sadece pargali sabittir.
Uctincii mertebeden tiirevdeki siireksizlikler egri iizerinde istenmeyen durumlara yol agar. Bir

salimim egrisi 2.mertebe siireklilige sahip olmasina ragmen diizgiin degildir.
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Salimimlarin  olusumunu azaltmanin bir yolu spline egrisi dogrultusu boyunca gerilme

eklemektir.
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4. B-SPLINE EGRILERI

Matematiksel agidan, efri ve poligon arasinda bir iligki kurmak igin poligonun koselerini
kullanarak {iretilen egri interpolasyona veya yaklasim metoduna baglidir. Bu durum baz

fonksiyonlarimn segimi ile saglanir. Oregin Bernstein bazi ile Bezier egrileri iiretilir.

P(t) = iB,. J,. () 0<t<l1 1)
i=0

Bernstein bazlarmin iki karakteristigi, egrilerin esnekligini smurlar. flk olarak poligonun
diigiim noktalarimn sayisi, elde edilecek polinomun derecesini belirler. Alt1 diigiim noktali bir
polinom daima 5. dereceden bir egri tiretir. Egrinin derecesini diigiirmenin tek yolu diigtim
noktalar sayisim diistirmek, egrinin derecesini yiikseltmenin tek yolu ise diigiim noktalart

sayisini artirmaktir.

Ikinci sinirlama, Bernstein bazlarimin global ozelligine baghdir. Yani (4.2) denklemi ile
verilen J, ,(¢) blending fonksiyonun (agirhk fonksiyonu) degeri, egri iizerindeki tiim

parametre degerleri i¢in sifirdan farklidir.

4.2
Jn,i (t) = (n)tl (1 - t)n—i (}:J L (0)0 =] ve Ol = 1 ( )
1

TCE

Bezier egrisi lizerindeki herhangi bir nokta, tiim diigiim noktalarinin bir sonucu oldugundan,
bir ugtaki degisim egri boyunca hissedilir. Bu durum egri tizerinde yerel bir degisikligi tiretme

kabiliyetini ortadan kaldirir. Yerel kontroliin bu eksikligi bazi uygulamalarda zararlidir.

Bernstein bazim 6zel bir durum olarak. iceren ve B-spline bazi olarak isimlendirilen bagka
bazlarda vardir. Bu bazlar genellikle global degildir. B-spline bazlarnin global olmayan bu
davranig1 her bir B, ucunun tek bir baz fonksiyonu ile ilgili olmasidir. Buradan her bir ug,
sadece ilgili baz fonksiyonunun sifir olmadig: parametre degetlerinin aralif: tizerinde egrinin
seklini etkiler. B-spline bazlar1 aym zamanda baz fonksiyonlarinin derecesinin
degistirilmesine dolayisiyla poligon diigiim noktalarimin sayisini degistirmeksizin egrinin
derecesinin degistirilmesine izin verir. B-spline teorisi ilk olarak Schoenberg tarafindan

Onerilmistir.
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Niimerik hesaplamalar i¢in kullamsli bir rekiirisif tanimlama birbirlerinden bagimsiz olarak
Cox ve de Boor tarafindan bulunmustur. Gordon ve Riesenfeld B-spline bazlarini egri

tanimina uygulamlslardlr.
P(t) egri boyunca olan yer vektorii olsun. B-spline egrisi

n+l 4.3
PO=Y BN, ()  tyy St 2<k<n+l @
i=1

min max

!

ile verilir. Burada B;, n+l tane poligon diigiim noktalarinin yer vektorleridir ve N,

normalize edilmis B-spline baz fonksiyonlaridir.

4.1 B-spline Baz Fonksiyonlar:

k mertebeli (k-1 dereceli) i. normalize cdilmis B-spline baz fonksiyonu igin N, (r) baz

fonksiyonlar

1 x; SES X, (4.4)
N il @)= .
0 diger durumlarda
Nik(t) - (t —xi)Ni,k—l (t) + (xi+k —t) Ni+1,k—l (t) (4‘5)
’ Xigk1 —%; Xivk ~ X

formiilleri ile tanimlanir.

x,’nin degeri x;, <x,, iliskisini saglayan diigtim (knot) vektorlerinin elemamdir. t
.. 0
parametresi P(t) egrisi boyunca ¢, ’den ¢, a kadar degisir. Burada 5" 0 olarak alinmistir.

Formal olarak bir B-spline egrisi, agagidaki iki kosulu sagladigindan, k mertebeli polinom

spline fonksiyonu olarak tanimlanir.

P(t) fonksiyonu her bir x, <t < x,,, aralig1 tizerinde k-1 dereceli bir polinomdur.
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P(t) ve onun 1,2,...,k — 2 mertebeden tiirevleri egri boyunca siireklidirler.

4.2 B-spline Egrileri ve Bazlarinn Ozellikleri
i) Herhangi t parametresi i¢in

3N, 0=t 40

ii) tiim parametre degerleri igin her bir baz fonksiyonu sifir veya pozitiftir, yani N,, 2 0.
iii) k=1 hari¢ herbir baz fonksiyonunun bir maksimum degeri vardir.
iv) Egrinin maksimum mertebesi poligon diigiim noktalarinin sayisina esittir.

v) Egri variation diminishing 6zelligi gosterir. Boylece egri kendisini tammlayan poligondan

daha fazla diizgiin dogru civarinda salinmaz.

vi) Egri genel olarak poligonun seklini takip eder.

vii) Egri diigiim noktalarimin doniistimi ile transformasyon edilebilir.
viii)Egri onu tanimlayan poligonun convex hull’nun iginde kalir.

Gergekte, B-spline egrilerinin convex hull 6zelligi Bezier egrilerinden daha giiglidiir. k
hull’u tizerindedir. Boylece B-spline egrisi iizerindeki tiim noktalar, k ardigik poligon diigim
noktalar1 alinarak olusturulmus tiim convex hull’lerin birlesiminde yer alir. Convex hull
golgeli gosterildigi Sekil 4.1 ‘de farkli k degerleri igin bu etki goriilmektedir. Ozellikle k=2
durumuna dikkat edersek convex hull tanimlanan poligonun kendisidir. Buradan B-spline egri

ayn1 zamanda tanimlanan poligonun kendisidir.
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Sekil 4.1 B-spline egrilerinin Convex hull 6zellikleri

Convex hull 6zelligini kullanarak, poligon diigiim noktalarinin tiimii aym dogru iizerinde ise

B-spline egrisi tiim k lar i¢in bir dogrudur.
4.3 Diigiim (Knot) Vektorleri

(4.4) ve (4.5) denklemleri, diigiim vektorlerinin segiminin N, , (#) B-spline baz fonksiyonlar
dolayistyla B-spline egrileri iizerinde 6nemli etkiye sahip oldugunu gosterir. Diigtim vektorii
sadece x, < x,, bagintisim saglamasidir. Temelde ti¢ gesit diigiim (knot) vektori kullanilir:

diizgiin (uniform), agik dﬁzgﬁﬁ (open uniform) ve diizgiin olamayan (nonuniform).

Diizgiin diigiim vekttriinde diigiim degerleri diizglin araliklidir.
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Ornegin,
[0 1 2 3 4]
[-02 -01 0 0.1 02].

Pratikte diizgiin diigtim vektorleri genellikle sifirdan baglar ve maksimum degerlerine kadar

Per artirtlir veya 0 ve 1 araliinda normalize edilirler. Yani esit ondalik araliklar. Ornegin,

[0 025 05 075 1.0].

Verilen bir k mertebesi i¢in diizgin diigiim vektorleri, N, (£)=N,,,(¢t-1) =N, (¢+1)

olan periyodik diizgiin baz fonksiyonlarim verir. Buradan herbir baz fonksiyonu digerinin

Gtelemesidir. Sekil 4.2 bu durumu gosterir.

10

i Mz Mz Maz Mga -

& —% “= ) ) B
Sekil 4.2 Periyodik B-spline baz fonksiyonlar,[X]=[0 1 2 3 4 5 6],n+1=4,k=3.
Agik diizgiin dligiim vektorii, ug noktalarda B-spline baz fonksiyonunun mertebesi k ya esit

katli diigim degerlerine sahiptir. Ara diigtim degerleri diizgiin olarak dizilmigtir. Tam sayi1

artimlar kullanilmig &rnekler:

k=2 o 01 23 4 4]

==
Il

3 [0 001233 3]

k=4 0o ooo0o122 2 2
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veya normalize edilmis artimlar igin rnekler:

k=2 :00%%%11]
k=3 :000%%111]

k=4 })000%1111]

Agik diizgiin diigtim vektori agagidaki gibi verilir:

x; =0 1<igk
x, =i—k k+1<i<n+l
x.=n—k+2 n+2<i<n+k+1

Sonug agik diizgiin baz fonksiyonlar Bezier egrilerine ¢ok yakin davrams gosteren egrileri
verirler. Gergekte, tanimlanan poligon diigiim noktalar1 sayis1 B-spline bazi mertebesine esitse
ve bir agik diizgiin diigtim vektorii kullanilirsa, B-spline bazlar1 Bernstein bazlarina indirgenir.
Bu nedenle, B-spline egrisi bir Bezier egrisidir. Bu nedenden dolay1, diigiim vektérii sadece k
sifirlar1 ve bunlari takip eden birlerden olusur. Omegin, dort poligon diigiim noktas: igin,
4.mertebe (k = 4) agik diizgiin diigtim vektord [0 0 0 0 1 1 1 1] “dir. Bir kibik
Bezier/B-spline eprisi elde edilir. Ilgili agik diizglin baz fonksiyonlart Sekil 4.3°te
gosterilmistir. Ilave agik diizgiin baz fonksiyonlar: Sekil 4.4’de gosterilmistir.

0 g e K
[} 1

Sekil 4.3 Bezier/Bernstein blending fonksiyonlari. 4 poligon noktasi, n = 3.
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Sekil 4.4 Agik diizgiin B-spline baz fonksiyonlan, [X]=[0 0 0 1 2 2 2],k=3,
n+1=4

Diizgiin olmayan diigiim vektorleri ya esit olmayan ve/veya katl ara diigiim degerlerine sahip

olabilir. Periyodik veya agik olabilirler. Bazi rnekler:

o oo112 2 2]
[0 1 2 2 3 4]

[o 028 05 072 1]
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Sekil 4.5 Diizgiin olmayan baz fonksiyonlar1 n+1=5, k=3.

@[x]=[o
®[x]=[o
©lx]=[o
@[x]=[o
@[x]=[o

S o © O

0
0
0
0
0

123 3 3]
04 26 3 3 3]
18 22 3 3 3]
113 3 3]
2 2 3 3 3]
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B-spline baz fonksiyonlarini hesaplamak igin kullanilan (4.5) Cox-deBoor formiilii bir

rekiirisif baginti oldugundan dolay1 k mertebeli baz fonksiyonu mertebesi 1 ‘e kadar diisen
daha diigiik mertebe baz fonksiyonlarina baglidir. Verilen bir N,, baz fonksiyonu igin, bu

bagimlilik tiggensel bir durum olugturur;

N ik
N i k= N i+1,k—1
Ni,k—2 Ni+1,k—2 Ni+2,k-2

Ni,l Ni+1,1 Ni+2,l Ni+3,1 ‘ Ni+k—1,1

Ters bagimlilik, yani 1.mertebe tek bir baz fonksiyonu N, ‘in daha yiiksek mertebe baz

fonksiyonlar tizerindeki etkisi

N ikl N i+k-1,k N ik N i+l,k ' N i+k-1,k

N, i-1,2 N, i2 N i+1,2
Ny

seklinde verilir.

Diigiim vektorii se¢ciminin B-spline baz fonksiyonlarinin sekilleri {izerinde ve ddlaylslyla B-

spline egrisinin gekli tizerinde 6nemli etkisi vardir.
B-spline egrileri esnek oldugundan egrinin geklini degistirmek miimkiindiir. Bu islem;

i) Diigiim vektorii ve baz fonksiyonunun tipi degistirilerek: periyodik diizgiin, agik diizgiin,

diizgiin olmayan,
ii) Baz fonksiyonunun k mertebesi degistirilerek,

iii) Poligon dﬁgﬁfn noktalarinin yeri ve sayist degistirilerek,
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iv) Katli poligon diigiim noktalan kullamlarak,

v) Diigtim vektorinde katl diigtim deéerleri kullanilarak yapulir.
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5. YUZEY OLUSTURMA

5.1 B-Spline Yiizeyleri

B-spline yiizeyi

n+l m+l (5 1)
O(u,w) = Z Z Bi,j ’Ni,k (u)'Mj,l (w)

i=l j=1
seklinde tanimlanur.

Burada N, (u) ve M, (w)sirasiyla (5.2), (5.3) ve (5.4), (5.5) denklemleriyle ifade edilen u
ve w yonlerindeki B-spline baz fonksiyonlaridir.

1 X, Su<x, (5.2)
N = '
’ 0 diger durumlarda
N, ()= (u —xi)Ni,k-I () - (X0 — %) Ni+1,k—1 )] ‘ (5.3)
’ Xivk1 — % Xivk = Xiny
1 Sw<y, 5.4
M;,(w)= J.)’ v
’ 0 diger durumlarda
M, (w) = (W=y)N, (W) + Uik =W Ny (W) (5.5)
Yiekar = Vi Yiek = Vin
seklinde tamimlanr.

Burada x; ve y;, duglim vektorlerinin elemanlaridir. B, ler poligon agimn diigtim

noktalaridir. n ve m indisleri sirastyla, u ve w yonlerinde tammlanan diigiim noktalar

say1sindan bir eksiktirler.
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5.2 B-Spline Yiizeylerinin Ozellikleri
Bir B-spline ylizeyinin karakter ve sekli, B-spline egrilerinde oldugu gibi, [X ] ve [Y] digiim
vektorlerinden 6nemli 6lgiide etkilenir. Agik, periyodik ve diizgiin olmayan diigiim vektorleri

kullanilir. Her iki parametrik dogrultuda aym tip diigiim vektdrii kullanilmasi yaygin olmasina

ragmen boyle bir zorunluluk yoktur.

i) Yizeyin her bir parametrik dogrultuda maksimum mertebesi o dogrultuda tanimlanan

poligon diiglim noktalar1 sayisina esittir.

ii) Yiizeyin her bir parametrik dogrultudaki siirekliligi o dogrultudaki mertebeden iki

diisiiktiir, yani u ve w dogrultularindaki siireklilikler sirasiyla C*™ ve C'* dir.

iil) Yiizey Affine d6niigiimiine gore degismezdir, yani poligon ag1 {izerindeki doniisiim ile

yiizey transformasyon edilir.

iv) Tek bir poligon agimin diigiim noktasmnin etkisi, her bir parametrik dogrultuda

2 , /2 ye sinurhidir.

Eger poligon ag1 diigiim noktalar: sayist her bir parametrik dogrultudaki mertebeye esitse ve
higbir i¢ diigiim noktasi yoksa, B-spline yiizeyi Bezier ylizeyine indirgenir.
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6. SONUCLAR

6.1 Uygulamalar

4.00 —

3.00 —

2.00 —

1.00 —

0.00

0.00

Sekil 6.1 B-spline egrisi (R harfi), kontrol noktalar1 n+1 = 22, mertebe k=3
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5.00 —

4.00 —

3.00 —

2.00 —

1.00 —

0.00 —

0.00 0.40 0.80 1.20 1.60

Sekil 6.2 B-spline eprisi, kontrol noktalar: n+1 = 25, mertebe k=4
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5.00

4.00

3.00

2.00

1.00

0.00

Sekil 6.4 B-spline egrisi (Horoz), kontrol noktalar: n+1 = 81, mertebe k=3

.
___{

\\ \\\ /

\ \
J— / 7

/'-"'/ l’\
— - > 7 = A ‘L._»—- —
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) | I ' I | |

1.00 2.00 3.00 4.00

5.00



45

'€ = [ 9GOLIOW POPUNUQA M ‘p = 9GO DOPUNUOA N (f = [+ p = 1+1) Xp Le[ERjou joxuoy ‘1AeznA surds-g 9 ISER

Lk L2
-..-
: ! e
r ; -
) R R
A AL d :
9%, , , !
.__._ , ¢ WY, :ﬂ
; Ay
), .Jx / ! ) AR ___
[ 0 —— --
= Lo R e : 4
' Y A
J A 4 3 ] ;
; : St
., ..__ 1, , , '3
) o
", % v,
i A



46

Sekil 6.6 B-spline ylizeyi, kontrol noktalar1 9x5 (n-+1 = 9, nr+1 = 5), u yoniinde mertebe k =3,
w yOniinde mertebe 1= 2,



W DYIPUNUQA M ‘€ = I 9GOLIOW IPUNUQA N
[+U) $X6 LIe[e|ou jonuoy ‘1AaznA aurjds-g /°9 [RS
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