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Bu ¢alismanin hazirlanmasinda gostermis oldugu her tiirlii 6zverili yardimlardan 6tiirti Sayin
Dog. Dr. A. Goksel AGARGUN’ e sonsuz tegekkiirlerimi sunarim.



OZET

Bu ¢aligmada, tamhik bolgelerindeki ¢arpanlara ayirma kavramlarindan hangilerinin degismeli
ve birimli halkalar i¢in aym veya farklh oldugunu aragtiriyoruz. Farkli ‘ilgililik’ kavramlar
gbzoniine alinmigtir. Tamlik bolgeleri igin egdeger olan doért farkli indirgenemezlik tanimi
veriyoruz. Her farkli indirgenemez eleman tanumi farkli bir atomiklik ( elemanlarin o tipteki
indirgenemezlerin ¢arpimi olarak yazilmasi ) ve tek tiirlti ¢arpanlarina ayirma kavramlarina
gotiirlir. Ayrica degigik tiirdeki indirgenemezlik ve atomikligin direkt ¢arpimlarla korunup
korunmadig1 da aragtiniyoruz. Fletcher in (1969) tanimindan farkl: bir Tek Tiirlii Carpanlarina
Ayrilabilen Halka (TCH) tamim veriyoruz ve degismeli ve birimli bir R halkasinin TCH
olmasi icin gerek ve yeter sartin R nin ya (1) TCB, ya (2) Special Esas Ideal Halkasi ya da (3)
M R nin tek maksimal ideali olmak tizere, M*=0 olan quasi-lokal halka olmas1 gerektigini
gosteriyoruz.
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ABSTRACT

In this study, we investigate how the concepts of factorization for integral domains are similar
to and different from the concepts for commutative rings with identity. Various notions of
‘associate’ are considered. We give four different forms of irreducibility which are equivalent
for integral domains. Each type of ‘irreducible’ element leads to a form of atomicity (elements
being products of that type of irreducible elements) and unique factorization. Furthermore we
investigate how the various forms of irreducibility and atomicity behave with respect to direct
product. We give the definition of Unique Factorization Ring (UFR) different from the
definition of Fletcher (1969) and show that a commutative ring R is a UFR if and only if R is
either (1) a UFD, (2) a Special Principal Ideal Ring, or (3) quasi-local with M?>=0 where M is
the unique maximal ideal of R.
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1.GIRIS

Bu bolimde Tek Turlti Carpanlarina Ayrilabilen Bolgelerin temel 6zelliklerinden ve ana

metin igerisinde kullanilacak ¢zelliklerle ilgili onceki galigmalardan bahsedilecektir.

Bu boliimde ve tez igerisinde R halkast denilince, aksi belirtilmedigi siirece, birimli halka

anlagilacaktir.

R bir tamlik bolgesi ve R* = R\{0} olmak tizere R* 1n birimsel olmayan iki a, b elemani igin
efer alb ve bla ise a ile b ye ilgilidir denir ve a~b ile gosterilir. U(R) R nin birimsel
elemanlarinin kiimesini gostermek lizere a~5 olmasi igin gerek ve yeter gart a=bc => ¢ €
U(R) olmasidir. Bu ilgililik tanimindan yararlanarak indirgenemez eleman tamimini da
verebiliriz: Birimsel olmayan bir a € R* igin eger a= bc oldugunda a~b veya a~c

oluyorsa a ya indirgenemez eleman denir. @ nin indirgenemez olmasi igin gerek ve yeter sart
(@) nin 6z esas idealler kiimesinin maksimal elemam olmasidir. Indirgenemez elemanin bu
sekilde karakterize ediligi Teorem 2.2.18 de gosterilmistir. Tambik bolgelerindeki sifir bolen
sartint kaldirdigimizda bu ilgililik ve indirgenemezlik kavramlarinin ne 6lgiide korundugu ve

aralarinda olusan yeni gerektirmeler 2. Béliimde ayrintili olarak incelenmisgtir.

Eger R su iki sartt sagliyorsa R ye Tek Turlii Carpanlarina Ayrilabilen Bélge (TCB) denir:
TCBI1 : R* 1in birimsel olmayan her elemant indirgenemezlerin garpim1 seklinde yazilabilir,
TCB2 : Bu yazilig ilgililik farkiyla tek tiirliidir. Yani birimsel olmayan her @ € R* n iki
indirgenemez ayristmt a =p;...p, =q,...q,, ise m=n ve q; lerin uygun bir swralamgi ile

i=1,..,nigin p; ~q; dir.

R nin TCB olmast igin TCB2 sart1 yerine her indirgenemez elemanin asal oldugunu veya R*

in herhangi iki elemaninin en biiyiik ortak béleninin mevcut oldugunu goéstermek yeterlidir.
Ayrica R nin TCB olmast igin gerek ve yeter sart R® 1n birimsel olmayan her elemaninin
asallarin garpimi seklinde yazilabilmesidir. R TCB ise R[X ] polinomlar halkas: ve , § R* m

carpimsal kapali alt kiimesi olmak tizere, Ry kesir halkas1 da TCB sartlarini saglamaktadir.

Fakat R nin TCB olmas RHX |] kuvvet serileri halkasmin da TCB olmasim
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gerektirmemektedir. Ancak R Esas Ideal Halkast ise R[X|| TCB dir. Ayrica R TCB ise, P bir

asal ideal olmak lizere, /P Bolim Halkasinin da TCB olmasi gerekmemektedir. Fakat R nin

TCB olmasina ilave olarak R nin iki esas idealinin kesisimi de esas ideal ise R/P de TCB dir.

Stfir bolenli tek tiirlii garpanlarina aynlabilen halkalar ilk kez Fletcher tarafindan 1969 yilinda

yilinda tanimlanmugtir. R stfir bolenli degigmeli bir halka olsun. Ilgililik tanimi tamlik
bolgelerinde oldugu gibi verilir. Eger alb ve bla ise a ile b ye ilgilidir denir. a=a,..a, a
nin bir garpanlarina ayrilis1 olsun . Eger bir i i¢in a; =aa; oluyorsa ( yani a|a,- oluyorsa ) a
ya indirgenemez denir. Bir r € R nin U-simifi U(r) = {a eR| afir=r EﬂeR} seklinde

tammlanir. Bir » € R nin U-simift 7 nin r = (p;,..., p; )(P1,..., Pn) seklinde asagidaki ti¢
sart1 saglayan bir indirgenemez ayrigimidir.

i) i=1,..,kvej=1, .., nigin p; ve p; lerin hepsi indirgenemezdir.

iy i=1, ..., kigin p; eU(py,..., Pn)

i) /=1, .., nigin p; €U(P1,..s P i1, Pjstses Pu)-

Bir elemanin U-aynigimi mevcutsa indirgenemez ayngiminin da mevcut oldugu agiktir,
Tersine bir elemanin indirgenemez ayrigimi mevcutsa U-ayrigimi da mevcuttur. Bu bilgiler
Fletcher in Tek Turlii Carpanlara Ayrilabilen Halka tanimimnin alt yapisini olugturmaktadir.

Eger R agagidaki iki kogulu sagliyorsa R ye Tek Tiirla Carpanlara Ayrilabilen Halka denir:

TCHI1 : R nin birimsel olmayan her elemaninin bir U-ayrigimi vardir.

TCH2 : Eger r eR nin iki U-aynsimt » = (p;,..., p; YD1 Pu) =G} 5 s 01 )1 5 D)

ise m=n dir ve i=1, ..., nigin p; ile q;, gerekirse siralamalarin yeri degistirilerek, ilgilidir.

Yukaridaki iki sart igin O in hari¢ tutulmadigina dikkat edilmelidir. Bizim 4. Boéliimde
tanimint verecegimiz TCH tanimi bu tammdan farklidir ve o tamimda 0 wn ‘tek tirli’

carpanlara ayrihgi gerekli tutulmamigtir. Fletcher (1970), R, ® R, nin TCH olmas: igin gerek

ve yeter sartin R, ve R, nin de TCH olmasi gerektigini gostermistir.
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TCB lerin ve Fletcher 1 tammladigt TCH larin yukanda belirttigimiz ozellikleri, Sezgin
Cirit tarafindan 2000 yilinda YTU FBE Matematik Anabilim Dali Matematik Programinda
hazirlanan Yiiksek Lisans Tezinde ayrintilt olarak incelendiginden burada sadece ifade

edilmekle yetinilmigtir.
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2. ILGILILIK VE INDIRGENEMEZLIK
2.1 Giris

Herhangi bir R tamlik bslgesinde ilgililik ve indirgenemezlik kavramlar1 birbirine es olan
farkli tanimlarla verilebilir : @, b eR igin i) alb ve bla ii) a=bu JueR iii)

a=bc = ¢ eU(R) sartlarindan biri saglandiginda a ve b ye ilgilidir denir. R sifir
bolenli oldugunda , tamlik bolgeleri igin egdeger olan bu ifadelerin higbiri birbirine denk
olmamaktadir. Bu béliimde bunlar arasindaki fark ayrintili olarak incelenmistir. Yine tamlik
bolgelerinde a = bc oldugunda eger a, b veya c den biri ile ilgili ise a ya indirgenemez
denir. Fakat R yi sifir bolenli kabul ettigimizde, yukandaki sekilde ¢ farkli ilgililik
tanimindan dolay1, tig farkli indirgenemezlik tanimina sahip oluruz. Ayrica R tamlhik bolgesi
icin indirgenemez eleman goyle de karakterize edilebilir : @ mn indirgenemez olmas igin
gerek ve yeter sart (@) nin 6z esas idealler kiimesinin maksimal eleman1 olmasidir. Fakat bu
sart da bizi sifir bolenli halkalarda farkli bir indirgenemezlik tanimina goétiirmektedir. Bu
boliimde bu dort farkli indirgenemezlik tanimlari da ayrintili olarak incelenmis ve aralarindaki

bagntilar da ortaya konmustur.

2.2 Sifir Bolenli Halkalarda flgililik ve Indirgenemezlik Kavramlar

Tanm 2.2.1 R degismeli bir halka ve a,b€R olsun. Eger a| b ve b|a ise ave

b igilidir denir ve a ~ b ile gésterilir.

Tammm 2.2.2 R degismeli bir halka ve a,b €R olsun. Eger a =ub olacak gekilde bir u

birimsel elemani varsa a ve b kuvvetli igilidir denir ve a ~ b ile gosterilir.

Tamm 2.2.3 R degismeli bir halka ve a,b €R olsun. Eger (i)avebd ilgili (ii)a=b=0

veya a#0 ve a=rb = r e U(R) oluyorsa a ve b ¢ok kuvvetli igilidir denir ve a=b ile

gosterilir.

Yukanidaki tamimlardan a ~b ise bir u birimsel elemami igin a = bu yazlabilmesi

gerekmedigine dikkat edilmelidir. Asagldaki ornek iki elemann ilgili oldugu halde kuvvetli

ilgili olamayacagin gostermektedir.



Ornek 224 F [ X, Y, Z ] F cismi iizerinde ¢ degiskenli polinomlar halkas: ve
I =(X~-XYZ) debir ideali olmak lizere R=F [ X, Y, Z]/I halkasin1 gézéniine alalim.

x=X+ 1L y=Y+ I z=Z+ I Rnin g eleman olsun. X - XYZ + I=1oldugundan x=xyz
yazilabilir. Dolayisiyla x ~ xy dir. Fakat x~ xy degildir . Gergekten f e F[ X, Y, Z] ve
? = f+1 olmak iizere 7x =xy olsun. 7nin higbir zaman birimsel olamayacagim
gosterelim : 7x =xy = fX-YX e X(1-YZ)= f-Y=h(1-YZ)olacak sekilde bir /1
e FIX Y, Z] vardir. Su halde f=Y + h (1 - YZ) seklindedir. f nin birimsel
olamayacagini gostermek igin f nin birimsel olamayacagint géstermek yeterlidir. Eger X =0

veY=Zalmrsa (Y+h(1-YZ),X) = F[X Y, Z] oldugundan f higbir zaman birimsel

olamaz.

Tamlik bolgeleri icin esdeger olan Tamim 2.2.1, Tanim 2.2.2, Tamm 2.2.3 sifir bélenli
halkalara gegildiginde farkh ti¢ kavram haline gelmektedir. Ancak aralarinda a=b = a=~b
= a~b seklinde bir bagint1 oldugu agiktir. Bu {i¢ tammdan ilgililik ( ~), kuvvetli ilgililik
(= ) bagintilar1 bir denklik bégmtlsldlr. Fakat ¢ok kuvvetli ilgililik bagintisinin bir denklik
bagintist olmasi gerekmez. Gergekten, sifir ve birim elemandan farkli bir e € R idempotent
elemam i¢in e=ee oldugundan e = edegildir. Dolayisiyla yansima o6zelligine sahip
_ olmayabilir. = bagntisinin R {izerinde yansima 6zelligine sahip olmasi igin gerek ve yeter
sart x,ye R igin x=xy=x=0 veya y e U(R) olmasidir. Bu sart1 saglayan degismeli
halkalara presimplifiable denir.

Teorem 2.2.5 R degismeli bir halka olsun.

(1 a,beR igina= b=>b= a; yani = simetriktir.
(2) a,b,ceR igin a=bveb~c=>a= c dir. Dolayisiyla = gegisme 6zelligine
sahiptir. Ozel olarak a =a ve a ~b isea = b dir.

(3)  Asagidaki kosullar denktir:

6] =, (R,.) monoidi lizerinde bir kongriianstir,
(ii) =, R iizerinde bir denklik bagintisidir,

(i) =, R iizerinde yanstyandir,

(iv)  ~, = ve = R iizerinde gakisir,

(v) R presimlifiable dur.



ispat

@) a=b olsun. Bu durumda a ~b dir. a=0 =b=0 ve 020 ve b=a dir. g #0
b=sa olsun. seU(R) oldugunu gosterelim. a veb ilgili oldugundan a =tb, It eR dir.
Boylece a=tb=1t(sa)=(ts)a=(ts)th=(tst)b dir. a=b oldugundan tstcU(R) dir.
Dolayisiyla s eU(R) oldugundan b=a dir.

(2)a=b ve b~colsun. a=0ise a ~b ve b~ c den b=c=0, dolayisiylada a =¢
dir. a# 0 kabul edelim. a=rc olsun. » € U(R) oldugunu gosterecegiz. b~ ¢ oldugundan
¢ =sh olacak sekilde bir s elemani vardir. Buradan a =rc =r(sb) = (rs)b yazlabilir. a = b

oldugundan rs € U(R) ve s € U(R) dir. Dolayisiyla a =c dir.

(3) = R {izerinde kongriians ise ayni zamanda denklik bagintisi, dolayisiyla yansiyan

oldugundan (i) = (ii) = (iii) oldugu agiktir.

(iiy=(iv) = R lzerinde yansiyan olsun. a ~b oldugunu kabul edelim. (2) nin son
ifadesinden dolay1 a=a ve a~b = a=b dir. a=b ise aym zamanda a~b dir.

azb=a~b = a~b tammdan agiktir. Su halde ~, =, = bagintilan gakisiktur.

(iv)=>(iii) ~, == bagmtilarimin R iizerinde ¢akistigini kabul edelim: Va,beR igin

a~b = a=b dir. a ~a oldugundan a = a olur.

(iii)=>(v) = R izerinde yansiyan olsun. R nin presimplifiable oldugunu gdsterecegiz.
a=ra ve a # ( olsun. = yansiyan oldugundan r birimseldir. Dolayisiyla R presimplifiable
dir.

(v)=(iii) R presimplifiable olsun. Buna gére Va,beR igin a=ka =a=0 veya

ke U(R) dir. Dolayisiyla = R iizerinde yansiyan olur.

(iii)=>(i) = R lizerinde yansiyan olsun. = min ( R , . ) lizerinde kongriians oldugunu

gostermek icin denklik bagintis1 oldugu ve a = b = ca = c¢b oldugu gosterilmelidir. (1) ve (2)
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den = denklik bagintisidir. Geriye a=b =>ca=cb oldugunu gostermemiz gerekir:

a=b=a~b ve buradan ca~cb dir. ca#0 olsun. ca = r(cb) kabul edelim. a=b
oldugundan bir u birimsel elemam igin a=ub ve b=u'a dr.

ca=r(cb)=r(cu"’a)=(ru'1)ca dir. = yansiyan oldugundan ca =ca ve e U(R) dir.

Buradan » birimsel olacagindan ca = cb elde edilir.

Onerme 2.2.6 R tamlik bolgesi veya quasi-lokal halka ( bir tek M maksimal ideali olan
halka) ise R presimplifiable dir.

Ispat R tamhk bélgesi ve x,yeR igin x=xy ise x(1-y)=0 dir. R sifir bdlensiz
oldugundan x =0 veya 1— y =0 bulunur. Buradan x =0 veya y birimsel, dolayisiyla da R
presimplifiable dir. R quasi-local halka ve x =xy olsun. y¢M ise y birimsel; yeM ise

1- y birimsel, dolayisiyla da x(1-y)=0 dan x =0 elde edilir. Su halde R presimlifiable
dir.

Boylece R tamlik bolgesi veya quasi-lokal halka ise R presimplifiable oldugundan, ~

,~ , = bagintilar1 ¢akisir. Eger e R nin sifirdan ve birimden farkli bir idempotent elemamn

ise e=1.e yazilacagindan e~e fakat e =e.e oldugundan e kendisiyle gok kuvvetli ilgili

degildir.

Daha 6nce tanimladigimiz 3 farkli ilgililik tanimindan yararlanarak, 3 farkli indirgenemez

eleman tanimi elde edilir :

Tanmm 2.2.7 R degismeli bir halka ve a R nin birimsel olmayan bir eleman: olsun. Eger
a =bcoldugunda a ile bveya c swrasiyla ilgili, kuvvetli ilgili veya ¢ok kuvvetli ilgili
oluyorsa aya yine sirasiyla indirgenemez, kuvvetli indirgenemez veya ¢ok kuvvetli

indirgenemez denir.

a ¢ok kuvvetli indirgenemez=> a kuvvetli indirgenemez=> a indirgenemez oldugu agiktir.

Fakat bu gerektirmelerin higbiri ters ¢evrilemez.

Yukaridaki tanimda kuvvetli indirgenemezlik i¢in 0 hari¢ tutulmamigtir. Buna baglh olarak

agagidaki onermeyi verebiliriz.



Onerme 2.2.8 Degismeli bir R halkas: i¢in agagidakiler denktir.
(1) R tamhk bélgesidir,

(2) 0 ¢ok kuvvetli indirgenemezdir,

(3) 0 kuvvetli indirgenemezdir,

(4) 0 indirgenemezdir.

Ispat R tamlik bolgesi ise 0=bc alindiginda b veya c¢ den biri sifir olmalidir.
0= Ooldugundan 0=b veya 0=c dir. Dolayisiyla 0 ¢ok kuvvetli indirgenemez ve aym
zamanda kuvvetli indirgenemez ve indirgenemez olur. Eger 0 indirgenemez ise 0 =bc igin

a~b veya a~c olacagindan b veya c sifir, dolayisiyla R tamlik bolgesi olur.

Simdi bu farkli indirgenemezlik tammlarin1 karakterize eden teoremleri verelim.

Teorem 2.2.9 R degismeli bir halka olsun. Sifirdan farkli ve birimsel olmayan bir @ € R igin

asagidaki kosullar denktir:

1) a ¢ok kuvvetli indirgenemezdir. Yani a=bc=>a=b veya a=c dir
2) a=ay.a, = biriigin a=a dir.

3) a=bc = b veya c birimseldir.

4) a=a.a, = birharigtim q;ler birimseldir.

5) a=za durveaz=bc = a=b veya a=zc.

6) a=za ve a=aq,.a, =bir i igin a=zaq.

ispat
(1) > (3) a=bcolsun. a=b veya a=c diraz=b ise a=bc den ce U(R),

a=c ise a=bc den be U(R) bulunur.

(3) = (5) a~a dir. a=ra ise (3) den r veya a birimseldir. a birimsel olmadigindan
re U(R) ve a=a olur. a = bc olsun. O zaman bir u € U(R) i¢in a =u(bc) =(ub)c . Bu
durumda hipotezden dolay1 ub veya c birimsel olmalidir. #b birimsel ise a~c, veya ¢
birimsel ise a~ub olur. a = a oldugundan Teorem 2.2.4 iin (2) sartindan dolay1 a~c ise

a=c, veya a~ub ise a = ub bulunur. a = ub ise u birimsel oldugundan a = b dir.



9

(5)=(1) a =bc olsun. Hipotezden dolay1 a=a yani a =bc dir. Yine hipotezden dolay:

a=b veya a =c dir.
Benzer sekilde (2)= (4) = (6) da gosterilebilir:

(2) =>(4) a=a.a, olsun. Bir i i¢in a=a; dir. a=a; ise a=a,..q;.a, oldufundan

aj....d;_| Q.jy).---a, birimsel olur. Dolayisiyla Va; e U(R) ,j #i.

(4) = (6) Once a=a oldugunu gosterelim. a =ra olsun. Hipotezde =2 ve a; =r
almirsa  » veya a mn birimsel oldugu goriliir. a birimsel olmadigindan r € U(R) ve
a=a bulunur. a = aqy..a, olsun. Bir ueU(R) i¢in a=u qy..a, dir. Hipotezden dolayi

A yeeees @i 158j4150-5a, Dirimsel ve wua....qa;_;a;,....a, ¢arpimi da birimsel olur. Su halde

a = a; bulunur.

(0)=(2) a=aq,....a, olsun. a = aoldugundan a = q......q, dir. Hipotezden dolay1 bir i igin

az=a; dir.

5)=(6) n lizerinde indiiksiyon uygulayalim. n =2 ise hipotezden dolay: dogrudur.
a=a..a, ise bir ie{l,.,n—-1} igin a =a; oldugunu kabul edelim. Simdi a = q,...q,
olsun. b=(gy..a,_1) , c=a,alimrsa a=b=a.a, veya a=c=a, bulunur.

a = ay...a,_; ise kabulden dolay1 a = q; dir.
6)=(5) n = 2 igin 6zel hal oldugu agiktir.

Teorem 2.2.10 Cok kuvvetli indirgenemez elemanla ilgili olan her eleman da gok kuvvetli

indirgenemezdir.

fspat a ¢ok kuvvetli indirgenemez ve a~b olsun. a=0 ise a~bden b=0 ve a=b=0
olacagindan b de ¢ok kuvvetli indirgenemezdir. a#0 ve b=xyolsun. b=x veya
b = y oldugunu gostermemiz gerekir. a ¢ok kuvvetli indirgenemez ise Teorem 2.2.9 un (5)

sartindan dolay1 a = a dir. a = a ve a~b .oldugundan Teorem 2.2.4 den a = b dir. O halde
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a = xy dir. Yine Teorem 2.2.9 dan a = x veya a = y dir. = simetri ve gegisme 6zelligine

sahip oldugundan b = x veya b= y bulunur.

Not: Teorem 229 a a=bc = a=b veya a=c  sarimt ekleyemeyecegimize dikkat
edilmelidir. Yani (5) ve (6) sartlarindaki a = @ kosulunu kaldiramay1z. Gergekten Z, X Z,
de e=(1,0) idempotent elemam: ig¢in, (1,0)=(1,0)(1,0) = (1,0)=(1,0) seklinde bu
gerektirme gegerlidir. Oysa gergekte e idempotent elemam kendisi ile gok kuvvetli ilgili

olmadigindan (1) sart1 ile geliski elde edilir.

Tek tiirlti carpanlarina ayrilabilen halkalar {izerine ¢aligmalarda indirgenemezlik tanim farkl
yazarlar tarafindan farkli sekilde kullamlmistir. Galovich (1978), makalesinde indirgenemez
tanimi olarak, bizim g¢ok kuvvetli indirgenemez tanimimiza egdeger olan, Teorem 2.2.9 un

(3) sartim1 kullanmigtir. Fletcher (1969) 1n kullandigi indirgenemezlik tanimu ise goyledir :
a=aj..a, yazldiginda bir i igin a; = aa;- oluyorsa a ya indirgenemez denir. Béylece
Fletcher in tanim1 su sekilde ifade edilebilir : a =a; ...a, = bir i igin a ~ a; dir. Bizim

kullandigimiz indirgenemezlik tammi bu sartin n = 2 igin &zel halidir. Asagidaki teoremde

bu iki indirgenemezlik taniminin denk oldugunu gosterecegiz.

Teorem 2.2.11 R degismeli bir halka olsun. Birimsel olmayan bir aeR igin agagidaki

kosullar denktir.

(1) a indirgenemezdir; yani, a =bc = a~b veya a~c.

.(2) a Fletcher in kullandig1 anlamda indirgenemezdir; yani a = a,....a, = bir i igin a~aq;.
() () = (b)(c) = (a) = (b) veya (a) = (c)dir.

4) (a) =(aq))...(a,) =bir ii¢in (a)=(q;).

(5) a~bc = a~b veya a~c dir.

(6) a~ay...a, = bir i igin a~aq; dir.

Ispat (2)=(1),(4)=>(3), (6)=(5) gerektirmelerinin » =2 igin 6zel hal oldugu
agiktir.

(3)=>(4) ve (5)=>(6) timevarum ile gosterilebilir:
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(3)=>(4) n ilizerinde timevarim uygulayalim. »n =2 igin hipotezden dolay1 kosul
dogrudur. n—1 uzunluk igin dogru oldugunu kabul edelim. (a)=(q)....(a,)olsun. R
degismeli oldugundan (a) = (qy....a,_;)(a,) yazlabilir. Hipotezden dolay1 (a) = (q;....a,_)

veya (a) =(a,) dir. Eger (a) =(q;....a,_;) ise kabulden dolay1 bir i i¢in (a) =(a;) dir.

(5) = (6) n =2 i¢in dogru oldugunu biliyoruz. » -1 i¢in dogru oldugunu kabul edelim.
a~ay...a, =(a...a,_)(a,) = a~a..a,; veya a~a, dir. a~a..a, | ise kabulden

dolay1 bir ¢; igin a~a; dir.

(4) = (2) a=ay..a, olsun. R degigmeli oldugundan (a) = (q;....a,) = (a;)(a,)...(a,)
olur. Hipotezden dolay1 3 a,eRigin (a) =(q;) dir. ae(q;) olacagindan a =ka; IkeR igin

ve a;|a ve a; €(a) olacagindan ¢, =la IIeR iginve a |ai dir. Buradan da a~aq; bulunur.

B)=>() a~bc olsun. a~bc = a|bc ve bc|a = a=kbc ve bc=1la 3k,leR

= ae(bc) ve bece(a) = (a)=(bc)=(b)(c) dir. Boylece (a) =(b) veya (a)=(c) dir.

Dolayisiyla a ~b veya a~c dir.

5)=>@3) (a)=(b)(c) olsun. R degismeli oldugundan (a) = (b)(c) = (bc) dir. (a) = (bc)
ise a~bc ve buradanda a~b veya a~c dir. a~b = (a)=(b) veya a~c = (a) =(c)
dir.

(1)=>(3) (a)=(b)(c) olsun. ae(bc) vebir r € R igin a = r(bc) dir. a = (rb)c = b(rc)
yazilabilir. (1) den dolay1 a ~rb veya a ~c ve a~rc veya a~bdir. Yani (a) = (rb)
veya (a) =(c) ve ayrica a = (ré) veya (a) = (b) dir. (@) =(rb) ve a = (rc) olsun. Aksi
halde diger durumlar igin ispat tanimlanmisg olur.

(a) = (rb) = (ac) =(rbc) = (a) ve (a) = (rc) = (ab) = (rbc) = (a)r. Dolayisiyla
(a) = (a)(b) = (ac)(b) = (a)(bc) = (a)(a) = (a)2 ve a=sa® 3seRdir (sa)2 = (sa)(sa)
= s.sa® = sa oldugundan e idempotenttir. Ayrica alsa ve a=sa.a oldugundan sa|a
dir. Dolayisiyla (a) = (e) dir.

R,=eR ve R,=(l-¢)R olmak lizee R yi R=R;xR, direk carpimi geklinde

yazahm. e = ( 1, 0) dir. @ y1 da a = (a,f) olarak alalm. aR = eR  oldugundan
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(a,B)R xR, = (1,0) R, xR, yazlabilir. Buradan bir (r;,7,) € R;{xR, igin (1,0)=
(a,B)(r,ry)=(ary, fry ) ve acU(R,) bulunur. yinebir( r; , v,/ ) € R, xR, igin
(a,B)=(r, r3)(1,0) ve F=0 bulunur. a = (a,f) indirgenemez oldugundan £=0
da R, deindirgenemezdir ( Dolayisiyla bir ue U( R ) i¢in a = ue dir. Gergekten biru = (a,
v) e UUR)igina=(a,f)= (a,v)(1,0)=ue dir. ). Buise R, nin tamlik bdlgesi
olmasimi gerektirir. Ote yandan R/R,= R, oldugundan R,=eR=aR asal olmalidir.

Béylece aR = bR.cR esitliginden aR = bR veya aR = cR bulunur.

Sonug¢ 2.2.12 R nin indirgenemez bir eleman ile ilgili her elemani da indirgenemezdir.

Ispat a indirgenemez ve a~b olsun. b nin de indirgenemez oldugunu géstermek igin b=xy
oldugunu kabul edelim. a~b=xy oldugundan teoremin ( 5 ) sarti gerefince a~x veya
a~y olmaldir. Ilgililik bagintisinin simetri ve gegisme ozelliklerinden dolay: b~ x veya
b~y dir. Dolayisiyla b de indirgenemez olur.

Sonug 2.2.13 ¢ €R idempotent elemani igin e indirgenemez < e kuvvetli indirgenemez

& e asal.

Ispat Teoremin (1)=> (3) ispatinda e idempotent elemam igin aR = eR oldugu dikkate
alimrsa e nin de, a ile birlikte, asal oldugu goriiliir. Ayrica ispatta parantez iginde belirtilen

ifadeden e nin de kuvvetli indirgenemez oldugu goriiliir. Simdi e asal ise kuvvetli
indirgenemez olacagim gosterelim. (1) = (3) lin ispatindaki gibie=(1,0) vex=( x,,x,)
» ¥y=(»{,y,) olmak iizere e = xy olsun. 1= x,y, oldugundan x, ve y, R, de birimsel
olur. elx olsun. Buradan bir a=(a,,a,) elemaniigin ( x;,x,)= (1,0)(a,,a,) =
x;=a birimsel ve x, =0. Suhaldee bir u=(« l'l , U, ) birimsel eleman: igin e = (1,0)
= (x;,%y)( 1"1 , 4y) seklinde yazilabilir. Bu ise e~ x oldugunu gosterir. Eger e[ y ise

benzer iglemlerle e ~ y oldugu goriiliir.
Asagidaki teorem indirgenemez bir elemanun degisik esdeger kosullarini vermektedir.

Teorem 2.2.14 R degismeli bir halka ve a birimsel olmayan bir eleman olsun. Asagidaki

kosullar denktir:
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(1) a indirgenemezdir.

(2) (a)c (b),(c) = (a)c (b)(c) dir.

3) S= { beR] (a)c(b) kiimesi R nin garpimsal kapali saturated alt kiimesidir.

Ispat

(I)=(2) a indirgenemez ve (a)c(b),(c) olsun. (a) c(b) = ae(b) >a=bd 3ITdeR
= (a) = (d)(b) oldugundan Teorem 2.2.11 in (3) sartindan dolay:1 (a) = (b) veya (a) = (d)
dir. (a)c(d) oldugundan (a)= ()= (a)=(d)(b)=(a)(b) olur. Benzer sekilde
(a) = (a)(c) ifadesi de bulunur. O zaman (a) = (a)(c)=(a)(b)(c) =(b)(c) elde edilir. Eger
(@) = (b)(c) ise a indirgenemez oldugundan (a) = (b) veya (a) = (c)nin bir geligki oldugu
kolayca gériiliir. O halde (a) < (b)(c) dir.

(2)=>@3) x,ye§ olsun. (a)c (x),(y)dir. Hipotezden dolayr (a) < (x)(y)=(xy)olur.
Dolayisiyla xyeS dir. Bdylece §nin garpimsal kapali oldugu gosterilmis olur. S nin
saturated oldugunu gostermek i¢in xyeS oldugunu kabul edelim. S kiimesinin 6zelliginden

dolay1 (@) c (xy) < (x),(y) dir. Dolayisiyla x, yeS yani S saturated dir.

3)=>1) (a) =) ve (a)#(c) olmak iizere (a)=(b)(c) olsun. O zaman (a)c(b) ve
(a)c(c) olur. Hipotezden dolay1 bceS idi ve buradan (a) < (bc) elde edilir. Halbuki
(a) = (b)(c) oldugundan bu bir geligkidir.

Sonug 2.2.13 bir (x) idempotent esas idealinin indirgenemez olmasi igin gerek ve yeter

sartin  (x) in asal olmas: gerektigini ifade ediyordu. Asagidaki teoremde ise (x)=(x) 2

sart1 ile (x) in indirgenemez olmasi arasindaki iligki ortaya konulmaktadir.

Teorem 2.2.15 R degigmeli bir halka ve x € R olsun.
(1) (x)=(x)? olmasi i¢in gerek ve yeter kosul (X)) () = (x)=(x)(y) olmasidir.
(2) x indirgenemezise (x) c(y) = (x)=(x)(y) sart1saglanir.

(3)Eger (x)c(y) = (x)=(x)(y) sarth saglaniyorsa ya (x)=(x)2 dir, ya da x

indirgenemezdir.
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ispat
(1) (x)=(x)? ve (x)=(¥) olsun. (x)=(x)* = (x)(x)< (X)P)(x) = (x)=(x)(»)
dir. Bu kez (x)c(y) = (x)=(x)(y) sartimn saglandigim kabul edelim. (x)c (x)

oldugundan (x) = (x)(x) = (x)? dir.

2) (x)c(y) olsun. (x)=(y)(z) 3IzeR.xindirgenemez oldugundan Teorem 2.2.11
in (3) sartindan dolayr (x)=(y) veya (x)=(z) dir. (x)#(y) oldugundan
(x)=(2) = (x) =(x)(y) dir.

(3) (x) < (¥) ve (x) c (z) olsun. O zaman hipotezden (x) = (x)(y) ve (x)=(x)(z) dir.
(xX)=(x)(z2)c(y2) olur. Eger x indirgenemez degilse, Teorem 2.2.14 den
X)c(»),(z) =>(x)z(yz) olur. O zaman (x)=(y)(z) olmasi gerekir. O

halde (x)? = (x). ((¥)(2))= ((x)(3)).(2)=(x)(z) =(x).

Asagidaki teoremde bir eleman kuvvetli indirgenemez olmasi igin bazi esdeger kosullars

veriyoruz.

Teorem 2.2.16 R degismeli halka olsun. Birimsel olmayan bir ae R i¢in asagidakiler

denktir:

(1) a kuvvetli indirgenemez, yani a=bc = a~ b veya a~c dir.
(2) a=a,...a,= 3i igin a=q; dir.

(B)a=bc = a~b veya a=~c dir.

4 a=ay..a, = Ji igin a~gq; dir

Ispat (2) =(1) ve (4) = (3) sartlan n=2 alinarak kolayca goriiliir. (3) = (4) de

timevarim ile kolayca ispatlanir.

(3) = (1) a=bc olsun. O zaman a=1-b¢c = a=~bc olur. Buradan a~b veya a=c

oldugu goriiliir. Geriye (1) = (3) lin ispatlanmasi kalir:
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(1) > (3) a=bc olsun. a=(ub)c Jue u(R).(1)den ya a~ubd yada a=colur:

a=~ub olsun, a=v-(ub)=(vu)b 3Iveu(R) =a=b.

Onerme 2.2.17 R degismeli bir halka ve a kuvvetli indirgenemez olsun. b~ a ise b~ a dur.

Yani kuvvetli indirgenemez elemanla ilgili olan her eleman da kuvvetli indirgenemezdir.

Ispat a kuvvetli indirgenemez ve a~ b den (a)=(b), a=bc Ice R bulunur. a=bc

ise a kuvvetli indirgenemez oldugundan a ~ b veya a~c dir. a~ b ise ispat biter. a~ ¢

olsun. a~ ¢ = (a)=(c), buradan (a) =(b)(c)=(a)(a)= (a)z. Teorem 2.2.11 in (1)
= (3) ispatinda kullandigimiz notasyon ile e idempotent, # birimsel olmak lizere a = ue

1

dir b R=aR=eR = bir v birimseli i¢in b=ve = b=u" va=w'lv)a = b=~a.

Dolayisiyla b kuvvetli indirgenemezdir.

D tamhik bolgesinin sifirdan farkli bir eleman1 a olsun. Bu durumda ancak ve ancak (a), D
nin 6z esas idealleri kiimesinin maksimal eleman: ise a indirgenemezdir. Fakat bu sart sifir

bolenli halkalar i¢in farkli bir indirgenemezlik tanimi olusturmaktadir.

Onerme 2.2.18 D tamlik bolgesi ve aeD* elemaninin indirgenemez olmasi igin gerek ve

yeter sart (a) nin 6z esas idealler kiimesinin maksimal eleman olmasidir.

fspat @ D nin bir maksimal elemam ve S, D nin 6z esas ideallerinin kiimesi olsun. Bir
(M eSS igin (a) < (y)= D oldugunu kabul edelim.a € (y) ve a = yd olacak sckilde bir
y € D vardir. a indirgenemez oldugundan y veya d birimsel olmak zorundadir. y birimsel
olsa (y)=D olacagindan y birimsel degildir. Dolayisiyla d birimsel olmalidir. a = yd ve
d birimsel oldugundan (a)= (y) elde edilir. Béylece (a) S nin bir maksimal elemanidir.
Bu kez (@) nin S nin bir maksimal elemani oldugunu kabul edelim. (a) 6z esas ideal
oldugundan sifir veya birimsel degildir. a =bc olsun. b veya c¢ den birinin birimsel
oldugunu gosterecegiz. a=bc ise (a)c (b),(c) dir. b nin birimsel blmadlglnl kabul
edelim. (a) < (b) # D ve (a) maksimal oldugundan (a)=(b) dir. Buradan b € (a) ve bir
d €D i¢in b= ad dir.a = adc ve a sifirdan farkli oldugundan dc birimsel, dolayisiyla c

birimsel bulunur.
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Yukaridaki $eki1de karakterize edilen indirgenemezlik tanimi, tamlik bélgeleri igin verilen
diger indirgenemezlik tanimlan ile ¢akigir. Ancak sifir bolenli halkalara gegtigimizde, bu

ifade ayri bir indirgenemezlik tanimi olarak karsimiza ¢ikmaktadir.

Tanim 2.2.19 R degismeli halka ve a R nin birimsel olmayan bir eleman1 olsun. (a) R nin

0z esas idealler kiimesinin maksimal elemani ise a ya m-indirgenemez denir.
Teorem 2.2.20 R degismeli halka ve ¢ R nin birimsel olmayan bir elemani olsun.

¢)) anin m-indirgenemez olmasi igin gerek ve yeter sart a =bc = be U(R) veya a~
b olmasidur.

(2) a # 0 ¢ok kuvvetli indirgenemez ise a m-indirgenemezdir.

(3) a m-indirgenemez ise a kuvvetli indirgenemezdir.

(4) a m-indirgenemez ve a~ b ise a = b ve b de m-indirgenemezdir.

&) a indirgenemez olsun. O halde § = {bl (a)c(b) } carpimsal kapalidir vea/1 R, de

m-indirgenemez dir.

Ispat (1) (=) a=bc olsun. (a)c (b) olur. (@) R nin 6z esas idealleri kiimesinin
maksimal elemani oldugundan (6)=R veya (a)=(b) dir. (b)=R ise beU(R) ;
(a)=(b) ise a~ b dir.

(<) Herhangi bir be R igin (a)c (b) olsun. O zaman a=bc Jce R. Hipotezden
be U(R) veya a~b olmah beU(R) = (b)=R ve (a), R nin 6z esas idealleri

kiimesinin maksimal eleman1; a~ b = (a) =(b) olur ki bu da bizi ayn sonuca gétiiriir.

(2) a # 0nin gok kuvvetli indirgenemez oldugunu kabul edelim. (a) < (b) olsun. a=bc
dce R . a # 0 ¢ok kuvvetli indirgenemez oldugundan a = b veya a = ¢ dir.

Eger a=b= (a)=(b) yani (a) istenen kiimenin maksimal elemamdir. Eger a=c¢
= Ju e U(R) igin ¢ =ua ve a=bc=>b.ua. Buradan da a # 0 oldugundan bu e U(R)

olmali. Dolayisiyla be U(R) yani (b) = R dir. Su halde a m-indirgenemezdir.

(3) a m-indirgenemez olsun. a = bc alalim. O zaman (a) < (&), (c)dir. (b) = R veya

(c)=R = a=~c veya a=b dir. Eger (a)=(b) =(c) :>(a)=(b)(c)=(a)2 ve (a)
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Eger a=b= (a)=(b) yani (a) istenen kiimenin maksimal elemanmidir. Eger a=c
= 3u e U(R) i¢in c=ua ve a=bc=>b.ua. Buradan da a # 0 oldugundan bu e U(R)

olmah. Dolayisiyla be U(R) yani (b) = R dir. Su halde a m-indirgenemezdir.

(3) a m-indirgenemez olsun. a =bc alalim. O zaman (a) < (b), (c)dir. (b)=R veya

(c)=R = am~c veya a=b dir. Eger (a)=(b)=(c) = (a)=(b)c)=(a)? ve (a)
idempotent olur. Buradan «  indirgenemez olacagindan, Teorem 2.2.11 in (1) = (3)

ispatinda oldugu sekilde, asaldir. Ve Sonug 2.2.13 den a kuvvetli indirgenemez olur.

(4) a m-indirgenemez olsun. (3) den a kuvvetli indirgenemez olur ve a~b oldugundan

Teorem 2.2.16 dan b~ a ¢ikar. Eger a~b ise (a)=(b) oldugundan (b) de csas idcaller

kiimesinin maksimal elemani yani b de m-indirgenemezdir.

(5) a indirgenemez olsun. § = {b| (a)c(b) } kiimesi Teorem 2.2.14 den ¢arpimsal kapalidir.
(a)NS =D dir. Zira (a)nS #Dolsa be(a), be S IbeR.Yani (b)c(a)iginbeS
olur. Bu ise § kiimesinin tanimlanisi ile gelisir. Su halde (a)NS =& ve a¢S . Dolayisiyla
(a); R; nin bir 6z esas idealdir. (a); < (c); olsun. $u halde 3re R ve IseS igin
(a/1)=(r/s)(c/1) dir. O zaman bir te S igin tsa=trc olur. tseS oldugundan
(a) <(ts) ve a indirgenemez oldugundan Teorem 2.2.15 geregince (a) =(¢s )(a) =({sa)
bulunur. Dolayisiyla (a) =(¢tsa)=(trc)c (c) olur. Eger (a)=(c) ise (a); =(c), dir.

Eger (a) c (c) ise c € S olur ki buradan da (c); = R, sonucu ¢ikar.

Teorem 2.2.21 R degismeli bir halka olsun. 0 m-indirgenemez <> 0 maksimal ideal < R

cisimdir.

Ispat 0 m-indirgenemez olsun. (0) = I <R seklinde bir I idealinin oldugunu varsayalim. O
halde 0#x e/ vardir. Buradan 0 < (x) olur. 0 m-indirgenemez yani 6z esas idealler

kiimesinin maksimal elemani oldugundan x birimsel, dolayisiyla da I=R olur. Su halde 0

maksimal idealdir.
Bu kez 0 maksimal ideal olsun. 0#x € R i¢in (0) < (x) <R olacagindan (x)=R dir. Bylece

bir y elemani igin xy =1 yazilabileceginden, x birimsel ve R de cisimdir.
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R bir cisim ve (0) </ <R olsun. I #(0) ise bir 0#x e I vardir. R cisim oldugundan x

birimseldir ve xy=1I olsun. V¥ €R r=ryx el olacagindan /=R , (0) maksimal idealdir.

Dolayisiyla 0 1n 6z esas idealler kiimesinin maksimal elemani , yani m-indirgenemez olacagi,

aciktir.

a=0 igin, a indirgenemez <> a kuvvetli indirgenemez < a ¢ok kuvveth
indirgenemez <> a asal oldugunu Onerme 2.2.8 de gérmiistiik. Fakat @ = 0 m-indirgenemez
<> 0 maksimal ideal yani R cisimdir. Ayrica Teorem 2.2.20 den a # 0 i¢in a gok kuvvetli
indirgenemez = a m-indirgenemez = a kuvvetli indirgenemez = a indirgenemez
oldugu gériiliir. Fakat bu gerektirmelerin higbiri ters ¢evrilemez. Hatta tamlik bélgesinde bile
bir indirgenemez elemanin ( dolayisiyla ¢ok kuvvetli indirgenemez elemanin ) asal olmasi

gerekmez. Bunlan asagidaki teoremle 6zetleyebiliriz.

Teorem 2.2.22 R degismeli bir halka ve a R nin sifirdan farkli bir eleman: ise a ¢ok
kuvvetli indirgenemez = a m-indirgenemez = a  kuvvetli indirgenemez = a
indirgenemez ve a asal = a indirgenemezdir. Ve iistelik bu gerektirmelerin higbiri ters
cevrilemez. Degismeli bir R halkas: igin 0 ¢ok kuvvetli indirgenemez <0 kuvvetli

indirgenemez <> 0 indirgenemez <> 0 asaldir. Ayrica 0 m-indirgenemez <> R cisimdir.

Teorem 2.2.23 R degismeli bir halka ve §' R nin ¢arpimsal kapali bir alt kiimesi olsun. Eger

I1,Jn S=Q seklindeki idealler kiimesinin maksimal eleman ise [ asal idealdir.

Ispat a b elolsun. a € I veya b el oldugunu gdsterecegiz. Aksini kabul edelim: a, b & /

olsun. Ic (I, a) olur. I maksimal eleman oldugundan (I, @) # < dir. $u halde S nin bir s,

9

elemani i¢in s, €(/,a) ve benzer sekilde s, e(/,b) dir. Béylece s,=1i,+xa

§,=iy+xb 1i,,i, €l.Buradan s,.5, € oldugu goriilir. Fakat bu I/ N S=J olmasi ile

celigir.

Teorem 2.2.24 R degismeli bir halka olsun. R nin bir S kiimesi icin asagidakiler denktir:
(1) S saturated garpimsal kapali bir kiimedir.

(2) P, ler R nin tiim asal idealleri olmak tizere R\S =§ = uUPp, dir.
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ispat
(2)= (1) g beSolsun. g b g S = UP, = herii¢ina, b ¢ P, = abe P, =
ab € S. Dolayisiyla S ¢arpimsal kapahidir. S nin saturated oldugunu gostermek i¢in ab € §

oldugunu kabul edelim. ab ¢ S= UP, = heriigcinabe P, = ab ¢P;, =>abeS.

(1)=>(2)«x €S olsun. S saturated oldugundan (x) N S=@ dir. { (x)| (x)yn §=0}
kiimesini g6z oniine alahm. Zorn lemmasi ile bir maksimal elemani vardir ve 7 olsun. Su

halde bir 6nceki teoremden dolay1 [ asaldir. Dolayisiyla Vx ¢ S igin x i igeren bir P asal

ideali vardir.

Teorem 2.2.25 R degismeli bir halka ve P R nin bir asal ideali olsun. Eger = (a) =(b)
oluyorsa a indirgenemezdir. Tersine a € R indirgenemez olsun. O taktirde a € P olacak

sekilde Oyle bir P asal ideali vardir ki (a) < (b) < P = (a) =(b) dir.

Ispat (a)c (b)) P = (a)=(b) sartinin saglandigim yani (a) mmn, P de igerilen esas
idealler kiimesinin maksimal eleman1 oldugunu kabul edelim. a=bc olsun. O zaman
(a)c (b) ve (a)c(c) dir. bc=aeP = aeP veya be P dir. b € P oldugunu kabul
edelim. Su halde (a) < (b) < P olur. Hipotezden dolay1 (a) = (b) dir. Dolayisiylada a~b
ve a indirgenemezdir. Bu kez a indirgenemez olsun. § = {b € RI (a)c(b) kiimesini goz
Oniine alalim. Teorem 2.2.14 den dolayr S ¢arpimsal kapali saturated kiimedir. Ayrica
Teorem 2.2.24 den a ¢ S oldugu igin, a e P olacak gekilde bir P asal ideali vardir ve
PnS =3 dir. Eger (a)c(b)c P ise be PNS olur‘ki buda PN S = olusuyla gelisir.
Dolayisiyla (a) c (b) < P = (a) = (b) olmalidir.

Teorem 2.2.26 {Ra }ae , degismeli halkasinin bir ailesi,R =[IR, ve a=(a,) ve b=(b,) e R

olsun.

(1) Vae A igin a~b <> a,~b, dir.

(2) VaeA igin axb<« a, = b, dir.

(3) Vae A igin az= b <> a, = b, vebir a, =0 ise tiim a,lar 0 dir.

(4) a nmmn sirasiyla indirgenemez, kuvvetli indirgenemez, m-indirgenemez ve asal olmasi i¢in
gerek ve yeter sart bir a, bileseni harig tiim a, larin birimsel ve a, 1nda R, dasirasiyla

indirgenemez, kuvvetli indirgenemez, m-indirgenemez ve asal olmasidir.
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(5) anin gok kuvvetli indirgenemez olmast igin gerek ve yeter sart bir a, bileseni harig tiim
a,larn birimsel ve a, m da R, da ¢ok kuvvetli indirgenemez olmasidir. Ancak

|A|=1ve R, tamlik bolgesi degilse a, =0 olamaz.

Ispat

(1) a ~b olsun. a= (a,) ve b=(b,) oldugundan (a,)~ (b,) dir. (aa)l (b,) bir (c,) €R
igin (b,)=(a, )c,)=(a,c,) yazlabilir. Buradan her a i¢in b,=a,c, ve aa|ba dir.
(b, )[ (a,) igin de bezer islemlerle ba|aa bulunur. Su halde her « igin a, ~ b, dir. Bu kez
her a i¢in a, ~ b, oldugunu kabul edelim. aalba ise b,=a,c , olacak sekilde bir ¢, € R,
vardir. Bu esitlik her a igin gegerli oldugundan (3,) =(aaca)=(aa)(ca):>(aa)| (b)) dir.

ba|aa i¢in yine benzer islemlerle (b, )| (a,) bulunur. Su halde her « igin a, ~ b, ise a ~b

dir.

(2) a=bolsun. a = bu olacak sekilde bir u eU(R)vardir. u =(u,)eU(R) = her
aigin u, eU(R) dir. Buradan (a,)= (u,)(b,)= (u,b,) =2 a,=u_b, = a_=~b,
bulunur. Bu kez her aigin a,~b, olsun. Her «igin a,=b, = a,=u,b,=>

(a,)= (u,b,)= (u,)(b,) = biru =(u,)eU(R) igin a = ub yazilabilir. Dolayisiyla

a=b dir.

(3) a=b olsun. a~b oldugundan (1) den dolay1 her & igin a ,~ b, dir. Eger a=0 ise durum
agikardir. a #0 ve a,=r,b olsun. r=(r,) olarak alimrsa a=b oldugundan r eU(R) ve
r, €U(R,) dir. Suhalde a,=b , dir.

Bir a,=0 olsun. Tiim g, larin aym anda sifir olmadigin1 varsayalim. Gosterim kolayligi
agisindan a,,= a,=0 olsun. a=b oldugundan b,=0 olur. Buradan

(0,a,,..,a,)=(0, u,,..,u,)(0, b,,..,b,)

yazlabilir. Fakat ( 0, u,, .., u,) € U(R) oldugundan bu esitlik a=d olmas ile gelisir.

Dolayisiyla her « igin a, =0 olmalidir.
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Bukez her « i¢in a,=b, ve a,# 0 olsun. Her & igin ise (1) den dolay1 a ~ b dir.a =#b
olsun. (a,)=(r,)(b,)=(r,b,) oldugundan her o i¢in a,=r,b, ve a,=b, oldugundan

her a i¢in r, eU(R,)dir. Buradan » € U(R) olacagindan a=b dir.

(4) a=(a,,...,a,) € R indirgenemez olsun. Her « i¢in u,,v, eU(R,) olmak iizere
a=(a,...,a,) = (4,05, ....u,) ... V5005 V,_1,a, )
seklinde yazilabilir. (ay,..,a,) indirgenemez oldugundan esitliin sag tarafindaki

carpanlardan biri ile ilgili olmalidir. (w,...,w,

a0-1 4

20> Wags1» -+ » W, ) ile ilgili ise birimseldir.
Simdi a, inda R, daindirgenemez oldugunu gésterelim :
0 0

a,, = b,, ¢, olsun. (a,;...,a, ,..,a,)= (a;.., ,a,)( 1, Capr 1oy ) seklinde
yazilabilir. ¢ indirgenemez oldugundan sagdaki c,‘arpanlardan biri ile ilgilidir. (1) den dolay:
a,~b, veyaa, ~c, dir Dolaysiyla a, daindirgenemez olur. a=q, hari¢ her a igin

a, €e U(R,) ve a, R, daindirgenemez olmak iizere

a= (Uyyeslly 0y 5 Uy 55U, ) Olsun. a nin indirgenemez oldugunu gdstermek i¢in a=bc
oldugunu kabul edelim.

A= (Upseesy 30y 5 Uy s sty )= (B5esb,) (€5ee6,)= (HGyse5B,0,)

esitliginden u, =b,¢c, ve a, = b, c, yazlabilir. Béylece a, ~b, veya a, ~c, dirve

her a i¢in b,,c, €U(R,) dir. Suhalde a ~b veya a ~ ¢ olacagindan a indirgenemezdir.

a mn diger indirgenemezlik tiirleri i¢in ispat: da benzer ydntemle yapilabilir.

(5) a nin gok kuvvetli indirgenemez oldugunu kabul edelim. a aym1 zamanda indirgenemez

olacagindan (4) den dolay1 bir a, harig tiim a, lar birimseldir. a, = b, c, olsun

a= (Gsees Qg 5oy @)= (@psens b, 5y @, ) (1,04 1, Cpps s ) =bc
seklinde yazilabilir. @ ¢ok kuvvetli indirgenemez oldugundan b veya ¢ birimsel olmalidir.

Dolayisiyla b, veya ¢, birimsel olacagindan a, da R, da indirgenemez olur. $imdi
a, =0 dzel halini g6ézbniine alalim. R, tamlik bolgesi ve Teorem 2.2.9 dan dolay1 a=a dir.
Ayrica (3) den dolayi tiim a, lar a,=0 olmalidir. a = (0, ..., 0) ¢ok kuvvetli indirgenemez

= R x..xR, tamlk bolgesi = n=1 oldugundan Bu ancak |A| =1 olmasi ile miimkdindiir.
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Bu kez u, larin R, da birimsel ve bir a, da R, da gok kuvvetli indirgenemez oldugu

(u,,...,uao_l,aao, Uy 1> ..,U4,) = a elemaninin R de gok kuvvetli indirgenemez oldugunu

gosterelim. n=1 ise a=a, 1n ¢ok kuvvetli indirgenemez oldugu agiktir. n>1 oldugunu kabul

edelim. a= bc olsun. u, lar birimsel oldugundan b,,c, €U(R,) ve a, = b, c, dir. a,

a,

R,, dagok kuvvetli indirgenemez oldugundan a, =b, veya a, =c, vebodylece azbh

veya a= ¢ dir. Su halde a ¢ok kuvvetli indirgenemezdir.
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3. ATOMIKLIK

3.1. Girig

R tamlik bélgesi oldugunda eger sifirdan ve birimselden farkhi her eleman, indirgenemez
elemanlarin ¢arpimu olarak yazilabiliyorsa R ye atomik denir. R yi sifir bélenli aldigimizda,
dort farkli indirgenemez eleman tamimindan yararlanarak, dort farkli ( asal elemanlarin
carpimi olarak yazilabilmeyi de ayr bir atomiklik tammi olarak alinmasiyla bes farkli )
atomiklik tammi elde ederiz. Bu bolimde bu dort farkli atomik halkamin 6zellikleri
incelenmektedir. Tamlik bélgelerinde oldugu gibi sifir bolenli halkalarda da esas idealler igin
artan zincir sartinin R nin atomik olmasim gerektirdigi gosterilmigtir. Ayrica bu dort farkh

atomikligin direkt carpimlarla korunup korunmadig1 da aragtirimigtir.
3.2. Sifir Bolenli Halkalarda Atomiklik

Tanmm 3.2.1 Degismeli bir R halkasinda, eger R nin sifirdan ve birimselden farkli her
elemam1 sirasiyla indirgenemez, kuvvetli indirgenemez, ¢ok kuvvetli indirgenemez, m-
indirgenemez veya asal elemanlarin sonlu ¢arpimi geklinde yazilabiliyorsa R ye yine sirasiyla

atomik, kuvvetli atomik, ¢ok kuvvetli atomik, m— atomik veya p —atomik denir.

Not : Bu atomiklik tanimlarinda sadece sifirdan ve birimselden farkli elemanlarin , uygun
tipteki indirgenemezlerin sonlu garpimu seklinde yazilabildigini ifade ettik. Sifir igin ise
durum biraz 6zeldir: Eger R tamlik bolgesi degil ise, a ve b birimselden farkli olmak {izere
0 = ab yazilabilir. a ve b yi uygun tipteki indirgenemez elemanlarin sonlu ¢arpimi seklinde
yazarak, sifir igin de uygun tipteki bir indirgenemez ayrigim elde edilir. Bu kez R nin tamlik
bolgesi oldugunu varsayalim.0 ¢ok kuvvetli indirgenemez ve asal oldugu igin atomik ,
kuvvetli atomik, ¢ok kuvvetli atomik ve p-atomik tammlarinda sadece birimselden farkli her
elemanin uygun tipteki indirgenemezlerin ¢arpimi olarak yazilabildigini ifade etmek
yeterlidir. Fakat m-atomik i¢in durum biraz farklidir. Ciinkii Teorem 2.2.21 de gosterildigi

gibi 0 m—indirgenemez <> 0 R nin maksimal ideali <> R cisim olur.

Ayrica uygun tipteki indirgenemezlik tanimlarina paralel olarak atomiklik tanmimlar igin de
sunu ifade edebiliriz : R g¢ok kuvvetli atomik = R m-atomik = R kuvvetli atomik =

R atomik ve R p-atomik = R atomik .
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Tanm 3.2.2 R degismeli bir halka ve 1,,7,,.. R nin idealleri olsun. Bu ideallerin

.....

I,cl,c..cl,c.. seklindeki dizisi igin eger I, =1,,,=1,,,=.... olacak sekilde bir »
tamsay1si varsa R ye Artan Zincir Sartint saghyor denir. Tammdaki sart eger esas idcaller igin
saglaniyorsa R ye Esas Idealler Igin Artan Zincir Sartint ( Ascending Chain Condition on

Principal Ideals ACCP) sagliyor denir.

Tamhk bolgelerinde oldugu gibi efer R csas idealler igin artan zincir sartim  sagliyorsa

atomiktir. Simdi bunu asagidaki teorem ile verelim.

Teorem 3.2.3 R degismeli bir halka olsun. Eger R esas idealler igin artan zincir sartin

sagliyorsa, R atomiktir.

Ispat R nin sifirdan ve birimselden farkli bazi elemanlarinin indirgenemezlerin garpimi
seklinde yazilamadigint varsayalim, ve bu elemanlarla iiretilen esas ideallerin kiimesini de §
ile gosterelim :

S={ (a)l 0 # a , R nin birimselden farkli ve indirgenemezlerin ¢arpimi seklinde yazilamayan
bir eleman: }

R esas idealler igin artan zincirini sagladiindan S nin bir maksimal elemani vardir ve
(a) eSS bu maksimal eleman olsun. ¢ indirgenemez olmadigindan, (a)=(b) ve
(a) # (¢) olacak sekilde iki b,c eleman: igin a = bc dir. Buradan (a) c(b) ve (a) <(c)
dir. (@) nin maksimal olmasindan dolay1 & vec indirgenemezlerin ¢arpimi geklindedir.
Dolayisiyla a da indirgenemezlerin ¢arpimi geklindedir. Bu geligki R nin sifirdan ve

birimselden farkli her elemaninin indirgenemezlerin ¢arpimi seklinde yazilabildigini gosterir.

Dolayisiyla R atomiktir.

Teorem 3.2.4 R degismeli bir halka olsun. Eger 0 indirgenemez elemanlarin  sonlu

carpimi seklinde ise R ayrigtirllamaz halkalarin sonlu direkt garpimi olarak yazilabilir.

Ispat Her a indirgenemez olmak {izere 0 =a,..a, olsun. Eger n = 1 ise 0
indirgenemez olacagindan R tamlik bolgesi olur. Dolayisiyla R aynstirilamazdir. n > 1

kabul edelim. R, ler ayrigtirilamaz olmasi gerekmeyen degismeli halkalar olmak {izere

R =R x..xR,olsun. Teorem 2.2.26 ya gbére R=R/ x..xR, direk carpimnmn her

indirgenemez elemant biri hari¢ tiim koordinatlar1 birimsel olan elemanlardir. Dolayisiyla



25

0=(0,...,0) budirek garpimda indirgenemez elemanlarin ¢arpimi olarak m den az elemanla
ifade edilemez. Ote yandan hipotez geregi 0 n tane indirgenemez elemanin ¢arpinu seklinde
oldugundan m <n olmahdir. Su halde R en fazla n tane ayrigtirillamaz halkanin direkt

carpimidir.
3.3 Direkt Carpim

Bu kisimda degisik tiirdeki atomikligin direkt c¢arpimlarla korunup korunmadigi

aragtirilmaktadir.

Teorem 3.3.1 { R,},., degismeli halkalarin bir ailesi ve R =TIR, olsun. Eger R csas

idealler i¢in artan zincir sarttm sagliyorsa veya herhangi bir atomiklik formunda ise A

sonludur.

R ,R, ,...,R, degismeli halkalar ve R =R, x .. x R, olsun.

(1) R nin esas idealler igin artan zincir sartint saglamasi ve sirastyla atomik, kuvvetli atomik
ve p-atomik olmasi i¢in gerek ve yeter sart tiim R; lerin de esas idealler igin artan zincir
sartin1 saglamasi ve yine sirasiyla atomik, kuvvetli atomik ve p-atomik olmasidir.

(2) R nin m-atomik olmast igin gerek ve yeter sart i) Tiim R, lerin de m-atomik olmast ve i)
n>1 vebir R; tamhk bolgesi ise R;nin cisim olmasidir.

(3) R nin gok kuvvetli atomik olmasi igin gerek ve yeter sart i) Tim R; lerin de gok kuvvetli

atomik olmas ve ii) carpimdaki bir R; tamlik bolgesi ise n = 1 olmasidir.

ispat Eger R=TIR, esas idealler igin artan zincir sarttn1 veya herhangi bir atomiklik
sartim sagliyorsa 0 da sonlu sayida indirgenemez elemanin garpimi geklindedir. Eger 0 n

tane indirgenemez elemanin ¢arpimu geklinde ise Teorem 3.2.4 den dolay1 | Al < n dir.

(1) 1, ler R;nin esas idealleri olmak tizere R;x..XxR, nin esas idealleri
I,x...xI, seklindedir. Dolayistyla ancak ve ancak R esas idealler iizerinde artan zincir sartim

sagliyorsa R;ler de saglar. Teoremin diger ifadesi Teorem 2.2.26 nin bir sonucudur.

(2) n > 1 ve R m-atomik olsun. R;nin birtmselden farkli bir a elemanin1 géz 6niine alalim.
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(1,...1,a,1,..1) ellR; = Relemam R nin sifirdan ve birimselden farkli bir clemandir.

Hipotezden dolay: bu eleman R nin m-indirgenemez elemanlarinin sonlu ¢arpimi seklinde

yazilabilir. Teorem 2.2.26 dan dolayt a; ler R; nin m-indirgenemez elemanlari olmak

tizere a=aq, .. a;, seklindedir. Dolayisiyla R; nin her birimsel olmayan elemam m-

indirgenemezlerin ¢arpimi seklindedir.

Bu kez tiim R, lerin m-atomik oldugunu varsayalim. O zaman a, R; nin birimselden farkh

bir elemam olmak iizere Rnin (1, .., 1, a, 1, .. 1) seklindeki her elemam da m-
indirgenemezlerin ¢arpimi geklindedir. R nin her eleman1 da bu gekildeki elemanlarin ¢arpim
oldugundan R her eleman1 da m-indirgenemezlerin ¢arpimi seklinde yazilabilir. Dolayisiyla R
de m-atomik olur.

Eger bir R, tamlik bolgesi ise i. bilegen sifir olmak tizere (1,..,1,0,1,..1) seklindeki
eleman da R nin sifirdan ve birimselden farkli bir elemamidir. R m-atomik oldugundan 0 da

R; de m-indirgenemez olur. Dolayistyla R; cisimdir.

(3) R ¢ok kuvvetli atomik olsun. Her bir R; nin de ¢ok kuvvetli atomik oldugunu gosterelim.
R nin birimselden farkli bir a elemanini gézoniine alalm. (1, ..., 1, a, 1, ... 1 ) eleman1 R

nin sifirdan ve birimselden farkli bir elemam oldugundan ¢ok kuvvetli indirgenemezlerin

carpimu seklinde yazilabilir :

(L,....,La,1,..1)=(1,..,,a,1,..1)... (L,..,1,a,,1,..1) dir. Dolayisiyla ,
ay, ...,a, R nin ¢ok kuvvetli indirgenemezleri olmak {lizere, a =ay ... a, seklindedir.
Boylece R nin birimsel olmayan her elemaninin gok kuvvetli indirgenemezlerin ¢arpumi
seklinde yazilabildigi goriiliir. Simdi de bir R; nin tamlik bolgesi oldugunu kabul edelim.
Eger n>1isei. bilesen sifir olmak tizere (1, ..., 1,0, 1, ... 1) elemani indirgenemez oldugu

halde, idempotent oldugu i¢in, gok kuvvetli indirgenemez degildir. Bu ise R nin ¢ok kuvvetli

atomik olmast ile geligir. Dolayisiyla » =1 olmalidir.

Bu kez her bir R; nin ¢ok kuvvetli atomik oldugunu kabul edelim. Eger bir R; tamlik bdlgesi
ise n = 1 oldugundan R nin kendisi tamlik bolgesi , dolayisiyla da ¢ok kuvvetli atomik olur.

Hig bir R; nin tamlik bolgesi olmadigin: varsayalim. aeR, ¢ok kuvvetli indirgenemez olsun.

a = 0 ise 0 ¢ok kuvvetli indirgenemez oldugundan R; tamlik bolgesi olur. Bu ytizden a # 0
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ve(l,..,1, a,l,..1) elemam da ¢ok kuvvetli indirgenemezdir. R nin birimselden farkl
her eleman1 bu gekildeki elemanlarin garpimi olarak yazilabildiginden R de gok kuvvetli

atomik olur.

Sonu¢ 3.3.2 R degismeli bir halka olsun. Eger R esas idealler i¢in artan zincir sartini
sagliyorsa veya sirastyla atomik, kuvvetli atomik, m-atomik,gok kuvvetli atomik veya p-
atomik isc R yine esas idcaller igin artan zincir sartim saglayan veya atomik, kuvvetli
atomik, ¢ok kuvvetli atomik veya p-atomik olan ayristirilamaz halkalarin sonlu direk ¢arpimi

seklindedir.
Ispat Teorem 3.2.4 ve Teorem 3.2.5 {in ispatlarinin birlestirilmesi yeterlidir.

Uyar: Yukaridaki teoremin (2) ve (3) sartlarindaki ayrintiya dikkat edilmelidir: (2) sartindan
R, ler m-atomik ise IT R; nin de m-atomik olmas: gerektigi ¢ikartilmamalidir. Z m-atomik
oldugu halde Z x Z m-atomik degildir ( Ciinkii, Teorem 2.2.26 dan da anlagilacag: gibi, (1,0)
eleman:t indirgenemez oldugu halde m-indirgenemez degildir. ). Bunun sebebi Z nin tamlik
bolgesi olmasina ragmen cisim olmamasidir. (3) sartina rnek olarak da yine Z x Z kartezyen
¢arpimini alabiliriz. Z ¢ok kuvvetli atomik oldugu halde Z xZ ¢ok kuvvetli atomik degildir.

Dolayisiyla kartezyen carpiminda bir tamlik bolgesi varsa n# 1 i¢in bu gok kuvvetli atomik

olmasi gerekmemektedir.

Tanmmm 3.3.3 R bir esas ideal halkast olsun. Eger R nin bir tek P(# R) asal ideali varsa ve bir

n> 1 tamsayisi igin P"=0 ise R ye Special Esas Ideal Halkas: ( Special Principal Ideal Ring
SPIR) denir.

Not : Yukaridaki tanimda P tek asal ideal oldugundan, P her zaman ig¢in tek maksimal
idealdir. Eger n =1 ise 0 maksimal ideal olacagindan R cisimdir. n>1 ise R sifir bélenli halka

olacagindan tamlik bolgesi dahi olmamaktadir.

SPIR ler garpanlarina ayirma konusunda énemli bir yer tutmaktadir. Bu nedenle SPIR lerin,

sonraki teoremlerde kullanacagimiz 6zelliklerini agagidaki teorem ile veriyoruz.

Teorem 3.3.4. R bir SPIR ve P tek asal ideali olsun. Eger P " =0 olacak sekildeki en kiigiik

tamsay1 m ise R nin sifirdan farkli her elemant, u birimsel olmak iizere, up* (0<k<m-1)

seklinde tek tiirlii yazilabilir.
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Ispat a R nin sifirdan farkh bir eleman: olsun. Eger a birirmsel ise k=0 alimr. Eger a

birimsel degilse (p) tek maksimal ideal oldugundan, a €(p) ve bir a, eleman igin ¢ = pa,
yazilabilir. Bu esitlikte eger a, elemani birimsel degilse yine a, e(p) olacagindan bir
a, €R igin a,=pa, seklinde yazilabilir ve a=p’a, elde edilir.Bu islemlerin ayni sekilde
devam ettirilmesiyle, p*|a seklindeki en bilyiik k tamsayist icin, up* seklinde yazilabilir. Bu
.yazﬂlsm tek tiirlti oldugunu gostermek icin a=up“=vp’ ve 0<t<k<m oldugunu kabul

edelim. up®=vp' esitliginden p"**' =0 elde edilir. Bu ise P™"=0 seklindeki en kiigiik

tamsayinin m olmast ile gelisir. Su halde bu yazils, ilgililik farkiyla, iki tiirlii olamaz.

Tanm 3.3.5 R degismeli bir halka olsun. R nin her 6z esas ideali asal ideallerin g¢arpimt

seklinde yazlabiliyorsa 7 -halkas: denir. Eger R tamlik bélgesi ise R ye 7 -domain denir.

Anderson D.D. ve Valdes-Leon S. (1996 ), degismeli bir R halkasinin 7 -halkasi olmasi igin

gerek ve yeter sarttn R nin SPIR ve x-domainlerin sonlu direk ¢arpimi geklinde olmasi

gerektigini belirtmiglerdir.

Teorem 3.3.6 R degismeli bir halka olmak iizere agagidakiler denktir:
1) R p-atomiktir.
2) R SPIR ve TCB lerin sonlu direkt ¢arpumdir.

3) Her 6z esas ideal ( Sifirdan farkli olmak iizere ), 6z asal ideallerin ¢arpimi seklindedir.

Ispat (1) = (3) (@) bir 6z esas ideal olsun. @ sifirdan ve birimselden farkli oldugundan

a=p...p, ise (a) =(p;.....0,) = (p)---(p,) dir.

(2) >(1) R, R=R, x...xR, seklinde SPIR ve TCB lerin sonlu direkt g¢arpimi seklinde
olsun. Eger bir R, TCB ise her indirgenemez eleman asal oldugundan R; nin p-atomik
oldugu agiktir. Eger R; SPIR ise ilgili olmayan tek asal ideal vardir. Teorem 3.3.4 den dolay1

R; nin her eleman: « birimsel olmak iizere upk seklinde yazilabileceginden R; p-atomik olur.

Teorem 3.3.1 geregince p-atomik halkalarin direkt ¢arpimi da p-atomik oldugundan R de p-

atomik olur.
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(3) = (2) Istenen x -halkalarinin yukanda belirtilen 6zelliginden ¢ikar.
3.4 Stmrh Carpanlarina Ayrilabilen Halkalar

Tanmim 3.4.1 R tamlik bolgesi ve R nin sifirdan ve birimselden farkli her a elemani igin,
a; ler birimselden farkli ve a = a,...a, olacak sekilde bir n <N(a) dogal sayisi varsa R

ye Smrli Carpanlara Ayrilabilen Bolge (SCB) denir.

Sinithi Carpanlarina Ayrilabilen Halka (SCH ) da Ryi degismeli ve birimli alarak aym
sekilde tammlamr. Tamlik bolgelerinde oldugu gibi eger R SCH ise R esas idealler igin

artan zincir sartint saglar.
Teorem 3.4.2 R SCH ise esas idealler igin artan zincir sartin1 saglar.

ispat R nin esas idealler i¢in  artan zincir sartim saglamadigimi varsayalim.
(g))c(ap)c.....c(a,)c ..... esas ideallerin bir artan zinciri olsun. a;_; € (a;) ve a;_; =a;r;
35, eR yazlabilir. Ayrica 7 lerin birimsel olmayacag: agiktir. Ciink{i aksi halde
(9;)=(a;,1), a; €(ay)= a =a,r, olacak sekilde birimselden farkli bir » € R vardr.

Buradan g i¢in a; =nn...1,a, seklinde birimsel olmayan elemanlarin, » e bagh

uzunlukta, bir ¢arpimi elde edilir. Dolayisiyla R esas idealler i¢in artan zincir sartini

saglamiyorsa SCH olmasi ile ¢eligki elde edilir.

Teorem 3.4.3 R SCH ise presimlifiable dir.

fspat R nin presimplifiable olmadigim varsayalim. x,y € R igin 0 #x=xy =
y ¢ U(R) dir. x=xy esitliginin her iki tarafini y ile carparak xy = xy? elde edilir. Aym

sekilde devam edilirse x=xy = xy’= ..., seklinde sonsuza kadar devam eden bir esitlik elde
edilir. Béylece x in istenildigi uzunlukta birimsel olmayan elemanlara c¢arpanlara ayrilisi

elde edilir. Bu ise R nin SCH olmasi ile gelisir. Dolayisiyla R presimplifiable dir.

Daha o6nce belirtildigi gibi R presimplifiable ise ~, ~,= ilgililikleri ¢akistigindan

indirgenemez, kuvvetli indirgenemez ve gok kuvvetli indirgenemez kavramlari da cakisir.
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Bu nedenle bir R halkast SCH ise presimplifiable oldugundan, her indirgenemez eleman

cok kuvvetli indirgenemezdir. Buradan her SCH 1n ¢ok kuvvetli atomik oldugu anlasilir.

Tamm 3.4.4 R bir halka, M R-modiilii olsun. 3 0 x e M igin rx =0 seklindeki r € R ye

M igin sifir bolen denir ve tiim M igin sifir bélenlerin kiimesi Z(M) ile gosterilir.

Teorem 3.4.5 R Noetherian bir halka ve I R nin bir 6z ideali olsun.

M I"=0,_;={xeR |xi=x, Jiel} dir (Burton, 1970).

n=1

Not: x e R olmak iizere R / (x) bir R-modiiliidiir ve sifir bolenlerinin kiimesi de
ZAR/(x))= { re RI rla+(x))=(x) , I(a+(x))eR/(x)veag(x)

seklinde tamimlanir. Dolayisiyla ra € (x) ve a ¢ (x) seklindeki elemanlar Z(R / (x)) yi

olugturur.
Teorem 3.4.6 Noctherian bir R halkas: i¢in asagidaki kosullar denktir :

1) R SCH dur.
2) R presimplifiable dir.

3) Her birimselden farkli y e R igin ﬂ(::l ") =0

4) R nin her 6z [ ideali igin ﬂ:;l] 4=

ispat

(1)=(2) Teorem 3.4.3 de belirtilmigti.

(4) =(3) Acgiktr.

(3)=>(2) x,ye Rin x=xy ve y & U(R) olsun.

x=xy=xy’=...€ ﬂ:’zl(y") =0 = x=0 ve R presimplifiable dir.

(2)=(4) Krull kesisim teoreminden” {)] /" =0, , = {xeR Ixi:x, diel}
n=1
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yazilabilir. R presimplifiable oldugundan x=xi = x=0 veya ie U(R) dir. I 6z ideal

oldugundan Vie/ igin i ¢U(R) dir. Dolayisiyla x=0 ve ﬂ:=ll"=0 dir.

(4)=(1) R nin birimsel olmayan bir 0=#x elemanim g6éz6niine alalim. R/(x) bir R-

modiiliidiir ve R Noetherian oldugundan , P; ler asal olmak tizere, Z(R/(x))=P,U ..UP,

dir. Burada x € Z(R/(x)) dir. a birimselden farkli olmak {izere x=ab olsun. be (x) olsa

x=a(xk) olacak gekilde bir & elemam vardir. Buradan xea(x) ve
xe(a)x)c(x) = (x)=(a)(x) = (x)=(a)x)=(a’)(x) =..c r)l(a">=o

ve  x=0bulunur ki bu ¢eligkidir. Dolayisiyla b ¢ (x) oldugu goriiliir. Boylece
x=ab € Z(R/(x)) i¢in , a ¢ U(R) olmak iizere, b ¢(x) ve ab e(x) oldugundan

aeZ(R/I(x)="v ...0P, ,yanibir i birimseliigin a eP;olur.

Simdi x in istenildigi uzunlukta birimsel olmayan elemanlarin ¢arpumi olarak yazilabildigini

varsayalim.

X =@y Quy (el -y, W02 ki olacak gekilde birimsel olmayan a; lerin ¢arpinu
seklinde olsun. Her a; birimselden farkl oldugunda, her a; Pu...UP, birlesimdeki asal
.ideallerden birindedir. Dolayisiyla bir 1 < i< i araligindaki bir i igin x e E-I‘ dir. Boylece her
kigin, x € P,-’(‘k) olacak sekilde bir 1 < i (k) < n vardir. Su halde bir 1 < 1 < n igin, i(k) =I olacak

sekilde sonsuz goklukta k& vardir. Buradan x e ﬂ:=1[;"’ =0 bulunur. Bu ¢eliski 0#x in

birimsel olmayan elemanlarin ¢arpim olarak istenildigi uzunlukta yazilamayacagini gésterir.
Dolayisiyla R SCH olmalidir.

Tanmm 3.4.7 R degismeli bir halka olsun. R nin tiim maksimal ideallerinin kesisimine R nin

Jacobson Radikali denir ve rad R ile gosterilir.

Teorem 3.4.8 R degismeli bir halka olsun. a € rad R olmasi igin gerek ve yeter sart V» e R

icin 1 — ra nin birimsel olmasidir.
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Ispat « erad R olsun. | — ra birimsel degilse bir M maksimal idealinin elemanidir. a € M

ve 1 —ra eM oldugundan 1 €M olur. Bu ise M = R olmasim1 gerektirdiginden, M nin

maksimal ideal olmasi ile gelisir.

Bu kez Ve R igin 1 - ra min birimsel oldugunu kabul edelim. Eger ¢ ¢ rad R isc ¢« ¢ M
olacak sekilde bir M maksimal ideali vardir.r M < (M, a) oldugundan, M nin
maksimalliginden dolay1 (M, a) = R olmalidir. Buradan birr € Rvem € Migin | =m + ra
yaztlabilir. O halde m =1 - ra € M olmalidir. Bu ise yine M nin maksimalligi ile ¢eligir. Su

halde Vr € R igin . 1 — ra birirmsel ise a € rad R olmalidir.

Teorem 3.49 R degismeli bir halka ve R nin her / ideali igin ﬂ:;ll "=
{xe R[x =xi 3diel } olsun. Asagidaki kosullar denktir :

(1) R nin her 6z [ ideali igin ﬂn=]1 " =0 dir.

(2) R nin birimselden farkli her y elemani igin ﬂ:;l (y") =0 dir.

(3) Z(R) < radR dir.
(4) R presimplifiable dir.

ispat
(1) = (2) asikardir.

(2)=>(1) ze n:;ll " olsun. Teoremin ifadesinden bir i € [ igin z=zidir.z =zi =

zil=.. ¢ ﬂ:;](i”) =0 = z=0dur.

(2)=(4) x=xy ve y e U(R) olsun. R nin presimplifiable oldugunu gostermek igin

x = 0 oldugunu gostermek yeterlidir. x =xy =xy?=.. € ﬂ:;] (y")=0.

(4)=>(2) ye UR) vexe ﬂ::l(y”) olsun. Teoremin hipotezinden x =x (r y")
37re R ve n=lolur.y ¢ U(R) oldugundan ry” ¢ U(R) dir. R presimplifiable

oldugundan x = 0 dolayisiyla da ﬂ;:] (y™) =0duw.
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(4)=>(3) xe Z(R)olsun.x=01ise 0 € rad R. x # 0 olsun. x sifir bélen oldugundan bir

0 # y elemam igin xy = 0 dir. x ¢ rad R oldugunu varsayalim . x ¢ M, olacak gekilde bir
M ; maksimal ideal vardir. Dolayisiyla M; + (x) =R ve Ime M, igin m +xr |

yazilabilir. Bu esitligin her iki yanini y ile ¢arparak my =y # 0 bulunur. R presimplifiable

oldugundan m  birimsel olmahdir. Buradan M ; = R ccliskisi elde edilir. Su halde R

presimplifiable isc Z( R') < rad R dir.

(3)>(4):x,y € R igin x=xy olsun, x(1-y)=0 dir. x# 0 oldugunu kabul cdelim.
1-ye Z(R) g rad Rdir. 1-y e rad R oldugundan, bir 6nceki teoremden dolay1, Vr e R
icin 1—r(1—-y) birimseldir. »=1 alimrsa (1-(1-y))u=yu=1 Fue R. Dolayisiyla y

birimsel oldugundan R presimlifiable dir.
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4. CARPANLARA AYIRMA

4.1 Girig

Bu bélimde daha 6nce tanimladifimiz indirgenemezlik  ve ilgililik tanimlarindan
yararlanarak, degismeli ve birimli halkalar igin Tek Tirlii Carpanlara Ayrilabilen Halka

tanimim ve bu tamima esdeger olan kosullar1 verecegiz.
4.2 Tek Tiirlii Carpanlarina Ayrilabilen Halkalar

Tanmm 4.2.1 R degismeli bir halka vea birimsel olmayan bir eleman olsun. ¢ nin birimsel

olmayan elemanlara iki ¢arpanlara aynlist a=a,..a, =b,..b, olsun. Eger n =m ve
sirastyla a;~b(;y, a;~bgy, a;=b,, olacak sekilde bir o €S, permiitasyonu varsa,

yukanidaki iki carpanlara ayrilisga  yine sirasiyla izomorfik, kuvvetli izomorfik ve

¢ok kuvvetli izomorfik denir.

Tanim 4.2.2 R degismeli bir halka vea birimsel olmayan bir eleman olsun. @ nin birimsel
olmayan elemanlara iki ¢arpanlara ayrihst a=a, ...a, =b, ...b,, olsun. Eger her ie {1, ..
, n } igin swrasiyla a,~b a=b;, a,zb olacak sekilde bir je{l,..,m} ve

J J

her ie{1l,..,m} swasiylab,~a;, by~a,, b;=a, olacak gekilde bir je{l,
...} varsa yukaridaki iki ¢arpanlara ayriliga sirasiyla homomorfik, kuvvetli homomorfik ve

¢ok kuvvetli homomorfik denir.

Atomiklik ve izomorfikligin her farkli kombinasyonu bizi, asagidaki sekilde tanimlanan

bigimde farkl tek tiirli garpanlarina ayrilabilen halka tanimlarima gétiiriir.

Tanmim 4.2.3 R degismeli halka ve a € { atomik, kuvvetli atomik, ¢ok kuvvetli atomik, m-
atomik, p-atomik } ve fe { izomorfik, kuvvetli izomorfik, ¢ok kuvvetli izomorfik } olsun.
Eger (1) R, a 6zelligine sahip ve (2) R nin sifirdan ve birimselden farkli her elemaninin «
y1 tamimlamak igin kullanilan tipteki iki indirgenemez ayrisim1 § ozelligine sahip ise R ye

(a,pB)-Tek Tiirlii Carpanlarina Ayrilabilen Halka ( TCH ) denir.

Teorem 4.2.4 « ve [ nn herhangi segimi i¢in (a,f)-TCH presimplifable dir.
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Ispat Bunun i¢in R presimplifable degil ise R nin herhangi bir («,f)-TCH olamayacagn

gosterelim:

x#0 ve y birimselden farkli olmak lizere xy =x olsun. y birimsel olmadigindan x de
birimsel olamaz. Su halde x ve y yi uygun bir tipteki indirgenemezlere ayristirabiliriz:
x=a,..a, , y=c,..c, .Boylece x in uygun tipteki iki indirgenemez ayrnsimi olarak
a..a,=x=xy=da,..a,c,..c, clde edilir. Fakat bu iki ¢arpanlarina ayrilis , uzunluklan

farkli oldugu igin, higbir f 6zelligini saglamaz. Buise R nin (a,f)-TCH olmas! ile gelisir.
Dolayisiyla R presimplifiable dir.

R presimplifiable iken ilgili, kuvvetli ilgili, gok kuvvetli ilgili kavramlan g¢akigtigindan
herhangi bir (a,8)-TCH igin de bu kavramlar ¢akisir. Dolayisiyla buna bagli olarak
herhangi bir (a,f)-TCH igin izomorfik, kuvvetli izomorfik ve ¢ok kuvvetli izomorfik
kavramlan1 ile indirgenemez, kuvvetli indirgenemez, mi-indirgenemez ve ¢ok kuvvetli

indirgenemez kavramlari da g¢akigir. Boylece a=p-atomik olmast hari¢, @ ve f§ nn

herhangi bir se¢imi igin («,f)-TCH ifadesi ¢akigiktir. Bundan sonra Tek Tiirlii

Carpanlarina Ayrilabilen Halka ifadesi bunlardan herhangibiri i¢in kullanilacaktir.

Tanm 4.2.5 R degismeli bir halka olsun. Eger R bir (a,8) i¢in ( dolayisiyla @ nin p-

atomik olmasi hari¢ diger hepsi i¢in ) bir («,f)-TCH ise R ye Tek Tiirlit Carpanlarina
Aynlabilen Halka ( TCH ) denir.

Teorem 4.2.6 R sifir bdlenli atomik bir halka olsun. Eger R nin sifirdan ve birimselden farkli

herhangi bir elemaninin iki indirgenemez ayrigim: homomorfik ise R nin her indirgenemez

elemant sifir bolendir.

ispat R sifir bolenli oldugundan 0= ab olacak sekilde sifirdan ve birimselden farkli a, b
elemanlar1 vardir. R atomik oldugundan a ve byi indirgenemezlerin ¢arpimm seklinde
yazabiliriz. Su halde R nin sifir bélen olan indirgenemez eleman: vardir.» € R bu sekildeki
indirgenemez elemanlardan biri olsun. »#= 0 olacak sekilde bir 0#¢ elemam vardir. ¢, ler

sifir bélen ve indirgenemez olmak iizere ¢=¢,...z, seklinde yazilabilir. s nin sifir bolen

olmayan bir indirgenemez eleman olduguriu kabul edelim. 0#sr =(s+¢)r dir ve c; ler
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indirgenemez olmak tlizere s+t=c,..c, seklinde yazlabilir. sr=c,..c,r aynsm
homomorfik oldugundan s~r veya s~ ¢, dir. Eger s~r ise s sifir bélendir. Eger s~ ¢, d
ise c; e(s)= s+t=c,..c, €(s) = t e(s) bulunur. Buradan bir d eR igin ¢ = sd dir. d
yi d=d,..d, seklinde indirgenemezlere ayirarak, ¢,..t,=sd,..d, homomorfik

ayrigimindan dolay1, bir ¢, igin s~ ¢, elde edilir. Bu ise t nin sifir bélen olmasi ile geligir. Su

halde R nin her indirgenemez elemani , dolayisiyla da birimsel olmayan her elemani, sifir

bélendir.
Sonug 4.2.7 R sifir bélenli TCH ise R nin her indirgenemez eleman sifir bélendir.

ispat R nin iki indirgenemez ayrigimi1 izomorfik ise aym zamanda homomorfik olacagindan

yukaridaki teoremin ispat1 R nin sifir b6lenli TCH oldugu durum igin de gegerli olur.

Teorem 4.2.8 R sifir bolenli ayristinnlamaz atomik bir halka olsun. Eger R nin sifirdan ve
birimselden farkli herhangi bir elemaninin iki indirgenemez ayrisimi1 homomorfik ise R nin

her indirgenemez elemani nilpotenttir.

ispat  Bir o6nceki teoremden R nin her indirgenemez elemanmin sifir bélen oldugunu
biliyoruz. » herhangi bir indirgenemez olsun. rx = 0 olacak sekilde bir 0= x elemani vardir.

R TCH oldugundan r vex elemanlann r=r, ve x=r,..r, seklinde indirgenemez

elemanlarin garpimi olarak yazilabilir. Buradan rr, ...r, = 0 esitligini, » = r, ve i # j igin
r,~r,; olmayacak sekilde, ilgilileri biraraya toplayarak r™ ...r = = 0 seklinde yazabiliriz.

Eger m = 1 ise r = r; nilpotenttir. m > 1 oldugunu kabul edelim. z=r® + (r,* ..r% )

it m

olsun. x# 0 oldugundan r,* ..r% # 0 dir. Eger r|z = r|r/ .

Ty
ryt ..k =r t olacak sekilde bir ¢ elemam: vardir. Bu egsitlikte + de indirgenemez
elemanlarin ¢arpimi seklinde yazilirsa, bu ayrisim homomorfik olacagindan birj igin ry ~r;

bulunur. Bu ¢eliskiden dolay1 r,,zyi tam b6élmez. Simdi

a a
rfiz = Pt rfirSt i = 2o

esitligini gézoniine alalim. Eger r z= r % esitliginde z sifirdan ve birimselden farkl: ise

indirgenemezlerin ¢arpimi geklinde yazﬂébilir. O zaman bu iki ayrigimin homomorfik
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olmasindan dolay1 r, ~ z geliskisine ulasilir. Su halde z ya sifir yada birimsel olmalidir. Eger

-1

z birimsel ise e=#" z™' idempotent olur. R aynstirilamaz oldugundan e=0 olmalidir. Clinkii

aksi halde R = eR x( 1 — e )R seklinde aynistinlabilir. Dolayisiyla da »,"=0 dir. Eger z

20| =

birimsel degilse 7, 0 dir. Su halde R nin her indirgenemez elemani nilpotenttir.

Sonug 4.2.9 R deki birimsel olmayan her eleman nilpotenttir.
Sonug 4.2.10 Eger R sifir bolenli TCH ise R nin birimsel olmayan her elemani nilpotenttir.

ispat Yukaridaki teoremde R nin aynstirilamaz olmasi yerine  izomorfikligin

kullamlmasinin yeterli olacagint gosterelim. Teoremin ispatiyla aym sekilde r" z= o

esitliginde z nin sifir veya birimsel olmalidir. z birimsel ise bu " z= r,z"' esitliginde
ayrisimlarin izomorfik olmast ile geliseceginden ( ayrisimlarin uzunluklar farkli oldugundan )

z= 0= r’" olmalidir. Su halde R nin indirgenemez her elemani, dolayisiyla da birimsel

olmayan her elemani nilpotent olmalidir.

4.3 Denk Kosullar

Teorem 4.3.1 Degismeli bir R halkasi i¢in asagidaki iki kosul denktir :
(1)R TCH dir.

(2) R su iig halka yapisindan birine sahiptir :

i) R TCBdir.

ii) R SPIR dir.

iii) R M%= 0 olan (R, M) quasi-lokal halkadir.

ispat
(1) = (2) Eger R sifir bélensiz ise R tamlik bélgesidir. R nin sifir bolenli oldugunu kabul
edelim. Sonug 4.2.7 den dolay1 R nin her indirgenemez elemam ve dolayisiyla da birimsel

olmayan her elemani nilpotenttir. M R nin tiim birimsel olmayan elemanlarinin kiimesi olsun.

M R nin tek maksimal idealidir. Su halde R quasi-lokal halka dir. Simdi M? = 0 oldugunu
veya R nin SPIR oldugunu gésterelim :

Eger R nin ilgilileri harig tek indirgenemez elemani1 varsa R SPIR dir.



38
rve s R nin ilgili olmayan iki indirgenemez elemam ve r" =0=s" seklindeki en kiigiik

tamsayilar m ve n olsun. rs# 0 oldugunu kabul edelim. 0% rs=r(+"™ " +s5) ve r™ ' +5
yi indirgenemezlerin ¢arpimi seklinde yazarak, R TCH oldugundan dolay, s| Pl s

bulunur. Buradan s{ 7™ ve r™! % 0 oldugundan s| r elde edilir. Béylece bir x elemant
icin 7 = sx yazlabilir. x birirmsel degil ise izomorfik olmayan iki ayrigsim elde edileceginden
x birimseldir ve r~s geliskisi elde edilir. Dolayisiyla rs =0 olmaldir. Simdi de m=n=2
oldugunu gosterelim:

m# n oldugunu kabul edelim. m < n olsun rs =0 oldugundan (r+s)”" =r"+s"=s"#0
dir. 7+ s indirgenemezlerin ¢arpimi seklinde yazilirsa, s bu indirgenemezlerden biri ile de

ilgili olacagindan, s| r+s5 ve s I r bulunur. n < m i¢in de benzer islem yapilarak ayni ¢eliski

elde edileceginden m = n dir. Eger m = n > 2 ise r(r+s)=r? = r.r # 0 oldugundan yine
r~s celigkisi elde edilir. Dolayisiyla », s R nin ilgili olmayan iki indirgenemezi ise
rt =g =rs=0, yani M? = 0 elde edilir.

2) = 1)

1) R TCB ise ayn1 zamanda TCH oldugu agiktir.

ii )R M?=0 olan (R, M) quasi-lokal halka olsun. x,y birimsel olmayan iki eleman isc xy

eM? olacagindan xy = 0 dir. Dolayistyla birimsel olmayan her eleman indirgenemezdir.

Ayrica indirgenemez ayngimlarin uzunluklari da 1 oldugundan izomorfiklik sartinin

saglandign agiktir. Su halde R TCH dir.

iii ) R nin SPIR oldugunu kabul edelim. P=(p) R nin tck asal ideali olsun. Teorem 3.3.4 den p

nin ¢ok kuvvetli indirgenemez ve sifirdan farkli her elemanin, u birimsel olmak, iizere up*

seklinde tek tiirlii yazilabildigi goriiltir. Dolayisiyla her SPIR TCH kosullarini saglar.

Teorem 4.3.2 Degismeli bir R halkast igin agagidakiler denktir :
(1) R asagidaki ti¢ halka yapisindan birine sahiptir :

i) R TCB dir.

ii ) R M? = 0 olan, (R, M) quasi-lokal halkadr.

iii ) R SPIR ve cisimlerin sonlu direkt qarpimldxr.
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(2)R atomikdir ve sifirdan ve birimselden farkli her elemaninin iki indirgenemez ayrigimi

homomorfiktir.

(3) R m-atomik ve R nin sifirdan ve birimselden farkli her elemaninin m-indirgenemezlere

iki ayrisimi kuvvetli homomorfiktir.

ispat

(HD)=>@3) R TCB ise R nin sifirdan ve birimselden farkli her eleman:t indirgenemezierin
carpimi  seklinde tek tiirlii yazilabileceginden ve R sifir bélensiz oldugundan tiim
indirgenemezlik tammlar1 ¢akigacagindan, R aym zamanda m-atomik ve sifirdan ve

birimselden farkli her elemanin m-indirgenemezlere ayrigimi da homomorfiktir.

R, M? = 0 olan, (R, M) quasi-lokal halka olsun. Sifirdan ve birimselden fakli bir xeR igin
x = ab olsun. Eger a ve b nin ikisi de birimselden fakli ise a,b eM olacagindan x = ab=0

celiskisi elde edilir. Dolayisiyla @ veya b den biri birimsel olacagindan x g¢ok kuvvetli
indirgenemez, dolayisiyla da m-indirgenemez olur. Su halde R m-atomiktir. Ustelik her
x €M de m-indirgenemezdir. Sifirdan ve birimselden farkli her elemani iki m-

indirgenemezlere ayrigimi da, asikar olarak sadece kendisi olacagindan, homomorfiktir.

Bu kez R nin SPIR ve cisimlerin sonlu direkt g¢arpimi oldugunu kabul edelim:
R =R x..xR,. R; SPIR ve (p) tek asal ideal olsun. Bu durumda (p) aym zamanda maksimal
olacagindan, p m-indirgenemezdir ve sifirdan farkli her eleman, u birimsel olmak iizere
up “ seklinde, yani m-indirgenemezlerin garpimu seklinde tek tiirlii belirlidir. p den bagka,
ilgilileri harig, m-indirgenemez yoktur. Ciinkii 0 # a, p ile ilgili olmayan bir m-indirgenemez
olsun. ae(p)oldugundan (a)c (p) ve (a)# (p) oldugundan (@) c(p) bulunur. Bu da a
mn m-indirgenemez olmas: ile celisir. Dolayisiyla R, m-atomik ve iki m-indirgenemez
ayrisim da homomorfik olur. R; cisim ise sifirdan farkli ve birimsel olmayan higbir eleman

bulunmadigindan (3) sartlarimn saglandigi agiktir. Dolayisiyla bu sekildeki m-atomik

halkalarin direk garpimlart da Teorem 3.3.1 den dolay1 m-atomiktir.

(3)=(2) R nin her m-indirgenemez eleman1 aynt zamanda indirgenemez olacagindan (2)

sartlarinin saglandigi agiktir.

(2)=>(1) R, ler ayngtirilamaz olmak iizere R = R;x..xR, olsun. Tiim R, lerin de (2)

sartlarin1  sagladigi agiktir. Dolaywsiyla R yi aynstirilamaz olarak kabul edip direkt



40

carpimlarinin (1) sartlarimi sagladigini gosterebiliriz. R sifir bolensiz ise TCB dir. R yi sifir
bélenli kabul edelim. Sonug 4.2.9 dan R nin birimsel olmayan her elemani nilpotenttir. M R

nin tiim nilpotent elemanlarinin kiimesi ise M R nin tek maksimal ideali olur. Teorem 4.3.1 in
ispatinda gosterildigi gibi R ya SPIR yada M? = 0 olan quasi-local halkadir. Dolayisiyla R
ler ya TCB, ya M? = 0 olan quasi-local halka yada SPIR olmak iizere R = R,x...xR, dir. n >
1 olsun. SPIR veya cisim olmayan bir R, nin M? =0 olan, (R, M) quasi-lokal halka
oldugunu kabul edelim. r,s R, nin ilgili olmayan iki indirgenemez elemani olsun:
rt=5t=0. (L, ..., r,1,..,1) ve(l,..,1,s,1,..,1) elemanlar da
indirgenemezdir. Buradan

(0,..,0)= (1,..,1,0,1,...,1)=(1,...,, r,L,.., 1) (L, .., L, r,1,..,0 )= (1, ...,
Los, b, 1)1,y 1, 5,0, 1)

seklinde homomorfik olmayan iki ayrisim elde edilir. Su balde n = 1 ve R nin kendisi
M? = 0 olan, (R, M) quasi-lokal halkadir. Bu kez R, nin cisim olmayan bir tamlik bolgesi
oldugunu kabul edelim.0 # » € R, bir indirgenemez eleman olsun. Bu durumda da
(1,...1,0,1,..,1)=(L..1,0,1,...,1)(L,...1, »,1,.., 1)

seklinde homomorfik olmayan iki indirgenemez ayrigim elde edilir. Dolayisiyla yine n = |

olmalidir. Béylece n > 1 ise R, SPIR veya cisimdir.

Tanim 4.3.3 R degigmeli bir halka ve a € R birimsel olmayan bir eleman olsun. Eger (a )
idealinin (a)={(a,) ...(a,) seklindeki yaziligt

(1) V a, indirgenemez

(2) Her i igin (a) < (a;) .. (a,).(a,)

sartlarini saghyorsa (a) idealinin bu gekildeki yazilisna ‘(a) nin Indirgenmis Carpim

Temsili ° denir.

Tanim 4.34 (a) nin (a) =(a;)..(a,)= (b))..(b,) seklindeki iki indirgenmis
¢arpim temsili igin eger n = m ve gerekirse siralamalarin yeri degistirilerek (a, )= ( b,)
oluyorsa bu temsile izomorfiktir ; Eger { (a,), ..., (a,) } = {(b;), ..., (b,,) }oluyorsa

bu temsile homomorfiktir denir.

Teorem 4.3.5 R atomik halka ve her 6z esas idealin herhangi iki indirgenmis garpim temsili

homomorfik olsun. R nin her indirgenemez eleman: asaldir.
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ispat reR indirgenemez olsun. »=0 ise R tamlik bélgesi ver= 0 asaldir. r #0 olsun.

Ispati r nin sifir bdlen olup olmamastna bagli olarak iki durum igin yapacagiz :

1.Hal : r sifir bélen ve O#a igin ra=0 olsun. (a) = (a,)..(a,) (a) mn
indirgenmis ¢arpim temsili olsun. Bu durumda 0 in indirgenmis ¢arpim temsili de 0 =
(ay)..(a,)(r) olur. Ayrica bu temsilden (r) yi silemeyiz. Eger (r) silinebilseydi
(a,)..(a,) = 0 olacagindan a = 0 geliskisi elde edilirdi. Dolayisiyla hipotez geregi
indirgenmis carpim temsillleri homomorfik oldugundan, 0 1n her indirgenmis g¢arpim
temsilinde (#) bulunmalidir. Bu bilgiyi ispatin ileri kisminda kullanacagiz.

ef e(r) olsun. ef = cr olacak sekilde bir ¢ elemani vardir. ¢ birimsel olsa » indirgenemez
oldugundan, » ~e veya r ~ f dir. Buradan e € () veya f e(r) olacagindan r asaldir.
¢ nin birimsel olmadigim kabul edelim. (c¢) =(c;)...(¢;) (c) nin indirgenmis ¢arpim
temsili olsun. Eger (#) (cr) nin indirgenmis garpim temsilinde butunuyorsa, (e ) ve (f)
nin ayr1 ayn indirgenmis ¢arpim temsillerini bulup garptiktan sonra indirgeyebiliriz. Bu temsil
(cr) nin temsili ile homomorfik oldugundan, (r) nin (e) veya (f) nin indirgenmis
carpim temsillerinden birine ait oldugu goriiliir. Yani (e) = ( e;)...(e,)(r) < (r) =
ee(r) veya aym sekilde f e(r) dir. Su halde (r) nin (cr) nin indirgenmis ¢arpim
temsilinde bulunmadigin1 varsayalim : (¢r)= (¢) dir. Simdi bastaki a yt da gézoniine alarak
(a;)..(a,)(c))...(c;) = (a)c) = (a)(er) = 0 esitligi elde edilir. Bu esitlikte
(ay)..(a,)(c;)...(c;) yi indirgeyerek O mn bir indirgenemez ¢arpim temsilini elde
ederiz. 0 1n herhangi indirgenemez ¢arpim temsilinde () bulunmali idi. Dolayisiyla
(a;)..(a,)(cy)...(¢c;) carpiminda bazt (a;) =(r) olacaktir. Bu sekildeki (a;) leri
(a;)...(a,)(cy)...(c;) dan silebiliriz. Boylece 0 1n (#) yi igermeyen bir garpim temsili

elde edilir. Bu ise bir geligkidir.

2. Hal: » sifir bolen olmayan bir indirgenemez eleman ve ab € (#) olsun. R sifir blenli
oldugu igin, a+sr , b+tr sifir bélen olmayacak sekilde s, € R vardir. abe(r)
oldugundan (a+sr)(b+tr) e (r) dir. Ayrica (a+sr)e(r) veya (b+tr) €(r) dir. Su
halde a € (r) veya b € (r) dir. Dolayisiyla a ve b yi sifir bélen olmayan elemanlar olarak

alabiliriz. abe(r) = bir ceR igin db=cr. ¢ sifir bélen olsa ab de sifir bolen

olacagindan c sifir bolen degildir. Dolayisiyla (), (cr) nin indirgenmis ¢arpim temsilinde
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bulunur. (@ ) ve ( ) nin indirgenemez ¢arpim temsillerini ¢arpip indirgeyerek ( a b ) nin
indirgenmis ¢arpim temsili elde edilir. (¢ #) nin indirgenmis ¢arpim temsilinde de (), (#) nin

(a) veya ( b ) nin indirgenemez garpim temsillerinden birinde bulunur. a € (r)veya

b e (r)dir. Dolayisiylada (r) asaldir.
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