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KISALTMA LiSTESI

EBOB En biiylik ortak bdlen
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Bu ¢aligmay1 hazirlamamda bana yardimei olan Ogretim Gorevlisi Dog. Dr. A. Goksel
Agargiin’e ve maddi destegini esirgemeyen aileme tegekkiir ederim.



OZET

Bu calismanin amact tamlik bdlgelerinde ve degigmeli olan birimli halkalarda tek tiirli
¢arpanlara ayrilma kavramini incelemektir.

Temel tanum ve kavramlar olarak indirgenemez eleman, asal ¢leman arastirilmigtir. Kuvvet
serileri halkasi, boliim halkalan ve kesir halkalar1 hakkinda kisa bilgi verilmistir.

Tamlik bolgeleri i¢in TCB tanim verilmis ve bu tamima denk birka¢ ifade incelenmistir.
Ayrica Temel Ideal Bolgelerinin TCB oldugu gosterilmistir.

Fletcher’in (1969) TCH tanimi incelenmis ve tamlik bolgeleri i¢in TCB ile TCH’ nin denk
oldugu gosterilmistir. Ayrica sonlu sayida TCH’ nin direkt toplaminin bir TCH oldugu
gosterilebilir. Boylece Temel Ideal Halkalarinin TCH oldugu ispatlanabilir. Ayrica Pseudo-
Bolge kavranu verilerek bazt dzellikleri incelenmistir.

Degismeli (birimli) ve sifir bolenli halkalarda gesitli ilgililik kavramlar: verilebilir ve
aralarindaki iliskiler incelenebilir. Bu kavramlardan yararlamlarak gesitli indirgenemez
eleman tanimlar verilir ve aralarindaki iligkiler agiklanabilir.
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ABSTRACT

The purpose of this study is to examine the concepts of unique factorization in domain
and commutative rings with identity

Irreducible element, prime element are investigated as a basic definitions and concepts.
Short information about power series ring, quotient rings and fraction rings are given

The definition of UFD had been given for domains and some statements which are
equivalent to this definition are examined.

Fletcher’s (1969) definition of UFR is investigated and it had been shown that UFD and
UFR are equivalent for domains. Moreover, direct sum of finite number of UFR can be
shown also a UFR. Thus it can be proved that Principal Ideal Rings are UFR. In
addition, by giving the concept of Pseudo-Domain , it’s properties are examined.

Various concepts of associativity can be given and relations between them can be
analysed. In commutative rings (with identity) with zero divisors various definitions of
irreducible elements are given by using these concepts.

vii



1 GIRIS

Tezin bu béliimiinde diger boltimlerde verilecek kavramlar ve &zellikler igin ne sekilde bir
caligma yapildig1, agiklanacak kavramlarin ne tiir dzelliklere sahip oldugu ve bu &zellikleri

elde etmek i¢in gereken 6nceki ¢aligmalar kisaca incelenecektir.

Ikinci boliimiimiizde tamhk bolgelerinde ¢arpanlara aynilmanin ve boliinebilmenin
caligmamiz igin gerekli olacak birkag 6zelligi incelenecektir. Bunlar; bir eleman ile sagdan ve

soldan kisaltma 6zelligi, tersinir (veya birimsel) eleman ve birimsel elemanlarin kiimesi olan

U(R)’nin tanimlandir. Bu tammlara ek olarak a | b (a boler b) tanimi ve baz1 dzellikleri

verilecektir. R tamlik bélgesinde a = bu olacak gekilde bir u € U(R) varsa a ile b ilgilidir
denir. Daha sonra bu tamma denk bir ifade verilip ispatlanacaktir. Ayrica sifirdan farkl sonlu
sayida eleman igin en biiyiik ortak bdlen (EBOB) ve en kiigiik ortak kat (EKOK), asal eleman,
indirgenemez eleman kavramlar1 verilip aralarindaki iligkiler incelenecektir. peR’
birimselden farkli bir eleman olmak tizere p =ab = a veya b birimseldir, saglaniyorsa p

elemanma indirgenemez (veya atom) denir. indirgenemez eleman tammi kullanacagimiz
temel kavramlardan biridir. Ikinci b6liimiin diger konular verilen bir R halkasi kullanilarak
elde edilen bazi halkalarin yapilari ve dzellikleri ile ilgilidir. Ilk olarak R[[x]] kuvvet serileri
halkasimin yapisi iizerinde durulacak ve verilen R halkasinin durumuna gore (degismeli,
birimli, sifir bolensiz, tamlik bolgesi) hangi 6zelliklere sahip oldugu incelenecek,
elemanlarimin ne sekilde oldugu aragtinlacaktir. Daha sonra bSlim halkalarindan kisaca
bahsedilecek, béliim halkalan igin temel teoremlerden biri olan; “R degigmeli, birimli bir
halka ve P(#R), R halkasinn bir ideali olmak tizere P asal idealdir < R/ P bir tamlik
bolgesidir.” teoremini ispatlayacagiz. Ayrica bu béliimde kesir halkasindan bahsedecegiz. Bu
konuda, Z tam sayilar halkasinin kesir cismi olan Q rasyonel sayilar cismi elde edilirken

kullanilan yontemlerin herhangi bir R halkasi igin genellemesi incelenecektir. Once R

halkasinin bir S ¢arpimsal alt kiimesi i¢in R xS kiimesi tizerinde (r, s) ~ (r',s') & 3s,€e8
oyle ki s, (rs’——r's)= 0 seklinde bir baginti tamimlanip, bir denklik bagintis1 oldugu
gosterilecek ve bu denklik bagintisina gore (r,s) € RxS elemaninin denklik simiflarinin ne
sekilde oldugu belirlenecek ve bu denklik simflarimin bazi 6zellikleri incelenecektir. Bu
elemanlarin denklik simflariin kiimesi R, (veya S™'R) ile gosterilir. Sonra S™' R kilmesi

iizerinde toplama ve garpma islemleri tammlanip S™' R kiimesinin tanimlanan iglemlere gore

bir halka yapisina sahip oldugu gosterilecektir. Bu ¢aligmanin bir bdliimii tamlik bélgelerinde
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tek tiirlii garpanlarina ayrilma oldugundan S™' R halkasinin hangi kosullar altinda bir tamlik
bolgesi ve cisim §zelliklerini sagladig: yine ikinci béliimiin konulan arasindadir. Bu béliimde

son olarak S'R kesir halkasinda bir idealin ne gekildeki elemanlardan olustugu

aragtirilacaktir.

Ucgiincii boliimiin esas amaci tamlik bolgelerinde tek tiirlii garpanlara ayrilmayi incelemektir.
ilk olarak tek tiirlii garpanlara ayrilabilen bolge (TCB) tanmimu verilip, bu tanima denk bazi

dzellikler incelenecektir. Ayrica her temel ideal bolgesinin bir TCB oldugu ispatlanacaktir.

Daha sonra ikinci boliimde bir kismu incelenen; R halkasi kullanilarak olusturulan Rlx]

polinom halkasi, R[[x]] kuvvet serileri halkasi, S™' R kesir halkasi ve P(#R), R halkasinda
asal ideal olmak iizere R/P boSlim halkasinin tek tiirlii c¢arpanlarina ayrilmalarn

incelenecektir. Burada, “TCB olan bir R tamlik bolgesi verildiginde, R kullanilarak elde

edilen tamhk bolgeleri de tek tiirlii garpanlara ayrilabilen bdlge midir ?” sorusuna cevap
aranacaktir. R[[x]] kuvvet serileri halkasinin TCB olmasi R halkasmn temel ideal blgesi
olmasi halinde dogrudur. Bunun ispat tigiincii bsliimde ayrintilari ile verilecektir. S™' R kesir
halkasinin TCB olmast igin herhangi bir 6zel sart gerekmemektedir. S™'R kesir halkasinin
TCB olmasi halinde R halkasimin hangi kosullar saglandiginda bir TCB oldugu iiglincii
bolimde incelenecek temel teoremlerden biridir. Bu teorem kullamlarak R[x] polinom
halkastmn TCB oldugu gdsterilecektir. Uglincit bsliimde son olarak P(#R), R halkasinda
asal ideal olmak tizere R/ P boliim halkasinin TCB olmast igin ne gibi ek kosullarin gerektigi

incelenecektir. Ustelik bu kosullar saglanmadig: takdirde R/ P bélim halkasiin TCB

olmadigina dair bir 6rnek verilecektir.

Dordiincii béliimde birimli, degigmeli bir R halkasinin tek tiirltt carpanlara ayrilmasi
arastirilacaktir. R degismeli ve birimli bir halka olmak tizere tek tiirlii garpanlara ayrilabilen
halka tanimin1 (TCH) Fletcher (1969) vermistir. Fletcher’in TCH tanimini ve bazi sonuglarini
inceleyecegiz. TCH tanimint vermeden &nce Fletcher’in kullandigi indirgenemez eleman
tanim1 verilecek ve bu tamim Kkullanilarak bazi c¢alismalar yapilacaktir. Bu béliimde
gorecegimiz indirgenemez eleman tanimi bizim gordiigiimiiz tanimdan farklidir. Burada
Ur)={aeR |3 B eR dyleki afr=r} ile reR elemammn U -siufi gosterilecek ve
baz 6zellikleri incelenecektir. Bundan sonra » € R elemant i¢in U -ayrigimt tammu verilecek

[13

ve r elemanminin U -aynsimi  vardir <  indirgenemez aynsimu vardir” ifadesi
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ispatlanacaktir. R birimli, degismeli bir halka ve a,be R olsun, eger a |b ve b |a ise a

ve b elemanlarina ilgilidir denir. Bu tanimdan yararlanarak U -ayrisimi igin baz: 6zellikler
verilecektir. Bitlin bu tanimlar ve 6zellikler kullamlarak TCH tanimi verilecek, tamlik
bolgeleri igin TCH ve TCB ifadelerinin denk oldugu gﬁsterilecéktir. Daha sonra sonlu sayida
TCH’ nin direkt toplaminin yine bir TCH oldugu ispatlanacaktir. Ayrica dérdiincii béliim
icinde Noetherian halka tanimi verilip bu tanima denk birkag ifade ispatlariyla beraber

incelenecektir. Dordiincii bélimde son olarak Pseudo-Bélgeler ile ilgilenilecektir. VO#reR

icin U(r), birimsellerin smifi ise R halkasina Pseudo-Bolge denir. Bu tamim kullanilarak
bazi 6zellikler ispatlanacaktir. TCH olan bir Pseudo-Bélgeyi TCPB ile gosterecegiz. Ayrica

bir Pseudo-Bolgede her indirgenemez elemanin asal olmast halinde ne gibi 6zelliklerin ortaya

¢ikacag aragtirilacaktir.

Besinci boliimde sifir bolenli, degismeli halkalarda iki elemanin ilgili olmas: ve indirgenemez
eleman kavramlarinin genellestirilmis sekilleri incelenip bunlar arasindaki bazi iligkiler
arastirilacaktir. Bu bélimde ilk olarak tamlik bolgeleri igin iki elemanin ilgili olmasi ve
indirgenemez eleman kavramlari hatirlatilip bunlara denk bazi kavramlar incelenecektir.
Ornegin; D tamlik bolgesi ve a € D sifirdan, birimselden farkl1 bir eleman olsun. Bu takdirde

a indirgenemezdir < (a)ideali D’nin 6z temel ideallerinin kiimesinin maximal elemamdir.

Bu teorem aeD icin indirgenemez eleman tanimimn temel idealler kullanilarak
yapilabilecegini gostermektedir. Beginci boliimde i degisik ilgililik kavrami verilecek ve
bunlar arasindaki iligkiler ele alinilacaktir. Ayrica bu ilgililik kavramlarimin denklik bagmtisi
olup, olmadiklar1 incelenecektir. Daha sonra degismeli ve birimli R halkas1 igin
présimplifiable olma kavrami verilecektir. Bu kavram ilk defa Bouvier (1971) tarafindan
incelenmigtir. Bir R halkast i¢in présimplifiable olma kosuluna denk ifadeler verilip
ispatlanacaktir. Verdigimiz ti¢ degigik ilgililik tanimini kullanarak ii¢ farkli indirgenemez
eleman tanimi ortaya gikaracagiz. Ayrica bu tanimlar arasindaki iliskiler incelenecektir. Daha
sonra verdigimiz indirgenemez eleman tammlarina denk bazi ifadeler verilip ispatlanacaktir.
Indirgenemez elemanlar igin temel idealleri kullanarak bazi denk ifadeler verilecektir. Besinci
béliim igerisinde de birimli ve degismeli halkalar igin temel idealler kullanilarak bir
indirgenemez eleman tanumi daha yapilacak ve diger indirgenemez eleman tamimlan ile
aralarindaki iligkiler incelenecektir. Bu boliimde son olarak verdigimiz ¢esitli ilgililik ve
indirgenemez eleman tanimlarinin degigmeli ve birimli halkalarin direkt garpimlarinda nasil

bir yapiya ve 6zelliklere sahip olduklar incelenecektir
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2 TEMEL TANIM ve KAVRAMLAR

2.1 Girig

Bu boliimde ilk olarak halkalarda aritmetigin temel kavramlart, asal eleman, indirgenemez
eleman tanumlar: agiklanacak ve bu kavramlarin anlagilabilmesi i¢in birkag 6rnek verilecektir.
Bu boliimde ilgilenecegimiz ikinci konu; verilen bir R halkasi kullanilarak elde edilen R[[x]]

kuvvet serileri halkasi ve P(#R), R halkasin bir asal ideali olmak tizere R/ P béliim

halkalarinin yapilaridir. Son olarak yine R halkasi kullamlarak elde edilen S™'R kesir

halkas1 tizerinde durulacaktir.

2.2 Halkalarda Aritmetik

Bu boliimde, aksi belirtilmedikge, R bir tamlik bdlgesi (TB) ve R* =R\{0} olarak ele

alinacaktir.

Teorem 2.2.1 R bir halka ve ¢#0 olsun. Va,beR igin ac=bc (veyaca=chb ) = a=>b

sagdan ( veya soldan ) kisaltma 6zelligi saglanir.

Ispat Va,beR igin ac=bc olsun = ac—bc =0 = (a—b)c=0 elde edili. R TB ve
¢#0 oldugundan a—b=0 olmalidir. Bdylece a = b elde edilir ve sagdan kisaltma 6zelligi

saglanir. Digeri de benzer gekilde yapilir.

Tamim 2.2.2 R bir halka olsun. ae R igin ab=>ba =1, olacak sekilde bir b e R bulunabilirse
a elemanina tersinirdir (veya birimseldir) denir. R halkasinin biitiin birimsellerinin kiimesi
U(R) ile gosterilir ve U(R)= {aeR | 3beR dyle ki ab=ba=1, } ile verilir. (U(R),.)

nin bir grup oldugu kolayca gosterilebilir.

Tamm 2.2.3 R bir halka olsun. 0#ae R igin b = ax olacak gekilde bir x € R varsa“a b’

yi béler” denir ve a | b ile gosterilir.

Teorem 2.2.4 R bir halka olsun. a,be R igin a |b < (b)c(a) dir.
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Ispat“=”: a|b olsun = 3ceR igin b=ace(a)= (b) c (a) elde edilir.
“<"1(b)c(a)olsun= b=bl,e (b)c(a)=>Ts e Riginb=sa = a Ib elde edilir.

Tamim 2.2.5 R bir halka olsun. a,b € R igin a = bu olacak sekilde bir u € U(R) varsa a
ile b ilgilidir denir.

Teorem 2.2.6 R bir halka, a,be R ve b0 olsun. Bu takdirde a |b ve b Ia < alileb
ilgilidir.

Ispat “=”: b#0, a|b ve b|a olsun. a|b=>3 re Ri¢inb=raveb|a =3I seR

icin a=sb=> a=sb=s(ra)=(sr)a= 1, =sr= se U(R) ve a=sb oldugundan a ile b

ilgilidir.

“«<=": g ile b ilgiliolsun = Jue U(R) igin a=ub=> b | a elde edilirue U(R) = u' ¢

1

Rveuu' =uTu=1,. a=ub = ua=u"(ub)=(u"'u)b=b = b=u"'a = a|b . Sonug

olarak a |b ve b | a elde edilir.

Tamm 2.2.7 R bir halka ve a,b € R’ olsun. Asagidaki 6zellikleri saglayan d € R elemanina

a ve b elemanlarinin EBOB’ni denir.
(i)d |a ved Ib.

([f)Vte R dylekit|a vet|b =t|d.

Not a,be R’ igin her zaman EBOB bulunmayabilir. Eger a,be R’ igin EBOB var ise

(a,b)=d ile gosterilir.

Tanim 2.2.8 R bir halka ve a,,a,,...,a, € R’ olsun. Asagidaki 6zellikleri saglayan d € R
elemanina a,,a,,...,a, elemanlarinin EBOB’ni denir.
(i)‘v’ i =1,2,...,ni¢in d | a; .

(i)VteR dyleki t|a; (i=1,2,..n)=>t|d.
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Tanmm 2.2.9 R bir halka ve a,b € R" olsun. Asagidaki ozellikleri saglayan ¢ € R elemanina

a ve b elemanlarmmin EKOK’1 denir.
(i) a |cved|c.

)V ke R dylekia|k ve b|k = c|k.

Not a,beR’ i¢in her zaman EKOK bulunmayabilir. Eger a,beR’ igin EKOK var ise

la,b]=c ile gosterilir.

Tamim 2.2.10 R bir halka ve q,,a,,...,a, €R* olsun. Asagidaki &zellikleri saglayan ce R
elemanina aq,,a,,...,a, elemanlarinin EKOK’1 denir.
()V i =1,2,...,nigin q, Ic.

([{)VkeR dyleki a, |k (i=1,2,...,n)= c|k.

Ornek A={ a,+a,x+..+a,x"| a,e 2Z i =1,2,...,n } bir tamlik bolgesidir. Ustelik
[2,2x] mevcut degildir. Gergekten; kabul edelim ki [2,2x] mevcut olsun ve bunu f ile
gosterelim. EKOK taniminin ikinci sartina gore i =1,2,...,n ve neN igin g, € 4 olmak
lizere 2|g, ve 2x|g, ise f|g, olmahdir. i=1,2,..,n i¢in d°f<d’g, ve f|g,
oldugundan 3Ik=1,2,...,n O&yle ki g, =[(2m+1)x]f seklinde yazilabilir. Fakat

(2m+1)x ¢ A oldugundan bir ¢eliski elde edilir. Varsayimimiz yanlistir, yani [2,2x] mevcut
degildir.

Teorem 2.2.11 R bir halka olsun. R ’in sonlu sayidaki elemanlar igin EBOB var ise ilgililik

diigtiniilmeksizin tek tiirlidiir.

ispat Varsayalim R"’imn sonlu sayidaki elemanlar: igin iki tane EBOB olsun. Bunlara d ve

d' diyelim. d’yi EBOB ve d'’niide bir ortak bélen olarak goérecek olursak d’ |d olur.

Benzer sekilde d'’nii EBOB d ’yi de bir ortak bélen olarak dikkate alirsak d | d' elde edilir.

Boylece Teorem 2.2.6 dan dolayt d ve d’’ niin ilgili oldugu goriiliir.

Teorem 2.2.12 R bir halka olsun. R"’in sonlu sayidaki elemanlar1 igin EKOK var ise

ilgililik diigtiniilmeksizin tek ttirliidiir.
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Ispat EKOK tanim kullamilarak Teorem 2.2.11 in ispatina benzer sekilde yapilir.

Teorem 2.2.13 R bir halka ve a,b € R’ olsun.
(Y(a)n(b)=(c) e c=[a,b].

(ii)(a)+ (b)=(d)= d=(a,b).

(iii) Eger [a,b] var ise (a,b) vardir. Fakat tersi dogru degildir.

ispat (i) “=": a,beR" igin (a) N (b) =(¢) olsun = (¢) c (a) N (b) = (¢) < (a) ve
(a)c(b)= a Ic ve b | ¢ bulunur. Simdi ¢', @ ve b elemanlarinin bagka bir ortak kati
yani a I ¢ ve b |c' olsun > (')c(a)n(B)=(c)=>()c ()= c|c’ bulunur.

EKOK tanumina gére ¢ = [a,b] elde edilir.

(13 3

<" a,be R’ igin c= [a,b] ve te (c) herhangi bir eleman olsun. Bu takdirde ¢ =cr
olacak sekilde bir re R’ vardir. Buradan c |t elde edilir. ¢=[a,b] oldugundan a|c ve
b|c oldugunu biliyoruz. a|c ve c|t = a|t = t e (a), blcvec|t => bt >t e
(b) bulunur. Boylece t € (a)n(b)ve(c)c (a) n(b) eldeedilir. Simdi d € (a) N (d)
olsun= d e (a)ve de (b) = a|d ve b|d bulunur. ¢ =[a,b] oldugundan c |d ve d €

(¢) oldugu goriiliir. O halde (a) N (b) < (¢) dir . Sonug olarak (a) N (b) =(c¢) elde edilir.

(if) a,be R igin (a)+(b)=(d)olsun.

(d)= (a) + (b) ={ax+by |x,yeR} seklindedir. (a) + (b)  (d) = Vx,yeR igin
ax+by € (d) oldugu gériilir. y=0 e R igin ax+b0 € (d) = axe (d)=> (a)c (d) =
d |a bulunur. x = 0 igin benzer sekilde yapilarak d |b elde edilir.

Simdi d' € R i¢in d’'|a ve d' |b olsun. d' |a =>VxeR i¢ind' |ax ved' |b =>VyeR
icin d’ |by =d | ax + by elde edilir.

de (d)=(a)+ (b) = {ax+by |x,yeR} = Jx,ye R oyle ki d =ax+by seklinde
oldugu goriilir.

d' | ax+by=d=d’ | d elde edilir. Sonug olarak d = (a,b) bulunur.
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(iii) a,be R igin [a,b] mevcut olsun ve bunu c ile gosterelim. d —% dlalm. d e R’ di.
c

Gergekten; abe (a) N (b) = (i)’ den dolay1 ab e (c) = ab=tc olacak sekilde te R’

vardir . d=£b— = =ct => d=teR elde edilir.
c c

c=la,b] = a|c veb|c = c=ak ve c=bt olacak sekilde k,t € R vardir.

d=£l—[-)—=£l—é:>akd=ab:kd=b:>d|b ved=—‘é=@:>tdb=ab:>td=a:>
c ak c bt

d | a elde edilir.

Varsayahm d’ | aved' [ b olsun. Bu takdirde a=d' k ve b=d’ [ olacak sekilde &,/ e R’
mevcuttur. Béyleceal =d' kl=d' lk=bk oldugu goériiliir. (i)’den dolay1 [a,b]=c ise (a)
N (b) = (c) oldugu biliniyor. al € (a), bk e (b) ve al= bk = al=bke (a)(b) =

al=bk e (¢)=> al =bk =ct olacak sekilde ¢ € R® vardir => g= 22 = 241 _ ald’ _ cid
C C C c

=cd=ctd =>d=td = d'|dve(a,b)=d bulunur.

Tersinin dogru olmadifina dair bir 6rnek verelim. A4={ a0+a,x+...+a,,x"|a,.e 27,

i=1,2,...,n} bir tamlik bolgesidir. 4 da (2,2x) =1 dir, fakat [2,2x] yoktur.

Tamim 2.2.14 R bir halka ve p € R" birimselden farkli bir eleman olsun.

(i) Eger a,beR’ igin p=ab oldugunda a veya b birimsel oluyorsa p elemanina

indirgenemezdir denir.

(i) Eger p | ab oldugunda p |a veya p|b oluyorsa p elemanina asaldir denir.
Teorem 2.2.15 R bir halka olsun. R halkasinin her asal elemani indirgenemezdir.

Ispat p eR" asal ve a,b R’ igin p=ab olsun. p|p=ab ve p asal oldugundan p |a
veya p|b olur. Varsayalm p|a olsun. Bu takdirde a= px olacak sekilde x e R’
vardir.

p=ab=pxb=>1,=xb = b birimseldir. Béylece p € R* elemaninmn indirgenemez oldugu

bulunur.
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Not Tersi her zaman dogru degildir. Yani her indirgenemez eleman asal degildir.

Ornek 2.2.16

1) Z tamlik bolgesinde 7 hem bir asal eleman, hemde bir indirgenemez elemandir.

2) D={a+b J-5labe Z} kiimesi C deki toplama ve ¢arpma iglemlerine gore bir tamhik
bolgesidir.

9:D>Z ,a+b-5eD igin ¢(a +b4-5 )= a® +5b” seklinde tanimlansin.

u,veD icin @(uv)=@)e(v) oldugu kolayca gosterilebilir. Simdi D’ nin birimsel
elemanlarini belirleyelim.

Varsayalim a+b+—5 €D birimsel eleman olsun. Bu takdirde (a +b-5 )(c +d-5 ):

olacak sekilde bir c+dv—-5€ D  vardir. Her iki tarafa birden ¢ doniisiimini

uygulayalim.

o(la+54=3 Y+ dy=5))= 1) = (a* +56?)(c? +547)=1
a,be Z igin a’ +5b> pozitif bir tamsayidir ve a’ +5b%|1 oldugundan a®+5b* =1
olmalidir. Buradan b= 0 ve a= *1 elde edilir. Yani D ’nin birimsel elemanlarinin yalnizca
+1 oldugu goriiliir.

2,3,1- /=5 ,14+ /=5 €D indirgenemez elemandllrlar. Gergekten; varsayalim 2 indirgenebilir

olsun. Bu takdirde a+b+—5,c+dy-5eD icin 2= (a+b\/—_5_)(c+d\/:) seklinde

yazilabilir = ¢(2)= (a +b4-5 ) (c +dy-5 ) = 4= (a2 + 5b2)(c2 + 5d2)
Varsayalim ki a+ byJ—5eD birimsel olmasin. Bu takdirde a® +5b%# 1 olur. Buradan

a® +5b* =2 veya a®+5b> =4 oldugu gorillir. a’ +5b> =2 olamayacag asikardir. Yani

a’® +5b? =4 olmalidir. Bu takdirde ¢* +5d* =1 olur. Bu c¢+d+~-5 elemanmnin birimsel
oldugunu gésterir. Béylece iki garpandan birisinin mutlaka birimsel oldugu goriiliir. Bu ise bir
celiskidir, yani 2 indirgenemez olmalidir. Digerleri de benzer gekilde gosterilebilir.

Simdi bu elemanlarin asal olmadiklarin1 géstermeye ¢aligalim.
6=23= (1 —/- 5)(1 ++/—5 seklinde yazilabilir = 2| 6=(1 ~- 5)(1 44— 5) bulunur. Fakat

2 elemani ne (1-—\/—5) elemanimi ne de (1+\/—5) elemanini bélmez. Bu takdirde 2 asal

eleman degildir. Digerlerinin de asal eleman olmadig1 benzer gekilde gosterilebilir.
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2.3 Kuvvet Serileri ve Boliim Halkalar:

Bu bolimde kuvvet serileri halkasinin ve boliim halkasinin yapilari ve bazi dzellikleri kisaca

incelenecektir.

Teorem 2.3.1 R bir halka olsun. R halkasinin elemanlarmin (a,,a,,...) seklindeki biitiin
serilerinin kiimesini R[[x]] ile gosterelim.
(i) R[[x]] kiimesinde toplama ve c¢arpma islemleri agagidaki sekilde tanimlansin,

(a4,@,-.) By, .)€ R[[x]] i¢in (@g>a,,.)+ (ByBy5r) = (ag + B4, a, +B,,...) ve

(ag>a, . )-(by.by . )=(cos¢,».) , burada c"=z":a,.b,,_,.= >a.b;. R[x]] bu sekilde

i=0 ket jan

tanimlanan toplama ve garpma iglemlerine gore bir halka yapisina sahiptir.
(i7) R[x] polinom halkast R[[x]] halkasinmn bir alt halkasidur.

(ii]) R sirasiyla degismeli, birimli, sifir bolensiz ve tamlik bolgesi ise R[[x]] halkasi da

sirastyla degismeli, birimli, sifir bélensiz ve tamlik bolgesidir.

ispat (i) a = (a,,4,,...),b = (b,,b,,...) olsun. a+b=(a, +by,a, +b,,...)€ R[[x]] olur. Ciinkit R
halka oldugundan V i =0,1,2,... igin a, +b, € R dir.

a-b=(c,,c,,..)€ R[x]] saglamr. Cinki, c, =zn:aib,,_, = Zak b, ve R halka oldugundan
i=0

k+j=n

vV i=0,1,2,...i¢in ¢; € R oldugu goriiliir.

Boylece R[[x]] kiimesinin toplama ve garpma islemlerine gére kapali oldugu elde edilir.
Ayrica R halka oldugundan dolay1 da Rﬂx]] toplama islemine gore degisme ve birlesme
ozelliklerini gergekler, dstelk OeR oldugu bilindigi igin (0,0,0,...)€ R[[x]] oldugu
soylenebilir ve bu eleman R[x]] kiimesinin sifir elemamdir. —a = (- ay,—a,,...) € R[[x]] i¢in
a+(—a)=(a, +(~a,)a, +(=a ). )=(0,0,0,......... ) oldugundan R[[x]] kiimesinde her
elemanin toplamaya gore tersinin oldugu goriiliir. Boylece R[[x]] kiimesinin tanimlanan
toplama islemine gére bir degismeli grup oldugu elde edilir. $imdi carpma isleminin
birlesmeli oldugunu gorelim. a =(a,,a,,...),b = (by,b,,-)d =(dy,d,,...) € R[[x]] elemanlan
icin (ab)d =a(bd) oldugunu goéstermeliyiz. ab ¢arpiminin i koordinatim  (ab); ile
gosterelim. V ¢ 20 i¢in ((ab)d), =(a(bd)), oldugunu gosterirsek R[[x]] kiimesinin garpma

islemine gore birlesme 6zelligini sagladig: goriiliir.
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((ab)d), = Y (ab),d, = Z( Za,,bv)dj = Y abd,

i+ j=t i+ f=\u+v=i v+ j=t
(a(bd)), = Y, a,(bd), = Y, au( vadj)= > abd,

ut+k=t u+k=t v+ j=k u+ v o=t
Boylece ((ab)d), =(a(bd)), oldugu elde edilir. Benzer gekilde carpma isleminin toplama
islemi {izerine sagdan ve soldan dagilma ozelliklerinin gergeklendigi gosterilebilir. Sonug

olarak R[[x]] kiimesinin bir halka oldugu elde edilir.

(i) R # & oldugundan R[x] # @ olmalidir. Simdi a,b € R[x] herhangi iki eleman olsun.
Bu  takdirde  Oyle m,n € N dogal say1lari vardir ki

a=(ay,8,.,a,,0,0,..),b = (b,,b,,...,b,,0,0,...) seklindedir. r= max{m,n} ise i> r igin

m?

a,—b;, =0 olur. Boylece a-be R[x] elde edilir. ab=(c,,c,,......), her s>0 igin

¢, = Zaib ; seklinde oldugunu biliyoruz. Her s>m+n+l igin ¢, =0 ve bdylece ab e R[x]

i+j=s

elde edilir. Sonug olarak R[x| polinom halkas: R[[x]] halkasinin bir alt halkasidur.

(iii) a=(a,,a,,..)b=(by,b,,..) € R[[x]] herhangi iki eleman olsun. R degismeli ise garpma
isleminin tanumindan R[[x]] halkasinin da degisméli oldugu kolayca gosterilebilir. 1, € R ise
(12,050:,0,....) € R[] olup R[[x]] halkasiun birim elemamdir. R sifir bélensiz ise yine
carpma isleminin tanmimi kullanilarak R[[x]] halkasinin da sifir bélensiz oldugu kolaylikla

gosterilebilir. Bu ii¢ ifadenin sonucu olarak eger R halkasi bir tamlik bolgesi ise R[[x]]

halkasinin bir tamlik bélgesi oldugu s6ylenebilir.

Tanim 2.3.2 Yukaridaki teoremde bir halka oldugu gosterilen R|[[x]] kiimesine R tizerindeki

kuvvet serileri halkas1 veya kisaca kuvvet serileri halkasi, elemanlarina ise kuvvet serileri

denir.

Teorem 2.3.3 R birimli bir halka olsun. Bu takdirde x=(0,1,,0,...)e R[[x]] elemanina

belirsiz denir. Bu sekilde verilen R halkasi igin agagidakiler gergeklenir.
(i) Her n >1 igin 1,, (n+1) inci eleman olmak iizere x" = (0,0,...0,1 R,O,...) dir.
(i') reR ise her mneNigin r, (nt+l) inci eleman olmak tlizere

rx" =x"r=(0,0,..0,7,0,...) dir. x° =1, olarak alinr.
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(i) Her 0= fe R[[x]] igin  dyle @y,a;,... € Relemanlart  vardir ki

f=a,+ax+..+a,x" +.. seklindedir ve bu gdsterim tek tiirltdiir.

Ispat (z) Timevarim ydntemini uygulayarak gérmeye c;ahsahr.n.
n=1 i¢in x elemaninin tanimindan dolay: dogrudur.

Kabul edelim ki n =k >1 i¢in iddia dogru olsun.
Simdi n=k+1 igin dogru oldugunu gdsterelim. Tiimevanim kabuliine gore (x*),,, =1,
ve izk+1 igin (x*), =0 oldugunu biliyoruz. (x*"'),,, =1, ve i#k+2 igin (x*"'), =0

oldugunu goéstermeliyiz.

n
= xtx = (co,cl,...) ,burada c, = Z(xk),-x,,_, = Z(xk)lxj

i=0 i+ j=n

i#k+1 igin (x*), =0 ve i»l ise x, =0 oldugundan n#k+2 ise (x**'), =0 dir. n=k+2

k+1

ise (x*""),., = (x*)ux, =1, oldugu elde edilir.

(ii) Tiimevarim ydntemi ile (i)’ ye benzer sekilde yapilir.

(i) f=(ay,a,..)€ Rl[[x])olsun. (i) ve (i) kullanilarak
0# f =(ay,a,,..)=a,(1,,0,..)+a,(0,1,,0,..)+ ...+ a,(0,0,..0,1,,0,..) + ... seklinde

yazilabilir. x elemanmnin tammi ve (i) den dolay1 f =a, +ax+..+a,x" +.. =Zaix"
=0

oldugu goriiliir. Simdi bu sekildeki yazihigin tek tiirlii oldugunu gosterelim. Varsayalim tek

olmasin. Yani fe R[[x]] elemaninin bagka bir gosterimi
f=b, +bx+..+b,x" +..= ijxj olsun. Bu takdirde
j=0

f=(ao,a,,...,a”,...)=(bo,bl,...,bm,...) olur. Serilerin esitliginden dolay:r i 20 igin a, =5,

oldugu elde edilir. Yani yazilig tek tiirlii olmalidur.

Eger yukaridaki teoremde bahsedilen R halkasinin birim elemant yok ise, 6nce R halkasini

birimli bir S halkas: igine gdmeriz. Boylece x= (0,15,0,...) olmak iizere her 0= f € R[[x]]

elemani f=a,+ax+..+a,x" +.. =Za,.x' seklinde yazilabilir. Fakat burada x artik
i=0

R[[x]] halkasinin bir eleman: degildir.
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Tamm 234 (a,,a,,.)€ R[[x]] kuvvet serisinde a,eR. elemanlarina katsayilar

(i= 1,2,3,.....) ve a, elemanina sabit terim denir.

Simdi R bir halka ve 7, R halkasinin bir ideali olmak {izere R/I bdliim halkasinmn temel
Ozelliklerini kisaca hatirlayalim. (R, +) degismeli oldugundan 7/, R halkasinin bir
normal alt grubudur. a +71,b+IeR/Iolmak lizere (a+1)+(b+1)=(a+b)+1 seklinde
tamimlanan toplama iglemine ve (a+7)(b+ I)=ab+ I seklinde tanimlanan ¢arpma iglemine
gbére R/I nin bir halka yapisina sahip oldugu biliniyor. R degismeli veya birimli ise R/J

halkasi da degigmeli veya birimlidir. Aynca 1, € R ise 1, +1, R/I nin birimidir.

Tanim 2.3.5 R bir halka ve 7, R halkasimn bir ideali olsun. R/ halkasina R halkasinin

idealine gore bdliim halkas: veya kisaca béliim halkasi denir.

Teorem 2.3.6 R degismeli ve birim elemanli bir halka olsun. P(#R), R halkasinin bir

ideali olmak iizere P asal idealdir <> R/ P bir tamlik bélgesidir.

Ispat “=”: P(#R), R  halkasinin bir asal ideali olsun. R birimli ve degismeli
oldugundan R/ P béliim halkasi birimli ve degigsmelidir. Simdi R/ P bolim hatkasinin sifir
bélensiz oldugunu gosterelim. Sifirdan farkli a+P,b+P e R/P igin (a+PYb+P)=0+P
olsun. Bu takdirde ab+P = P = abeP = aeP veya beP = a+P=P veya

b+ P=P = R/P bdliim halkas: sifir bélensizdir.

“<=": R/ P bir tamlik bdlgesi olsun. Biz biliyoruz ki 1, + P#0+ P dir. Bu taktirde 1, ¢ P =
P # R elde edilir. Varsayalim ab € P olsun = ab+P =P = (a+P)b+P)=P = a+P
=P veyab+P =P = ae P veyabe P = P asal idealdir.

2.4 Kesir Halkasi

Bu béliimde Z tamsayilar halkasinin kesir cismi olan Q rasyonel sayilar cismi elde edilirken
kullanilan &zelliklerin herhangi bir halka i¢in uygulanmasi incelenecek ve birtakim sonuglart

ele alinalacaktir.
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Tanim 2.4.1 R bir halka ve §# &, R halkasinn bir alt kiimesi olsun. a,be § igin abe §

saglaniyorsa S kiimesine ¢arpimsaldir denir.

Ornek

1) Sifirdan farkli ve birimli bir halkada sifir b6len olmayan biitiin elemanlarin kiimesi
carpimsaldir. Gergekten; a,b sifir bélen olmayan iki eleman ve (ab)c =0 olsun. Bu ifade

sadece ¢ =0 olmasi halinde saglanir, Yani ab sifir bélen degildir.

2) Bir tamlik bolgesinde biitiin sifirdan farkli elemanlarin kiimesi ¢arpimsaldir. a = 0,b # 0

olmak {izere R tamlik bolgesi oldugundan ab # 0 olmalidir.

Z tamsayilar halkasi, S tim sifirdan farklhi tamsayilarin kiimesi olsun. § kiimesinin Z

tamsayilar halkasinin ¢arpimsal bir alt kiimesi oldugu kolayca gosterilebilir. Ustelik Q
kiimesinin a€Z, be S olmak iizere a/b seklindeki biitiin kesirleri igerdigi goriilebilir.
Burada a/b=c/d < ad =bc (veya ad —bc =0) bagmntis1 gegerlidir. Daha kesin bir ifade
ile Q su sekilde olugturulabilir. ZxS kiimesi izerinde (a,b),(c,d)eZxS igin
(a,b)~(c,d) <> ad —-bc=0 seklinde bir baginti tammbhyalim. “~” bagmntisiin denklik
bagintist oldugu kolayca ispatlanabilir. Q, “~” denklik bagintisina gdre ZxS nin denklik
siiflarinin kiimesi olarak tamimlanabilir. (a,b) € Zx S elemanimin denklik simifit a/b ile
gosterilsin ve a/b, c¢/de ZxS igin a/b+c/d =(ad +bc)/bd ve(a/b)(c/d)=ac/bd
seklinde toplama ve ¢arpma iglemleri tanimlansin. Bu iglemler iyi tammlidir ve Q tanimlanan

bu islemlere gore bir cisim yapisina sahiptir. Ustelik,
0. Z->Q
a->pa)=al/l
seklinde tamimlanan déniigiim bir monomorfizmadir. Béylece Z tamsayilar halkasi, yine Z

kullanilarak elde edilen Q rasyonel sayilar cismi igine gémiilmiis olur.
Simdi bu yapiy1 herhangi bir degismeli halkaya uygulayalim.

Teorem 2.4.2 R degismeli bir halka ve @#S c R ¢arpimsal bir alt kiime olsun.

Rx S kiimesi iizerinde (r,s),(r',s')e RxS igin (r,s)~(,§)<>3Is, €S Oyle ki
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s,(rs'—r's) =0 seklinde tamimlanan baginti bir denklik bagintisidir. Ayrica R sifir

bélensiz ve 0¢S ise (r,5)~(r',s") < rs'—r's =0 saglanur.

Ispat (z) (r,s)e RxS ve s, €8 igin s,(rs~rs)=50=0 o‘lldugundan (r,s) ~ (r,s) dir.

Yani “~{i” bagintis1 yanstyandr.

(i) (r,9),(+,s') € RxS igin (r,s)~(r',s") olsun<e Is, €8 oOyle ki 5,(rs'—r's)=0
< 3s, €8 oyle ki s;,[-(r's—rs')]=0 <35 €S oyle ki
(=5, )(r's=rs") =0 (r',s") ~ (,5) dir. Yani “~” bagntis1 simetrikir.

(i) (r,9),(+',8"),(x,y) € RxS igin (r,5) ~ (r',s") ve (#',s")~(x,y) olsun < Is, 8§ dyle
ki s,(rs'—7's)=0 ve 3s, € § Oyleki s,(r'y—xs") =0 olur.

Birinci esitligin her iki tarafin1 s,s'y ile garparsak; s,s'ys, (rs'~r's) =0 (s,s'yes)
Ikinci esitligin her iki tarafim s,ss’ ile garparsak; s,s5's,(r'y —xs") =0 (s,58'€S)

elde edilir. Simdi bu iki esitligi taraf tarafa toplayalim. Bu takdirde asagidaki esitlik

bulunur.

5,5'ys, rs'—s,8' ys,r's+s,55's,r'y—5,58's,x8' =0 &

5,8's,8'ry—s,8's,yr's +5,8's, yr's —5,58'5,5'xs =0 &

5,5's,8'(ry—xs)=0 < (r,5) ~(x,y) saglanir (s,5's,s'€S). Yani “~”  bagintist
gegiskendir.

(i), (i), (iif) den dolayr “~” bir denklik bagntisidir.

Simdi R sifir bolensiz ve 0¢ S olsun. (7,5),(r',s') € RxS ig¢in (r,s) ~(r',s") < 35, €S

oyleki s,(rs'~r's)=0s, =0 veyars' —r's=0& rs'—r's=0 dir.

Tanim 2.4.3 R degismeli bir halka, @=S c R ¢arpimsal bir alt kiime ve “~” bir 6nceki
teoremde verilen denklik bagintist olsun. (7,5) € RxS elemaninin denklik simfi r/s ile ve

“~” denklik bagmtist altinda RxS nin denklik simflanimin kiimesi S™' R veya R; ile

gosterilecektir.

Teorem 2.4.4 R degismeli bir halka ve § c R g¢arpimsal bir alt kiime olsun. Bu takdirde
S~ R kiimesi asagidaki 6zellikleri saglar.
(i) #/s,r'/s'e ST R igin r/s =r'[s' & 3s; €S byleki 5,(rs'—r's) =0 dir.

(ii) Her r € R ve s,t € S igin tr/ts =r/s dir.
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ispat (i) r/s,r'/s'e ST R igin r/s=+/s' olsun < (r,5)~(,s) < Is, €8 byle ki

s,(rs' —r's) =0 saglanir.

(ii) “~” denklik bagintis1 oldugundan (r,s) ~ (,s) dir = s, eS Oyleki s,(rs—rs)=0=>
t € S keyfi elemani igin ts,(rs—rs)=0 = s,(trs—trs)=0=> (tr,ts) ~(r,s)=> Her re R

ve s,t € S igin tr/ts = r[s elde edilir.

Teorem 2.4.5 R degismeli bir halka, @#S — R carpimsal bir alt kiime ve §™' R Teorem
2.4.2 de verilen denklik bagintisina gére R x § nin denklik siniflarinin kiimesi olsun.

() ST'R kiimesinde toplama ve g¢arpma iglemleri #/s,/s'e ST R igin
rls+r'[s’ =(rs'+r's)[ss’ ve (r/s)(r'/s')=rr'/ss' seklinde tammlansin. S~' R
tanimlanan bu islemlere gére degismeli ve birimli bir halkadir.

(ii) Eger R sifirdan farkli, sifir bélensiz bir halkave 0¢ S ise ™' R bir tamlik bolgesidir.
(iti) Eger R sifirdan farkli, sifir bolensiz bir halka ve S, R halkasinin biitiin sifirdan farkh

elemanlarinin kiimesi ise $™' R bir cisimdir.

Ispat (z) Oncelikle tanimlanan toplama ve c¢arpma islemlerinin iyi tanimli olduklari
gosterelim. r/s=r/s, ve r'/s'=r/[s; olsun = 3Is,e§ &yle ki s,(rs,—#s)=0 ve
Jds, €S oyle ki s,(r's, —#'s") =0 olur. Birinci esitligi s,5's;€S ile ve ikinci esitligide
s,85,€ S ile garpip taraf tarafa toplarsak s,s's;s,7s, —5,5's;S,/S + 8,55,5,F'S| —5,85,8,1s' =0
elde edilir. Son esitligi diizenlersek, s,5,[(rs’ +7's)s,s| - (ris| +75,)ss']=0 =
(rs' +7's,ss") ~ (1,5 +1,5,,5,85) = (rs' +r's)[ss' = (r,s, +1s,)/s,s, =
r[s+r'[s'=r[s, +1/[s, elde edilir. Bu ise toplama isleminin iyi tanimli oldugunu géosterir.

Yine rls=r/s, ve r'/s'=r/sl olsun. r'[ss'=(r/s\r'[s')=(r] s, Xr[s])=rr]ss!

saglandigindan ¢arpma islemi iyi tanimlidar.

Simdi S™' R kiimesinin halka aksiyomlarin1 sagladigimi gosterelim. ( ™' R ,+) degismeli bir
gruptur. Gergekten; her s,s'e § ig¢in 0/s=0/s’ ve 0/s toplama islemine gére etkisiz
elemadir, 7/se S R elemaninin toplama iglemine gére tersi —7/se S~ R elemamdir.
r/s,r'/s'e ST R igin rls+r'[s'=(rs"+r's)[ss'=(r's+rs")[s's=¢'[s"+r[s oldugundan
toplama islemi degismelidir.

r/s,r'ls',x/ye ST R igin
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(r/s+7'[s)Y+x/y=(rs"+7's)[ss' + x[y = ((rs" +¥'s)y + xs5") [ss'y = rs'y + ¥'sy + xs5"[s5'y
=rls+(r'y+xs")/s'y =r[s+(r'[s' + x/y) oldugundan toplama iglemi birlesmelidir.

S~ R kiimesinin ¢arpma islemine gore birlesme ozelligini sagladigi ¢arpmamin tamm

kullanilarak kolayca gosterilebilir.

r/s,r'/s'e€ S R olsun. (v/s)(r'[s')=rr'[ss' = r'r[s's = (r'/s')(r/s)=> S~ R degismelidir.
S R degigmeli oldugundan ¢arpmanin toplama iizerine dagilma &zelliklerinden birisini
géstermek yeterlidir. #/s,7'/s',x/y € S R olsun.

(r/s)F'/s' + x/y]= (r/s)r'y + x5'[s'y) = r (r'y + x5") [5(s'y) = PPy + 125" [ss'y =

srr'y +srxs'[sss'y =rr'sy +rxss'[ss'sy = v [ss' + rxfsy = [(r/s)r' /)] [(r/5)(x/ ¥)).
Sonug¢ olarak, S™' R toplama ve ¢arpma islemlerine gore degismeli bir halkadir.

Ayrica s,s'e€ S igin s/s=s'[s" olup s/se SR elemani garpma islemine gdre birim

(etkisiz) elemandir.

(i) R sifir bolensiz ve 0g¢S olsun. Bu takdirde /s =0/s &> rs =0 r=0 elde edilir.
Simdi r/s#0/s ve r'/s'#0/s olmak iizere S™' R de (r/sXr'/s’)=0olsun. Bu takdirde
SR de r¥'[ss'=0 elde edilirr. Buradan R halkasinda rr'=0 bulunur. R sifir
blensiz oldugundan ya » =0 yada ' =0 olmalidir. Bsylece ST R de ya r/s=0 yada

#'[s' =0 olmahdir. Buda S™' R halkasinin bir tamlik bolgesi oldugunu gosterir.

(iii) Eger re R igin r#0 ise re § dir ve r/se S™' R elemaninin ¢arpma islemine gore
tersi s/r elemamdir. Bylece S™' R halkasinin sifirdan farkli her elemaninin g¢arpma

islemine gore tersi vardir. Yani $™' R bir cisim yapisina sahiptir.

Tanim 2.4.6 Teorem 2.4.5 de verilen S™' R halkasina kesirlerin halkas: denir. Teorem 2.4.5

(iti) de verilen S™' R cismine de tamlik bolgesinin kesir cismi denir.

0:Z->Q

a — p(a) = afl
seklinde tanimlanan déniigiimiin monomorfizma oldugunu ve béylece Z tamsayilar halkasinin
Q igerisine gomiildiiglinii sdylemigtik. Simdi herhangi bir degismeli R halkas: i¢in bu

dzelligin ne sekilde oldugunu gorelim.
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Teorem 2.4.7 R degismeli bir halka ve @#S§ c R ¢arpimsal bir alt kiime olsun. Bu tadirde

asagidakiler gerceklenir.
(i) Herhangi bir s € § igin

o, :R—>S'R

seklinde tammlanan doniisiim iyi tamimli bir halka
r—o (ry=rsls
homomorfizmasidir. Ayrica Vse S igin ¢, (s) = ss/s eleman1 ™' R halkasinda birimseldir.

(ii) Eger 0¢S ve S hig sifir bélen eleman igermiyorsa ¢, bir monomorfizmadir. Boylece
her tamlik boélgesi bir cisim igerisine gomiilebilir.

(iii) Eger R birimli ve S birimselleri igeriyorsa ¢, bir izomorfizmadir.

ispat (i) n,r, € R igin #, =r, =r olsun. Eger 5,5'€ § ise ¢,(1) =@, (r,) oldugunu, yani
ns/s=rs/s=rs'ls'=rs'[s" oldugunu gbstermeliyiz.

rs=rs=>srs=srs=>rss' =rs's=>rss'—rs's =03t eS Syleki t(rss'—rs's)=0>

rs/s =rs'ls' = @ (r) =@, (r) = @, iyitammhdir.

r,r' € R olsun.

o, (r+r)=(r+r)s/s=rs+r's[s=((rs+7's)[s)(s/s)= (rss+r'ss)/ss
=rs/s+r's/s=¢,(r)+ e, (")

0,(rr') = (rr')s/s = ((rr')s/s )s/s) = (rs)(r's)[ss = (rs/s)(r's[s) = 9, (e, (+')

@, toplama ve ¢arpma islemlerini korudugundan bir hatka homomorfizmasidir.

SR nin birim elemaninin VseS igin s/s oldugunu biliyoruz. Vse S igin
@.(s)=ss/s=s’[s nin carpma islemine gore tersi s/s> dir. Gergekten;
(sz/s)(s/s2)= s’/s3 =(s/s) =1,,, oldugundan Vse § icin @,(s)=ss5/s= s?[s eleman
S 'R de birimseldir.

(i) Kerp,={reR | @,(r)=0,,,} seklinde tamumlanir. $imdi r € Kerg, olsun. Bu takdirde
@, (r)=rs/[s=0,,, =rs/s=0/s=>3s, €S byle ki 5,(rss-05)=0=>35,€§ 0yle ki
rs’s, =0 elde edilir. s’s; €S ve § sifir bolen igermediginden » =0 olmahdir. Boylece

Kerg, = {0} bulunur. Yani @, birebirdir. (i) sikkini da dikkate alirsak @, doniigtimii bir

monomorfizma olur. Sonug olarak her tamlik bélgesinin bir cisim igerisine gémiilebilecegini

g6rmiis olduk.
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(i) seS R halkasinda birimsel olmak tizere 7/se S™'R elemanim goz Sniine alalim.
r/s=rs"'s/s =@, (rs”') ve rs”' € R oldugundan ¢, ortendir. (i) ve (ii) ifadelerini de

dikkate alirsak ¢, donlisimiiniin bir izomorfizma oldugu goriiliir.

Teorem 2.4.7(ii) de R tamlik boligesini ¢, altindaki gorintisti ile bir tutacak olursak
(2.4.7(iii) den @, bir izomorfizma) ve R halkasini kesir cisminin bir alt halkast olarak

distiniirsek, bu durumda 1, €S olacagindan re R elemanmnin rf/l, € SR ile

Ozdeslestirilmesi sonucu R kesir cismi igerisine gémiilmiis olur.

Teorem 2.4.8 R degismeli bir halka ve @#S5 < R ¢arpimsal bir alt kiime olsun. Bu takdirde
I, R ninbir ideali ise I;= { a/s laerl,ses } kiimesi S™' R kesir halkasinin bir idealidir.

I idealine 7 nin S™' R igerisindeki genislemesi denir.

Ispat I # @ oldugundan I # @ olur. Simdi a/s,b/s' € I; olsun. a/s—b/s’ = as'~bs/ss' e
I¢ ([ ideal ve § ¢arpimsal bir kiime)

alse Iy ve r/s'e SR olsun. (r/s')(a/s)=ra/s's ve (a/s)(r/s')=ar/ss' elde edilir.
Simdi / ideal oldugundan ra,are I ve ss'e S dir. Boylece ra/s's,ar/ss'el; elde

edilir. /; hem sol hem de sag ideal olur. Yani I, SR kesir halkasinin bir idealidir.
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3 TEK TURLU CARPANLARA AYRILABILEN BOLGELER

Bu boliimde, aksi belirtilmedikge, R halkasi bir tamlik bolgesi (TB) ve R* =R\ {0} olarak

ele alinacaktir.

3.1 Giris

Bu boliimde dncelikle tek tiirlii ¢arpanlara ayrilabilen bolge (TCB) tanimi verilip bu tanima
denk bazi ifadeler ispatlanacaktir. Ayrica temel ideal bolgelerinin tek tiirlii garpanlara
ayrilabilen bolge olduklan gosterilecektir. Daha sonra tek tiirlii garpanlara aynlabilen bir R
tamlik bolgesi verildiginde, R halkas: kullanilarak elde edilen; polinom halkasi, kuvvet
serileri halkasi, kesir halkas: ve boliim halkalarinin hangi kosullar altinda tek tiirlii garpanlara

ayrilabilen halka olduklar incelenecektir.

3.2 Tek Tiirlii Carpanlara Ayrilabilen Bolge Tanim ve Denk Ozellikler

Tanmim 3.2.1 Asagidaki 6zellikleri saglayan R halkasina tek tiirlii garpanlara ayrilabilen bolge

denir ve kisaca TCB ile gosterilir;

TCBI1: R kiimesinin birimselden farkli her elemam indirgenemez elemanlann bir garpimi

olarak ifade edilebilir.
TCB2: ¥ =p, .. p, =q, -4, , ¥ € R* elemaninn iki indirgenemez ayrigimi ise m=rn ve q

elemanlarinin uygun bir sekilde diizenlenmesinden sonra i = 1,2, ...,n i¢in p,ve g, ilgilidir.

Teorem 3.2.2 R bir halka olsun. Asagidaki ifadeler denktir.

(i) R bir TCB dir.

(ii) R halkas1 TCB1 kosulunu saglar, ve R de herhangi iki temel idealin kesigimi yine bir
temel idealdir. Yani R*’ i herhangi iki elemantnin bir en kiigiik ortak kat1 vardir.

(iii) R halkas1 TCB1 kosulunu saglar, ve R’ in herhangi iki elemaninin bir en biiyiik ortak
boleni vardir.

(iv) R halkasi TCB1 kosulunu saglar, ve R de her indirgenemez eleman asaldir.

Ispat (i):> (ii): (z) sikkindan dolay1 R halkas1i TCB1 kosulunu saglar.
Simdi (a) ve (b) R halkasinda herhangi iki temel ideal olmak {izere (a) N (b) =1 olsun.

a=0 veya b=0 alindiginda 7 = (0) olup istenen saglanir. Varsayalim a#0 ve b#0
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olsun. Keyfi bir 0 # x € / elemanin ele alalim, x ayni zamanda R halkasinin da bir elemam
oldugundan bir indirgenemez aynsmum vardir. x=p,...p,", O#xel elemanmmn
indirgenemez ayrigimi olsun. xe I=(a) N (b) = xe(a)ve xe(b) = x=ak ve x=>bl

olacak sekilde k,/e R’ bulunabilir, a,beR’ elemanlarinin indirgenemez ayrisimlary

a=gq,...q, ve b=r...r, olsun. Bu ifadeleri yerlerine yazarsak; x=ak = p™...p "=

n

q,.--q,k ve x=bl=> p™..p,=r..rl elde edilir. Burada R halkasimn TCB2

ozelligini  kullamirsak, wu,v birimseller ve O0<y,, B, <ca; olmak izere g¢,...q,=

up ..p,”” ve rnu.r,= vp..p? elde edili. o,= max{y,,B,} olmak iizere

4}

c=p" ...p,° olsun. o,= max{t//,,ﬂ,.}Sa,. oldugundan c|x ve xe(c) => I c(c)elde
edilir.

a=q,...q,=up” ...p,”" ve v; <0 oldugundan a | c ve ce(a),
b=rl...rs=vplp‘...p"ﬂ" ve f; <o, oldufundan blc ve ce(b) oldugu goriilir. Bu

takdirde c e (a) ™ (b) =1 = (c) < I bulunur. Sonug olarak 7 = (¢) elde edilir.
(ii) = (iii): (i) ve Teorem 2.2.13 (jii) kullanilarak kolayca gosterilebilir.

(iii):> (iv): R, hipotezden dolayr TCB1 kosulunu saglar. Simdi, varsayalim pe R’
indirgenemez ve p | ab yani ab e (p) olsun.

a=0=>a=0=0b=abe(p)=>ac(p)=>p|a oldufundan a#0 ve lb¢0 kabul
edebiliriz. ap,abe R i¢in hipotezden dolay1 bir EBOB vardir. Bunu d ile gosterelim, yani
(ap,ab)=d olsun. Bu taktirde d l ap ve d | ab =>ap=dk,ab=dl olacak sekilde
k,l € R elemanlar1 vardir. p | ab ve p | ap=p | (ab,ap)=d = d = pr olacak sekilde
re R’ vardir. Ayn sekilde a| ab ve a| ap=>a| (ab,ap)=d = d = as olacak sekilde
se R vardir. ap=dk ve d=as=ap=(as)k=a(sk)= p=sk elde edilir. p
indirgenemez oldugundan s veya k birimseldir. Varsayalim s birimsel olsun. Bu taktirde;
d=pr=as=a=prs' e(p)=p I a elde edilirr Eger k&  birimsel ise;
ap=dk=d=apk™ ve ab=dl=apk™l=>b=pk™le(p)= p|b bulunur. Boylece

pe R indirgenemez elemaninin asal oldugu goriiliir.
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(iv):> (i): Hipotezden R halkasinin TCB1 kosulunu sagladigi goriiliir. Geriye TCB2’ nin
ispatlanmasi kalir. Bunu indirgenemez ayrigimin uzunlugu {izerine tiimevarim uygulayarak
gérmeye caligalim.

Indirgenemez ayrigimin uzunlugu 1 olsun. Bu takdirde ayrisimin tek oldugu agiktir.
Indirgenemez aynigimin uzunlugu n-1 oldugunda ayrisimin tek oldugunu kabul edelim

ve n igin indirgenemez ayrigimin tek oldugunu gosterelim. Varsayalim ki birimselden farkli
re R igin, m>n olmak iizere, = p,... p, =q,...q, seklinde iki indirgenemez ayrigim

olsun. Hipotezden dolay1 i =1,2,...,n i¢in p, ve j=12,...,m igin ¢ i elemanlan asaldirlar.

pi| pieeePy=01q, >3 j=12,...,m 8yle ki p,| g, dir, varsayalim p,| ¢, olsun. Bu
takdirde p, ve g, ilgilidir. B6éylece bir u birimsel eleman igin g, =up, elde edilir. Bu
ifadeleri yukarida yerine yazacak olursak; ‘

Diove Py =UDP Gy eeeqy = Dyeee P, =Uq,...q, elde edilir. Timevarim kabuliine gore
n—1=m-1 ve ¢ elemanlarinin uygun bir diizenlenmesinden sonra i = 2,3, ...,n igin p, ve
g; ilgilidir. Béylece, m > n olmak iizere, » = p,... p, =¢,...q,, seklinde iki indirgenemez
ayrisim oldugunda m=n ve g elemanlarinin uygun bir sekilde diizenlenmesinden sonra
i=12,...,n igin p,ve q, ilgili oldugu elde edilir.

Sonug olarak her » i¢in indirgenemez ayrigim tektir. Béylece R halkasinin TCB oldugu elde

edilir.

Teorem 3.2.3 R bir halka olsun. Asagidaki ifadeler denktir.

({) R bir TCB dir

(i) R* kiimesinin birimselden farkli her elemani asal elemanlarin bir garpimi olarak ifade
edilebilir.

it ifirdan ve R halkasindan farkli her asal ideal sifirdan farkli bir temel asal ideal icerir.
(iii) Sifird halkasindan farkli her asal ideal sifirdan farkl1 bir temel asal ideal igeri

ispat ()= (&): R, TCB oldugundan R" kiimesinin birimselden farkli her eleman
indirgeneniez elemanlarnin ¢arpumi olarak ifade edilebilir. Teorem 3.2.2 (iv) den dolay: her

indirgenemez asaldir. Sonug¢ olarak R* kiimesinin birimselden farkh her elemami asal

elemanlarin bir ¢arpimi olarak ifade edilebilir.

(ii)= (i5i): P(#R) sifirdan farkl, R halkasiin bir asal ideali olsun. Bu takdirde P

idealinin sifirdan ve birimselden farkli olan bir a € P elemani vardir. (i) ifadesinden dolay:
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i=12,...,n igin p, asal olmak iizere a = p, ... p, seklinde ifade edilebilir. a = p,... p, € P

=3i=12,...,n 6yleki p;, e P = (p,;,)c P elde edilir.

(ii) = (if): Varsayalim asallarin ve birimsellerin biitiin sonlu Qé;rplmlarlmn kiimesi S olsun.
a,be S igin ave b asallarin ve birimsellerin sonlu ¢arpimlart olacagindan ab c¢arpimi da
asallarin ve birimsellerin sonlu ¢arpimi olur. Béylece ab e S elde edilir. S kiimesi ¢arpimsal
kapalidir. Ustelik S kiimesi saturated bir kiimedir. Yani ab € S oldugunda ae S ve be §
elde edilir. Gergekten; abe § olsun. Bu takdirde ab asallarin ve birimsellerin bir sonlu

carptmidir, yani bir asal ayrnigimi vardir. Bu ayrigimin uzunlugu {izerine tiimevarim

uygulayalim.
n=1igin; ab= p, olsun = p,| p, =ab=> p,| a veya p,| b dir. Varsayalm p, | a olsun.

Bu taktirde a = p,k olacak sekilde ke R™ vardir. Bu esitligi yerine yazacak olursak;

ab=p, = p,kb=p, = kb=1=k ve b birimseldir. £ birimsel oldugu i¢in a bir asal ve

bir birimselin sonlu garpim1 ve b birimsel oldugundan, ae § ve be § elde edilir. Eger

p 1 aise p, | b olur ve benzer sekilde yapilir.

n—1 i¢in dogru olsun, yani ab = p, ... p,_, oldugunda a e § ve be S olsun.

n igin dogru oldugunu gosterelim. ab = p, ... p, bir asal ayrigim olsun.

p.| pre-p,=ab=>p, |a veya p,|b olur. Varsayahm p,|a olsun. Bu taktirde

a = p,t olacak sekilde bir ¢ € R* vardir. Elde edilenleri yukarida yerine yazarsak;

ab=p,...p,=> p,tb=p,...p, =>tb=p,...p,, elde edilir. Tiimevarim kabuliine gore
te S vebe S dir. Béylece ae § ve be S elde edilir.

Her » i¢in iddia dogrudur.

Eger S= R’ oldugunu gosterirsek ispat tamamlanir. Varsayalim S # R" olsun. Bu taktirde
a ¢ S olacak sekilde bir 0 #a € R vardur.

(a)n S= I oldugunu gosterelim. Kabul edelim ki (a)n S# & olsun Bu durumda
Ise(@N S=>se(a) ve seS =s=at ve seS (IteR )=>ate S ve S saturated
oldugundan ae § ve te S dir. Buise a¢ § oldugundan bir geliskidir. Yani (a)n S=
olmahdir. § ile kesigimleri bos olan biitiin ideallerin kiimesini 4 ile gosterelim. (a)e A4

oldugundan A= tur. A ideallerin artan zincir kogulunu saglar. Gergekten; aksini

varsayalim, yani 4 kiimesinin ideallerinin artan zinciri sonlu olmasin. Simdi A4 kiimesinin
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ideallerinin I, < I, <...I, c... seklinde artan bir sonsuz zincirini dikkate alalim. J = U I,
izl

olsun. xe J =>3Im=21 o6yleki xel, = Jcl, ve m2ligin [, c J = J= U I.=1,
i1

elde edilir. m+121=1,,, c J= U IL=I1, = 1,,cl, oltr ki bu bir celiskidir. 4> nin

myl =
i21

ideallerinin artan zinciri sonlu olmalidir. Varsayimimiz yanligtir. Yani A kiimesi ideallerin
artan zincir kosulunu saglar. Zorn Lemmasina gére 4 kiimesinin S ile kesisimi bos olan bir

maximal I ideali vardir. I ideali R halkasinda bir asal idealdir. Gergekten; varsayalim
x,yel olsun. I c(I,x)=>(,x)¢d ve Ic(I,y)=>,y)gA=>U,x)nS# & ve
U, y)nS2B=3ds,e (I, x)NnS=>i el igin s, =i,+xn, (neR,s S)

s, eI, y)ynS=i,el igin s,=i,+yr,, (nLeR,s,€8)

= 5,8, = (i, +xr) (@, + yr,) =i,(i, + yr,) + xni, + xr, yr,

Burada xye I = s,5, =(, +x1) (i, +yr,) =i, + yr,) +xri, + xr,yr, € INS olur ki bu
bir geligkidir. Yani xy ¢ I olmalidir. Boylece I idealinin bir asal ideal oldugu goriiliir.
Hipotezden dolayr 3 0% pe R asal elemam Oyle ki (p)c I dir. Boylece pel ve
InS=D oldugundan p ¢ S elde edilir. Buise S kiimesinin tammiyla geligir. Varsayimimiz

yanhstir. S= R" olmalidir.

(ii):> (i): Her asal elemanin indirgenemez oldugu dikkate alinirsa TCB1’ in saglandigi

goriiliir. Simdi her indirgenemezin asal oldugunu gosterirsek Teorem 3.2.2 (iv)’ den dolay:

ispat biter.

g€ R herhangi bir indirgenemez eleman olsun. Hipotezden dolay: i=1,2,...,n igin p,
elemanlar asal olmak iizere g = p, ... p, seklinde ifadé edilebilir.

p,l Py P, =q9q=>q=pk (EIkeR')

g indirgenemez ve p, asal oldugundan g ve p, ilgilidir. g=p,... p, ve ¢ ile p, ilgili
oldugundan p,,p,,...,p, elemanlar: birimseldir. Béylece n =1 ve g = p, olarak alabiliriz.

Sonug olarak g keyfi indirgenemez elemaninin asal oldugu elde edilir.

Teorem 3.2.4 R bir temel ideal bélgesi ve (a,) = (a,)<..., R halkasinn ideallerinin bir

zinciri olsun. Bu taktirde 3ne N” 8yleki V j2n igin (a;)=(a,) dir.
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spat 4= U (a;) birlesimini ele alalim.

izl

iddia: A4 bir idealdir.

b,ce Aolsun =34, j21 dyle ki be(a;), ce(a;)saglanir. Burada ya i<j ya da i2j
olmalidir. Varsayalim i2> j olsun. Béylece (a;)c(a;) ve b,ce(a;) elde edilir. (a;) ideal
oldugundan b—ce(a;) < 4 olur. (i < igin benzer sekilde yapilir.)

Benzer sekilde re R ve be 4 olsun = 3i21 6yle ki be(a;) ve (a;) bir ideal oldugundan
rbe(a;)c A ve bre(a;)c A elde edilir. Béylece 4 bir idealdir.

R temel ideal bolgesi oldugundan JaeR Gyle ki A=(a) dir.

ac(a)= A= U (a;) oldugundan In=1 oOyle ki ae(a,)=>(a)c(a,) elde edilir. Béylece

i2l

Vjznigin (a)c(a,)c(a;)c A=(a)=V j2n iin (a,)=(a;) oldugu goriliir.

Teorem 3.2.5 (Recursion Teoremi)

S bir kime, aeS ve Vne N igin f, :5— S bir fonksiyon ise ¢: N—> § 0&yle ki

@ (0)=a ve Vne Nigin ¢ (n+1)=f, (¢ (n)) seklinde tanimli bir tek ¢ fonksiyonu vardir.
Teorem 3.2.6 Her temel ideal bélgesi bir TCB dir.

IspatR bir temel ideal bélgesi ve S de R halkasimin, indirgenemez elemanlarin bir sonlu

¢arpimu olarak ifade edilemeyen, sifirdan ve birimselden farkli biitiin elemanlarinin kiimesi
olsun. S kiimesinin bog oldugunu gosterirsek TCB1 saglanir. Varsayallm S # O olsun. Bu
taktirde bir ae S vardir. ae S birimselden farkli oldugundan (@) bir temel idealdir. Birimli,
sifirdan farkli bir R halkasinin her ideali bir maximal idealde igerildiginden (@) c (c¢) olacak
sekilde bir (¢) maximal ideali vardir. Aynt1 zamanda (¢) R halkasinin $z temel ideallerinin
kiimesinin de maximal elemanidir. Bu taktirde ce R indirgenemezdir. (a) = (c) oldugundan
c | a elde edilir. Boylece se¢me aksiyomundan dolay1 Vae S eleman: igin indirgenemez bir
c, boleni segilebilir. R bir tamlik bélgesi oldugundan, ¢, igin c, x, =a olacak gekilde tek
tiirlti belirli x, € R vardir. x, € § dir. Gergekten; x, birimsel olsaydi c, x, =a ifadesinden
a indirgenemez elde edilirdi ki, bu bir ¢eligkidir. Eger x, birimselden farkli ve S kiimesinde
degilse x, indirgenemezlerin garpimi olarak garpanlarina aynlisa sahiptir. Bu taktirde a

elemam da indirgenemez elemanlarin bir garpimi olarak ifade edilebilir. Bu a € §' oldugundan
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bir geliskidir. Boylece x, €S olmaldir. Ustelik x, |a oldugundan (a)& (x,) elde edilir.
Gergekten; eger (a@)=(x,) olsa idi JyeR oyle ki x,=ay olur. Bu taktirde
a=x,c,=ayc, =>1=yc, olup ¢, €R elemaninin birimsel o%dugu elde edilir. Bu ise bir
celiskidir. Yani (a) & (x,) olmalidir.
f:§->8

- fla)=x, seklinde tanimli doniistim iyi tanimlidir. Recursion teoremine goére
p:N>S, ¢0)=ave p(n+)=f(pn))=x,, (20) seklinde tanmmh tek tiirli
belirli bir ¢ fonksiyonu vardir. Burada VneN igin f=f, dir. Eger ¢(n)’ i a, ile
gosterirsek S’ nin a,a,,a,, ... elemanlarinn @, =x,;a,=x,;...;a,,=x, seklinde bir
serisini elde ederiz. Bundan dolay1 (a) € (a,) € (a,) € ... seklinde temel ideallerin sonsuz

bir artan zincirini elde ederiz. Temel ideal bolgesi 6z temel ideallerin artan zincir

kosulunu

sagladigindan bu bir geligkidir. Béylece S kiimesi bos olmalidir.
Eger a=¢,...c, =d, ...d,,, aeR elemaninin iki indirgenemez aynsimi ise 3i=12,...,m

oyle ki ¢, ld,. ve ¢, birimselden farkli oldugundan ¢, ve d, ilgilidir. Bu sekilde devam

ederek tlimevarim ile indirgenemez ayrisimin tekligi kolayca gosterilebilir.
3.3 R Halkas1 Kullamlarak Elde Edilen Halkalarin incelenmesi

Burada TCB olan bir R halkasi verildiginde, R halkasindan yararlanilarak elde edilen
polinom halkasi, kuvvet serileri halkasi, kesir halkas1 ve b6lim halkalarinin da TCB olup

olmadiklan incelenecektir.

Teorem 3.3.1 R bir halka olsun. Eger R bir T(B ise R[x] polinom halkasi da bir TCB dir.

spat Bu teoremin ispat1 Sonug 3.3.6 da verilecektir.

Teorem 3.3.2 R bir halka olsun. Eger R bir TCB ise R[[x]] kuvvet serileri halkasinn bir

TCB olmasi gerekmez.

ispat Pierre Samuel (1961) aksi bir 6rnek vermistir.
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Teorem 3.3.3 R bir halka olsun. Eger R bir temel ideal bdlgesi ise R[[x]] kuvvet serileri
halkasi bir TCB dir.

ispat Bunun ispatin1 Teorem 3.2.3’ ii kullanarak yapmaya galigdhim. P, R[[x]] kuvvet serileri

halkasinda sifirdan farkl: bir asal ideal olsun.

78K R[[x]]—)R

dax >y [Z a; x‘) =a, seklinde tammlansin. .

i=0 i=0

w iyi tanimlidir. Gergekten; f =Za,.xi , g=2b,x' eR[[x]] i¢in f =g olsun. Bu taktirde
i=0

i=0

Yax' =) bx'=>Vi=0l2,.. igin a,=b dir. Béylece y(f)=a,=b,=y(g)

i=0 i=0
oldugundan y iyi tammhdir.

Simdi y doniistimiiniin bir halka homomorfizmasi olup olmadigini inceleyelim.

f=2ax, g=)bxe R[[x]] elemanlar: igin toplama ve garpma iglemlerinin
i=0 i=0

f+g=§w:a,.x" +ib,x‘ =i(a,. +b)x', fg=ic,xi ve ¢, =Zn;a,.b,,_1 seklinde
izo i=0 izo i=0

i=0

oldugunu biliyoruz. }
wv(f+g)=a,+b,=w (f)+w(g)= w toplamay1 korur.
w(fg)=co=a,b, =y (f)y(g) > v carpmay1 korur.

Sonug olarak  bir halka homomorfizmasidir.

Kery ={f=ia,.xi € Rﬂx]]

W[Zaixi]=ao= 0,,a€R, i=0,1,23,...}
i=0

= { f:iaix"laieR,i=l,2,... }
i=1

Kery c(x) dir. Gergekten; a,x€(x); a,x* €(x); veeee 30, X" €(X);00eee =
ax+a,x’ +..+a,x" +... €(x)= Ker y ’ m her bir elemam (x) idealindedir.

Simdi ¢ e (x) olsun. Bu taktirde 3 ' e R[[x]] dyleki 1= f'x=>teKery = (x) c Kery
Sonug olarak Ker iy =(x) elde edilir.

Va, eR igin EIf=Za,.x" e R[[x]) 6yle ki v (f)=a, = v ortendir.

i=0
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Homomorfi Teoremine gore Rﬂx (x)sR oldugunu soyleyebiliriz. R bir tamhk bélgesi

oldugundan ona izomorf olan Rﬂx (x) boliim halkasi da bir tamlik boligesidir. Boylece (x)

ideali Rﬂx]] halkasinin bir asal idealidir. xe P=>(x)c P olduéundan Teorem 3.2.3 (iii) den
dolayr R[[x]] bir T¢B dir. Simdi varsayalim ki x¢ P olsun. P, R[[x]] halkasinn bir ideali ve
w Orten halka homomorfizmasi oldugundan  (P), R halkasinin bir idealidir. R bir temel
ideal bolgesi oldugundan y (P)=(a ) olacak sekilde bir ¢ € R vardir.

ae(@)=wy (P)=3feP o6yle ki a=y (f). Eger P= (f) oldugunu gosterirsek ispat
biter.

geP (P, RlIx]] de sifirdan farkli bir asal ideal) ve g=a+a,x+ ... olsun.

v(g)=acy (P)=(a)=>3keR dyleki a=ka
g-kfePigny(g-kf)=v(g)-ky(f)=a-ka=a-a=0=g-kfeKery=(x)
=3heR|[x]] 6yle ki g—kf=xheP dir. P asal ideal ve x&P kabul edildiginden s e P
elde edilir. Ahe P igin h=b+b,x+ ... olsun. ¥ (h)=bey (P)=(a)=b=Iaolacak sekilde
bir /€ R vardir. P ideal ve h, f € P oldugundan 4 —!f e P dir.

w(h=1f)=y(h) —ly (f)=b-la=b-b=0=>h-IfecKery=(x)=>3meR[[x] oyle ki
h—1f=xm elde edilir.

g-kf=xh=x(m+If)=x’m+xlf =>g=((k+Ix)f+x*m olur. Bu sekilde devam
edilirse ge P clemant f’ nin terimleri ile ifade edilebilir. Béylece ge(f) oldugu goriiliir.
Buradan P < (f) bulunur. Diger taraftan f € P=>(f)c P oldugundan P =(f) elde edilir.
Boéylece Teorem 3.2.3 (iii) den dolay1 RIIx]] bir TCB elde edilir.

Simdi R bir halka, @#S R halkasimin garpimsal kapali bir alt kiimesi olmak tizere S™' R

kesir halkasinin durumunu inceleyelim.

Teorem 3.3.4 R bir halka ve @#S, R"’ m herhangi bir ¢arpimsal alt kiimesi olsun. Bu
taktirde R bir TCB ise S™' R kesir halkasi da bir TCB dir.

Ispat Ilk olarak peR indirgenemez oldugunda p/s birimselden farkli elemaninin S™'R de

asal oldugunu gosterelim.
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p/s.als, ,b/s,€S™'R igin p/s |a/s, b/s, olsun = ab__pt olacak gekilde ¢/s, € S™'R

5,8, 85,

vardir = pts, s, =abss, = pk=abs' (k=ts;s,€R, s =ss,€8)= p|abs’

p indirgenemez ve R TCB oldugundan p asaldir. Boylece p |is' veya p |ab dir.

p|s olsun =p lss3 =ss,=pr (3reR’ )= p/s, SR halkasinda birimsel olur ki bu
bir ¢eligkidir. Yani p | s' olsun varsayimimiz yanligtir. Boylece p Iab ifadesi dogrudur.
Yine p elemaninin asal oldugunu kullanirsak p | a veya p |b elde edilir. p | a olsun
=a=pt >ss'a=ptss' = afss'=pt[ss' =>afs, =(p/s)t/s') = p/s|als, elde edilir.
Béylece p indirgenemez oldugunda p/s birimselden farkli elemami S™'R halkasinda
asaldir.

s,;teS igin ss/t eS'R elemanmin tersi t/sseST'R oldugundan ss/t ST'R de
birimseldir. ps/t=(p/s)(ss/t) oldugundan asal eleman tammma gbre ps/t bir asal
elemandir. a/se SR sifirdan ve birimselden farkli bir eleman olsun. Bu taktirde ae R
birimselden ve sifirdan farklidir. R TCB oldugundan p, (i=1,2,...,n) indirgenemezler
olmak iizere ae R’ nin a = p, ... p, seklinde bir indirgenemez ayrigimi vardir.
als=(p,/s)(p,s/s) ...(p,s/s) ifadesi a/se S™'R elemammin SR de bir asal ayrigimidr.

Teorem 3.2.3 (i) den dolay1 S™' R halkasinin bir TGB oldugu elde edilir.

Teorem 3.3.5 Bir R halkast TCB1’ i saglasin ve S asallarin ¢arpimim igeren R*’

carpimsal kapal bir alt kiimesi olsun. Bu taktirde S™' R bir TCB ise R bir TCB dir.

ispat Hipotezden R halkasimn TCBI1’i sagladig: biliniyor. Simdi R halkasindaki her

indirgenemez elemanin asal oldugunu gosterirsek Teorem 3.2.2 (iv) den dolay1 R halkasinin
bir TCB oldugu goriiliir. Varsayallm peR indirgenemez olsun. Bu taktirde p/s SR

halkasinda ya indirgenemezdir yada birimseldir. Gergekten; eger s €S olmak iizere p | s ise
s = pt olacak sekilde e R" vardir. Béylece p/s nin §™'R halkasinda birimsel oldugu elde
edilir. Simdi varsayalim VseS igin  pls ve SR de p/s=(a/s,)(b/s,) olsun. Bu
taktirde ps,s, =sab elde edilir. s,s,,5€S oldugundan her biri asallarin bir ¢arpimu olarak

ifade edilebilir. s,s,=¢, ...q, ve s=r..r, olsun pgq,...q, = abr...r, elde

n

edilir.
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n | abr ...r, =pg,...q,, =3 j=1,2,...m Byleki n, |qj olur.
(Burada i=1,2,...,n igin #, s p dir. Gergekten; eger 7, | p = p=rk seklindedir.

S=Hetient, >sk=r.rikov,=ru.por,=p |r1 e Dol =5k
iddia:  p ¥k

plk=>k=pt=p=rk=r,pt=>rt=1=r, birimsel olur ki bu 7’ nin asal olmas: ile
celisir. Boylece (p,k)=1ve p |sk:>p|s elde edilir ki bu bir geligkidir. Yani i=1,2,...,n
i¢in 7, s p olmalidir.)

v |ql olsun = 7 ve g, asal olduklarindan ilgilidir. Béylece bir u, birimsel elemani igin
g, =nu, seklindedir = pgq,...q, =abr,...v, = priu,q, ...q, =abr,...r, =

pu,q,...q, =abr,...r,

Benzer sekilde g elemanlan bitinceye kadar devam eder ve p’ nin yanindaki birimselleri de

Obiir tarafa atarsak p=a'b’ elde edilir. p e R indirgenemez oldugundan a’ veya b’ birimsel
olmalidir. Bu taktirde a veya b birimsel elde edilir. Béylece a/s, veya b/s, S™'R

halkasinda birimsel olmalidir=> p/s S™'R de indirgenemez olur.

Simdi asagidaki iki durumu inceleyelim.

(i) p/s, S'R halkasinda indirgenemezdir. Ayni zamanda SR bir TCB oldugundan p/s
S~' R halkasinda asaldir. Simdi a ve b birimsélden farkli olmak {lizere R halkasinda p | ab
olsun. Bu taktirde ab= pk olacak sekilde bir k € R vardir. Béylece abss = pkss =
(a/s)(b/s)=(p/s)(k/s)= SR de p/s|(a/s)(b/s) elde edilir. p/s S™'R halkasinda asal
oldugundan S™'R. de p/s|a/s veya p/s|b/s dir. p/s|als olsun = a/s=(p/s)(k/t)
olacak sekilde bir k/teS™'R elemam vardir = at=pk elde edilir. €S oldugundan
t=gq,...q, olacak sekilde ¢, (i=1,2,...,m) asal elemanlan vardir = agq,...q, = pk elde
edili. p ¥ ¢ olmalidir. Aksi taktirde p/s SR de birimsel olur ki bu p/s elemaninin
indirgenemez olmasi ile geligir.

i=1,2,...,m igin q,.,l' poldugu yukanda ki gibi gosterilebilir.
ag,...q, =pk vei=1,2,...,m igin g, ¥ p oldugundan ¢, | aq,...q, =pk = q, |k =

k:qlkl =4 aql "’qm =pqlkl :>aq2"'qm =pkl

Benzer sekilde g elemanlan bitinceye kadar isleme devam edecek olursak a = pk’ yani
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p | a bulunur. Bu taktirde p , R halkasinda asaldir.

(i)} p/s, S'R halkasinda birimseldir. Bu taktirde p |t olacak gekilde bir te§ elemam

vardir. 3keR d8yle ki t=kp yazilr. teS oldugundan ¢=¢...f, olacak gekilde

t; (i=1,2,...,r) asal elemanlari vardir. Boylece ¢,...t, =kp oldugu gorilir. teS
elemaninin asal g¢arpanlar birer birer incelendigi zaman bu asal ¢arpanlardan en az biri p’ yi

boéler. Varsayalim ¢, | p olsun = p=¢,s, elde edilir. Bu ifadeyi yukarida yerine yazarsak

Lol =kp =t ..t =kt s, >t,...t, =ks, elde edilir. Diger asal ¢arpanlarda teker teker

yok edilirse p elemaninin ¢, asal eleman ile ilgili oldugu gériiliir. Béylece p’ nin kendisi

asaldir.
Sonug 3.3.6 R bir halka olsun. Eger R bir TCB ise R[x] polinom halkasi da bir TCB dir.

ispat R* =R\ {0}, R halkasmnin sifirdan farkli olan biitiin elemanlarim igerdiginden Teorem
2.4.5(iii) den dolay1 R . Dir cisimdir ve buna kesir cismi denir. §imdi K =R_. kesir cismini
dikkate alalim. K bir cisim oldugundan X [x]=R[x]R- Euclid bolgesidir. Boylece
K[x]=R[x], bir TCB dir. Simdi f (x)e R[x] indirgenemez olsun. Rlx]c K[x] ve Kl[x]
TGB oldugundan f (x) e K[x| indirgenemez elemani K[x] halkasinda asaldir.

R bir TGB oldugundan, § asallarin arpimlanimi igermek tizere K[x]=R[x], =R[x]; de
bulunan asallar Gauss Lemmasina gore R[x] halkasinda da asaldirlar. Burada S=R" oldugu
daha Onceden yapildig1 gibi gosterilebilir. Boylece f (x)eR[x] indirgenemez elemaninin

R[x] halkasinda da asal oldugu goriilir. Simdi R[x] halkasmin TCB1’i sagladigin

gosterirsek bir 6nceki teoremden dolay1 ispat tamamlanir.

R|x] halkasinda birimselden farkli derecesi sifir olan her polinomun bir indirgenemez
ayrigimi  vardir. Ciinkii derecesi sifir olan polinomlar sabitlerdir ve R halkasinin

elemanlaridirlar. R TCB oldugundan bu elemanlarin indirgenemez ayrigimlari vardir.
indirgenemez ayrigimda bulunan biitiin elemanlar R c R[x] oldugundan R[x] halkasinda da
indirgenemez elemanlardir.

Derecesi n’ den kiigiik olan biitiin polinomlarin R[x] halkasinda bir indirgenemez ayrigimi
oldugunu kabul edelim.

f eR[x] derecesi n olan (n>0) bir polinom olsun. Bu taktirde f=cf’ olacak sekilde

ceR ve f'eR|x] ilkel polinomu vardir. ceR oldugundan c’nin R[x] halkasinda bir



32
indirgenemez ayrigimi vardir. Bu yiizden f 'eR[x] ilkel polinomunun bir indirgenemez
ayrisima sahip oldugunu géstermek yeterlidir. Eger f ’eR[x] indirgenemez kabul edilirse
ispat biter. Simdi varsayalim f 'eR[x] indirgenebilir olsun. Bu taktirde f'=gh olacak
sekilde g,%e R[x] polinomlar vardir. Ustelik gve saB;itten farkhidirlar. Gergekten;
varsayalim geR[x] sabit olsun. Bdylece c(f')=c(gh)=g olur ki bu f 'eR‘[x]
polinomunun ilkel olmas: ile geligir. Buradan 0<d’g,d°h <n elde edilir. Timevanm
kabuliine gére g ve h polinomlarindan her birinin R[x] halkasinda bir indirgenemez
ayrisimu oldugu goriiliir. Béylece ' bir indirgenemez ayrigima sahiptir. Yani R[x] TCB1’i

saglar.

Bu boliimde son olarak P(#R) , R halkasimin bir asal ideali olmak iizere R/P bdliim

halkasinin TCB olma durumunu inceleyelim.

Teorem 3.3.7 R bir halka ve P(#R), R halkasmnin bir asal ideali olsun. R bir TCB ise
R/ P béliim halkasinin bir TCB olmas: gerekmez.

Ispat Aksi bir 6mek vererek gérmeye ¢aligalm. R = Z[x] ve P=(x*+4) olsun.
f(x)=x*+4e Z[x]cQ[x] ve d° f=2
f(x) Q [x] halkasinda indirgenebilir olsun. Bu taktirde f (a,)=0 olacak sekilde bir

a , €Q vardir. Buradan f(a,)= az(,2 +4=0:>a,r(,2 =-4 elde edilir. ¢ ,€Q=>3p,q€Z,

2

(p,q)=1 6yle ki 0!0=£:>czo2=p—2=-—4:‘>p2 ve ¢ zt igaretli olmali =(p® <0 ve
q

g>>0) veya (p>>0 ve ¢*><0) olmah. Hi¢ bir tamsaymn karesi sifirdan kiigiik
olamayacagindan her iki durumda da bir geliski elde edilir. Boylece f (x) =x*+4 Q[x] de
indirgenemez olmahdir. Z bir TCB ve f(x)=x’+4e Z[x] ilkel oldugundan Z[x]
halkasinda da indirgenemezdir. Z bir TCB oldugundan Sonug 3.3.6 dan dolay1 Z[x] bir TCB
dir. Boylece f (x)=x’+4e Z[x] indirgenemez polinomu Z[x] de asaldur.

Burada g e Z[x] polinomonun kalan sinifint g ile gosterelim.

i =[rr@ 0] @ +9)]=x? 1P+ =[P 144+ (P + =4+ (22 +4)

—[-2+ (2 +0)][2+(x* +4) ]=(-2) 2
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Burada 2, -2, x indirgenemez elemanlar ve birbirleri ile ilgili olmadiklar kolayca goriiliir.
Sonug¢ olarak —ZeZ[x]/ (x* +4) elemanimn birbirleri ile ilgili olmayan indirgenemez

elemanlarla iki degisik sekilde yazilabilecegini gordiik. Boylece Z[x]/ (x*+4) bir TCB
degildir.

Teorem 3.3.8 R birhalkave P(#R), R halkasinn bir asal ideali olsun. R bir TCB ve R
halkasinin herhangi iki temel idealinin toplami yine R halkasinin bir temel ideali oluyorsa

R/ P b6lim halkasi da bir TCB dir.

Ispat peR indirgenemez eleman ve p+ P sifirdan ve birimselden farkhi olmak iizere
p+P=(a+P)(b+P) olsun > p+P=ab+P=>p—abeP= p=ab+k olacak gekilde
bir ke P vardir. b,ke R’ igin hipotezden dolay1 (b)+ (k)=(d) olacak sekilde bir d eR
vardir. p=ab+ke (b)+(k)=(d)=>pe(d)=>d I p bulunur. peR indirgenemez eleman
ve R TCB oldugundan peR asaldir. Bdylece de R ya birimsel ya da p elemaninin
ilgilisidir. Eger d birimsel ise dd’'=1, olacak sekilde bir d'eR vardir. Buradan
l,=dd'e(d)=>(d)=R = (b)+(k)=(d) =R elde edilir. 1, €(d)=(b)+ (k) oldugundan
1, =bs+kt olacak sekilde s,fe R bulunabilir. ke P ve P ideal oldugundan kte P dir
=1, ~bs=kteP=>1,~bs+P=P=

1, +P=bs+P=>1,+P=(b+P)(s+P)=b+P R/P bolim halkasinda birimseldir.
Eger d, p elemammn ilgilisi ise d | p ve p I d olur. Bu taktirde (p)c(d) ve
(d)c (p)= (p)=(d) elde edilir = (b)+ (k) =(d) =(p) oldugu goriiliir. Teorem 2.2.13 (if)
den dolay1 b,keR’ icin (b,k)=p dir. p | b= b= ps olacak sekilde bir se R vardir.
ps=b=>ps—b=0 bulunur. Biz R/P bolim halkasinda sifir elemaninin 0+ P=P
seklinde oldugunu biliyoruz. Buldugumuz degerleri yerine yazarsak;
0+P=P=>(ps—-b)+P=P=>ps+P=b+P=>(p+P)(s+P)=b+P=>p+P | b+P
(p+P)=(@+P)(b+P)=(a+P)(p+P)(s+P)=>1,+P=(a+P)(s+Py=>a+P
birimseldir.

Her iki durumda da p+ Pe R/P indirgenemezdir. Béylece pe R indirgenemez oldugunda

p+ PeR/P elemaninin indirgenemez oldugu goriiliir.
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Simdi sifirdan ve birimselden farkli »+ Pe R/ P keyfi elemanim dikkate alalim. Bu taktirde
re R elemam sifirdan ve birimselden farklidir. R bir TCB oldugundan r€ R elemantnin
r=gq,...q, seklinde bir indirgenemez ayrigim vardir. Buradan

r+P=(q,...q,)+P=(q, +P)...(q,, + P) elde edilir. Bu;ada i=1,2,....,m igin g,
elemanlart indirgenemez oldugundan ispatin birinci kismindan dolay1 i=1,2,...,m igin
g; + P elemanlan da indirgenemezdir. Béylece sifirdan ve birimselden farkh »+PeR/P
keyfi elemaninin bir indirgenemez ayrigimi elde edilir ve TCB1’ in saglandig goriilir.

TCB2 igin R/P boliim halkasindaki her indirgenemez elemanin asal oldugunu gosterelim.
peR indirgenemez olmak iizere herhangi bir p + P e R /P indirgenemez elemanini dikkate
alahm. Burada p e R elemam aym zamanda asaldir. Varsayalim p + P | (a+ P)(b+ P) yani
(a+PY(b+P)=(p+P)(k+P) olsun = ab+P=pk+P=>ab—pkeP=>ab=pk+l
olacak sekilde bir /e P vardir. Hipotezden dolay1 p,aeR’ igin (p)+(a)=(d) olacak
sekilde bir d € R- bulunabilir. Teorem 2.2.13 (ii) den dolay1 (p,a)=d olur. Béylece d l P
oldugu goriiliir. p e R asal oldugundan d ya birimseldir ya da p elemammn ilgilisidir. Eger
d birimsel ise yukarida yapildigi gibi hareket edilerek (p)+(a)=(d)=R oldugu bulunur.
l,e(d)=(p)+(a)=R=1, =pt+as olacak sekilde t,seR elemanlann vardir. Her iki
tarafi b ile garparsak; b=bpt +bas=bpt + (pk+1)s=bpt+ pks+1s=p (bt +ks)+1s elde
edilir. Burada leP ve P ideal oldugundan IseP dir.

b—p(bt+ks)eP=>b+P=p(bt+ks)+P=>b+P=(p+P)[(bt+ks)+P]=>p+P|b+P.
Eger p ve d ilgili ise yine yukarida yapildig1 gibi (p)=(d) elde edilir. Boylece

(p) +(a)=(d)=(p) oldugu goriiliir. Yine Teorem 2.2.13 (ii) den dolay1 (p,a)=p dir
Buradan da p I aolur. p | a = a = pt olacak sekilde te R’ bulunabilir. Boylece a—pt=0
elde edilir.
0+P=P=>(a-pt)+P=P=>a+P=pt+P=>a+P=(p+P)(t+P)=>p+P|a+P.
Buradan p+ P | (a+ P)(b+P) oldugunda p+ P | a+P veya p+P | b+ P oldugu, yani
p+PeR/P elemaninn asal oldugu elde edilir. Sonug olarak pe R indirgenemez olmak
lizere p+ P asaldir.

Simdi kabul edelim ki c¢+PeR/P herhangi bir indirgenemez eleman olsun. Bu taktirde

ce R sifirdan ve birimselden farklidir. R TCB oldugundan ce R elemaninin c=g,...q,
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seklinde bir indirgenemez ayrigumi vardir. Boéylece
c+P=(q,...q,)+P=(q,+P)...(q, + P) olur.

i=1,2,...,m igin g, elemanlan indirgenemez oldugundan i=1,2,....m igin ¢, +P
elemanlan indirgenemez ve ayni zamanda da asaldirlar.
c+P=(q...q,)+P=(q,+P)...(q,, +P) oldugundan  3Ji=1,2,....m  &Gyle ki
q,+P | c+ P dir. Varsayaltm ¢, +P | c+P olsun. Bu taktirde ¢+ P=(q, +P)(s+ P)
olacak gsekilde s+ PeR/P vardir. ¢+ P indirgenemez ve g, + P asal oldugundan s+ P
birimsel olmalidir. Béylece ¢+ P indirgenemez elemam g, + P asal eleman ile ilgili olur,
Asal elemanin ilgilisi de asal oldugundan c+ PeR/P elemamnin asal oldugu goriiliir.

Boylece R/ P boliim halkasindaki her indirgenemez elemamin asal oldugu, yani TCB2 elde

edilir.
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4 TEK TURLU CARPANLARA AYRILABILEN HALKALAR

Bu boliimde, aksi belirtilmedikge, bir halka ifadesinden degismeli ve birimli bir halka

anlagilacaktir.
4.1 Girig

Ugiincii boliimde tamlik bélgeleri igin tek tiirlii garpanlara ayrilma ozelligini inceledik. Bu

boliimde ise degismeli ve birimli halkalar igin tek tiirlii garpanlarina ayrilmayi inceleyecegiz.

Ik olarak, Fletcher’in (1969) vermis oldugu tek tiirlii garpanlara ayrilabilen halka ( TCH )
tanimint verip bazi teoremleri inceleyecegiz. Bir tamlik bélgesi icin TCH tanimi ile TCB
tamiminin denk oldugu ve sonlu sayida TCH’ nin direkt toplaminin yine bir TCH oldugunun
gosterilmesi inceleyecegimiz teoremlerin bazisidir. Daha sonra Noetherian halka tanmimim
verip, bir halkanin Noetherian halka olmasina denk birkag kosul inceleyecegiz. Ayrica temel
ideal halkalarinin birkag ozelliginden bahsedecegiz. Ustelik her temel ideal halkasmnin bir
TCH oldugunu gosterecegiz. Bu bolimde son olarak Pseudo-Bélge kavramint verip baz

Ozellikleri tizerinde duracagiz.
4.2 Tek Tiirlii Carpanlara Ayrilabilen Birimli Halka Tanim

Tanim 4.2.1 R bir halka olsun. r€R elemaninin r=a,...a, seklindeki bir ¢arpanlarina
ayrilisin refinement’ 1 i=1,2,...,n i¢in a; elemanlarinin bir veya daha fazla g¢arpanlarina

ayrilist ile elde edilir.

Tanimm 4.2.2 R bir halka ve pe R birimselden farkhi bir eleman olsun. Eger p ’nin her
carpanlarina ayriligt p’yi iceren bir refinement’ e sahip ise pe R elemanina indirgenemez
denir. Yani p=a,...a, birimselden farkli p elemamnin bir garpanlarina aynlisi ise

3i=1,2,...,n dyleki a, = pa; 6zelligini saglar.

Teorem 4.2.3 R bir tamlik bolgesi ise, bir 6nceki tanimda verilen indirgenemez eleman

tammi tamlhik bolgeleri i¢in verilen indirgenemez eleman tanimina denktir.

Ispat pe R birimselden farkli bir eleman ve a,be R" olmak iizere p=ab, p elemaninin
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bir ¢arpanlarina aynligt olsun. llipotezden a veya b, p elemanim igeren bir refinement’
sahiptir. Yani a=pad veya b=pb' olmalidur. a=pa olsun
= p=ab=pa'b=1, =a’b= b birimsel elde edilir.

Eger b=pb' = p=ab=apb' =1, =ab' = a birimsel elde edifir.

Sonug olarak p =ab oldugunda bir 6nceki tammdan dolay1 a veya b birimsel bulunur, Bu
da tamlik bolgeleri i¢in verilen indirgenemez eleman tanimina denktir.

Simdi varsayalim pe R tamlik bdlgeleri i¢in verilen indirgenemez eleman tanimini saglasin
ve a,be R" olmak iizere p=ab, p elemaninmn bir ¢arpanlarina ayrilist olsun. Bu taktirde a
veya b birimseldir. Varsayalim a birimsel olsun. Béylece aa’ =1, olacak sekilde bir a'e R
vardit. p=ab=a'p=ad'ab=>a’'p=1;b=>b=a'p, yani b elemaninin p’ yi igeren bir
refinement’e sahip oldugu elde edilir. Eger b birimsel ise benzer sekilde yapilarak a
elemaninin p’ yi igeren bir refinement’ e sahip oldugu gériiliir.

Boylece tamlik bolgeleri igin indirgenemez eleman taniminin bir 6nceki tanimda verilen

indirgenemez eleman tanimina denk oldugu elde edilir.
Simdi sifir elemaninin indirgenemezlik durumunu inceleyelim.

Teorem 4.2.4 R bir halka olsun. Eger sifir elemam1 Tanim 4.2.2 ye gére R halkasinda

indirgenemez ise R halkasi bir tamlik bolgesidir.

Ispat R halkas: birimli ve degismeli alindigindan biz sadece R’ nin sifir bolensiz oldugunu
gostermeye calisalim. a#0 ve b#0 i¢in ab=0 olsun. Hipotezden dolay: sifir indirgenemez
oldugundan sifirin O0=ab seklindeki bir ¢arpanlarina ayrilis1 igin ya a=0a’ ya da b=0b'
seklindedir. Bu taktirde a=0a' =0 veya b=05" =0 olur. Béylece a=0 veya b=0 oldugu

goriiliir. R sifir bolensizdir. Béylece R’ nin bir tamlik bslgesi oldugu elde edilir.

Tanmm 4.2.5 R bir halka ve »€ R olsun. r € R elemaninin U - simift U(r) ile gosterilir ve

U(r)= {aeR | 38 eR dyleki a f r=r} seklinde tammlanir.

Teorem 4.2.6 (z) a,peU@E)=>apf € U(r)dir
(ii) aeU(rs)ve relU (s)=>a eU(s) dir.
(i) U (r)cU (rs) dir.
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(iv) Sifir bélen olmayan bir a e R elemani igin U (ar)=U (r) dir.

Ispat (z) aeU(r)=>3a,eR dyleki aa,r=r ve f €U(r)=>3F,€R dyleki g, r=r
aa,r=r=>aa fpr=r=>@p)(B,a,)r=r=>af €U (r) elde edilir. Burada

S ,a, € R oldugu agiktir.

(ii) aeU(rs)=>3a,eR oyle ki aa,rs=rs, reU(s)=3IneR oyle ki rrs=s

aa,rs=rs =>aqrns=rns > aa ,s=s=>a €U (s) elde edilir.

(iii) a €U (r) herhangi bir eleman olsun. Bu taktirde afr=r olacak sekilde bir f € R
vardir. Simdi her iki tarafi seR ile carparsak; afrs=rs=>a eU (rs)=> U (r)cU (rs)

oldugu goriiliir.

(iv) aeR sifir blen olmayan bir eleman ve @ eU (ar) olsun. Bu taktirde 38 € R dyle ki
afar=ar=a(afr-r)=0=afr-r=0=afr=r=>a cU@)=>U(ar)cU(r) elde
edilir. §Simdi de o, €U (r) olsun. Bu taktirde 35, eR o6yleki a,fr=r=a,f;r-r=0=
a(a,pr-r)=0=>a,far—ar=0=>a,f,ar=ar=>a,cU (ar)=>U (r)cU (ar).

Sonug olarak U (ar)=U (») oldugu elde edilir.

Tamm 4.2.7 R bir halka ve reR olsun. reR igin r=(p,... p,)(p,..- p,) seklindeki
carpanlarina ayriligi igin

(i) i=1,2,..,k ve j=1,2,...n igin p| ve p; elemanlari indirgenemezdirler.

() i=1,2,....k igin p,eU (p,... p,)

(i) j=1,2,..nigin p, @U (P;ees DjyPjur e Pn)

kosullar1 gergekleniyorsa »=(p;... p;)(p,... p,) seklindeki c¢arpanlara aynlisa reR

elemaninin bir U - ayrigimi denir.

Eger bir elemaninin U - ayrigimi tanimunda ilk parantez bos ise #=( ) (p,... p,) yazahr.

Ayrica U - ayngimi tanimindan bir elemanin U - ayrigimi var ise indirgenemez ayrnigimi

oldugu agikga goriiliir. Tersi igin agagidaki teoremi inceleyelim.
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Teorem 4.2.8 R bir halka olsun. eR elemanmn indirgenemez ayrisimi var ise U -

ayrigimui vardir.

Ispat Varsayalm »e R elemanmin indirgenemez ayrigimi » = Dy +++ P, Olsun. Buradan ya
r=(C )(p,...p,) dir ve re R elemaninin bir U - aynigim vardir deriz, veya 3i=1,2,...n
oyle ki p,eU (p,... p;,_, P;yy --- D, ) saglamir. Eger ikincisi saglaniyor ise, varsayalim p, bu
ozelligi saglasin, yani p, eU (p, ... p,) olsun. Benzer sekilde p, eU (p, ... p,) olmak tizere
p, bu ozelligi saglar. Bdyle devam ederek, varsayalim ki sadece p,,p,,... p, elemanlari bu
ozelligi saglayan p; elemanlant olsun. Bu taktirde r=(p,... p,)(Ps.;.-- p,) yaziliginin
re R elemanimn bir U - ayngimi oldugunu sdyleriz. Gergekten; varsayimdan dolayi
J=k+1,..nicin p; U (P ees PjyPjuy - P,) V€ g=1,.0.k igin p, €U (p,.,,--- D,)

DEU (PP eee Picy Dk Pisi o+ Py) V€ Py €U (Psyees Dy Dy Pisy +++ P,) Oldugundan Teorem
4.2.6(ii) den p, €U (pyeee Pyy Dy Piss -+ P,) €lde edilir. Benzer sekilde devam edilerek
P €U (pyyy -+ p,) bulunur. Aym yoéntem p,,p,,...,p, elemanlarn igin uygulanirsa

g=1,...k igin p_ €U (p,,, --- p,) elde edilir. Sonug olarak » € R elemam igin U - ayrigimi

tamminin kosullar saglandigindan ispat biter.

Tanim 4.2.9 R bir halka olsun. a,be R igin a'| b veb | a ise a ve b elemanlarna ilgilidir

denir.

Bir R halkasinda r€ R elemamnin r=(p;... p;) (p,... p,) seklindeki bir U - ayrisimi igin

D+« p, carpanm relevant kissm ve pj...p; carpanmmm da non-relevant kisim olarak

adlandinlir

Teorem 4.2.10 R bir halka olsun. r=(p,... p,)(p,... P,), FY€R elemanimn U - ayrnsimi

ise p,... p, ve r ilgilidir.

Ispat U - aynsimi tammundan i=1,2,...k igin p;eU (p,... p,) oldugu biliniyor. Teorem
4.2.6() den dolay1 Py Py €U (P D) oldugu goriiliir.

r=(Dl e D) (Proee D) D P1eve P, | 7
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DProPr €U (py...p,) =3teR Syleki (p) e p)t(Dyees P)=Dyeee Py D FE=Dyose p, =

r| p; ... p, elde edilir.

Sonug olarak p, ... p, ve r elemaninin ilgili oldugu goriiliir.

Tanmm 4.2.11 R bir halka olsun. Asagidaki iki 6zelligi saglayan R halkasina bir tek tiirlii
carpanlara ayrilabilen halka ( TCH ) denir.

TCH1: R halkasinin birimselden farkli her elemaninin bir U - ayrigimi vardir.

TCH2: r=(p,... i) (D, .. P,) =(q; .- q}) (g, ---4,) € R elemanmn iki U - ayrnigimi ise
m=n ve q elemanlarinin uygun bir sekilde diizenlenmesinden sonra i=1,2,...,n igin p, ve

q; ilgilidir.

Bir » elemammnin R halkasinda U - aynsimi var ve TCH2 kosulunu saghyor ise re R

eleman tek tiirlii carpanlara ayriliga sahiptir denir.
Teorem 4.2.12 R bir tamlik bolgesi olsun. Bu taktirde R bir TCH dir <> R bir TCB dir.

fspat R bir tamlik bdlgesi ve bir TCH olsun. R halkasimin sifirdan ve birimselden farkli
biitiin elemanlarinm her birinin U - sinifi R halkasinin birimsellerinin kiimesine esit oldugu
(Yani reR sifirdan ve birimselden farkli olmak tizere U (r)=U (R) oldugu ) kolayca
gosterilebilir. TCH1 ifadesinden TCB1 saglanir. Bir elemanin U - ayrigimi tanim ve sifirdan,
birimselden farkli her bir e R igin U (r) =U (R) oldugu dikkate alinirsa TCH2 ifadesinden
dolay1 TCB2 saglanir. Béylece R bir TCB dir.

Tersine varsayalim ki R tamlik bolgesi bir TCB olsun. R TCB1’ i sagladif i¢in Teorem
4.2.8 den dolay1 R halkasinin sifirdan ve birimselden farkli her elemaninin bir U - ayrisimi
vardir. TCB2 ifadesinden dolay1 TCH2’ nin saglandig1 agik¢a goriiliir. Eger sifir elemaninin
da tek tiirlii garpanlaria ayriliga sahip oldugu gosterilirse ispat tamamlanir. Sifir her zaman
0=(p, ... p.)(0) seklinde bir U- aynsima sahiptir. Gergekten; i=1,2,...,n igin p;
elemanlarimi R halkasinda indirgenemez olarak alabiliriz ve R tamlik bélgesi oldugundan0
elemaninin indirgenemez oldugu agiktir. U (0)={a R |3 P eR dyleki aff0=0}=R
oldugu agikga goriilmektedir. Béylece i=1,2,...,n igin p;eU (0)=R saglanir. Ayrica
sifirdan farkli Vae R igin 0¢U (a) olur. Sonug olarak sifir eleman: bir tek tiirlii garpanlara

ayrilisa sahiptir. Boylece R halkasinin bir TCH oldugu elde edilir.
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Teorem 4.2.13 R, ve R, halkalar1 TCH iseler R, ® R, direkt toplami da bir TCH dir.

Ispat Once R, ® R, direkt toplaminda indirgenemez elemanlarin ne sekilde oldugunu
belirlemeye ¢alisalim.  (p,q)eR, @ R, herhangi bir indirgenemez eleman olsun.
(r,q)=(p.,1)(1,q9) seklinde yazabiliriz. Burada indirgenemez eleman ve refinement tamimlari
dikkate alinsa  (p,D=(p,9)(s,]) veya (1,9)=(p,q)(t,k) olacak sekilde
(s,0),(t,k) € R, ® R, elemanlar bulunabilir. Bu taktirde 1=¢q/ veya 1=pt ve bdylece p
veya ¢ elemanlanmin birimsel oldugu elde edilir. ¢ birimsel ise g=veR, igin
(p.q)=(p,v) indirgenemez, p birimsel ise p=wu i¢in (p,q)=(u,q) indirgenemez ve
boylece R, ©® R, direkt toplaminin indirgenemez elemanlari peR,,qe R, indirgenemez

elemanlar ve u <€ R,,ve R, birimseller olmak tizere (p,v) ve (u,q) seklindedir. Ayrica bu

sekildeki ikililerin indirgenemez eleman olduklar: da gsterilebilir.
Simdi r, € R, ve r, € R, elemanlarinn her ikisi birden bitimselden farkli olmak iizere keyfi
(rn,,r,)€R, ®R, elemammi dikkate alalim. Varsayalim #» ve 7, elemanlarindan higbiri
birimsel olmasin. Diger durumlarda benzer sekilde diigtiniilir. R, ve R, halkalan TCH
olduklarindan 7, =(p; ... p;) (p,... P,) ve 1, =(q; ...q;)(q,..-q,) seklinde U - aynigimlar
vardir. Buradan (7, ,7,) € R, @ R, elemaninn bir U - ayrigimini elde ederiz. Gergekten,;
(1) =i+ P (1 P,) (9 -+ 91) (g -+ 4,))

=(p1>D) - (D (1) o (P, D (Lg)) - (L g)) Luqy) - (Log,,)
Burada i=1,....,k i¢in p;, j=1,...,n igin p, elemanlan R, halkasinda indirgenemezler ve
k=1,...,1 igin q,, t=1,...,m i¢in q, elemanlan R, halkasinda indirgenemezlerdir. Bu
taktirde i=1,...,k i¢in (p;,1), j=1,...,n i¢in (p;,1) ve k=1,...,l igin (1,4, ), t=1,...,m
igin (l,q,) elemanlar1 R, @R, direkt toplaminda indirgenemezdirler. Bu durumda
(r,,r,) € R, ® R, elemanmun bir indirgenemez ayrisimim ve bdylece bir U - aynisimim elde
ederiz. Yani TCH1 saglanir. Simdi varsayalim (7, ,7,) € R, ® R, elemaninin
(n>n)=((p1557) s (Pi55)) ((P1581) o (P, 55,))

=((t,q0) - (1,9)) ((t,,4,) -+ (. 9))
seklinde iki U - ayrisimi olsun. Bu taktirde
(7,1) = (1D oo (P D) (87) oo« (1,51 ) ((P1581) - (Pa55,))

=D e (D) Lgr) o (1,g)) (1, 40) - (2 ,9.))



42

(1) =Py e P (P10 2,) 5 (5] 00 57) (84000 8,))

=) @ 1,) (G100 0 (G120 40))
Burada i=1,...,n icin (p;,s;) ve j=l,..m igin (¢,,q j)indirgenemez oldugundan
i=1,...,n igin p, ve s, elemanlarin bazilan ile j=1,...m 'ic;in t; ve q; elemanlarmin
bazilar1 birimsel olmahidirlar. Boylece 1<g<n igin ueR, ve veR, birimsel elemanlar
olmak lizere u=p,...p, ve v=s,,,...5, olarak alabiliriz. Benzer sekilde 1<iZ<m igin
HER, ve weR, birimsel elemanlar olmak iizere u=t,...t, ve w=gq,,,...q, olarak
alabiliriz. Boylece 1<g<n ve 1<h<m i¢in u=p,...p,, p=t,...t, R, halkasinda ve
V=S8,,y 0008, ®=¢q,,,..-q, R, halkasinda birimseller olmak tizere birimselden farkli #, € R,
ve r, € R, elemanlarinin
R=(p1 e P (WD) eee P =t e ) (1 1440) oo t,y)
7y = (87008 ) (5100 (5, V) = (g1 -+ 91) (g, - (9, @ )
seklinde her birisi i¢in iki tane yazilis elde edilir. $imdi bu yaziliglarin 1, € R, ve r, €R,
elemanlari igin U - ayrigimlari olduklarini gésterelim.
(r,1,)€R, ® R, elemanmin U - aynsimindaki non-relevant kisiminda bulunan elemanlar
R, ® R, de indirgenemez olduklarindan i=1,...,k ig¢in p; ve j=1,...,/ igin t; R,
halkasinda, ayrica i =1, ...,k igin s; ve j=1,...,l i¢in ¢ R, halkasinda indirgenemezlerdir.
(n,r,)eR, @R, elemammin relevant kisimindaki elemanlar R, @ R, de indirgenemez,
I<g<n ve I<h<m i¢in u=p,...p,, p=t,...t; R, halkasinda birimsel, v=s5,,,...5,,
®=q,,..-q, R, halkasinda birimsel oldugu dikkate alinirsa 1< g<n ve 1<h<m olmak
izere k=g+1,...,n i¢in p,, c=h+1,...,m igin f, R, halkasinda indirgenemez,
y=1,...g igin s, d=1,...,h igin g, R, halkasinda indirgenemez elde edilir. Son olarak
bir birimsel ile bir indirgenemez elemamin g¢arpimi sonucu elde edilen elemanin da
indirgenemez oldugu goéz oniine alimrsa 7 e€R, ve r,eR, elemanlarmin yukaridaki

yaziligindaki biitiin elemanlarin indirgenemez oldugu gériiliir. Béylece U - ayrigimi taniminin

ilk sart1 saglanir.

Biliyoruz ki i=1,....,k igin (p;,s;) e U ((p,;,8 ) (p,>5,)) ve k=1,...,[ igin
t9.) €U ((¢,q) - (,,9,)) (p1ss1) €U ((pys8) e (p,,5,)) =>3(r,1)eR, OR,

oyle ki (pr,s)(#.0)(p,8) e (p,,8,)=(P1,8) e (P, ,5,) = p €U (py...p,) Ve
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s, €U (s,...s,) oldugu goriiliir. Digerleri de benzer sekilde yapilabilir. Béylece i=1,...,k
icin p;eU (p,...p,) ve s; €U (s,...s,) oldugu goriiliir. Burada 1< g <n igin u=p, ... p,
R, halkasinda, v=s,,,...5, R, halkasinda birimsel oldugundan i=1,....,k igin
pieUup,. -..p,) ve s;eU(s,...s,v) elde edilir. (¢;,q;) € (uj'((tI 2q,) - (2, ,9,)) ifadesi
de benzer sekilde yapilarak k=1,...,/ i¢in ¢, €U (ut,,,...t,) ve q,€U(q,...q,®) elde
edilir. Boylece U - ayrnisimi tamimindaki ikinci gart gergeklenir.

Son olarak j=g+1,...,n igin p,@U((Up,y) - PjoiPjurePn)s i=1l,0008 igin
5; @U (8) e 8;1 8141 -++ (5,v)) oldufunu gdrmeye ¢alisalim. Bunun aksini varsayalim. Burada
1<g<n ig¢in u=p,...p, ve v=s,,...5, oldugunu dikkate alirsak j=g+1,...,n igin
PiC Py Dgore Dia Py ees Py = Pyoos Pgoos Dyoy Py ooe Py Ve P=1,00, 8 dgin

S;A;S) cee S Spyyne Sy aen Sy =) eee 8y Spyeee Sy e0n s, olacak gekilde c;eR ve d;eR,

bulunabilir.

k=1,...,g igin p, birimsel oldugundan p,c, =1, olacak sekilde c, € R; bulunabilir.

Lo Py ssePgees Pjoy Pjay oo Pu =Py CpProve Pgeve PiyDjsyves Py (k=1,....,.g )=

k=1,...,g igin Py €U(Pyeee Pgees Py Py ++- P, ) €lde edilir. Benzer sekilde
r=g+1,...nigin s, €U (8.8, 5, 08,0008, ). oldugu goriiliir.

Bu ifadelerin  hepsini  bir arada  degerlendirirsek j=1,2,..,n igin
P, €U (Pyeee Pgee Pya Py oo Py ) VO i=1,2,000,n iGIN 5, €U (81000 8,154 000 55 0+ 5, ) elde
edilir. Boylece j=1,2,...,n igin (p;,s;)eU ((P158)) e (P55 (P18 a1 ) oo (P15S,))
olur ki bu (r,7)eR, ®R, elemamnin U - aynsim tamm ile gelisir. Bu taktirde aksi
varsayimimiz yanligtir. Boylece j=g+1,..,n igin p, eU((upgy) s P; Do Pu)>
i=1,...,g i¢in 5; @U (8, ... S, 51,y -+ (5, V) ) olmasi gerektigi gortlir. 7, ve r, elemanlarinin
diger carpanlarma ayriligt igin benzer yontem uygulanarak k=h+1,...,m igin

b eU ((Utyy) e tiitiproeety ) VE r=1,....h igin gq,eU(q,..-4,.,9,, +-(q,®))

kosulunun saglandig1 elde edilir. Béylece U - ayrigim1 igin tiglincti sart saglanmig olur. Sonug

olarak
7 =(p) e D) (Wpg) oo )=t oo 1)) ((H130) een )

7y = (8] ee 83) (81000 (5, v)) = (g1 ++- 41 (91 -+ (44 @ )
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yazililar: birimselden farkli # € R, ve r, € R, elemanlarimin iki U - aynigimudir. R, ve R,
TCH olduklarindan n—~g=m—h ve g=h, yani n=m ve uygun bir diizenlemeden sonra
i=g+1,..,nigin p; ve t; ilgili, j=1,...,g igin 5, ve q; ilgili olduklar1 bulunur.
k=1,...,g igin p, ve t, ile k'=g+1,...,n igin s, ve g, ;:lemanlarl birimseller olmak
tizere i=1,...,n i¢in (p;,s;),(t;,q;) elemanlarmm ilgili olduklarint gérelim. j=1,...,g igin
s; ve q; ilgili olduklarim biliyoruz. s, Iq, ve ¢, Isl alalim. Bu taktirde ¢, =s,k, ve
s, =¢,/, oldugu bulunur. p, birimsel oldugundan p,a, =1 olacak sekilde a, elemant
bulunabilir. (1,4,)=(p,a,,s,k)=(p,,s,)(a,,k,)
t, birimsel oldugundan ¢,5, =1 olacak sekilde bir b, elemam bulunabilir.
(1,q)=(by,9) =(,9,) (0. D) =>(t,9,) (0, 1) =(py,5,) (@, k)= (p,5,) | (4,,4,) elde
edilir. (¢,,q,) | (p,,s,) oldugu da benzer sekilde gosterilebilir. Boylece (p,,s,) ve (¢,,4,)
ilgilidir. Digerleri de benzer sekilde yapilarak TCH2’ nin saglandig goriiliir.
Sonug olarak R, © R, direkt toplam1 TCH olma &zelligini saglar.

Sonug 4.2.14 i=1,2,...,n i¢in R; halkalar1 birer TCH ise R, ®...® R_ direkt toplami da
bir TCH yapisina sahiptir.

Ispat Bir onceki teoremden yararlamlarak » lizerine tiimevarim uygulanarak kolayca

ispatlanur.
4.3 Temel Ideal Halkalar

Bu kisimda Once Noetherian halka tanimimi verip bu tamima denk bir kag o6zelligi
inceleyecegiz. Bir temel ideal bolgesinin TCB oldugunu iiglincii boliim igerisinde gormiistik.
Bu béliimde bu ozelligin temel ideal halkasi igin de dogru oldugunu, yani bir temel ideal

halkasinin TCH oldugunu gosterecegiz.

Ideallerin artan zincir kogulunun temel ideal bolgeleri igin saglandigim bir onceki boliimde
gostermistik. Simdi de temel ideal halkalarinin ideallerin artan zincir kosulunu sagladigi

zaman ne gibi 6zelliklere sahip oldugunu inceleyelim.
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Tamm 4.3.1 Ideallerin artan zincir kosulunu saglayan bir R halkasina Noetherian halka

denir.

Tamim 4.3.2 R bir halka olsun. R halkasinin ideallerinin bogtan farkli her kiimesi bir

maximal elemana sahip ise R halkasina ideallerinin maximum kosulunu saglar denir.

Teorem 4.3.3 R bir halka olsun. R ideallerin artan zincir kosulunu saglar <> R ideallerin

maximum kogulunu saglar.

ispat R halkas: ideallerin maximum kosulunu saglasin. Varsayalim R halkas: ideallerin
artan zincir kogulunu saglamasin. Bu taktirde R halkasmn ideallerinin I, cl,cl, c...
seklinde sonsuz bir zinciri vardir. Hipotezden dolay1 {I; | i21} kiimesinin bir maximal
elemam vardir. Bu maximal elemani I, ile gosterelim. Ideallerinin artan zincirinden dolay1
Vi>n igin I,cl, ve I, maximal eleman oldugundan I;c/, oldugu goriiliir. Boylece
Vizn igin I,=1, elde edilir ki bu varsaymmmz ile gelisir. Sonug olarak R halkasinin
ideallerin artan zincir kogulunu sagladig: goriiliir.

Tersine, varsayalim ki R ideallerin artan zincir kogulunu saglasin ve S R halkasimin
ideallerinin bostan farkli bir kiimesi olsun. S#& oldugundan bir I, €S elemam vardir.

Kabul edelim ki $ maximal elemana sahip olmasin. Bu taktirde S kiimesindeki her bir J
ideali igin I I' olacak sekilde birI' € S elemant vardir. S kiimesindeki her bir I ideali igin
bu 6zelligi saglayan bir I’ ideali segelim. Segme aksiyomundan

f:8—>8 . . . o
, seklinde tammlanan bir segme fonksiyonu tamimlanabilir.
I->f)=1
VneN igin f=f, dersek Recursion Teoreminden dolay1 ¢ : N—S 8&yle ki ¢(0)=1, ve
p(n+1)=f(p(n))=¢(n) seklinde tanimlanan bir fonksiyon vardir. Béylece eger 7, €§

elemanin1 @ (n) ile gdsterirsek I,,1,, ... ideallerinin bir serisi vardir 6yle ki I, &1, &1, %...

saglanir. Bu ise hipotez ile geligir. Bdylece varsayimimmiz yanlistir. Yani bogtan farkli §
kiimesinin bir maximal eleman1 olmalidir. Bu ise R halkasinin maximum kosulunu saglamasi

demektir.

Sonug¢ 4.3.4 R degismeli bir halka olsun. Bu taktirde R Noetherian halkadir < R

ideallerin maximum kogulunu saglar.
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Ispat ideallerin artan zincir kosulu ve yukaridaki teorem dikkate alindiginda elde edilir.

Teorem 4.3.5 R degigsmeli bir halka olsun. Bu taktirde R Noetherian halkadir< R

halkasinin her ideali sonlu tiretilmisgtir.

Ispat “=”: I R halkasinn bir ideali ve § I idealinde igerilen sonlu iiretilmis ideallerin
kiimesi olsun. / ideal oldugundan O0e 7 ve (0) ideali sonlu iiretildiginden (0)e S ve S#O
elde edilir. Bu taktirde hipotezden dolay1 § kiimesinin bir C maximal elemani vardir ve C |
sonlu {tretilmistir. Yani ¢,,...,c,€l igin C=(¢,...,c,) dir. Her bel i¢in D,

b,c,,...,c, € elemanlart ile {iretilen 7 idealinde igerilen bir ideal olsun. Bu taktirde D, € §

ve C=(¢,...,c,) c(b,c,,...,c,)=D, olur. C ideali S kiimesinin maximal elemam ve
D,eS oldugundan D, cC ve boylece Vbel i¢in D,=C elde edilir. Vbel igin

be D, =C oldugundan I c C ve C ideali I ’da igerildiginden Cc I dir. Boylece I=C ve

I idealinin sonlu iiretilmis oldugu elde edilir.

“«=": Tersine R halkasinin her ideali sonlu iiretildiginde R halkasinin Noetherian oldugunu
goésterelim. R halkasinin ideallerinin I, <], c..., seklinde keyfi bir artan zincirini dikkate

alalim. Eger bu artan zincirin sonlu oldugunu gosterebilirsek ispat tamamlamir. Simdi Bu

ideallerin birlesimini géz oniine alalim. J = U I; olmak iizere J nin R halkasinin bir ideali
izl

oldugu kolayca gosterilebilir. Hipotezden dolay: J ideali sonlu iretilmistir. J=(a,,...,q;)
olsun. i=1,2,...,k igin a; elemanlant bazi I; (j=1) ideallerinin elemanlaridir. Boylece
dneN oyle ki i=1,2,...,k i¢in a,el, elde edilirr i=1,2,...,k igin

a,eJ=>a,el, =>Jcl, ve J=U I; oldugundan neN igin I, cJ bulunur. Boylece
jz2l

J=1I, oldugu goriilir. V j>n icin ideallerin artan zincirinden dolay1 I, cl; ve

J =U I, =I, oldugundan dolay:r /;c/, elde edilir. Bdylece V j2n igin /,=1, olup

izl
ideallerin artan zincirinin sonlu oldugu bulunur. Sonug olarak R halkasinin Noetherian

oldugu goriiliir.

Tanim 4.3.6 R bir temel ideal halkasi olsun. Eger R halkasinmin sadece bir tane P (# R) asal

ideali var ve bu P asal ideali nilpotent (yani 3meN" dyleki P™ =(0) ) ise R halkasina
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special temel ideal halkasi denir.

Teorem 4.3.7 Her temel ideal halkasi temel ideal bolgelerinin ve special temel ideal

halkalarinin direkt toplami olarak yazilabilir.
ispat Zariski ve Samuel, (1958)
Teorem 4.3.8 Her temel ideal halkasi ideallerin artan zincir kogulunu saglar.

Ispat Uglincii boliimde temel ideal bolgeleri igin yapilan ispata (Teorem 3.2.4) benzer sekilde

kolayca gosterilebilir.
Teorem 4.3.9 R bir special temel ideal halkasi ise bir TCH dur.

Ispat Indirgenemez ayrigimi olmayan birimselden farkl1 elemanlar ile tiretilmis temel idealleri
dikkate alalim. R bir temel ideal halkasi oldugundan bir Noetherian halkadir. Boylece

yukarida sozii edilen ideallerin kiimesinin bir maximal eleman1 vardir. Bu maximal elemani a
indirgecnemez olmamak iizere (a) ile gosterelim. a indirgenemez olmadigindan «
elemanimin a=aga,...a, seklindeki bir garpanlarina aynhis1 igin a higbir a; (i=1,2,...n)

elemanint bélmez. Buradan Vi=1,2,...,n igin (@) & (a;) bulunur. (@) maximal oldugundan

Vi=1,2,...,n i¢in q; elemanlarimn indirgenemez ayrigimlari vardir. Boylece a elemaninin
da bir indirgenemez ayrisimi bulunur. Fakat bu bir geliskidir. Buradan birimselden farkli her
elemanin bir indirgenemez ayrigimi oldugu goriiliir.

Simdi P R halkasinin, m>0 en kiigiik tamsay1 olmak iizere, P" =(0) 6zelligini saglayan
tek asal ideali olsun. Eger m=1 ise P=(0) ve P tek oldugundan R bir cisim olmalidir.
Buradan da bir TCH oldugu elde edilir ve ispat tamamlanir. $imdi m >1 olsun. R bir temel
ideal halkasi ve P ideal oldugundan P=(a) olacak sekilde a¢eR vardir. r¢(a) ise r
birimseldir. Gergekten; eger » birimsel olmasa () bir maximal idealde igerilir. (r) idealini
iceren maximal ideal ayni zamanda asaldir. R halkasmnin tek asal ideali P oldugundan bu
asal olan maximal ideal P olmalidir. Boylece re€ P=(a) elde edilir ki bu bir geliskidir.
Ayrica burada ilgililik haric @ € R elemami P=(a) ozelligini saglayan tek indirgenemezdir.
Gergekten; a ve B ilgili olmamak iizere feR bu kosulu saglayan bagka bir indirgenemez.

olsun. A birimselden farkli oldugundan fe(a) dir. Bu taktirde f=ra olacak sekilde
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r€ R elemam vardir. £ indirgenemez oldugundan g =ra seklindeki garpanlarina ayriligi
i¢in £ carpanlardan birini béler. # ve « ilgili olmadigindan »= s olacak sekilde bir se R
vardir. Buradan S=ra = fsa= f(1-sa)=0 elde edilir.

1=1-0=1-(sa)" =(1-sa)(1+sa+ ...+ (sa)™") seklinde iyazabiliriz. Buradan 1-sa
birimsel elde edilir. f(1-sa)=0 ve 1-sa birimsel oldufundan F=0 elde edilir. g
indirgenemez ve =0 ise R bir tamlik bélgesidir. Bu ise m>1 oldugundan bir geliskidir.
Béylece birimselden farkli her »€ R elemam u birimsel ve 0 <k <m olmak iizere r =ua*
seklinde bir yaziliga sahiptir. Burada & tektir. Gergekten; e§er O<k < /<m olmak iizere

=I+k+m

r=ua® =va' ise (v birimsel ) a =0 elde edilir. Bu ise —/+k+m <m oldugundan
m’ nin en kiigiik tamsay1 olmasi ile ¢elisir. Béylece u birimsel ve 0 <k <m olmak iizere her
reR elemam r=ua* seklinde tek tiirlii yazilisa sahiptir. Buradan birimselden farkli her
reR elemaninn r=( )(@a)a...a)=( )((ua)a*') seklinde tek tiirli bir U-
ayrigimina sahip oldugu goriliir. Ayrica i=1,2, ...,/ igin p; elemanlar indirgenemez olmak

tizere 0=(p|... p;)(a@™) seklinde bir U- ayrigimina sahiptir. Sonug olarak VO0#reR

elemaninin ve sifir elemaninin tek tiirlii U - ayrisimlart elde edilir. Buradan R halkasinin

TCH oldugu goriiliir.
Sonug 4.3.10 Her temel ideal halkas1 TCH dir.
Ispat Teorem 4.3.7 Teorem 4.3.9 ve Teorem 4.2.13 den kolayca elde edilir.

Ornek 4.3.11

1. Z tamsayilar halkasinin temel ideal halkas1 oldugu biliniyor. Béylece Sonug 4.3.10. dan
dolay1 Z bir TCH dir. Ayrica Z&® Z direkt toplami1 da Teorem 4.2.13 den dolay: bir TCH dur.
Burada Z®Z bir tamhk bolgesi degildir. Gergekten; (2,0)#(0,0) ve (0,3)#(0,0)
elemanlari Z @ Z direkt toplaminin sifirdan farkl iki eleman ve (2,0)(0,3)=(0,0) dir.

2. n>0 olmak iizere Z , bir temel ideal halkasidr.
RYAS Y/

x—>(p(x)=)_c=x+<n>
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seklinde tamimlanan doniigiimiin bir 6rten halka homomorfizmasi oldugu kolayca
gosterilebilir. Simdi J, Z, halkasinda bir ideal olsun. ked icin @ orten oldugundan
@ (k)=k olacak sekilde keZ vardir. J Z, halkasinda bir ideal ve ¢ &rten halka
homomorfizmasi oldugundan ¢~' (J) Z tamsayilar halkas:mda bir idealdir. Boylece

@' (J) =<s> olacak sekilde seZ vardir. p(k)=keJ=>kep'(J)=<s>=>k=ts

olacak  sekilde te€Z vardirr Bunu ¢  doniisiminde yerine yazarsak
(k) = p(t)p(s) =tse<s>=>JcC<s> ve se<s>=¢>“(J):>¢(s)=§eJ:><E>cJ
oldugundan J =< s > elde edilir. Béylece 7 >0 olmak iizere Z , bir temel ideal halkasidur.

Simdi 4>0 oldugundan Z, bir temel ideal halkasidir. Sonug 4.3.10 dan dolay:1 Z, bir TCH
dir. Ustelik Z, sifir bslenli oldugundan tamlik bdlgesi degildir.

4.4 Pseudo-Bolgeler
Burada Pseudo-Bélge tanimut verilip baz1 6zellikleri incelenecektir.

Tanim 4.4.1 R bir halka olsun. VO#reR igin U (r) birimsellerin sinifi (yani
U (r) =U(R)) ise R halkasina Pseudo-Bélge denir.

Teorem 4.4.2 (z) p € R indirgenemez eleman olsun. Eger ¢ I p iseya p ve q ilgilidir ya da
g e U(p) dir.

(if) Bir Pseudo-Bélgede bir indirgenemez elemanin ilgilisi de indirgenemezdir.

ispat (i) p indirgenemez eleman olmak iizere g | p olsun. Bu taktirde p=gqr olacak
sekilde r € R vardir. Indirgenemez eleman tanimina gore ya ¢ = pq’ veya r = pr' olmahdir.
Eger g = pq'ise p |q ve béylece de p ve g elemanlarnnin ilgili oldugu elde edilir.Eger

r=pr'ise p=qpr' = qr'p=p = qeU(p) elde edilir.

(ii) R Pseudo-Bélge ve p e R indirgenemez eleman olmak iizere g l p ve plq olsun.
g|p=3seR dyleki p=sq, p|q=3teR byleki g =1p elde edilir. g =1p ve p=sq

oldugundan ¢ elemaninin indirgenemez eleman tanimini sagladig goriiliir.
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Not TCH olan bir Pseudo-Bolgesini TCPB ile gésterecegiz.

Teorem 4.4.3 (i) Her TCPB ilgililik harig kesinlikle bir sifir bslen indirgenemez eleman

igerir. ( Sifir bdlen indirgenemez sifir bolen olan bir indirgenemez elemandir.)

(i') Tek sifir bolen indirgenemez elemani sifirdan farkli olan her TCPB bir regular

indirgenemez eleman igermez.

ispat (i) Varsayalim R ilgili olmayan iki sifir bolen indirgenemez eleman igersin. Bunlar
g #0 olmak iizere p ve g olsun. Bu taktirde ap =0=>5q olacak sekildle 0=aec R ve
0#be R elemanlart vardir. Eger p=0 ise R bir tamhk bélgesidir ve buradan da ¢ =0
bulunur. Bu ise geligkidir. Simdi p#0 igin ap=0=bg olsun. R TCH oldugundan
O0#aeR ve 0#beR elemanlarinin indirgenemez ayrigimlari vardir. Bunlar a =a, ... a, ve
b=b,...b, seklinde olsun. Bdylece ap=a,...q,p=0=b,...b,g=bqg oldugundan
0=C(...... Wa,...a;p) =(oereen... )(b, ... b,q) alabiliriz. Bu yazihig sifir elemaninin iki tane U -
ayrigtimdir. TCH2 kosulundan dolay1 p ve b, ilgilidir diyebiliriz ve boylece « birimsel
eleman igin b, = pu alabiliriz. Bu taktirde 0=(......... )b, ..., pq) elde edilir ( Burada u
birimsel eleman: ilk parantez igerisine alindi.). Simdi p ve ¢’ nun ilgili elemanlarim bir
araya toplayarak yazarsak r,s >0, i=1,...,g igin ¢; elemanlant p ve ¢’ nun ilgilileri degil

ve ¢; elemanlan indirgenemez olmak {izere 0=(.......... Xp'q’c...c,) yazanz. Boylece

0=p"(p-(pP—9q'c...c.)) elde edilir. Bu yazihsta p—g'c,...c, birimselden farklidir.

g
Gergekten;  varsayalim  u«  birimsel olmak iizere p-g¢’ci...c,=u  olsun.
O0=p"(p~(P-9°c,...c,))=>0= M -p (p-9qc... c)= p"™' = p"u bulunur. Buradan
pu'p’ =p" = peU(p") oldugu goriiliir. p” #0 ve R’ nin Pseudo-Bolge oldugu dikkate
alimrsa p elemaninin birimsel oldugu bulunur ki bu p * nin indirgenemez olmasu ile gelisir.
Béoylece p-¢ic,...c

. Dirimselden farklidir. Bu durumda bir indirgenemez ayrngimi

vardir. p—q’c,...c, = d,...d, bu elemanin indirgenemez ayrigimi olsun. Bdoylece
0=p"(p—(p-q°c,...c,)) = p"' = p'd,...d, elde edilir. Buradan sifir elemaninmn iki U -
ayrisgimi elde edili. R TCH oldugundan pve d, ilgilidir. Burada R halkasinin Pseudo-
Bolge oldugu dikkate alirsa r birimsel olmak iizere d, = pr oldugu goriilir.

p-q'c...c,=d,...d, =prd,...d, > q’c ...c, = p(l-rd,...d})
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pt=pd..d, =>p"=ppd,.d =pt=ptrd,..d, =>d,..d eUp") ve
p™ #0 ile R halkasinin Pseudo-Bélge oldugu goz oniine alinrsa d,...d, elemaninin
birimsel oldugu bulunur. Boylece rd,...d, birimsel elde edilir. Bunu v ile gdsterirsek
q’c,...c, = p(1-v) elde edilir. Burada sol taraf sifir olmadigindan 1-v # 0 oldugu goriiliir.
Baoylece p ¢ U(1-v)olur. Gergekten; efer peU(1—-v) olsa 1-v#0 ve R Pseudo-Bolge
oldugundan p birimsel elde edilir. Bu ise p elemaninin indirgenemez olmasi ile gelisir.
g’cy...c, = p(l-v) ifadesini U- aynsiminda kullamrsak p ¢’ nun ilgilisi veya
di=12,...,n 6yleki ¢’ nin ilgilisidir. Béylece R hélkasmda ilgililik hari¢ en fazla bir sifir

bolen indirgenemez vardir. Sifir elemanit bir sifir bélen igermesi zorunlu olan bir

indirgenemez ayrisima sahip oldugundan ispat biter.

(iz') (z')’ den dolay1 bir TCPB de sifir elemaninin & tek sifir bolen indirgenemez olmak tizere
0=(p,... p;)(@™) seklinde bir U - ayrigimina sahip oldugu goriilmektedir. Simdi varsayalim
p € R regular ( Bir R halkasinda sifir bélen olmayan bir elemana regular eleman denir.)
indirgenemez eleman olsun. Burada p+a birimselden farklidir. Gergekten; hipotezden

dolay1 a#0 ve p=#0 dir. Eger u Dbirimsel olmak iizere p+a=u ise

m-1

(p+a)a™ =ua™" = pa"' +a” =ua™" = pa"' =ua"™ = pu”'a" =a"" =

peU(a™") elde edilir. ™ #0 ve R Pseudo-Bolge oldugundan p birimsel olur ki bu bir
celiskidir. Béylece p+a birimselden farklidir. Bu taktirde p+a elemamnin bir
indirgenemez ayrigimi vardr. p+a=gq,...q, indirgenemez ayrigim olsun. Buradan
(p+a)a™ =q,...q,a"" = pa™' =¢q,...q,a™" elde edilir. Simdi her iki tarafin U -
ayrisimin dikkate alirsak p ve g, elemanlarimn ilgili olduklarini sSyleyebiliriz. Buradan
q,|p ve p|q, oldugunu sdyleriz. ¢, | p = p=gq;t ve p|q, = ¢, = ps olur. Boylece
q, = q,ts = s € U(gq,) bulunur. R Pseudo-Bolge ve ¢, # 0 oldugu dikkate alinirsa s € U(R)
elde  edilir. s birimsel  olmak lizere q, = ps yazabiliriz.  Bdylece
PHA=(q g, > p+A=pSqyenq, =>p | psq, «.q,=pt+a

p l—p =p | p+ta-p=pla elde ediiir. Teorem 4.4.2 (i) den dolay1 p ve a ilgilidir. «
sifir bolen oldugundan dolay1 p elemam da sifir bolen olur. Bu ise p elemaninin regular

indirgenemez olmasi ile gelisir.
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Tamm 4.4.4 R bir halka ve p € R birimselden farkli bir eleman olsun. a,b € R igin p l ab

oldugunda p |a veya p [b elde ediliyorsa p € R elemanina asaldir denir.
Teorem 4.4.5 R bir halka olsun. R halkasinda her asal eleman fndirgenemezdir.

Ispat pe R birimselden farkhi eleman ve a,beR i¢in p=ab, peR elemaninin bir
carpanlarina ayrilisi olsun. p | p=ab ve p asal oldugundan p la veya p ]b dir.
pvl a=>a=pk, p ] b = b = pt bulunur. Béylece p =ab seklindeki bir ¢arpanlarina ayrilisi

icin p elemamn igeren bir refinement’ e sahip oldugu goriiliir. Bu durumda pe R asal

elemaninin indirgenemez oldugu elde edilir.
Teorem 4.4.6 R bir halka olsun. R halkasinda bir asal elemanin ilgilisi de asal elemandir.

Ispat p e R birimselden farkhi elemani asal ve g€ R, p elemaninin bir ilgilisi olsun. Bu
taktirde ¢ |p ve p|q olur. Varsayahm a,beR igin g|ab olsun. p|q ve g¢|ab
oldugundan p |ab oldugu gériiliir. p asal eleman oldugundan p |a veya p |b elde edilir.

Burada ¢ | p oldugu dikkate alinirsa g l a veya ¢ |b oldugu bulunur. Béylece g¢geR

elemaninin asal oldugu elde edilir.

Teorem 4.4.3 TCH2 kosulu yerine her indirgenemez elemanin asal oldugu ifadesi kullanilarak

verilebilir. Ispati Teorem 4.4.3’ e benzer sekilde yapilabilir.

Teorem 4.4.7 Varsayalim R halkasi, birimselden farkli her elemanin bir indirgenemez
ayristmi mevcut ve her indirgenemezin asal oldugu bir Pseudo-Bolge olsun. Bu taktirde R
ilgililik harig kesinlikle bir sifir bolen indirgenemez igerir. Eger bu eleman sifirdan farkl ise

R halkast bir regular indirgenemez eleman igermez.

Ispat Teorem 4.4.3 de TCH2 kosulu yerine her indirgenemez elemanin asal olma hipotezi

kullanilarak benzer sekilde elde edilir.

Teorem 4.4.8 R halkasi, birimselden farkli her elemanin bir indirgenemez ayrigimi bulunan
bir Pseudo-Bélge olsun. Bu taktirde R bir TCH dir & R halkasinda her indirgenemez

eleman asaldir.
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Ispat Varsayalim R bir TCH olsun. Teorem 4.4.3 (z) den dolay1 R kesinlikle bir sifir bélen
indirgenemez a elemanini igerir. Eger o =0 ise R bir tamhk bolgesidir ve buradan bir TCB
dir. Bu taktirde de her indirgenemez eleman asaldir. Simdi varsayalim a # 0 olsun. Bu
taktirde Teorem 4.4.3(ii) den dolayr R halkasinda olan her regular eleman birimseldir.
Béylece a elemamt R halkasinin birimselden farkli her elemamni bdler. Yani Vre R

birimselden farkli olmak {izere () c () dir. Aksi olsa, yani s € R birimselden farkli elemani
icin (@)c(s) olsa idi s |a ve «a sifir bolen oldugundan s regular eleman, boylece s

birimscl clde cdilir. Bu isc s € R elemaminin birimselden farkl olmast ile g¢elisir. Boyleee
() maximal idealdir. Her maximal ideal asal oldugundan («) asal idealdir. Béylece o asal
elemandir.

Tersine varsayalim her indirgenemez eleman asal olsun. Teorem 4.4.7 den dolay1 R
kesinlikle bir sifir bolen indirgenemez a elemanim igerir. E§er ¢ =0 ise R bir tamhk
bolgesidir ve boylece R halkasinin bir TCH oldugu goriiltir. Eger @ # 0 ise R halkasinin her
eleman1 u birimsel olmak iizere ua® seklinde ifade edilebilir. Ciinkii  tek sifir bolen
indirgenemezdir. Sifir elemaninin bir tek tiirlii ¢arpanlarina ayriliga sahip oldugu agikur.

Varsayalim sifirdan farkli » € R elemaninin u,v birimseller ve %>/ olmak iizere

r=ua® =va' seklinde iki tane garpanlarina ayrilist olsun. k =+ (k—1) dir. s € R elemam

3

v’ nin tersi olmak iizere ausa*’ =a' =>ausa*"'a' =a' > aclU(@') ve a'#0
oldugundan « birimsel olur. Bu ise @ elemaninin indirgenemez olmas ile gelisir. Benzer
sekilde k <! iginde yapilabilir. Boylece k =/ ve r € R elemantnin tek tiirlii ¢arpanlarina

ayrilisa sahip oldugu bulunur ve R halkasmin bir TCH oldugu goriiliir.
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5 SIFIR BOLENLI, DEGISMELI ve BiRIMLI HALKALARDA iLGILILiK ve
INDIRGENEMEZLIK KAVRAMLARI

5.1 Girig

Bu boliimde iki elemamn ilgili olmasi tanimlar, bu tanimlari kullanarak elde edilen
indirgenemez eleman kavramlarini ve bunlar arsindaki bagintilar1 inceleyecegiz. Daha ileri
olarak indirgenemez eleman kavrami temel idealler kullanilarak ifade edilmeye galigilacaktir.
En son olarak indirgenemez eleman kavramlarmin degismeli, birimli ve sifir bélenli

halkalarin direkt ¢arpimlarinda ne gibi dzelliklere sahip oldugu incelenecektir.

5.2 ilgililik Tanimlar

D bir tamlik bélgesi olmak tizere a,b e D igin a |b ve b | a ise a ve b elemanlarina ilgili

denildigini ve bunun U(D), D tamlik bélgesinin birimsel elemanlarinin kiimesi olmak {izere

ueU(D) i¢in a=ub ifadesine denk oldugunu ikinci béliimde sdylemigtik. Bu ifadelere

denk olarak asagidaki teorem verilebilir.
Teorem 5.2.1 D tamlik bdlgesi ve a,b € D olsun. a |b ve b | a & (a)=(b) dir.

Ispat Ikinci boliimde verilen tanmim ve teoremler kullanilarak kolayca yapilir.

Ayrnica sifirdan ve birimselden farkh ae D elemam igin a =bc oldugunda b veya ¢
birimsel oluyor ise a elemanina indirgenemez eleman (veya atom) denildigini yine ikinci

béliimde belirtmistik. Simdi bu tanima denk olan bir ifade verelim.

Teorem 5.2.2 D tamlik bolgesi ve a € D sifirdan ve birimselden farkl: bir eleman olsun. Bu
taktirde @ € D indirgenemezdir <> a =bc oldugunda b veya c¢ elemanlart a elemaninin

ilgilisidir.

fspat “=: Sifirdan ve birimselden farkli a € D igin a =bc olsun. Hipotezden dolay1 b

veya c¢ birimseldir. b€ D birimsel olsun. a=bc:>c|a olur. b birimsel oldugundan

bt =1,, olacak sekilde ¢ € D vardir. a=bc = ta=thc=>ta=c=>a|c elde edilir. Béylece
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b birimsel oldugunda a ve ¢ elemanlarinn ilgili oldugu bulunur. ¢ birimsel alimrsa benzer

sekilde yapilarak a ve b elemanlarinin ilgili oldugu elde edilir.

“«": Birimselden ve sifirdan farkli a € D igin a = bc olsun. Hipotezden dolayi (a |b ve
b|a) veya (a|c ve c|a) oldupu goriilir. Buradan (a)=(b) veya (a)=(c) elde edilir.
Eger (a) = (b) ise ¢ € D birimseldir. Gergekten; aksini varsayalim, yani ¢ birimsel olmasin.
Bu taktirde (a) = (bc) = (b)(c)  (b) = (a) < (b) olur ki bu bir geligkidir. Béylece (a)=(b)
oldugunda ¢ elemamnin birimsel oldugu elde edilir. Eger (a)=(c) ise benzer islemler

yapilarak b elemanimn birimsel oldugu bulunur. Bu taktirde a € D elemaninin indirgenemez

(veya atom) oldugu gériiliir.

Simdi indirgenemez eleman tamimini temel ideal kavramindan yararlanarak agiklamaya

¢alisalim. Bunun i¢in agagidaki teoremi verelim

Teorem 5.2.3 D tamlik bolgesi ve a € D sifirdan, birimselden farkli bir eleman olsun. Bu
taktirde a € D indirgenemezdir < (a) temel ideali D tamlik bolgesinin 6z temel idealler

kiimesinin maximal elemanidir.

Ispat “=": Aksini varsayalim. Yani (a) S (b)) & D olacak sekilde bir (b) 6z temel ideali
bulunsun. a € (a) < (b) = a = be olacak sekilde bir ¢ € D vardir. Hipotezden dolay1 b veya
¢ birimseldir. 5 birimsel ise (b)=D elde edilir. ¢ birimsel ise a |6 ve b|a bulunur ki

buradan (a)=(b) oldugu goriiliir. Her iki durumda da bir geliski elde edilir. Aksi

varsayiminz yanhstir. Boylece (¢) D tamlik bélgesinin 6z temel idealler kiimesinin

maximal elemanidir.

“«=": Sifirdan ve birimselden farkli ae D igin a=bc olsun. (a)=(bc)=(b)(c)< (b)
oldugu goriiliir. Hipotezden dolay1 (a) = (b) veya (b) =D oldugu goriiliir. (a)=(b) ise ¢
birimsel, (b)=D ise b birimseldir. Bylece a =bc oldugunda b veya c¢ birimseldir.

Buradan a € D elemaninin indirgenemez oldugu elde edilir.

Buraya kadar tamlik bolgeleri ile ilgili bazi 6zellikleri ele aldik. Simdi R degismeli ve birimli

bir halka, R" =R \{0} ve R’ nin birimsellerinin kiimesi U(R) olsun. Esas tammimiza
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gegmeden 6nce bazi hatirlatmalarda bulunalim.

Tamm 5.2.4 R birimli ve degigmeli bir halka olsun.

(i) a,b,c € R igin b = ac oluyorise a, b elemamm boler denir ve a |5 ile gosterilir.

(i) a|b= (b) c(a) du.

(iii) a € R igin (a) ideali asal ise @ asal elemandir yada a,b,c€ R igin a | bc oldugunda

a |b veya a Ic saglaniyor ise a’ ya asaldir denir.

Tanim 5.2.5 R birimli ve degismeli bir halka ve a,b € R olsun.
(i) a|b ve b|a ise (yani (a)=(b) ise) a ve b elemanlarina ilgilidir denir ve a~b ile
gosterilir.
(ii) Bir u € U(R) igin a = ub seklinde yazilabiliyor ise a ve b elemanlarina kuvvetli ilgilidir
denir ve a =~ b ile gosterilir.
(iii) 1) a ~ b dir.

2)yaa=b=0diryadaa=#0vea=rb=>reU(R) di.

1) ve 2) kosullar: saglaniyor ise a ve b elemanlarina gok kuvvetli ilgilidir denir ve a = b ile

gosterilir.

Teorem 5.2.6 R degigsmeli, birimli bir halka ve a,beR olsun. Bu taktirde

az=h=>a~b=a~>b drr.

ispat a=b olsun. a=0= ueU(R) i¢in 0=u0 yazabiliriz. a#0 ve a=rb olsun.

Hipotezden dolay1 » € U(R) oldugundan a ~ b elde edilir.
Simdi a~ b olsun. Bu taktirde a =ub olacak sekilde bir u € U(R) vardir. Boylece b | a
bulunur. #eU(R) oldugundan wuv=1, olacak sekildle bir veR vardir.

a=ub=>va=vub=>va=b=>a | b elde edilir. Sonug olarak a ~ b oldugu goriiliir.

Teorem 5.2.7 Degismeli ve birimli bir R halkasinda tamimlanan ilgililik ve kuvvetli ilgililik

bagintilar1 birer denklik bagintilaridir.

Ispat 1k 6nce ilgililik bagintisim ele alalim.
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() ala ve a|a saglandiindan a~a oldugu gorilir. Yani “~” yansima zelligini
gergekler.

(i) a~b olsun. Bu taktirde a |6 ve b|a dir. Buradan b‘|a ve a|b oldugu goriiliir.
Béylece b ~ a elde edilir. “~” simetri 6zelligini saglar. ‘h

(iii) a~b ve b~c olsun. Bu taktirde (a |5 ve b|a) ve (b]c ve c|b) dir. Buradan « | ¢
ve ¢ | a elde edilir. Yani a ~ ¢ olur. “~” gegisme 6zelligini saglar.

(i), (i), (iii) den dolay1 “~” bagntis1 bir denklik bagintisidir.

Simdide kuvvetli ilgililik bagintisinin denklik bagintist oldugunu gérelim.

(i) a=1,a ve l, e U(R) oldugundan a = a dir. “~” bagintis1 yansima 6zelligini saglar.

(ii) a ~ b olsun. Bu taktirde a =ub olacak sekilde bir u € U(R) eleman1 vardir. u”'a=b ve
u”' e U(R) oldugundan b ~ a elde edilir. “~ bagintisinin simetrik oldugu gériiliir.

(iii)) a~b ve bmc olsun. Bu taktirdle a=ub ve b=vc olacak sekilde
u,v e U(R) elemanlan vardir. a =ub =u(vc) =(uv)c ve uve U(R) oldugundan a =~c elde
edilir. “~” gegisme Szelligini gergekler.

(i), (), (i) den dolay1 “~” bagintis1 bir denklik bagintisidr.

Tamim 5.2.8 ( R, . ) monoid ve “~” R halkasinda bir baginti olsun. “~” bir denklik
bagintist ve 0#ce R igin a~b = ca~ cb 6zelligi saglaniyor ise “~” bagntisina ( R, . )

monoidi tizerinde kongriianstir denir.

Teorem 5.2.9 ( R, . ) monoidi iizerinde ilgililik ve kuvvetli ilgililik bagintilart birer

kongriianstirlar.

Ispat Teorem 5.2.7 de ilgililik ve kuvvetli ilgililik bagintilarinin denklik bagintilar
oldugunu gosterdik. Simdi a~b olsun. Béylece a lb ve bla dir. Buradan b=ad ve

a = bs olacak sekilde d,s € R elemanlar1 vardir. Buradan b—ad =0 ve a—bs=0 elde

edilir. 1ki esitligin her iki tarafim 0#£ceR ile carpalim. Bu taktirde
¢b—cad =0= cb=cad = ca | cb ve ca-cbs=0=ca=chs=>ch | ca elde edilir.

Boylece a~b=>ca~cb oldugu gorilir. .Simdi a=b olsun. Boylece a=ub olacak

sekilde bir u € U(R) elemam vardir. Buradan a—ub=0 elde edilir.
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Her iki tarafi 0#ce R ile garpalim. Bu taktirde ca—cub=0= ca=uchb = ca~ch elde
edilir.

Boylece “~” ve “~” bagintilar1 ( R, .) monoidi iizerinde kongriians olma 6zelligini saglarlar.

Not (i) Cok kuvvetli ilgililik bagintis1 R halkasinda bir denklik bagintist degildir. Gergekten;

e # 0,1 olmak iizere R halkasinda bir idempotent eleman (yani e’ =e)ise e#0 ve e=ee

fakat e ¢ U(R) oldugundan e % e elde edilir. Boylece gok kuvvetli ilgililik bagintis1 yansima

Ozelligin saglamaz. Bu taktirde “= " bagmntist bir denklik bagintis1 degildir.

(i) a=aise a=0 veya a#0 ve a=ra=>recU(R) dir. Burada a ~ a oldugu agiktir.

Teorem 5.2.10 R birimli ve degismeli bir halka olsun. R halkasinda “=” bagintisi

yansimalidir <& x,ye R igin x=xy = x=0 veya y e U(R) dir.

ispat “=”:x,ye R igin x=xy olsun Hipotezden “=" bagmntisi yansimali oldugundan
x=0 veya x#0 ve x=xy = y e U(R) elde edilir. x=0 ise ispat tamam. Simdi x# 0 ve
x =xy = y € U(R) elde edilir.

“e=: “~” bir denklik bagintisi oldugundan x ~ x oldugu agiktir. Eger x=0 ise ispat
tamamdir. Simdi x#0 ve x=xy olsun. Hipotezden dolayr y e U(R) dir. Boylece x = x

elde edilir. Yani “= " bagintis1 yansimalidir.

Tammm 5.2.11 R degismeli, birimli bir halka ve x,yeR igin x=xy=>x=0 veya

y € U(R) olsun. Bu 6zelligi saglayan R halkasina présimplifiable denir.

Dérdiincii boliimde Fletcher’ in degismeli ve birimli halkalar i¢in verdigi tamimlarin bazilarin
incelemistik. Ayrica Fletcher degismeli ve birimli halkalarda présimplifiable olma 6zelligine
denk bir kogulu saglayan halkalarla da ilgilenmistir. Yine dordiincii béliimden biliyoruz ki
0#reR elemanmnin U- sinift U(r)={feRrR | 3 yeR &yle ki SByr=r} seklindedir.
Bunu su sekilde ifade edebiliriz U(r)={F R | B(r)=(r)}. Her zaman U(R)c U(r)
oldugu gosterilebilir. Ayrica dordiincii bsliim igerisinde gérdiik ki; birimli ve degismeli bir R

halkasinda VO # r € R igin U(R) = U(r) oluyorsa R halkasina Pseudo-Bélge denir.
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Teorem 5.2.12 R birimli ve degigmeli bir halka olsun. 027 € R igin r =r < U(R)=U(r)
dir.

Ispat “=”:U(R) cU(r) her zaman saglanir. Simdi x € U(r) olsun. Bu taktirde xyr=r
olacak sekilde y € R eleman vardir. » # 0 oldugundan hipotezden dolay1 xy € U(R) oldugu
goriiliir. Boylece x e U(R) elde edilir. Yani U(r) c U(R) dir. Sonug olarak U(R)=U(r)

oldugu elde edilir.

¢ 0,

<=": r ~r oldugu agtktir. 0 # r igin » = ar olsun. » = al,r seklinde yazabiliriz. Buradan

a € U(r)=U(R) oldugu goriiliir. Boylece r = r elde edilir.

Sonug 5.2.13 R birimli ve degismeli bir halka olsun. Bu taktirde R Pseudo-Bolgedir & R
présimplifiable dir.

Ispat R Pseudo-Bolge olsun. Bu taktirde U(R)=U(#) dir. Yukaridaki teoremden dolayi

0#r igin r=r olur. Buradan »r#0 ve r=ar oldugunda aeU(R) oldugu yani R

halkasinin présimplifiable oldugu elde edilir.

Tersine R présimplifiable olsun. Bu taktirde 0 # r igin » = » = U(R) = U(r) oldugundan R
halkas1 bir Pseudo-Bdélgedir.

Simdi “=” bagintisinin hangi kosullar altinda bir denklik bagintist oldugunu inceleyelim.

Teorem 5.2.14 R degismeli ve birimli bir halka olsun.
(1) a,beR igin a=b=>b=a dir. Yani “=" simetriktir.
(2) a,b,ceR igin az=b ve b~c=>a=c dir. Yani “=” gegislidir. Eger a=a ve
a~b= a=b saglanir.
(3) Asagidaki kosullar denktir.
(i) “=" bagintis1 ( R, .) monoidinde bir kongriiansdir.
(ii) “=” bagintis1 R halkasinda bir denklik bagintisidir.
(i#i) “=" bagintis1 R halkasinda yansimalidur.
(iv) “ “x” “=” bagintilart R halkasinda ¢akigirlar.

(v) R halkas: présimplifiabledir.
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ispat (1) Varsayalim a =& olsun. Bu taktirde a ile b ilgilidir ve bdylece b~ a elde edilir.
a=0 ise a=b=0 oldugundan b= a bulunur. Simdi varsayalim a+#0 ve b=sa olsun.
s e U(R) oldugunu gosterirsek ispat biter. a ~b = a | b veb | a dir. b | a = a =tb olacak
sekilde # e R vardir. Buradan a =tb =t(sa) = (ts)a = (ts)tb :>.;a = (tst)b elde edilir. a#0

ve a=b oldugundan st € U(R) olmalidir. Buradan s € U(R) elde edilir. Béylece b=a

olup “=” simetriktir.

(2) Varsayalim a = b veb ~ ¢ olsun. Buradan a ~ b, b~ ¢ ve “~” gegisli oldugundan a ~ ¢

eldeedilir. a=0 ise a=b=c=0 olur ve ispat tamamlanir. $imdi a # 0 ve a =rc olsun.
b~c=b|c ve c|b oldugu biliniyor. b | c=> ¢ =sb olacak sekilde s € R vardir. Buradan
a =rc=(rs)b oldugu goriilir. a#0 ve a=>b oldugundan rs € U(R) olmalidir. Béylece

r €e U(R) elde edilir. Buradan a = ¢ oldugu yani “=” bagintisinin gegismeli oldugu goriiliir.

Eger a = a ve a ~ b ise ispatin birinci kismindan dolay1 a = b elde edilir.

(3) “=" bagintis1 ( R, . ) monoidi tizerinde bir kongriians ise bir denklik bagmtisidir. Bu

taktirde “= ” bagmtisi yansima dzelligini saglar. Boylece (i) = (i) = (iii) saglanr.

(iii) = (iv) “=” bagmtis1 R iizerinde yansima 6zelligini saglasin. azb=>a~b=>a~b
oldugunu biliyoruz. Simdi @ ~ b => a = b oldugunu gosterirsek ispat biter. Varsayalim a ~ b

olsun. “=” yansimali1 oldugundan (2) > nin son ifadesinden dolay1 a = b oldugu goriiliir.

(i ):> (i) “~ bir denklik bagintis1 oldugundan a ~a oldugu goriiliir. Hipotezden dolay1

[T

= a ve dolayisiyla bagintisinin yansimali oldugu elde edilir.

(iii) & (v) Teorem 5.2.10 ve Tanim 5.2.11 birlikte dikkate alindiginda kolayca elde edilir.

(#51) = (f) Varsayalim “=" bagintis1 yansimali olsun. Burada (1) ve (2) kosullarim dikkate

alirsak “=” bagintisinin  bir denklik bagintis1 oldugu elde edilir. Eger ce R igin
az=b=>ca=cb oldugunu gosterirsek ispat tamamlanir. az=b=>a~b=>a | b ve
b | a=ca | cb ve cb | ca oldugu gosterilebilir. Béylece ca ~ ¢b saglanir. ca=0=>cb=0

olur ve ca=chb bulunur. Simdi varsayabm ca#0 ve ca=r(cb) olsun.

azb>a~b=>a=ub olacak sekilde ueU(R) vardir. Buradan
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ca =r(chb) =r(cua)=(ru")ca yazabiliriz. ca # 0 ve “=" bagintis1 yansimali oldugundan

ru”' e U(R) ve buradan r € U(R) elde edilir. Béylece ca = cb oldugu goriiliir.

oY)

ispat x,ye R icin x=xy olsun. Buradan x(1—-y)=0 oldugu gorilir. Hipotezden x =0
veya 1— y =0 elde edilir. Bylece x = xy oldugunda x =0 veya y € U(R) bulunur. Béylece

R halkasinin présimplifiable oldugu goriiliir.

Sonug 5.2.16 R tamlik bolgesi ise ilgililik, kuvvetli ilgililik, gok kuvvetli ilgililik bagintilar:
cakigirlar.

ispat Teorem 5.2.14 dikkate alindiginda kolayca yapilir.

Teorem 5.2.17 Eger a € R regular (yani sifir bélen olmayan bir eleman) ise a =a dir ve

bdylece herhangi bir be R igin a~b=>a=b dur.

Ispat a ~ a oldugu agiktir. @ =0 ise ispat biter. Varsayalim a # 0 ve a = ra olsun. Buradan

a(l-r)=0 ve a regular oldugundan 1-r=0=>reU(R) elde edilir. Boylece a=a

bulunur. Simdi herhangi bir b€ R icin a~b olsun. @ = a oldugundan Teorem 5.2.14 (i)’

den dolay1 a = b oldugu goriiliir.

Daha 6nce belirttigimiz gibi e # 0,1 idempotent eleman i¢in e ~ e oldugunu sdyleyebiliriz.

Gergekten; e=1,e ve 1, e U(R) oldugundan dogrudur. Fakat Onceden soOyledigimize

gore e% e dir. Benzer gekilde a ~b fakat a# b olan bir mek bulunabilir. Bunun igin

Fletcher (1969) bir 6rnek vermistir.
5.3 indirgenemez Elemanlar

Vermis oldugumuz ii¢ degigik ilgililik tammu kullanilarak t¢ farkli indirgenemez eleman

tanimi verilebilir.
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Tamm 5.3.1 R birimli, degigsmeli bir halka ve a € R birimselden farkli bir eleman olsun.
a=bc oldugunda ae R, b veya c ile ilgili ( ya da sirasiyla kuvvetli ilgili, cok kuvvetli
ilgili) ise a’ ya indirgenemez (ya da sirasiyla kuvvetli indirgenemez, ¢ok kuvvetli

indirgenemez ) eleman denir.

Teorem 5.3.2 Bir dnceki tanimda a = 0 alirsak asagidaki ifadeler denktir.
(i) R bir tamlik bélgesidir.

(i£) 0 gok kuvvetli indirgenemezdir.

(i) 0 kuvvetli indirgenemezdir.

(iv) 0 indirgencmezdir.

ispat (i):>(ii) a=0 igin a=bc olsun. Hipotezden b=0 veya c=0 oldugu goriiliir.

Boylece a = b veya a = ¢ elde edilir. Buradan a =0 ¢ok kuvvetli indirgenemezdir.
a=b=> a~b= a~b oldugu dikkate alimrsa (i) = (iii) = (iv) saglanur.

(iv)= () 02b,0#ceR igin bc=0 olsun. Hipotezden dolayi 0~b veya O~c olur.
Buradan b =0 veya ¢ =0 olup R halkasinin bir tamhk bdlgesi oldugu elde edilir.

Teorem 5.3.3 a ¢ok kuvvetli indirgenemez =>a kuvvetli indirgenemez = a

indirgenemezdir. Fakat bu ifadelerin tersleri dogru degildir.
ispat Tammlarve azb=>a~b=a~b oldugu kullanildig1 zaman kolayca elde edilir.

Teorem 5.2.14 de R présimplifiable ( 6rnegin bir tamlik bolgesi ) ise “~”, “=x”, “=”

bagintilarinin g¢akistiklarimi gérdiik. Bundan yararlanarak asagidaki sonucu elde ederiz.

Sonu¢ 5.3.4 R présimplifiable ise ¢ok kuvvetli indirgenemez, kuvvetli indirgenemez,

indirgenemez eleman kavramlan ¢akigirlar.

Teorem 5.3.5 R birimli ve degismeli bir halka olsun. Sifirdan ve birimselden farkli bir a € R

eleman i¢in asagidaki kogullar denktir.

(1) a ¢ok kuvvetli indirgenemezdir. Yani @ =bc = a = b veya a = ¢ dir.
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(2) a=a,...a, =3i=1,2,...,n Syleki a = q, dir.
(3) @ =bc= b veya c birimseldir.
(4) a=a,...a, =i=1,2,...,n icin biri hari¢ her a, birimseldir.
(5) a=a ve a=bc=>a=b veya a=c dir. |

(6) azavea=a,...a,= Ii=1,2,...,n Syleki a=aq, dir.

ispat (1)= (3) Varsayalim a =bc olsun. Hipotezden dolayr a=b veya a=c dir. a=b

olsun. a =b ve a =bc oldugundan ¢ birimsel elde edilir. Eger a = ¢ ise benzer sekilde b

birimsel elde edilir.

(3):> (5) Oncelikle @ = a oldugunu gosterelim. a~a oldugu agiktir. @ =ra olsun.
Hipotezden » veya a birimsel olmalidir. a birimselden farkli verildiginden » € R birimsel
olmalidir. Béylece a = a oldugu elde edilir. Simdi varsayalim a = bc olsun. Buradan a ~ bc

oldugu bulunur. Boylece a =u(bc) olacak sekilde u birimsel elemanm vardir. Hipotezden

dolay: ub veya c birimseldir. Eger ub birimsel ise a |c ve ¢ | a=>a~c,eger c birimsel

ise a|b ve b|a= a~b oldugu goriliir. Simdi a = a oldugundan Teorem 5.2.14 (2)’ den

dolay1 a = ¢ veya a = b elde edilir.
(5)=(1) Varsayalim a=bc olsun. aza=>a=a=bc=>a=b veya a=c bulunur.

(2):>(4) Varsayalim a =a,...a, olsun. Hipotezden Ji=1,...,n oyle ki a=a, dir.

n

Varsayalim a =a, olsun. Bu taktirde a=a,...a, oldugu igin ¢ok kuvvetli ilgililik

n

tanimindan a, ... a, birimseldir. Bu Vi =1, ..., igin yapilabileceginden ispat tamamlanir.

(4)=(6) a=z=a oldugu (3):>(5) ispatlanirken yapildigi gibi elde edilebilir. Simdi

varsayalim a=gq,...a, olsun. Buradan a=aq,...a

, oldugu gorilir. Bu taktirde

a=u(a,...a,) olacak gekilde bir u birimsel elemam vardir. Béylece a = (uaq,...q,_)a,

seklinde yazabiliriz. Hipotezden biri hari¢ her a, birimseldir. Varsayalim a, birimsel

olmasin. Bu taktirde a, |a ve a|a, yani a~a, bulunur. a=a oldugundan Teorem

5.2.14(2)’den dolay1 a=za, bulunur. Bu Vi=1,...,n igin benzer sekilde yapilabilir.

Boylece Ji=1,...,n dyleki a = a; elde edilir.
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(6)= (2) Varsayalim a =g, ...a, olsun. Hipotezden a = a,...a, ve bdylece 3i=1,...,n

Oyle ki a = a; elde edilir.
(6)= (5) n =2 alirsak kolayca elde edilir.

(5)= (6) Ttimevanm yéntemi kullanilarak elde edilir.

Teorem 5.3.6 Eger a € R ¢ok kuvvetli indirgenemez ve a~b ise azb dir ve beR

elemani da ¢ok kuvvetli indirgenemezdir.

ispat a=0 ise a~b oldugundan b=0 elde edilir. a=0 g¢ok kuvvetli indirgenemez
oldugundan R bir tamlik bélgesi ve buradan présimplifiable olur. Bu taktirde “~” ve “=”
cakistig icin a = b elde edilir. $imdi b=0=cd olsun. R tamlik bélgesi oldugundan ¢ =0

veya d =0 elde edilir. Boylece b=c=0 veya b=d =0 oldugu i¢in be R ¢ok kuvvetli

indirgenemez elde edilir.

Simdi a # 0 olsun. Bir dnceki teoremde yapildig1 gibi a = a oldugu gosterilebilir. Béylece
a~b ve a=a oldugundan Teorem 5.2.14(2)’ den a=b oldugu goriiliir. Simdi b =cd
olsun. az=b=cd=>a=c veya a=d oldugunu soyleyebiliriz. a~b =>b~a oldugu
agiktir. Teorem 5.2.14’den *“=” bagntisinin simetrik ve a = a oldugunda gegisme Ozelligini
sagladigimt biliyoruz. Bu taktirde a=b= b= a oldugundan b =c veya b=d elde edilir.

Boylece b € R ¢ok kuvvetli indirgenemezdir.

Not Teorem 5.3.5° ¢ a=bc=>a=b veya asc yada a=a,...a, = 3i=1,...,n dyle ki
a=a; kosullann eklenemez. Gergekten, e=(1,0)eZ,x Z, elemanim ele alalim. e
birimselden ve sifirdan farklidir. e ~ e oldugu agiktir. (1,0) = (1,1)(1,0) seklinde yazabiliriz.
Béylece e=e oldugu gorilir. eze=ee=>e=e bulunur. Fakat e#0 ¢ok kuvvelli

indirgenemez degildir. e = ee fakat e ¢ U(R) dir. Sonug olarak Teorem 5.3.5(5) ve (6) igin

a = a kosulu gereklidir.

Galovich (1978) tek tiirlii garpanlara ayrilabilen halkalar ¢aliymasinda kendi indirgenemez
eleman tanimimn bizim 5.3.5 (3)’ de kullandigimiz ifadeyi almigtir. Fletcher (1969) kendi

indirgenemez eleman tamimini bagka gekilde kullanmstir. Biz Fletcher tarafindan verilen
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tanumlart dérdiincii boliim icerisinde gérmiistiik. Bu tanimlara ek olarak agagidaki tanimi da

verebiliriz.

Tanim 5.3.7 a € R birimselden farkli olmak lizere a =gq, ..., seklindeki bir ¢arpanlarina
ayriligt igin 3i=1,...,n Oyle ki a@; =aaq; saglaniyorsa a € R elemanina indirgenemezdir

denir. Burada (a;) = (a) oldugu kolayca goriilitr.

Sonug¢ 5.3.8 Boylece Fletcher’ in indirgenemez eleman tanm a =a,...a, = 3i=1,...,n

Oyle ki a ~ a, ifadesine denk olur.

ispat Dérdiincti bolimdeki tamimlar ve yukaridaki tanim kullanilarak kolayca yapilabilir.

Bizim kullandigimiz indirgenemez eleman tanmimi Fletcher’ in tamminin 7 =2 igin yapilmig

halidir. Simdi bu tanimlarin denk olduklarim ggsterelim.

Teorem 5.3.9 R birimli ve degismeli bir halka olsun. Birimselden farkli bir a € R igin

asagidaki kogullar denktir.

(1) a indirgenemezdir, yani a = bc = a ~ b veya a ~c dir.

(2) a Fletcher’ n tanimi anlaminda indirgenemezdir, yani a =a,...a, = Ji=1,...,n Gyle
ki a ~ a; dir.

(3) (@) = (®)(c) = (a) = (b) veya (a) =(c) dir.

(4) (@) =(a,)..-(a,) = i=1,...,n dyleki (a) =(a;) dir.

(5) a~bc=>a~b veya a~c dir.

(6) a~a,...a, =>3i=1,...,n byleki a ~a; dir.

ispat (2)= (1),(4)= (3),(6)= (5) n =2 alinrsa goriiliir.

B)=14).5)= (6) Timevarimla kolayca ispatlanir.

(4)= (2) Kabul edelim ki a=a,...a, olsun. (a)=(a,...a,)=(q))...(a,) elde edilir.

Hipotezden dolay1 3i =1, ...,n 8yleki (a) =(q;) dir. Buradanda 3i=1,...,n dyleki a~aq;

oldugu goriiltir.
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(3) & (5) Kabul edelimki a ~ be olsun. (a) = (bc) = (b)(c) = (a) = (b) veya (a) = (c) dur.
Boylece a~b veya a~c elde edilir. Simdi varsayalim (a) = (b)(c) olsun. Bu taktirde

(a)=(c)=>a~bc=a~b veya a~c= (a)=(b) veya (a) =(c) elde edilir.

(1)= (3) Kabul edelim ki (a)=(b)(c) olsun. Bu taktirde a=rbc olacak sekilde re R
vardir. Buradan a = (rb)c=b(rc) =>a~rb veya a~c ve a~b veya a~rc= (a)=(rb)
veya (a)=(c) ve (a)=(b) veya (a)=(rc) elde edilir. (a)=(c) ve (a)=(b) i¢in ispat
tamamdir. Simdi varsayalim (@)=(@b) ve (a)=(rc) olsun. Bu taktirde
(a) = (rb) = (ac) = (rbc) = (a) ve (a) = (rc) = (ab) = (rcb) = (a) oldugu gériiliir. Buradan
(a) = (ab) = (a)(b) = (ac)(b) = (abc) = (a)(b)(c) = (a)> = (a) =(a)’ elde edilir. Bu
taktirde a=sa’ olacak sekilde bir se€ R vardir. (sa)® =(sa)(sa)=ssa’ =sa=>sa=e
idempotent elde edilir. a |sa ve sa |a = (sa) =(e) =(a) bulunur. e=(1,0) olmak lizere
R, =eR ve R,=(1-e)R oldugunda R =R,xR, seklinde yazabiliriz. a=(a,f) olsun.
(@) =(e) =< (a,f)>=<(1,00>=>(1,0) e<(a,F)>=(1,0) =(a,f)(r,s) olacak sekilde
bir (r,s)e R vardir ve (a,f)e<(1,0)>= (a,B)=(1,0)(',s') olacak sekilde (+',s")e R
vardir. Buradan (1,0) =(ar,fs) ve (a,B)=(r',0) ve béylece ar=1, ve f=0 elde
edilir. Yani a e U(R,) ve f =0 dir. Béylece a =(a,0) ve a € U(R,) oldugundan a =ue
olacak sekilde bir u € U(R) bulunabilir. $imdi a indirgenemez oldugundan f=0 R, de
indirgenemez bulunur. Aksi olsa idi, yani #=0 R, de indirgenemez eleman olmasa
b,ce R, igin O=bc yazihsinda b#0 ve c¢#0 olmalidir. Bu taktirde
a=(a,0)=(a,bc) = (a,b)(1,c) yazihis1 elde edilir. Fakat burada a eleman ne (a,b) ile ne
de (1,c¢) ile ilgilidir. Bu ise a elemaninin indirgenemez olmast ile geligir. Boylece =0 R,
de indirgenemez eleman olmalidir. Buradan R, bir tamlik bolgesidir.
S:R—>R,

(@,8)—> f(@,.8)=p
halka homomorfizmasi oldugu kolayca goriiliir.

Ker f={(a,f)eR | f((@,B)=B=0, )= Ker f={(a,0)eR | acU(R)}

seklinde bir doniiglim tanimlayalim. f doniiglimiiniin 6rten bir

= Ker f=(a) oldugu goriiliir. Birinci izomorfizma teoreminden R /(@) = R,oldugu elde

edilir. R, bir tamlik bélgesi oldugundan R /'(a) bir tamlik bolgesi ve (a) idealinin asal
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oldugu bulunur. Bdéylece (a)=(b)(c)=>(a)=(b) veya (a)=(c) elde edilir ve ispat

tamamlanir.

Sonug 5.3.10 Eger a € R indirgenemez ve a ~ a’ ise a’' elemam da indirgenemezdir. e € R
idempotent elemam igin e indirgenemezdir< e kuvvetli indirgenemezdir <> e asaldur.

Ayrica e ¢ok kuvvetli indirgenemezdir <> e = 0 asaldir.

Ispat a'=bc olsun. a~a'=bc=>a~b veya a~c dir. a~a'=>a’ ~a dir. Bdylece
a'~b veya a' ~ c elde edilir. Yani o' indirgenemezdir.

e indirgenemez olsun. Bir 6nceki teoremde (1)=>(3) ispatlanitken a=e alirsak benzer
sekilde e elemaninin asal oldugu bulunur. Tersine her asal eleman indirgenemez oldugundan
e indirgenemez elde edilir.

Simdi e indirgenemez ve e=ab olsun. Buradan e~a veya e~b ve (e)=(a) veya
(e) = (b) oldugu goriiliir. Varsayalim (e) =(a) olsun. Yine bir 6nceki teoremin (1):> (3)
ifadesindeki kosullar saglanir. [spata benzer sekilde devam edersek a = ue olacak sekilde bir
u € U(R) bulunabilir. Béylece a ~ e ve “~” denklik bagintis1 oldugundan e ~ a elde edilir.
(e) = (b) alinirsa benzer yéntem uygulanarak e ~ b oldugu goriiliir. Sonug olarak e kuvvetli
indirgenemezdir. Tersine e kuvvetli indirgenemez ise indirgenemez oldugulidan e
indirgenemezdir <> e kuvvetli indirgenemezdir elde edilir.

e kuvvetli indirgenemezdir = e indirgenemez$> e ispatin ikinci adimindan dolay1 asal olur.
Simdi e asal olsun. Buradan e indirgenemez olur ve bdylece e kuvvetli indirgenemez elde
edilir. Sonug olarak e kuvvetli indirgenemezdir < e asaldir elde edilir.

Son olarak e ¢ok kuvvetli indirgenemez olsun. e# 0 alalim. e=e’ =ee yaulabilir.
Hipotezden dolay1 e e U(R) olur ki bu bir ¢eliskidir. Yani e=0 olmalidir. Ayrica e ¢ok
kuvvetli indirgenemez ise kuvvetli indirgenemezdir ve bdylece e =0 asal elde edilir. Tersine

e =0 asal olsun. Bu taktirde e =0 indirgenemezdir. Teorem 5.3.2 den e¢=0 ¢ok kuvvetli

indirgenemez elde edilir.

Teorem 5.3.11 R birimli, degigmeli bir halka ve a € R birimselden farkl1 bir eleman olsun.

Bu taktirde asagidaki ifadeler denktir.

(1) a indirgenemezdir.

(2) (a) < (b),(c) = (a) < (b)(c) dir.
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(3) S={beR l(a)c(b)} kiimesi R halkasinin saturated ve ¢arpimsal kapali bir alt

kiimesidir.

ispat (1) = (2) Varsayalim a indirgenemez ve (a)c b),(c) olsun. ace€ (a)c (b)
oldugundan a=db olacak sekilde d € R vardir. (a)=(db)=(d)(b), a indirgenemez ve
(a) < (b) oldugundan (a)=(d) olmalidir. Buradan (a) = (d)(b) => (a) = (a)(b) elde edilir.
Benzer sekilde yapilarak (a)=(a)(c) olacak gekilde bir c¢e R bulunabilir. Boylece
(@) = (a)(c) = (a)(b)(c) = (abc) < (bc) = (b)(¢) = (a) c (b)(c)  oldugu  goriiliir.  Eger
(a) = (b)(c) ise a indirgenemez oldugundan (a) = (b) veya (a) = (c) olur ki bu bir geligkidir.
Boylece (a) < (b)(c) olmahdir.

(2) = (3) b,ce S olsun. Bu taktirde (a)c (b) ve (a)c (c)dir. Boylece hipotezden
(a) c (b)(c) = (bc) olup bce S elde edilir ve S kiimesinin ¢arpimsal kapali oldugu goriiliir.
Simdi xy € § olsun. Bu taktirde (a) < (xy) < (x),(») oldugundan xe S ve ye S bulunur.

Bdylece S saturated bir kiimedir.

(3):>(1) Varsayalim a indirgenemez olmasin. Yani (a)# (b) ve (a)#(c) oldugunda
(a) = (b)(c) olsun. Bu taktirde (@) < (b),(c) bulunur. Hipotezden b,ce S ve § kiimesi

carpimsal kapali oldugundan bce S ve buradan (a) < (be)=(b)(c) bulunur ki bu bir
celigkidir.

Teorem 5.3.12 Bir idempotent (x) temel ideali igin x indirgenemezdir <> (x) asaldir.

Ispat Sonug 5.3.10° dan kolayca elde gériiliir.

Asagidaki teorem x e R elemam igin (x)=(x)’ ve x elemaninin indirgenemez olmasinin

yakindan ilgili oldugunu gésterir.

Teorem 5.3.13 R birimli, degismeli bir halka ve x € R olsun.
(1) (x) = (x)* olmasi igin gerek ve yeter sart (x) < (¥) = (x) = (x)(y) olmasidir.
(2) Eger x indirgenemez ise (x) < (y) = (x) = (x)(y) dur.

(3) Eger (x) < (¥) = (x) = (x)(y) ise ya x indirgenemezdir ya da (x) = (x)* dur.
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ispat (1) “=": (x)  (») olsun. (x) = (x)* = (x)(x) = () < (XY = (W) < (*) =
(x) = (x)(p) elde edilir.

“=": (x) € (x) oldugu biliniyor. Hipotezden (x) = (x)(x) = (x)é oldugu elde edilir.

(2) Varsayalim (x) < (y) olsun. Bu taktirde (x)=(y)(z) olacak sekilde ze R vardir. x
indirgenemez ve (x) < (y) oldugundan (x)=(z) elde edilir. Bdylece (x)=(y)(z)=(x)(»)

oldugu goriiliir.

(3) Varsayalim (x) < (¥),(z) olsun. Hipotezden (x)=(x)(y) ve (x)=(x)(z) elde edilir.
Boylece (x) = (x)(¥) = (x)(¥)(2) = (x¥)(z) = (xyz) < (yz) oldugu goriiliir. Eger (x) < (yz) isc
x indirgenemezdir. Eger x indirgenemez degilse y,ze R igin (x)=(y)(z) dir. Buradan

()’ = (@) = D)D) = (D) 2) = (N2) = (x) elde edilir.
Simdi bir elemanin kuvvetli indirgenemez olmasina denk baz1 kogullar verelim.

Teorem 5.3.14 R birimli ve degigmeli bir halka olsun. Birimselden farkli bir a € R elemam

i¢in agsagidaki kosullar denktir.

(1) a kuvvetli indirgenemezdir. Yani a =bc = a~b veya a =~ c dir.
(2) a=a,...a, > 3i=1,...,n dyleki a=~aq, dir.

(3) arbc= a~b veya a~c dir

(4) a~a,...a, = 3i=1,...,n dyleki a~a; dir.

Eger a kuvvetli indirgenemez ve b~a ise b~a ve buradan b elemam da kuvvetli
indirgenemezdir.
ispat (2)= (1) ve (4)= (3) n=2 igin saglanir.

()= (2) ve (3)= (4) timevanimla kolayca yapilir.

(3)= (1) a=bc olsun. a~a oldugunu sdyleyebiliriz. Bu ikisini kullanirsak a ~ a =bc ve

hipotezden a ~ b veya a ~ ¢ elde edilir.
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()= (3) a =~ be olsun. Bu taktirde a =u(bc) = (ub)c olacak sekilde bir u € U(R) eleman:

vardir. Hipotezden a ~ ub veya a ~ ¢ dir. Buradan da a ~ b veya a ~ c elde edilir.

Simdide son ifadeyi gérmeye galigalim. Varsayalim a kuvvetli indirgenemez ve b ~ a olsun.
b~a=a~b=>(a)=(b) bulunur. a e (a) =(b) = a =bc olacak sekilde bir c € R vardir.
Hipotezden a ~ b veya a ~ ¢ oldugu goriiliir. a ~b ise b~ a saglanir. Simdi b =rs olsun.
a~b=rs=>a=r veya a=s elde edilir. Burada b =~ a oldugu dikkate alinirsa b~ r veya
b=s olup b elemammn kuvvetli indirgenemez oldugu gériiliir. Eger a~c ise a=uc
olacak sekilde bir u € U(R) vardir. Boylece a |c ve c|a=>(a)=(c) elde edilir. Su halde
(a) = (bc) = (b)(c) = (a)(@) =(a)’ oldugunu soyleyebiliriz. Burada Teorem 5.3.9(1)= (3)’
de yapildign gibi hareket edilirse a=wue olacak sgekilde bir u e U(R) bulunabilir.
(b)y=(a)=(e) oldugundan bir veU(R) igin b=ve yazabiliriz. Buradan

b=ve=vw'a=b~a bulunur. Yukaridakine benzer sekilde b elemanimin kuvvetli

indirgenemez oldugu gosterilir.

R bir tamlik bolgesi, ae R sifirdan ve birimselden farkli bir eleman olmak iizere a
indirgenemezdir < (a) R’ nin 6z temel idealler kiimesinin maximal elemanidir ifadesini

Teorem 5.2.3 de ispatlamigtik. Simdi bu ifadeyi kullanarak bagka bir indirgenemez eleman

tanmimi verebiliriz.

Tamm 5.3.15 R degismeli, birimli bir halka ve a € R birimselden farkli olsun. Eger (a) R

halkasinin 6z temel idealler kiimesinin maximal elemam ise a elemanina m-

indirgenemezdir denir.

Teorem 5.3.16 R degismeli, birimli bir halka ve a € R birimselden farkl1 olsun.
(l) a € R m - indirgenemezdir < a =bc = be U(R) veya a~ b dir.

(2) Eger 0 # a elemam ¢ok kuvvetli indirgenemez ise m - indirgenemezdir.

(3) Eger a m - indirgenemez ise kuvvetli indirgenemezdir.

(4) Eger a m - indirgenemez ve a ~ b ise a ~b ve b m - indirgenemezdir.

(5) a indirgenemez ve S={b | (@) c (b)} kiimesi ¢arpimsal kapali olsun. Bu taktirde

a/le S'R m - indirgenemezdir.
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Ispat (1) “=": Varsayalim a =bc olsun. (a)=(bc)c (b) oldugu goriilr. ae R m-

indirgenemez oldugundan ya (b)=R ya da (b)=(a) dir. Buradan beU(R) veya a~b
oldugu elde edilir.

“&”: Varsayalim ae€ R m- indirgenemez olmasin. Bu taktirde (a) < (b)c R olacak
sekilde bir (b) ideali vardir. Buradan a = be olacak gekilde bir ¢ € R bulunabilir. Hipotezden
dolay1 b € U(R) veya a~b dir. Buradan da (b) =R ya da (b) =(a) elde edilir. Bu ise bir

celiskidir. Yani ¢ € R m - indirgenemez olmalidur.

(2) Varsayalim 0+ a elemam gok kuvvetli indirgenemez olsun. Kabul edelim ki ae R m -
indirgenemez olmasin. Bu taktirde (a) c(b) c R olacak sekilde bir (b) ideali vardir.
Buradan a =bc olacak sekilde bir ¢ € R bulunabilir. Hipotezden a=b veya a=c dir.
az=b=a~b ve (a)=(b) bulunur. Eger a=c ise a~c dir ve ¢ =ua olacak sekilde bir
u e U(R) elemam oldugu goriiliir. Buradan a =bc =bua elde edilir. 0#a ¢ok kuvveltli
indirgenemez oldugundan bu € U(R) ve bdylece beU(R) elde edilir. Buradan (b)=R

oldugu bulunur. Her iki durumda da bir geligki ortaya ¢ikar. O halde varsayimimz yanhstir.

Yani a € R m - indirgenemez olmalidur.

(3) Varsayalim a € R m - indirgenemez ve a = bc olsun. Buradan (a) c (b),(c) dir. Béylece
(())=R veya (b)=(a)) ya da ((c)=R veya (c)=(a)) elde edilir. Eger (b)=R veya
(¢)=R ise b veya c birimsel olup a ~c veya a~b oldugu elde edilir. $imdi varsayalim
(@)= (b)=(c) olsun. (a)=(bc)=(b)(c)=(a)(a)=(a)’ oldugundan (a) idempotenttir.
Boylece (@) maximal idealdir. Gergekten; aksi olsa (a) € J < R olacak sekilde bir J ideali
vardir. (¢) cJ c R = (a)(a@) < J(a) c R(a) = (a)=(a)’ c J(a)c J c(a)=>(a)=J eclde
edilir ki bu bir celiskidir. Béylece (¢) maximal ideal olmahdir. Buradan (@) asal ideal olup

a asal elemandir. Sonug 5.3.10 dan dolay1 a kuvvetli indirgenemezdir.

(4) Varsayahm aeR m - indirgenemez olsun. (3) ifadesinden aeR kuvvelli
indirgenemezdir. Teorem 5.3.14 den dolay1r a kuvvetli indirgenemez ve b~ a ise b~ave
boylece a~b elde edilir. Simdi b elemanmin m- indirgenemez oldugunu gosterelim.
Varsayalim (b) c (c) c R olacak sekilde bir (c) temel ideali olsun. be (b)) c (¢)=> b=cd

olacak sekilde bir d € R vardir. a=b ve b=cd oldugundan a~cd =>a=c veya a~d ve
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bdylece b~c veya b=d elde edilir. b~c ve b=cd ifadesinden d € U(R) ve buradan
(b) = (c) bulunur. b~d ve b=cd ifadesinden ¢ € U(R) ve (c) = R oldugu goriiliir. Her iki

durumda da bir ¢eliski vardir. Varsayimimiz yanligtir. 5 elemani m - indirgenemez olmahidur.

(5) Teorem 5.3.11° den S kiimesi garpimsal kapalidir. (a) S =@ ve béylece (a); SR
kesir halkasimin bir 6z temel idealidir. Simdi varsayalim (a); < (¢); olsun. Buradan r € R ve
s e S olmak iizere a/l = (r/s)(c/1) yazabiliriz. Bu taktirde tsa =trc olacak sekilde bir € §
vardir. ts € § oldugundan (a) c (&s) ve a indirgenemez oldugundan Teorem 5.3.13 den
(@) = (a)(ts) = (tsa) = (a) = (tsa) = (trc) = (¢) elde edilir. Eger (a)=(c)= (a); =(c);
bulunur. Eger (a) = (c) ise ce S olur ki buradan (c); =S™'R elde edilir. Boylece afl

S$™'R kesir halkasinda m1 - indirgenemezdir.

Not a =0 indirgenemezdir <> kuvvetli indirgenemezdir < g¢ok kuvvetli indirgenemezdir
ifadelerini Teorem 5.3.2 de verdik. Ayrica a = 0 ¢ok kuvvetli indirgenemezdir < a elemam

asaldir ifadesini de sonug 5.3.10 da s6ylemistik.

Teorem 5.3.17 R birimli ve degismeli bir halka olsun. a =0 m - indirgenemezdir < 0

maximal idealdir. Yani R halkasi bir cisimdir.

ispat a =0 m - indirgenemez olsun. Varsayalim (a)& I & R olacak sekilde bir I ideali

mevcut olsun. 0# b € I keyfi olsun. Buradan (b) c I dir. (0) < (b) oldugu biliniyor. Ayrica
0 m- indirgenemez oldugundan (b) = (0) elde edilir. BSylece (b)=(0) dir. Buradan
b € (0) olup I < (0) elde edilir. Béylece I =(0) oidugu bulunur ki bu varsayim ile geligir. O
halde 0 maximal ideal olmalidir. Béylece R halkasinin cisim oldugu elde edilir.

Tersine 0 maximal ideal olsun. Bu taktirde 0, R halkasinin 6z temel idealler kiimesinin de

maximal elemamdir ve béylece m - indirgenemezdir.
Sonug 5.3.18 R birimli, degigmeli bir halka ve 0# a € R olsun. Bu taktirde a g¢ok kuvvetli
indirgenemezdir = a m- indirgenemezdir =>a kuvvetli indirgenemezdir = a

indirgenemezdir. Fakat bu ifadelerin hig biri ters ¢evrilemez.

Asagidaki teorem indirgenemez ve m - indirgenemez elemanlar arasindaki kesin iligkiyi verir.
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Bir m- indirgenemez eleman, iirettigi ideal R halkasinin 6z temel idealler kiimesinin
maximal elemam olan bir elemandir. Bir indirgenemez eleman ise iirettigi ideal, belirli bir

asal ideal tarafindan igerilen temel idealler kiimesinin maximal elemani olan bir elemandr.

Teorem 5.3.20 R degismeli, birimli bir halka ve P R halkasinin bir asal ideali olsun.
Varsayalim a € P elemam (a) ¢ (b) < P = (a) = (b) 6zelligini saglasin. Bu taktirde a € R
indirgenemezdir. Tersine varsayalim a € R indirgenemez olsun. Bu taktirde a € P olan bir

asal ideal vardir 6yle ki (a) < (b) € P = (a) = (b) dur.

ispat Varsayalim (a), P asal idealinde igerilen temel idealler kiimesinin maximal elemant ve
a =bc olsun. Boylece bc=ae P=>be P veya ce P dir. Varsayalhm b e P olsun. Bu
taktirde (a) = (bc) < (b) c P elde edilir. Hipotezden (a)=(b) oldugu goriiliir. Eger ce P
ise benzer sekilde (a) = (c) elde edilir. Béylece a € R indirgenemez eleman olur.

Tersine, varsayalim a € R indirgenemez olsun. Teorem 5.3.11 den S ={beR | (@) (b)}
kiimesinin saturated ve garpimsal kapali bir kiime oldugunu biliyoruz. a ¢ § oldugundan
acP ve PNnS=0 olacak sekilde bir P asal ideali vardir. Eger (a)c (b)c P ise
be PN S olur ki bu bir geligkidir. Boylece (a) = (b) olmalidir.

Bu boliimde son olarak verdigimiz ilgililik ve indirgenemez eleman kavramlarimin degismeli

ve birimli halkalarin direkt ¢arpim iizerinde ne gekilde olduklarini inceleyelim.

Teorem 5.3.21 {R,} , degismeli ve birimli halkalarin bir ailesi ve R=[IR, olsun.
a=(a,),b=(b,) e R herhangi iki eleman olsun.

() a~beVaeA igin a, ~b,, arboVaeA igin a, »b,, azbo VaeA igin
a,=b, ve 3o, € A byleki a, =0 ise Va €A igin a, =0 dir.

(2) a ( swrastyla ) indirgenemezdir, kuvvetli indirgenemezdir, m - indirgenemezdir, asaldir
& bir @, € A harig her bir a, € U(R,) dur, istelik bu a, € A igin olan a, € R, elemam
(swrastyla ) indirgenemezdir, kuvvetli indirgenemezdir, m - indirgenemezdir, asaldir.

(3) a ¢ok kuvvetli indirgenemezdir < bir &, € A harig her bir a, e U(R,) ve bu @, € A

igin olan a, € R, elemani gok kuvvetli indirgenemezdir, fakat lAl =1 olmadik¢a a, #0 dir

ve R, bir tamlik bélgesidir.
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ispat (1) a~b olsun & (a,)~(b,) < (a,)|®,) ve (b,)](a,) e (b,)=(a,)c,) ve
(a,)=(b,)(d,) olacak sekilde (c,),(d,)eR vardir < VaeA i¢in b, =a,c, ve
a, =b,d, = VaeA igin a, |b, ve b, |a, < VaeA igin a, ~b, elde edilir.

Simdi a~b olsun < (a,)=(b,) < (a,)=(u,)b,) olacak sekilde (u,) eU (R) vardir
< VaeA igin a, =u,b, olacak sekilde u, e U(R,) vardir © Va e A igin a, ~b, elde
edilir.

Varsayallm a=b olsun < (a,)=(0,)<(@,)~0®,) , (a)=0,)=(0,) veya
(a,)#(0,) ve (a,)=(,)b,)= (r,)eU(R) dir & VaeA igina, ~b, , a,=b, =0,
veya a, #0, ve a, =r,b, > r, eU(R,) dir & Va €A i¢in a, = b, elde edilir.

Simdi 3a, € A dyle ki a, =0 ve varsayahm bir @, € A igin a, #0 olsun. Béylece
(a,)#0 dir. a= (a,)= (O,aa| 0,000,0,...)= (0,1, ...,0,... )0,a,,0,...,0,...) yazabiliriz.
Burada (0,1,...,0,...)¢U(R) ve (0,a,,0,...,0,...) 2 U(R) oldugundan bir geliski elde

edilir. Béylece Va € A igin a, =0 olmalidir.

(2) a=(a,) € R indirgenemez olsun.

a= (aan g5 ens @y s ) = (aao B PR R )(l,aal 1 PO U PO 1.1, sl s S R
seklinde yazilabilir. a =(a,) € R indirgenemez oldugundan 3a; € A (i=1,2,...,n,...) dyle
ki (@gy>8gy 5003y 5000 ) ~ (L1, ee0sa, 5 .00) oldugu elde edilir. Varsayalim
(@45, e0s g5 o0n) ~ (@ 1,100, 1,000) olsun, (1) den dolayt Va; €A (j=1,2,...,1,...)
icin a, ~1 ve a, ~a, bulunur. Boylece a, €A igin olan a, hatic VaeA igin
a, €U(R,) elde edilir. $imdi a, eR, elemanmnin indirgenemez oldugunu gdsterelim.
Varsayalim a,, = b%cmo olsun. (a,)= (aao oy een,l,00)= (bao 1 R PO )(Ca., e, 1,000)
seklinde yazabiliriz. (a,) indirgenemez oldugundan ve (1) den dolay1 a, ~b, veya
g, ~ Cq, €lde edilir. Bdylece a, € R, indirgenemezdir.

Simdi a = (a,) kuvvetli indirgenemez olsun. Bu taktirde a = (a,) indirgenemezdir ve ispatin
birinci adimindan dolay1 bir @, €A igin olan a, €R, elemant hari¢ VaecA igin
a, € U(R,) elde edilir. Varsayahm a, =5, c, olsun.

(2,) = (@1, o0 ]sen) = (By oL, ceeslyee ), o1, wenslen) 5 (@) Kuvvetli indirgenemez ve (1)

dendolay: a, ~b, veya a, =c, olup a, €R, kuvvetliindirgenemezdir.

)
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Simdi de a =(a,) m- indirgenemez olsun. Bu taktirde a = (a,) indirgenemezdir ve ispatin
birinci adimindan dolay1 bir @, €A igin olan a, €R, elemam hari¢ VaeA igin
a, € U(R,) eldeedilir. a, € R, elemanimin m - indirgenemez oldugu agiktir.
a=(a,) € R asal ise indirgenemez ve ispatin birinci adlmmda;l dolay1 bir , € A igin olan

a, €R, elemanm haric VaeA igin a, eU(R,) elde edilir. Simdi a

a0 | Da, Ca, OlSUN.

Buradan ByyCay =gyt olacak sekilde bir ty € R, vardir.

ag“ay

By Coagohs weerleee) = (B by ees Lyes W sy wensLyens ) = (@ o1, oo L) = (@ ], ey L)
(Laols wreslyees) = (@ by vees Lyenn) | (B, e Loeen gy oy oms,ene) elde edilir. a=(a,) € R

asal oldugu dikkate alinirsa a,,

b, veya a,

Qg

¢,, oldugu kolayca goriiliir ve a, asal elde

[+1

edilir.

(3) a=(a,) € R gok kuvvetli indirgenemez olsun. Buradan (a,) indirgenemez ve (2) den
bir @, €A i¢in olan a, € R, eleman harig Ve e A i¢in a, e U(R,) elde edilir. Simdi
a,, =b, c,, olsun. (1) den ve hipotezden dolay: a, =b, veya a, =c, oldugu gorilir.
Buradan a, ¢ok kuvvetli indirgenemez elde edilir. Varsayalim a, =0 olsun. Bu taktirde
R,, bir tamlik bolgesidir. a = (a,) gok kuvvetli indirgenemez oldugundan Teorem 5.3.5 den
a=za ve bdylece (1) den dolay1 Va € A igin a, =0 elde edilir. Bu durum sadece |A| =1
olmasi halinde elde edilir.

Tersine, |A|=1 ise agikardir. Simdi |A,>1 kabul edelim. Boylece a, #0 g¢ok kuvvetli
indirgenemez ve a#aq, i¢in a, eU(R,) dir. b=(b,),c=(c,)e R igin a=hc olsun.
Buradan a # «, igin b,,c, €U(R,) ve a, =b, veya a, =c, oldugu goriiliir. Boylece

(1) den dolay: @ = b veya a =c olup a € R gok kuvvetli indirgenemez elde edilir.
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